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Metrisclie  Eigenscliafteii  der  cubhehen '  Ra\Tmcurve, 

Von 

Prof.  R.  Sturm 


1.  Dia  Gradzahlen  der  mit  der  ciibiselien  KaumcurTe  verbuiidenen  Oerter 
'der    Normalebenen»    rectificirenden    Ebenen,    Haiiptnormalen ,    Binormaleu 
o.  s.  w.  findet   man  leicbt  mit  Hilfe  folgender  allgemeiner  Sätze: 

1.  Die  Geraden,  welche  entaprechende  Punkte  zweier 
eindeutig  aufeinander  bezogener  Curven  n**"nnd  tt^**' Ord- 
nung verbinden,  erzeugen  eine  Regelfäche  (m  +  wJ^''**  Grades. 

Denn  in  einem  Ebenenbliscbel  entsteht  dnrch  die  Ebenen,  welcbe  ent- 
sprechende Punkte  entbaHen ,  eine  Correspondenz  [«| ,  n] ,  deren  Coincidenzen 
die  Geraden  der  RegelBäche  enthalten,  welche  die  Achse  des  Büschels 
schneiden. 

Der  Grad  der  Eegelfiäche  vermindert  sich  um  a,  wenn  a*mal  ent- 
sprechende Punkte  zusammenfallen. 

2.  Bei  zwei  Curven«**"  Ordnung,  bezw.ft^"*^  Klasse,  welche 
sich'in  derselben  Ebene  befinden  und  in  eindeutiger  Be- 
ziehung der  Punkte  und  Tangenten  stehen,  fällt  (tt  +  w^l-mal 
ein  Punkt  der  ersten  auf  die  entsprechende  Tangente  der 
zweiten, 

Die  Correspondenz  nämltch  in  einem  beliebigen  Strablenbüschel  der 
Ebene,  in  der  zwei  Strahlen  einander  entsprechen,  von  denen  der  eine 
na^ih  einem  Punkte  der  ersten  Cnrve,  der  andere  nach  dem  Schnitte  der 
Tangente  desselben  mit  der  entsprechenden  Tangente  der  zweiten  Curve 
geht,  ist,  wenn  n'  die  Klasse  der  ersten  ist,  [n'  +  w^,  »].  Zu  den  Coin- 
cidenzen gehören  die  im  Büschel  beündlichen  Tangenten  der  ersten  Curve» 
die  übrigen   führen   zu   Incidenzen    entsprechender  Punkte  und  Tangenten. 

IJebertrSgt  man  diesen  Satz  auf  die  Kegel,  welche  aus  einem  beliebigen 
Punkte  die  Punkte  einer  Curve  n**"^  Ordnung  und  die  Geraden  einer  Regel - 
fläche  n^^***  Grades  projiciren ,  so  hat  man : 

3.  Wenn  die  Punkte  einer  Curve  w*"'  Ordnung  auf  die 
Erzeugenden  einer  Regelfläche  tt^**"*  Grades  —  im  besonderen 
Falle  auf  die  Tangenten  einer  Curve  «^*®**  Ranges  (n/*'^  Klasse,  wenn  sie 
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entsprechen  der  Puiakte  und  Tangenten  ei  nen  Torßus(n  + w^)*** 
Klasse. 

Ebenso  ist  dual,    wenn  die  Scbraiegungsebenen  einer  Curve  #***'  Klasse 
eindentig  auf  die  Erzeugenden  einer  R^gelflftdie  «/^"  Grades  bezogen  sind, 
der  Ort  der  Schnittpunkte-/eiits^re4hi^üder*'j!]lfemeite  eine  Curve  (n  +  n^Y^^ 
.Qrdnttng:''  '*.'/;      :      '•/:  *•  '•*      * 
*\  JDärauVer^ebt  sich: 

4.  Weue   die    Punkte    einer  Curve    n'"'    Ordnung  auf  die 
Scbmiegungsebenen   einer  Curve   n/**  Klasse   eindeutig   be- 
zogen sind,  so  incidiren  {n+  nj-mal  entsprechende  Elemente, 
Zum    Beweise    benutzt    man    das    Erzeugöisa     der    Schnittpunkte    der 
Tangenten    der    ersten    und    der    entsprechenden    Scbmiegungsebenen    der 
zweiten  Curre  nnd  eine  Correspondenz  in  einem  Ebenenbüscbel, 

2,  Die  Tangentenfläche  der  cubischen  Raumcurvo  91^  schneidet  in  die 
unendlich  ferne  Ebene®  eine  Curve  6^3  vierter  Ordnung  dritter  Klasse 
ein,  Ihre  acht  Schnitte  mit  der  absoluten  Curve  fi^  (dem  unendlich 
fernen  imaginären  Kugelkreiae)  lehren,  dass  es  acht  Punkte  auf  JR^ 
giebt,  deren  Tangenten  die  fi'  treffen  und  bei  denen  sich 
Normal  ebene  und  rectificirende  Ebenen  —  in  eine  die  8*  be- 
rührende  Ebene  —  vereinigen. 

Unter  den  Scbmiegungsebenen  der  9i^  zeichnen  sieb  die 
sechs  aus,  welche  R^  berühren j  ihre  15  Sclinittstrablen  sind  die 
Focalstrablen ^  die  zehn  Diagonalen  (Verbindungslinien  von  Gegenecken) 
des  durch  die  gebildeten  Secbsflachs  die  Achsen  der  cubischen  Raumcurve,* 

Jede  von  diesen  secbs  Scbmiegungsebenen  vereinigt  sieb 
mit  der  zugehörigen  rectifici ren den  Ebene,  und  ihr  Krümmungs - 
Mittelpunkt,  das  heisst  ihr  Schnitt  mit  den  beiden  Normalebenen  auf 
den  in  ihr  gelegenen  Tangenten,  ist  ihr  Berührungspnnkt  mit  R*. 

3,  Ist  5\  die  Pölarcurve  von  6"*g  in  Bezug  auf  ft*,  so  erhalten  wir, 
die  entsprechenden  Punkte  von  SH^  und  6^^  verbindend: 

Die  Binormalen  der  cubiscbeii  Raumcurve  erzeugen  eine 

Regelfläche  sechsten  Grades,    von  welcher   drei  Erzeugende 

in  E  fallen,  die  Binormalen  der  unendlich  fernen  Punkte  j4,  Bp  Ovon  3?^, 

Verbinden  wir   die  Punkte  von   ai"^  mit  den  Tangenten   von   (J^^i,    eo 

ergiebt  sich: 

Die  Kormalebenen  der  cmbischen   Eaumcurve   umhüllen 
einen   Toraus   siebenter    Klasse,    welcher    6    zur    dreifachen 
Bertihrungsebene  hat;  denn  sie  ist  Normalebene  für  A.  B^  0. 
Verbindet   man    aber    die  Tangenten    von  tH^  mit  den  entsprechenden 
Punkten  von  6^4,  so  hat  man: 

*  H.  Krüger,  „Die  Focaleigenachaften  der  cubischen  Raum  curve",  Diaser- 
tation. Breslau  1885.—  Bekanntlich  werden  auch  die  Schnittlinien  der  Scbmiegungs- 
ebenen Achsen'genannt. 
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Die  rectifieirenden  Ebenen  von  SR' umhüllen  einen  Torsus 
ebenfalls  siebenter  Klasse,  zu  dem  aber  6  nicht  gehört.* 

Der  Schnitt  dieser  rectifieirenden  FiHche  mit  (£  ist  eine  Curve  siebenter 
Klasse  (F^;  pQlarisiren  wir  sie  in  Bezug  ai^f  fi*  in  die  Curve  siebenter  Ord- 
nuDg  6'  und  verbinden  wiedernm  die  entsprechendeE  Fnnkte  von  31^  und  6% 
so  erhalten  wir; 

Die  Hauptnormalen  der  eubieehen  Eaumcurve  erzeugen 
eine  Regelfläche  zehnten  Grades. 

Sie  ist  auch  das  Erzeugniss  der  Schnittlinien  eBtsprecbender  Ebenen 
des  Torsus  dritter  Klasse  der  Schmiegongsebenen  und  des  Toraus  siebenter 
Kla8se  der  Normalebenen  von  -R^. 

Ebenso  sind  die  Binormalcn  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der 
beiden  Torsen  siebenter  Klasse  der  Nortnalebeneu  und  der  rectifieirenden  Ebenen ; 
aber  achtmal  vereinigen  sich  entsprechende  Ebenen ,  daher  sinkt  der  Qrad 
der  RegelHäcbe  der  Binormalen  von  14  auf  6  herab. 

Die  Fläche  der  Hauptnormalen  hat  drei  in  (S  gelegene 
Erzeugenden^  die  Hauptnormal en  von  A^  B^  (Z 

4.  Der  Torsus  der  Normalebenen  kann  keine  stationäre  Ebene  baben 
und  ein  ebener  Schnitt  von  ihm  keine  Wendetangente.  Dieser  Schnitt  ist 
vom  Geschleehte  0  und  hat  eine  dreifache  Tangente  im  ünendlicben; 
daraus  ergiebt  sich»  mit  Hilfe  der  Plück  er 'scIien  Formeln,  dass  er  zwölf 
weitere  Doppeltangenten  hat  und  seine  Ordnung   12  ist 

Die  Krümmungsachsen  der  cubischen  Raumeurve  er- 
zeugen eine  abwickelbare  Flache  zwölfter  Ordnung  sieben* 
ter  iClasse. 

Schneiden  wir  entsprechende  Schmiegungsebenen  und  Krümmungs* 
achsen,  so  ergiebt  sich: 

Die  Krümmungs- Mittelpunkte  der  cubischen  Raumeurve 
erzeugen  eine  Curve  15.  Ordnung* 

Die   Krümmungsachsen   verbinden   die  Punkte    dieser  Cnrve   mit    den 
entsprechenden    von    ß^^.    Die    Reduction    der    Ordnung    ihrer  Fl&che  von 
15  +  3  aaf  12    beruht  darauf^   dass   sechsmal  —  bei  den  S*  berührenden       i 
Schmiegungsebenen  —  entsprechende  Punkte  zusammenfallen«  ^H 

Andererseits  verbinden  die  Hauptnormalen  entsprechende  Punkte  der 
3t*  und  dieser  Curve  15.  Ordnung;  die  Reduction  um  8  geschieht  wegen 
der  Punkte  von  9i^,  bei  denen  die  Normalebeue  mit  der  rectifieirenden 
Ebene  und  infolge  dessen  der  Krümmungs- Mittelpunkt  mit  dem  Punkte 
von  9t*  sich  vereinigt,  zu  dem  er  gehört 

&.  Wenn  Ä\  A"  die  bäiderseiügen  Nachbarpunkte  des  unendlich  fernen 
Punktes  A  der  ^*  sind ,  so  ist  @  die  zu  A  gehörige  Normalebene ,  die  von 


♦  Dieser  Satz  und  der  über  die  Binormalen  findet  sieh  schon  bei  Krüger.* 
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4'i  X*  schneiden  beide  die  S  in  der  Wendetangente  a  yoa  S®|,  welche 
dem  gemeinsamen  Punkte  A  der  Tangenten  AÄ ^  Ä'A  von  SR*  —  der  ein 
Rückkebrpunkt  von  i^\  ist  —  entspricht  Daher  wird  sie  EUckkebr- 
Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche  der  Norraalebeuen  und  dreipunktig 
berührende  Tangente  der  Rückkehrer rve  dieser  Fläche.  Die  drei  Geraden 
0,  h^  c,  den  noendlich  fernen  Punkten  A^  B,  C  von  9i*  zngehörig,  je 
dreifach  gerechnet  —  weil  ©  die  zugehörige  Berührnngs ebene  ist  —  ver- 
vollständigen 5^4  zum  Schnitte  zwölfter  Ordnung. 

Ein  ebener  Schnitt  des  Normalebenon  -  TorsiiB  ist  siehenter  Klasse 
zwölfter  Ordnung,  hat  eine  dreifache  und  zwölf  doppelte  Taugenten,  also 
15  Rückkehrpnnkte ,  von  denen  drei  von  den  eben  erwähnten  Rückkehr- 
Erzengenden  herrühren.     Die  zwölf  übrigen  lehren: 

Die  Rückkebrcurve  des  Normalebenen-Torsus  oder  die 
Curve  der  Mittelpunkte  der  vierpiinktig  berührenden  Kugeln 
(Schmiegnngskngeln)  ist  zwölfter  Ordnung  (zwölften  Ranges 
siebenter  Klasse). 

Wirkliche  Doppelpunkte  kann  sie  nicht  besitzen;  daher  haben  wir, 
wenn  h  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  und  s  die  der  Rückkehrpunkte 
dieser  Curve  ist ,  2  //  +  3^'  —  12 , 1 1  —  1 2  =  1 20^  und  wegen  des  Geschlechts  0: 
;^-|-s  =  55j  also;  Ä  —  45,  s  =  10,     Die  letztere  Zahl  liefert  den  Satz: 

Die  cubiBohe  Ratimcurve  besitzt  zehn  Kugeln,  welche 
sie  fünfpunktig  berühren. 

ü.  Auch  zwei  auf  einander  folgende  reetificirende  Ebenen  können  nicht 
zusammenfallen.     Daraus  schliessen  wir: 

Die  rectificirende  Fläche  der  cubischen  Ranmcurve  ist 
zwölfter  Ordnung. 

In  jeder  Ebene  giebt  es  15  Gerade,  durch  welche  zwei  rectificirende 
Ebenen  gehen. 

Die  Rückkebrcurve  dieser  Fläche  ist  15.  Ordnung  und 
hat  16  Rückkehrpuukte. 

Es  giebt  also  16  Punkte,  durch  welche  vier  auf  einander 

folgende  rectificirende  Ebenen  von  ^^'*  gehen. 

Weil  die  rectificirende  Ebene  Grenzlage  der  Halbirungsebene  des  einen 

Flächenwinkels   zweier    benachbarter    Schroiegungsebenen    ist,    so   ist  jeder 

Punkt  in    ihr   Mittelpunkt   einer   Kugel,   welche   beide  Schmiegungsebeuen 

berührt. 

Folglich  sind  die  16  Punkte  Mittelpunkte  von  Kugeln^ 
weiche  je  fünf  auf  einander  folgende  Schmiegungsebenen 
tangiren. 

Die    Krümm ungsachsen    verbinden     entsprechende    Punkte    der   Curve 

15,  Ordnung  der  Krtlmmungs- Mittelpunkte  und  der  Curve  zwölfter  Ordnung 

der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  und  erzeugen  eine  Fläche  zwölfter 

Ordnung,   also: 


J 


Der  Krümmnngs-Mittelpunkt  fällt  lö-mal  mit  dem  zu- 
gehörigen  Schmiegungäkugel-Mittelpunkte  zusammen. 

Von  den  xmendÜch  fernen  Punkten  der  Curve  der  Krllmmungs- 
Mittelpunkte  fallen  sechs  in  die  Punkte,  in  denen  ^^  von  Schmiegunga* 
ebenen  der  Dl^  berührt  wird;  die  neun  übrigen  fallen  zu  je  dreien  iu  die 
Schnitte  der  Geraden  a,  b,  c,  der  Krümmungsachsen  von  Ä,  By  0,  mit 
den  Schmiegongsebenen  a,  ß^  y  dieser  Punkte j  denn  für  jeden  dieser  drei 
Fnnkte  der  dl^  und  seine  beiden  Nachbarpunkte  ist  der  Krtimmunga- 
Mittelpnnkt  unendlich  fern. 

Die  zwölf  Schnitte  aber  der  Cnrve  der  Mittelpunkte  der  Schmiegünga- 
kugeln  mit  (S  fallen  zu  je  vier  in  die  diesen  Wendetangeuten  o^  b,  c  von 
6^^  zogebörigen  Wendepunkte j  denn  durch  jeden  der  Punkte  Ä^  B,  C?  gehen 
Tier  unendlich  nahe  Schmiegungskugeln ,  sämmtlich  mit  unendlich  fernem 
Mittelpunkte,  in  ihrem  Berührungspunkte  aber  mit  6\  wird  die  Wende- 
tangente,  als  KrÜmmungsachse  der  3t^^  von  der  nächstfolgenden  Normal - 
ebene  geschnitten. 

Der  Erüm  mungskreis  eines  der  Punkte  Af  B,  C  besteht 
uns  dessen  Tangente  und  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  Bchmiegungsebene,  die  Schmiegungskugel  aus  dieser 
Schmiegungsebene  und  der  unendlich  fernen  Ebene, 

7.  Die  Kreise  auf  den  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ord- 
nung bilden  eine  Congruenz  von  Kreisen,  von  der  durch  jeden 
Pnnkt  sechs  gehen. 

Die  Ebenen  dieser  oo^  Kreise  berühren  alle  die  Cayley'sche  Curve 
dritter  Klasse  des  Netzes  von  Kegelschnitten  in  Q,  das  durch  den  U^  und 
den  vom  Flüchen böschel  eingeschnittenen  Kegelschnittbüschel  constituirt 
wird.  Folglich  umhüllen  die  Ebenen  derjenigen  von  diesen  Kreisen,  die 
durch  einen  Punkt  0  der  Qrundcnrve  9t ^  des  Büachels  gehen,  einen  Kegel 
dritter  Klasse.     Und  auf  dem  Erzeugnisse  dieser  Kreise  ist  9i*  dreifach* 

Lassen  wir  auf  einer  Geraden  l  einem  Paukte  X  die  sechs  Punkte  X' 
entsprechen  ^  in  denen  l  von  den  Ebenen  der  sechs  durch  0  gehenden  Kreise 
auf  der  Fläche  des  Büschels  durch  X  geschnitten  wird ,  so  gehen  umgekehrt 
durch  jeden  X*  die  Ebenen  von  drei  durch  0  gehenden  Kreisen  auf  Flachen 
dea  Büschels  und  es  entsprechen  dem  X*  die  sechs  Punkte  X,  in  welchen 
diese  Fluchen  die  l  schneiden.  Aus  den  zwölf  Coincidenzen  dieser  Corre- 
si>ondenz  [6,ßj  folgt: 

Die  Kreise  auf  den  Flächen  eines  ^^-Büschels,  welche 
darch  einen  Punkt  0  der  Grundcurve  di*  gehen,  erzeugen 
eine  Fläche  zwölfter  Ordnung» 

Der  Schnitt  dieser  Fläche  mit  jeder  Fläche  des  Büschels  besteht  aus 
der  dreifachen  Grundcurve  und  den  sechs  auf  der  letzteren  Fläche  gelegenen 
Kreisen  durch  O,  der  unendlich  ferne  Schoitt  aber  aus  ff*,  dreifach  gerechnet, 
und  den  sechs  Geraden  der  drei  Paraboloide  des  Büschels^  denn  jede  von  ihnen 
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seUt  mit  der  dnrch  0  gebenden  Geraden  der  anderen  Schaar  einen  Kreis 
zusammen. 

Der  Funkt  0  ist  auf  ibr  neunfach,  denn  die  drei  weiteren  Schnitte 
einer  durch  ihn  gehenden  Geraden  rühren  von  den  Kreisen  her,  die  sich 
in  den  drei  Berübrungsebenen  befinden,  welche  von  der  Geraden  an  den 
Kegel  dritter  Klasse  geben. 

Wenn  0  einer  von  den  unendlich  fernen  Punkten  von  ^i*  ist,  ao  zer- 
fallt die  Fltiche  in  diejenigen  drei  Regeischaaren  der  Paraboloide,  zu  denen 
die  drei  durch  0  gebenden  von  den  sechs  Geraden  nicht  gehören  ^  und  in  die 
Ebene  G,  sechsfach  gerechnet ,  da  auf  jeder  F'  der  unendlicb  ferne  Schnitt 
zu  allen  sechs  Kr eissc haaren  gebort. 

8.  Lassen  wir  9t^  in  eine  cubiscbe  Baumcurve  und  eine  Sehne  der- 
selben zerfallen,  ao  haben  wir: 

Eine   cubische  Ranmcurv«   3i^   führt   zu   einem  Complexe 

von    Kreisen,    denjenigen    nämlicht    welche    durch    die    drei 

Sebniite  der  verschiedenen  Ebenen  gehen.    Jeder  von  ihnen 

ist  mit  9t^  durch  eine  Flüche  zweiten  Grades  verbunden. 

Alle  Flächen    zweiten  Grawes ,    welche    durch    9P    und    die    Tangente 

dieser  Carve   im  Punkte  P  gehen,  berühren  in  P  die  Schmiegungsebene  tt, 

so    dass  jeder  Strahl    des  Büschels  (P.  n)    auf  einer   dieser  Flächen  liegt* 

So  zeigt  sichf    wie  die  in  Geraden  paare  zerfallenden  Krümmungskreise  der 

Punkte  A,  Bj  0  mit  31^  durch  Flächen  zweiten  Grades  verbanden  sind. 

Die  durch  einen  Punkt  0  gehenden  Kreise  unseres  Cum- 
plexes  erzeugen  eine  Fläche  zv;5lfter  Ordnung. 

Auf  derselben  sind  {K^  R*  und  die  Sebne  a  von  9t*  durch 
0  dreifach,  die  unendlich  fernen  Sehnen  der  5)1'  und  die 
drei  weiteren  Geraden  der  durch  91^  und  0  gehenden  Para- 
boloide,  welche  mit  @  oder  0  incidirenf  einfach,  der  Punkt 
Ö  endlich  neunfach. 

Die  Ebenen  dieser  Kreise  umhüllen  einen  Kegel  dritter 
Klasse. 

Weil  die  Curve  dritter  Klasse  in  ß,  nach  welcher  dieser  Kegel  geht, 
von  neun  Scbmiegungsebenen  der  9P  tangirt  wird,  so  gehen  Vön  den 
Flächen  zweiten  Grades,  die  durch  Dl'  und  die  verschiedenen 
Krümmungskreise  gelegt  sind,  neun  durch  jeden  Funkt. 

Diese  Flächen   rufen   zwischen    den  Punk  treiben  auf  Di^'  und  auf  einer 

beliebigen    Geraden    eine    Correspondenz    [9,2]   hervor.      Sie    bat    auf  9t^ 

2.9(2-1)  =  18  und  auf  der  Geraden  2.2(9-1)  ^32  Verzweiguugspunkte.* 

Van    den    genannten    Flächen    berühren    18   eine    Gerade 

nnd  ihre  Enveloppe  ist  32.  Ordnung, 


*  fn  Bezug  auf  höhere  Correapoodenten  vergleiche  raem  Buch:   ,jDie  Gehilde 
ensieii  tiacl  jsweitea  Qr^dBä  der  LiuieDgeometrie  Theil  1"  (Leipzig  1892)  S.  16  ßg* 
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9.  Ein  allgemeines  JP^-Netz  fCLlirt  ebenfalls  zu  einem  Com- 
plexe  von  Kreisen;  jede  Ebene  schneidet  eine  Fläche  des  Netzes  in 
einem  Kreise. 

Die  Kreise  diesesComplexes  in  den  Ebenen  eines  Büschels 
erzeugen  eine  Fläche  fünfter  Ordnung,  auf  der  die  Achse 
dreifach  ist 

Auf  jeder  Geraden  l  entsteht  nämlich  durch  die  Schnitte  mit  einer 
Ebene  des  BüscheU  und  mit  der  FlUcho  des  Netzes,  welche  die  Ebene  iu 
einem  Kreise  achneidet,  eine  Correspondenz  [3,2];  denn  durch  einen  Punkt 
von  t  wird  aus  dem  Netze  ein  Büschel  ausgeschieden  ^  desseo  iu  (J  gelegene 
ümhülluDgscm*ve  der  Kreisschnilt- Ebenen  von  drei  Ebenen  des  Büschels 
berührt  wird.     Die  fünf  Ooincidenzen  führen  zur  Behauptung. 

DieEbenen  derjenigen  Kreise  unseres  Compleies,  welche 
eine  gegebene  Gerade  (  treffen,  umhüllen  eine  Fläche  fünfter 
Klasse,  für  welche  alle  Ebenen  durch  l  doppelt  sind. 

Wenn  {  durch  einen  Grundpuukt  des  Netzes  geht,  oder  in  dem  una 
besonders  interesairenden  Falle,  wo  alle  Flächen  des  Netzes  durch  eine  3P 
gehen  I  wenn  t  diese  Cur?e  trifft ,  sondert  sich  yon  der  Fläche  ein  Bündel 
ab*  Geschieht  es  zweimal,  so  bleibt  nur  eine  Fläche  dritter  Klasse,  oten- 
bar  die  uuendlich  ferue  Curve  dritter  Klasse,  die  zu  dem  Büschel  aus  dem 
Netze  gehört,  auf  dessen  Flächen  sich  die  fraglichen  Kreise  befinden. 

Ein  Punkt  0  scheidet  au6  dem  Netze  einen  Büschel  aus.  Die  Ebenen 
der  zwölf  Kreise»  welche  durch  0  geh^n  und  I  treffen,  berühren  sowohl 
den  Kegel  dritter  Klasse,  der  zu  dem  Büschel  und  dem  auf  seiner  Grund- 
cuTTe  gelegenen  Punkte  0  gehört,  als  auch  die  Fläche  fünfter  Klasse, 
welche  zum  Netze  und  zur  Geraden  t  gehört.  £s  bleiben  also  noch  drei 
weitere  gemeinsame  Ebenen. 

10.  Verbundene  Kreiaschnitt- oder  cjrklische  Ebenen  einer 
Fläche  zweiten  Grades  F^  seien  solche,  die  zur  nämlichen  Achse  der 
Fläche  parallel  dind.  Ihre  unendlich  fernen  Geraden  f,  f'  bilden  ein  Geraden- 
paa?  des  BüBchels  (i^*(S,  ft^);  die  bei  den  Flächen  unseres  Netzes 
sich  ergebenden  f,  f  bilden  daher  die  Geradenpaare  des  Gebüsches  von 
Kegelschnitten,  das  durch  51*  uud  das  aus  dem  Flächennetze  ausgeschnittene 
Kegelschnittnetz  constituirt  wird.  Folglich  sind  je  zwei  zusammengehörige 
f,  r  in  Bezug  auf  alle  Ktsgel schnitte  der  Schaar  conjugirt»  welche  sich  auf 
dies  Gebüsche  stützt.  Grundtangenteu  dieser  Schaar  sind  die  Berühr ungs- 
&ehneni  mit  St*,  der  yier  zum  Netze  gehörigen  Eotationsiächen. 

Die  unendlich  fernen  Geraden  f,  t'  verbundener  cyk  lisch  er 
Ebenen  der  Flächen  eines  i^'^-Netzes  entsprechen  sieh  in  einer 
in volutor lachen  quadratischen  Verwandtschaft.  Ihr  Hauptdrei- 
seit  ist  da^  Polardreiseii  der  Kegelschnittschaar. 

Jeder  Seite  (  dieses  Dreiseits  afs  t  entsprechen  als  f'  alle  Strahlen  durch 
die   Gegenecke  @.    Daraus  folgt,   dass  in  jeder  Ebene  durch  {   nicht  blos 
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ein  Kreis  liegt,  sondern  oc^^,  aaf  verscbiedenen  Flächen  des  Netzes  befind- 
lich, deren  verbundene  cjklische  Ebenen  durch  die  verschiedeßen  Strahlen 
des  Büschels  (©^  6)  gehen* 

Die  Flächen  bilden  auch  einen  Büschel |  dessen  Gnmdcurve  durch  die 
beiden  Punkte  S^\  geht;  die  StrahlenbÜschel  um  diese  Punkte  und  der  um 
©  setzen  die  zu  diesem  FlächenbQscbel  gehörige  Curve  dritter  Klasse  zu- 
sammen. 

Bei  einemJP^-Netzegiebt  es  drei  ausgeaeichnete  Stellungen 
von  Ebenen,  welche  nicht  blos  eine  Fläche,  sondern  sämmt- 
liehe  Flächen  eines  Büschels  des  Netzes  in  Kreisen  schneiden. 
Alle   diese  Ebenen   taugiren   die   zu  einer  Geraden  1  gehörigen  Flüche 
fünfter  Klasse,   und    die  drei  durch   0  gehenden  sind  die  am  Schlüsse  von 
Nn  9  erwähnten;    zu  jener  Fläche  aber  und  zum  Kegel  dritter  Klasse  ge- 
hören sie  wegen  verschiedener  Kreise. 

11*  Wenn  nun  alle  Flächen  des  Netzes  eine  cubische  Raumcurve  SR^ 
gemeinsam  haben,  so  gehen  die  ausgezeichneten  Ebenen  nach  den  unend- 
lich fei*nen  Sehnen  derselben.  Jede  von  ihnen  ist  cyklische  Ebene  für 
einen  BUscbd  von  Paraboloiden  im  Netze;  die  aus  geschnittenen  Kreise  aber 
bestehen  aus  der  Sehne  und  einer  Geraden  der  anderen  Schaar. 

Die  Kreise  aus  dem  zu  Jft^  gehörigen  Complexe,  welche 
eine  Gerade  I  treffen,  befinden  sich  in  den  Tangentialebenen 
einer  Fläche  fünfter  Klasse.  Diese  Fläche  ist  nur  vierter  Klasse, 
wenn  t  sich  auf  9t^  stützt. 

Die  Krümmungskreise  einer  cubiachen  Kaumcure  JR*  er- 
zeugen eine  Fläche  15.  Ordnung,  auf  welcher  91^  sowie  Ä' 
dreifach  sind. 

Ihr  unendlich  femer  Schnitt  besteht  aus  S^  und  den  unendlich  fernen 
Geraden  der  Schmiegungsebenen  von  Ä^  Bj  C  nnd  je  den  beiden  Nachbar* 
punkten  auf  9t^. 

12.  Die  Kugeln,  welche  durch  einen  Kreis  K  des  Com- 
plexes  gelegt  sind,  treffen  9t^  noch  in  den  Tripeln  einer 
cubischen  Involution,  deren  Ebenen  also  einen  Büschel  bilden.  Unter 
diesen  Ebenen  befindet  sich  ©,  wegen  des  Ebenenpaars  im  Kugelbüschel, 
Also  sind  die  Ebenen  der  Tripel  der  Involution  parallel. 
Diese  Involution  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Ebene  von  K 
durch  parallele  Ebenen  ersetzt  wird.  Die  einen  und  die 
anderen  parallelen  Ebenen  sind  verbundene  cyklische  Ebenen 
einer  und  derselben  F^  durch  9^^ 

Wenn  K  ein  KrümmungakreiB  der  %\^  ist,  der  zum  Punkte  P  gehört, 

so  haben  wir  in  der  zugeordneten  Involution  das  Tripel  P <j' <2't  wo  Q\  Q" 

die    beiden    weiteren  Schnitte   von    9i^  mit   der    Sehmiegungskugel    von  P 

sind.    Die  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebenen  PQ'  Q"  umhüllea  die  Curve 

seeäster   Klasse ,    welchü   in    der   obigen  Verwandtschaft    der   f   und  f'  der 


j 


Drve  €^31    in    der  @  den  Tofbüb  der  Schmiegungselenen   schneidet,   ent- 
bt 

Für  jeden  der  drei  Punkte  A^  B^  C  als  P  sind  die  beiden  anderen 
Q\  Q'\  Also  bat  der  von  den  Ebenen  P  Q  Q"  erzeug^te  Torsus  die  S  zur 
dreifachen  Ebene  nnd  ist  neunter  Klasse. 

Mithin  ist  jeder  Punkt  von  91^  einmal  P  und  achtmal  Q'  oder  Q", 
Durch   jeden    Punkt    der    cwbischen    Raumcurve    gehen    acht   Kugeln, 
welche  sie  an  anderer  Stelle  vierpunktig  berühren. 

und  wir  haben  auf  9i^  eine  Correspondenz  [8,2] >  in  der 
sich  der  Berührungspunkt  einer  Scbmiegungskugel  und 
einer  der  beiden  weiteren  Schnitte  entsprechen. 

Die  zehn  Coincidenzen  dieser  Correspondenz  sind  die  Berührungspunkte 
der  fünfpunktig  berührenden  Kugeln» 

Zwischen  den  Punkten  Q\  Q**  besteht  eine  involutorische 
Correspondenz  [8].  Mit  der  durch  einen  Ebenenbüschel  ei ngeachnittenoii 
enbischen  Involution  —  einer  involiitorischen  Correspondenz  [2]  —  hat 
sie  2.8  Paare  entsprechender  Punkte  gemeinsam. 

Die  Schnittsehnen  <3'ö'  ^^^  Schmiegungskugeln  der  9t^ 
erzengen  eine  RegelflUche  16.  Grade^i  auf  welcher  die  Cury  e 
achtfach  ist. 

Der  Toraus  der  Ebenen  PQ' Q"  ist,  wie  wir  fanden,  neunter  Klasse; 
diese  Ebenen  verbinden  die  Punkte  P  von  3t^  mit  den  entsprechenden  Er- 
zeugenden Q'Q"  der  Regel  fluche.  Die  Erniedrigung  um  10  erfolgt  durch 
die  Sehnen  Q*Q\  welche  durch  die  zugehörigen  P  gehen,  das  sind  die 
Sehnen,  welche  die  Berühruogspunkte  der  fünfpunktig  tangirenden  Kugeln 
je  mit  dem  sechsten  Schnitte  verbinden. 

13.  Durch  jeden  Punkt  von  dl^  gehen  vier  auf  einander  folgende 
Schmiegungskugeln  und  acht,  welche  anderwärts  berühren. 

Folglich  gehen  durch  jeden  Ptinkt  zwölf  Schmiegungs- 
kugeln. 

Deshalb  entsteht  zwischen  der  Punktreihe  auf  3R^  und  auf  einer  Ge- 
äen  l  eine  Correspondenz  [^2,2],  in  der  sich  ein  Punkt  von  dV  und  die 
beiden  Schnitte  seiner  Schmiegungskugel  mit  t  entsprechen.  Sie  hat  auf  l 
2.2(12— I)  =  44  Verzweiguügspunkte,  Zu  ihnen  gehurt  der  unendlich 
ferne  Punkt  von  l  und  zwar  3(4 — l)-fach,  indem  durch  ihn  dreimal 
vier  benachbarte  Sebmiegungskugeln  gehen «  ferner  die  20  Schnitte  der  t 
mit  fünfpunktig  beruhenden  Kugeln;  die  15  übrigeu  sind  die  Schnitte 
der  Geraden  t  mit  der  Enveloppe  der  Schmiegungskugeln,  oder, 
was  dasselbe  ist,  mit  der  Fläche  der  Krümmungskreise,  deren 
Ordnung  15  so  von  neuem  gefunden  ist 

Die  2.  12(2—  1)  s=24  Verzweigungspunkte  auf  91*  aber  lehren  ^  daas 
|ede  Gerade  von  24  Schmiegungskugeln  berührt  wird. 
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14»  Auf  der  cnbischen  Baamcurve  wird  durch  alle  Kugeln 

des  Baumes  eine  Involution  sechsten  Grades  vierter  Stufe  ain- 

geBchnitteU;   die  Kugeln   eines  Gebüsches,  eines  Netzes,  eines 

Büschels    schneiden    Involutionen    sechsten     Grades    dritter, 

zweiter,    erster   Stufe   ein. 

Für  solche  höhere  Involutionen  gilt  folgender  Satz: 

In  einer  Involution  t/^„  n*^^  Grades  Ä;*°^  Stufe  (Ä<rt)auf 

einem  rationalen    Träger   gtebt  es  (Ä;+ l)(n —  ^)  Gruppen  mit 

einem   (Ä;+ 1  )-fachen   Elemente    nnd   (i  +  1)  (ä;  —  f +  !)(«  — Ä) 

{n— Ä-l  )  Gruppen  mit  einem  (^+1) -fachen  und  einem{Ä- t+ 1 )- 

-^  k 
fachen  Elemente,  wofern  i<^k  und  ^ -n- 

l  /k         Y 
Ist  k  gerade,  so  giebt  es  -r  1  .-j  +  ^  1  (n— Ä)(n— Ar— 1)  Gruppen 

mit    zwei  (^  +  l)-fachen  Elementen.* 

Es  ist  wegen  der  Eablreichen  Anwendungen  vielleicht  besser,  wenn  ich 
für  diesen  weniger  bekannten  Satz  einen  Beweis  mittheile. 

Der  erste  Theil  unseres  Satzes  über  die  Anzahl  der  Gruppen  mit 
einem  (A+l)- fachen  Elemente  ist  richtig  für  Ä  =  1 ,  denn  eine  Involution 
J*„  hat  bekanntlich  2  (»— 1 )  Gruppen  mit  einem  Doppelelemente. 

Nehmen  wir  an ,  er  sei  richtig  für  Ä  —  I ,  so  wollen  wir  zeigen ,  dass  er 
dann  auch  richtig  ist  für  L  Aus  J^„  scheidet  ein  Element  X  eine  Involution 
jil}  auö;  das  heisst,  die  n  —  l  übrigen  Elemente  aller  Gruppen  von  J^u,  welche 
das  Element  X  enthalten »  bilden  die  Gruppen  einer  Jn~u  Diese  hat  nach  der 
Annahme  Ar («— 1  —  (Ä  — l)t=Ä(fi— Ä)  Gruppen  mit  einem Ä- fachen  Elemente; 
so  werden  jedem  X  k{n  —  k)  Elemente  Xi  zugeordnet  Umgekehrt,  wie 
allgemein  eine  Gruppe  von  J*„  durch  k  Elemente  bestimmt  ist,  so  auch 
durch  ein  Element  X| ,  das  ein  Ä-fachei  einer  Gruppe  sein  soll;  die  n  —  k 
übrigen  Elemente  dieser  Gruppe  sind  die  entsprechenden  X  Somit  haben 
wir  eine  Correspondenz  [n  —  kf  k{n^  k)]  zwischen  X  und  Xjj  sie  hat,  weil 
der  Träger  rational  ist,  (k-^-\){n  —  k)  Coi  neide  uzen ;  das  sind  {k -i- l)- 
fftche  Elemente  von  Gruppen  von  J*„. 

k  —  t  Elemente  scheiden  aus  J^n  eine  Involution  J'„_jt-|.f  aus,  das 
heisst,  die  n^  k  +  i  übrigen  Elemente  aller  Gruppen  von  J*„,  welche  jene 
Elemente  gemeinsam  haben ^  bilden  die  Gruppen  einer  JV-Jt-ff-  Insbeson- 
dere scheidet  alao  auch  ein  Element  X  als  (k  —  t)  -  faches  Element  einer 
Gruppe  eine  solche  Involution  aus,  Diese  besitzt  dann  nach  dem  eben 
erhaltenen  Resultate  {t  +l){n^  k  +  t  —  t)  =  (^  +  I)(f»  —  Ar)  Gruppen  mit 
einem  (i  +  1^)* fachen  Elemente;  jede  von  ihnen  hat  n  —  k^l  weitere 
Elemente ?  diese  (f  +  1) (»  —  k) {n  —  k  —  \)  Elemente   ordnen  wir  als  X|  dem 


•  Vergl.  Guccia:   ,^Rendieonti  d€l  Circolo  matematico  di  Palermo**  Bd/7 
Ä  33  -  57,  »ro  die  Literat tir  ausfCihrUch  beeprochea  ist. 


Von  Prof.  R.  Stürk, 


X  tn*  umgekehrt,  ein  Element  Zj  scbeidet  als  jj  eine  jjzl  aus,  welche 
eine  Anzahl  von  Gruppen  mit  einem  (r+1)- fachen  und  einem  (Ä;  — /)• 
fachen  Elemente  bat;  die  Zahl  derselben  sei  ZnZ]''^  die  gesuchte  Zahl  für 
w  —  l  und  fe  —  1  statt  für  n  und  k ;  die  {k  —  t)  -  fachen  Elemente  derselben 
sind  die  dem  Z,  eotsprecliendea  X,  und  so  haben  wir  zwischen  den  X  und 
Xi  eine  Correäpondenz  [Zjzj' ',  (I  + 1)  (n  —  Ä;){«  —  Ä  —  1)].  Die  Anzahl  der 
Coiucidenzeü  dieser  Correßp<3nden2  ist  die  Anzahl  Z«*'  der  Gruppen  von 
J«,  welche  ein  (i +  l)-faches  und  ein  (fc  — T^- l)-faches  Element  haben;  also: 

Ziz\^'^{t+\)in~k)in-h-l)  +  z',Z\\ 

KtU%,^(t  +  l)(n-k)(n-  k  -  1}  +  Zl^2,^r, 

demnach  durch  Addition: 

z'n''  =  (i  +  ]){k-t){n-k)(n^k-l)  +  Z'nJ,^t, 

Diese  ZAl  Zn^k-^^t  ist  die  Zahl  der  Gruppen  einer  Jn-k-{^tf  welche 
ein  (i  +  l)*fttches  nnd  ein  (^  —  f  +  l)-fache8,  also  ein  einfaches  Element 
haben.  Wir  haben  in  ihr  eine  endliche  Zahl  von  Grtippen  mit  einem  (i  +  1)- 
fachen  Elemente,  nämlich  nach  dem  ersten  Theile  des  Satzes  {t  -j-  l)(n  -Ä), 
und  da  jede  dieser  Grnppen  n  ^  k  —  l  weitere  Elemente  hat,  so  genügt  sie 
der  obigen  Anforderung  (n  — ä?— l)-fach,  und 

Zl:l,,^t  =  {t+l){n^k)in-h-ll 

Zi^'  =  {i  +  IKk-'t  +  \){n-k){n-k  -  i). 


Also: 


Damit  ist  der  zweite  Theil  nn^eres  Satzes  für  den  allgemeinen  Fall 
bewiesen  f  dass  die  beiden  Vielfachheitszahlen  ^  +  1  und  k-t+\  nicht 
gleich  sind.  Ist  aber  t^k—t^  so  sind  die  beiden  vielfachen  Elemente 
gleichartig  und  jedes  von  ihnen  kann  das  (f  +  I )  -  fache  sein ;  das  andere 
ist  die  Coincidenz.     Daher  ist  die  erhaltene  Anzahl  zn  halbiren* 

15.  Durch  Anwendung  auf  die  obigen  Involutionen  der  91^  erhalten  wir; 
Es   giebt   zehn  Kugeln,  welche  91^  fünfpuuktig  berühren; 
wie  wir  schon  wissen* 

Unter   den  Kugeln    eines  Gebüsches  befinden  sich  zwölf 
Sehmiegnngskugeln, 
Insbesondere : 

Dnrch    jeden    Pankt    gehen    zwölf   Schmiegungskugeln, 
wie  wir  auch  schon  auf  andere  Weise  gefunden  haben. 

Liegt  der  Punkt  im  unendlichen,  so  sind  dies  die  Schmiegungskugeln 
der  drei  Punkte  A^  B^  0  und  je  der  drei  Nachbarpunkte  auf  91^  zu  denen 
allen  die  unendlich  ferne  Ebene  gehört 

In    einem   Kngelnetze    befinden    sich    oder    dnrch    zwei 
Pankte  gehen  zwölf  Kugeln,  welche  3fl^  osculiren. 


J 
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Oder,  die  Kngelbtiscliel  durch  die  Krümm ongskreise  von  3t*  bilden 
ein  doppelt  unendliches  System  von  Kugeln ,  von  denen  zwölf  durch  zwei 
gegebene  Punkte  gehen. 

Durch  zwei  Punkte  der  SR^  gehen  12  —  2.3  =  6  Kugeln,  welche  sie 
anderwärts  osculireö;  insbesondere  wird  dl^  io  jedem  Punkte  von  sechs 
anderswo  osculirenden  Kugeln  berührt. 

Durch   drei   Punkte   oder   durch   einen  Kreis  gehen  zehn 
Kugeln,  welche  9P  berühren. 

Liegen  die  drei  Punkte  selbst  auf  3t^  se  ergeben  sich  10  —  3.2  =  4 
Kugeln,  welche  anderwärts  berühren.  In  jedem  Punkte  wird  ?il^  von  vier 
Kugeln  osculirt,  welche  sie  noch  au  einer  anderen  Stelle  berühren. 

So  erhalten  wir  auf  SR^  eine  Correspondenz  [6,4],  in  deren 
entsprechenden  Punkten  dieselbe  Kugel  drei-,  bezw.  zwei- 
punktig  berührt  Die  zehn  Colncidenzen  sind  die  Stellen  fünfpunktiger 
Berührung. 

£s  giebt  neun  Kugeln,  welche  SR^an  zwei  verschiedenen 
Stellen  osculiren. 

Oder,  es  giebt  neun  Paare  von  Krümmungskreisen  der  91^  welche 
sich  zweimal  sclineiden  und  infolge  dessen  auf  derselben  Fläche  zweiten 
Grades  durch  dl^  liegeo. 

Es  giebt  16  Schmiegnngsku'gein  der  fH\  welche  sie  noch 
an  mn derer  Stelle  berühren,  offenbar  in  den  Coincidenzpunkten  der 
Correspondenz  [8]  der  Punkte  Q\  Q\ 

In    einem   Gebüsche    befinden    sich   (insbeBOndere  durch 

einen    gegebenen    Punkt    gehen)    36    Kugeln,    welche   3P   an 

einer  Stelle   drei-,   an   einer   anderen  zweipunktig  berühren. 

In  einem  Netze  befinden  sich  (durch  zwei  Punkte  gehen) 

24  Kugeln,   welche  9t^  zweimal  berühren* 

Iti.  Jede    Involution   J\  auf  rationalem  Trfiger   hat  ^(«  — !){«  — 2) 

neutrale  Paare,  die  nicht  blos  zu  einer  Gruppe,  sondern  zu  xt'  Gruppen 
der  J^„  gehören ,  welche  in  ihr  eine  /  ^n  bilden ;  so  viele  Paare,  als  an  eine 
rationale  Raumcurve  n**'  Ordnung  von  einem  Punkte  0  Doppelsecanten 
kommen;  denn  die  Ebenen  des  Bündels  0  erzeugen  auf  ihr  eine  J*n* 


*  Mehrere  von  diesen  Sätzen,  aowie  auch  die  Satze  über  die  Ordnung  der 
Curven  der  KrümmtmgB -Mittelpunkte,  der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln 
und  der  Fiäche  der  Krömmuügskreise  sind  analytiech  für  die  cubiache  Hyperbel 
in  einer  kürzlich  erschienenen  Dissertation:  ,,Ueber  die  Kugeln»  welche  eine  cubiache 
Ranmcurve  mehrfacli  oder  mehrpunktig  berühren"  (Strassburg  1894)  vonE.  Timer- 
ding bewicaen  worden.  Nicht  richtig  ist  dort  der  Satz  über  die  Zahl  der  fünf- 
punktig  benlbrenden  Kugeln.  —  Selbetändig  und  gleichiceitig  mit  mir  hat  mehrere 
von  den  Siitzen  dieser  Abhandlung  auch  ein  Zuhörer  von  mir^  Herr  J,  Sobotkn, 
gefunden.  Die  cubigche  Raumcurve  war  Gegenstand  der  Seminarübungen  im  ver- 
^aogeaeu   Wiaterhdibjühre. 


Von  Prof.  R,  Storh. 
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Die  /'g,  welcbe  auf  9i'  durcb  die  Kugeln  entatabt^  die  durch  zwei 
gegebene  Punkte  0\  0'  gehen,  bat  dalier  zehn  solche  Paare*  unter  ihnen 
beenden  sich  die  drei  Paare  ÄBf  ÄC^  BC^  weil  diese  auf  allen  in  Ebenen- 
paare  zerfallenden  Kugeln  des  Netzes  Hegen,  Die  sieben  übrigen  Paare 
müssen  je  auf  allen  Kugeln  eines  (aus  eigentlichen  Kugeln  bestehenden) 
Büschels  des  Netzes  liegen. 

Durch  zwei  Punkte  0\  0"  gehen  eieben  Kreise^  w,elche 
9i'  zweimal  treffen. 

Alle  Kreiee  durch  0\  0*\  welche  3i^  troffen,  bilden  eine 
FlSche  neunter  Ordnung,  auf  welcher  diese  sieben  Kreise 
doppelt,  die  9t^  einfach,  S*  und  die  Gerade  O'O*  dreifach,  die 
Funkte  0",  0"  aber  sechsfach  sind. 

17,  Die  Ebenen,  welche  auf  den  Sehnen  von  31^  je  in  der 
Mitte  senkrecht  stehen,  umhüllen  eine  Fläche  vierter  Klasse, 
für  welche  ^  dreifache  BerühruDgsebene  ist. 

Denn  die  Sehnen,  welche  auf  den  Ebenen  eines  Büschels  senkrecht 
stehen ,  erzeugen  eine  Kegelßäche  vierten  Grades  mit  einer  unendlich  fernen 
Leitgeraden.  Ihre  Mitten  erzeugen  eine  cubische  Raumcurve,  als  conjugirte 
Punkte  zu  den  Punkten  dieser  Geraden.  Daher  föllt  viermal  ein  Punkt 
dieser  Curve  auf  die  entsprechende  Ebene  des  Büschels. 

18,  Der  Ort  der  Pusspunkte  der  aus  einem  Punkte  0  auf 
die  Sehnen  der  91^  gefällten  Lothe  ist  eine  FUche  fünfter  Ord- 
nung, auf  welcher  die  ^^  doppelt  ist. 

In  der  That,  die  Ebenen  |,  welche  in  den  verschiedenen  Punkten  X 
einer  Geraden  l  auf  OX  senkrecht  stehen,  umhüllen  einen  parabolischen 
CjUnder,  und  die  Strablenbüschel  (X,  ^)  erzeugen  daher  eine  Congruenz 
[2,1].  Diese  hat  mit  der  Congroenz  [1,3]  der  Sehnen  von  3t^  2.1  +  1.3  =  5 
Strahlen  gemeinsam»  so  dass  fünf  Fusspunkte  auf  \  fallen. 

Die  Fläche  muss  elf  Gerade,  welche  alle  die  Doppelcurve 
M^  zweimal  treffen,  und  55  Kegelschnitte  enthalten,*  Auf  elf 
Sehnen  muss  also  der  Fu&spunkt  unbestimmt  sein.  Zu  ihnen  gehören  die 
drei  unendlich  fernen  Sehnen;  die  acht  anderen  sind  in  den  aus  0  senkrecht 
zu  ihnen  geführten  Ebenen  gelegen  und  slimmtlicb  imaginär.  Die  Sehnen 
nämlich  von  iJt^,  welche  S'*  treffen,  erzeugen  eine  Regelfiftche  achten  Grades. 
Ein  ebener  Schnitt  derselben  und  der  Kegel ,  welcher  aus  0  die  Tangenten 
von  R*  projicirt,  stehen  in  eindeutiger  Beziehung;  Es  fällt  also  zehnmal 
ein  Punkt  des  Schnittes  auf  die  entsprechende  Berührungsebene  des  Kegels; 
zwei  von  diesen  Punkten  sind  die  auf  ^^  gelegenen  Punkte  des  Schnittes; 
durch  die  acht  tlhrigen  gehen  die  acht  Sehnen. 

Die  55  Kegelschnitte  liegen  auf  den  Flächen  zweiten  Grades  durch  3i^ 
und  je  zwei    von   diesen   elf  Geraden,     Sie   zerfallen   daher  in  drei  Arten, 


•  CiebBcb,  Math.  Annalen  ßd.  1  S.  284;  Sturm,  ebenda  Bd.  4  S.  273. 
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je  nachdem  anter  den  zwei  Geraden  zwei ,  eine  oder  keine  von  den  nnendlich 
fernen  Sehnen  enthalten  ist  Die  drei  der  ersten  Art  sind  die  Fnsspnnkts- 
Gnrven  von  0  in  Bezog  anf  die  drei  Cy linder  dnrch  9i',  von  den  3.8  der 
zweiten  Art,  die  sämmtlich  imaginär  sind,  wollen  wir  absehen;  es  bleiben 
die  28  der  dritten  Art,  unter  denen  vier  reell  sind. 

Das  sind  Fusspnnkts  -  Curven  in  Bezng  auf  die  Sehnen  -  Begelschaaren 
von  dnrch  y^  gehenden  allgemeinen  Flftchen  F^. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Fusspunkts-Curve  in  Bezug  auf 
eineBegelschaar  eineBaumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Art. 
Sie  kann  aber  in  speciellen  Fällen  ein  Kegelschnitt  wer- 
den, und  zwar  sind  diese  Fusspunkts-Curven  die  Kreise  des 
Hyperboloids. 

In  vier  Punkten  wird  ein  Kegelschnitt  von  F^  von  der  Fusspunkts- 
Curve  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  die  eine  Begelschaar  getroffen ; 
also  umhüllen  die  Ebenen,  welche  auf  der  Geraden  einer  Begelschaar  in 
den  Punkten,  in  denen  sie  einen  Kegelschnitt  der  Fläche  treffen,  senkrecht 
stehen  9  einen  Torsus  vierter  Klasse  (zweiter  Art).  Handelt  es  sich  aber 
um  einen  Kreis,  so  sinkt,  weil  derselbe  durch  zwei  von  den  vier  allen  Fuss- 
punkts-Curven gemeinsamen  unendlich  fernen  Punkten  (den  Schnitten  2^^  ft^) 
geht 9  die  Klasse  des  Torsus  auf  2  herab;  er  wird  ein  Kegel  zweiten  Grades, 
und  die  Spitze  desselben  hat  den  Kreis  zur  Fusspunkts-Curve. 
Durchläuft  letzterer  seine  Scbaar,  so  durchwandert  die  Spitze 
eine  Gerade,  welche  auf  den  Ebenen  der  verbundenen  Schaar 
normal  ist;  denn  alle  diese  Kegel  berühren  die  beiden  Ebenen,  welche 
durch  die  zu  diesen  Ebenen  parallelen  Geraden  der  Begelschaar  gehen  und 
ft*  tangiren. 

Somit  haben  wir  auf  unserer  Fusspunkts- Fläche  28  Kreise, 
darunter  vier  reelle. 


IL 
Additionslogarithmen  für  complexe  Grössen. 

Von 

R.  Mehmke 


Je  mehr  man  in  der  Physik  uod  auf  anderen  Gebieten  die  Theorie 
d«r  Fuoctionen  complexer  VerSndedichen  anwenden  wird,  um  so  stUrker 
wird  sieb  das  Dedürfniss  nach  Erleichterung  dea  numerisehen  Hechuens 
mit  complexen  Grössen  fühlbar  macheu.  Diese  Ueberzeugung  hegend,  habe 
ieh  einige  der  HilfBmittel ,  die  eich  beim  Rechnen  mit  reellen  Grössen  seit 
langer  Zeit  bewährt  haben,  durch  Einführung  com  plexer  Grössen  zu  ver- 
allgemeinern gesucht.  So  halte  ich  für  die  München  er  mathematische  Aus* 
Stella Qg  eine  Rechentafel  im  Entwurf  gezeichnet*,  welche  in  diesem  Sinne 
©ine  Verallgemeinerung  des  logarithmischen  Rechenschiebers  darstellte. 
Hier  lege  ich  den  Rechnern  einen  dreistelligen  Auszug  aus  einer  Tafel  der 
^Additionslogarithmen  für  complexe  Grössen"  Yor,  die  mit  fünf  oder  auch 
nar  vier  Stellen  gedruckt  sich  meines  Erachtens  beim  Rechnen  mit  com- 
plexen Grössen  nicht  weniger  nützlich  erweisen  würde,  als  Leonelli's 
Logarithmen  beim  gewöhnlichen  Rechnen.** 

Die  einfachste,  mit  Hilfe  dieser  Tafel  bequemer  und  schneller  als  auf 
die  gewöhnliche  Art  zu  lösende  Aufgabe  lautet:  Gegeben  die  Logarithmen 
der  Moduln  und  die  Amplituden  zweier  complexen  Zahlen,  gesucht  der 
Logarithmus    des  Moduls    und  die  Amplitude   der  Snmme  jener  complexen 


•  Siehe  den  Nachtrag  mm  Katalog  mathematischer  und  mathematisch* 
physikalischer  Modelle,  Apparate  und  Instrumeoto ,  im  Auftrage  der  Deataehen 
Mathematiker -Vereinigung  heraußgegeben  von  W.  Dyckj  München  1893t  S*  21 
Nr.  44  d. 

•♦  Die  Additionslogarithmen  für  reelle  Grössen  werden  mitunter  nach  Gauss 
benannt,  welcher  sswar  eine  fünfatdlige  Tafel  derselben  1812  in  Zach's  „Mon^t- 
lieber  Correspondeoz '*  veröffentlicht,  aber  dort  auBdrücklich  auf  Leonelli  aU 
ihren  geistigen  Urheber  zuriickgewicBen  hat  (vergl.  Gaujs'  Werke  3.  Bd,  S.  244), 
In  der  Vorrede  zu  HouSTs  fünfstelligen  LogaritbmentafelD  ist  angegeben  ^  dass 
leonelH  seinen  Gedanken  zuerst  in  dem  1803  in  Bordeaux  erschienenen  „Supple- 
ment loganthmi<iue**  entuvickelt  habe. 
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Zahlen.  Von  weitergehenden  Anwendungen  mache  ich  eine  solche  auf  die 
Berechnung  der  Wurzeln  beliebiger  algebraischer  Gleichungen  mit  complexen 
Coefficienten  namhaft,  welche  die  bekannte  Methode  von  Gauss,  reelle 
trinomische  Gleichungen  aufzulösen,  als  besonderen  Fall  in  sich  enthält. 
Ich  werde  diese  Methode  zusammen  mit  anderen  in  einem  späteren  Aufsatze 
mittheilen. 

Die  Einführung  der  gewöhnlichen  Additionslogarithmen  wird  Vielen 
bisher  als  ein  vereinzelter  Kunstgriff  erschienen  sein.  Sie  lässt  sich  aber, 
wie  ich  schon  an  anderer  Stelle  gezeigt  habe*,  aus  einem  höheren  Gesichts- 
punkte betrachten.     Sei  nämlich 

irgend  eine  reelle  homogene  Function  n^^  Grades  der  beiden  reellen  Ver- 
änderlichen X  und  ^,  so  ist  .         . 

oder,  wenn  man 
setzt , 


w(?,  i), 


logg^^v  +  nhgy. 
Dabei  lässt  sich  v  als  Function  von 

M  =  io^-  =  logx  —  logy 

ansehen.  Eine  numerische  Tafel  dieser  Function  ermöglicht  offenbar  in 
einfachster  Weise  die  Bestimmung  des  Werthes  von  logz^  der  zu  einem 
gegebenen  Werthepaare  logXy  logy  gehört.     Man  hat 

fix,  y)  =  x  +  y 
zu  nehmen,   um  Leonelli's  Fall   zu  erhalten,  in  welchem  es  üblich  ist, 
Ä  statt  u   und  B  statt  v  zu  schreiben.     Die  Beziehung  zwischen  u  und  v 
lässt  sich  allgemein  durch        ia»_^/iao    i\ 
ausdrücken.  ~^      ' 

Der  üebergang  zu  complexen  Veränderlichen  ist  leicht.  Mit  Bück- 
sicht auf  die  Einrichtung  unserer  Logarithmentafeln  werde  ich  bei  der 
Darstellung  einer  beliebigen  complexen  Zahl  durch 

r{cosq>  +  isinq>) 
die  Amplitude  q>  nicht  in  Theilen  des  Halbmessers,  sondern  in  Graden  aus- 
drücken, und  zwar  nach  sogenannter  neuer  Theilung.** 

•  A.  a.  0.  S.  20  Nr.  44  c. 

**  An  guten  logarithmisch  -  trigonometriBchen  Tafeln  für  die  centesimale 
Theilung  des  Quadranten  ist  kein  Mangel.  Es  giebt  deren  vier-  und  fünfstellige 
von  F.  G.  Gauss,  Gravelius  U.A.,  sechsstellige  von  Jordan,  achtstellige  vom 
französischen  „Service  gäographique  de  Tarmäe".  Daher  liegt  für  den  reinen 
Mathematiker  nicht  der  mindeste  Grund  vor,  sich  noch  länger  mit  der  sexagesi- 
aJen  Tbeilang  abzumühen. 


Von  B.  Mbhmkb.  17 

Bezeichnet  man  die  gemeinen  Logarithmen  der  Moduln  der  (jetzt  als 
complex  betrachteten)  Grössen  x^  y^  0  beziehentlich  mit  £»  i?)  £»  ihre 
Amplituden  mit  £'|  rf\  £',  so  ist 

und  Shnliche  Ausdrücke  gelten  für  y  und  e.  Setzt  man  dieselben  in  die 
Gleichung  /  v 

ein,  so  kann  die  entstehende  Gleichung  in  folgende  beiden  zerlegt  werden: 

wobei  £'^t;'+nV(mod400), 

10'(co8v+isinv)  =  f[l0**{cosu+i8%nu),  1] 
u  =  5  —  1^,    m'  =  J'—  tf{mod400) 

ist.  Man  hat  jetzt,  um  nach  diesen  Formeln  zu  gegebenen  Werthen 
▼on  I,  1*,  17,  ff  diejenigen  von  f;  und  ^'  finden  zu  können,  eine  Doppel- 
tafel nöthig,  deren  erster  Theil  v,  deren  zweiter  v\  jedesmal  als  Function 
der  beiden  reellen  Veränderlichen  u  und  u   liefert. 

Beschränken  wir  uns  von  jetzt  an  auf  den  Fall 
f(x,  y)  =  x+y. 

Wir  wollen  in  demselben  beziehentlich  die  Zeichen  ^,  A,  jB,  B*  statt 
u^  u\  V,  V   anwenden,   so   dass  wir  die  fundamentale  Gleichung  erbalten: 

1)  10^(co5B+»mB)  =  10^((»5A  +  t5inA)  +  l, 

welcher  man  auch  die  Gestalt 

geben  kann.  Auf  den  Seiten  23 — 30  findet  man  eine  dreistellige 
Tafel  der  B  und  eine  solche  der  B,  für  welche  die  zusammenfassende 
Bezeichnung  „Additionslogarithmen  für  compleze  Grössen^  gestattet  sein 
möge,  trotzdem  die  zweite  Tafel  nicht  Logarithmen,  sondern  Winkel 
enthält.** 

Entsprechend  den  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  Ä  und  A  haben 
die  Tafeln  zwei  Eingänge;  die  Anordnung  ist  so  getroffen,  dass  Ä  von 
Reihe  zu  Reihe,  A  von  Spalte  zu  Spalte  sich  ändert.    Hinter  einigen  Zahlen 


*  Es  wird  zwar  der  Buchstabe  B  schon  als  Zeichen  einer  anderen  Function 
gebraucht,  ein  MissverständniBs  ist  aber  hier,  wo  B  immer  nut  A^  A  und  B  zu- 
sammen vorkommt,  kaum  zu  befürchten. 

**  Wenn  hier  nicht  in  erster  Linie  die  Bedürfnisse  des  Zahlenrechnens  berück- 
sichtigt werden  müssten,  so  wäre  es  natürlich  einfacher,  als  „ Additionslogarith- 
mus"  im  weiteren  Sinne  die  durch 

e«  =  «« + 1 
definirte  Funotion  w  der  complezen  Veränderlichen  z  zu  bezeichnen. 

Zeitichrifl  f.  M»fbem»tik  n.  Phftik.  40.  J^btg.  199b.  J .  Heft.  ^ 
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der  Tafeln  bemerkt  man  einen  Strich;  derselbe  bedeutet,  dass  die  letii 
von  Null  verschiedene  Ziffer  der  betreffenden  Zahlen  eine  durch  ErhOhm 
aus  4  entstandene  5  ist. 

Behufs    geometrischer  Veranschaulichung   der   Functionen  B   und 
betrachtet  man  am  einfachsten  Ä  und  A  als  Abscisse  und  Ordinate,  B  bezi 
B  als  Höhe  eines  veränderlichen  Raumpunktes.    Die  beiden  sich  ergebend« 

Fig.  1.     /^-Plfloho. 


Flftchen   sind  in    den  Figuren  1  und  2  mit  Hilfe  einer  Anzahl  von  wag< 
rechten  Schnitten  parallel  -  perspectivisch  dargestellt. 

Es  sollen  jetzt  einige  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  in  Bed 
stehenden  Functionen  besw.  der  zugehörigen  Flftchen  abgeleitet  werdet 
Zunftchst  sieht  man,  dass  B  eine  eindeutige,  B  dagegen  eine  anendliol 
vieldeutige  Function  ist,  indem  in  jedem  Werthe  Toa  B  ein  beUebig« 
ganzzahliges  Vielfaches  von  ±  40(f  ' 
B  und  B  periodiidMi  Fnelk 


oder 


kann    man    sich    bei  A  und  B  Ton   vornherein  auf   clie  WeTÜhe  zwischen 

—  200^  und  +  200**  beschrftnken.    Wird  auf  beiden  Seiten  von  Gleichung  1) 

—  i  an  Stelle  von  +  i  gesetzt ,  so  kommt 
lO^icösB-isinB)  =  10^(ooM- lÄtnA)  +  1, 

I0^[€os{-  B)  +  f  m(-  B)l  =  10^^ [cos (-  A)  +  i«n(-  A)]  +  1, 
woraus  hervorgeht,  dass  B  eine  gerade,    B  eine  ungerade  Function  von  A 
ist.     Das  beiset  geometrisch: 

Die  J3- Fläche  ist  symmetrisch  zur  a;jp- Ebene,  die  B- Fläche  symmetrisch 
znr  X-Achse.  Zugleich  ist  klar»  dase  wegen  dieser  Eigenschaft  die  Tafeln 
blos  von  A  =  0^  bis  A  ^  200"  lu  geben  brauchen. 

Setzt  man  A'==^Ä  und  bezeichnet,  bei  unverändertem  A,  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  B  und  B  mit  B*  und  B',  so  ist  wegen  Gleichung  1) 

10»'(^ösB'+i^mB')  =  10-^(co5A  +  i*iiiA)  +  1, 
oder  nach  Vertaaschung  von  i  mit  —  i: 

10«' [cö5(-  B')  +  i m(-  B')]  ^  10-  ^ (cosA  -  istn  A)  +  L 
^^         Durch  Mültiplication  mit 
^^  10^(co5A  +  «^'nA) 

m     xmd  Benützung  von  Gleichung  1)  erhält  man  hieraus 
^_  10^+>^[cö5(A-B')  +tm(A-  B')]  =  1  +  10''(öosA  +  i^mA) 

^B  =^  10^  {cos  B  +  i  sin  B). 

r"  A-B'^B(mod400) 

I       ""^  iB  =  B-Ä  =  B+A\ 

i  ^  1  B'=A-B(möd4a0). 

Diese  Gleichungen,  die  leicht  ak  geometrische  Eigenschaften  der  B- 
und  B* Fläche  gedeutet  werden  könnten,  deren  erste  auch  bei  den  gewöhn- 
lichen Addition^logarithmen  wohlbekannt  ist ,  zeigen  uns ,  dass  man  bei  dem 
Argument  Ä  sich  entweder  auf  negative  oder  auf  positive  Werthe  be- 
schränken dürfte,  wodurch  am  Umfang  der  Tafeln  um  die  Hälfte  gespart 
würde.  Für  manche  Anwendungen  ist  es  jedoch  bequemer ,  die  vollständigen 
Tafeln  zur  Verfügung  zu  haben. 

Lässt  man  in  Gleichung  1)  Ä  von  Null  an  fortwährend  abnehmen,  so 
nähert  sich,  welches  auch  der  Werth  von  A  sein  mag,  die  rechte  Seite 
unaufhörlich  der  Eins ,  folglich  nähern  sich  B  und  der  zwischen  —  200^ 
und  +200**  liegende  Werth  von  B  gleichzeitig  der  Null.  Die  B-  und 
B- Fläche  haben  somit  beide  die  ir^- Ebene  zur  Asymptotenebeue;  die  An- 
näherung findet  in  der  —  x- Richtung  statt  In  Verbindung  mit  Gleichung  2) 
ergiebt  sich  aus  dem  eben  Gefundenen,  dass, ^  wenn  Ä  über  alle  Grenzen 
hinauswächst,  B  und  Ä^  wie  auch  B  und  A  einander  immer  näher  kommen* 
Daher  ist  die  Halbirungsebene  des  zwischen  der  +x-  und +if- Achse  ent- 
haltenen  Winkels  der  xy     und  yi;- Ebene  gleichfalls  eine  Asymptoten  ebene 
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der  £- Fläche,  and  die  Halbirungsebene  der  zwischen  den  gleichnamigen 
Theilen  der  ^-  und  jet- Achse  enthaltenen  Scheitelwinkel  der  xy-  nnd  xe- 
Ebene  eine  Asymptotenebene  der  B-Flftche.  —  Für  A  =  0  erh&lt  man  aus 
Gleichung  1)  10«(co5B  +  isin  B)  =  1(H+  1. 

Da  die  rechte  Seite  stets  positiv  ist,  so  wird 

B  =  0(fnod400) 
und 

100=10^  +  1. 

Letztere  Gleichung  zeigt,   dass  man  es  in  diesem  Falle  mit  den  ge- 
wöhnlichen Additionslogarithmen  zu  thun  hat. 
Ist  A  =  200^,  so  ergiebt  sich 

10^(a)5B  +  f5tnB)  =  -l(H+l. 

Hat  man  nun  Ä<iO  bezw.  J.>6,  so  wird  die  rechte  Seite  positiv 
bezw.  negativ,  also  B  =  0  bezw.  B  =  2(X)(fnod400).  Wenn  dagegen  ^=»0 
ist,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  und  man  erhält 
B  =  —  oOy  während  B  ganz  unbestimmt  wird.  Letzterem  Umstände  ent- 
spricht es,  dass  die  B- Fläche  unendlich  viele  zur  jet- Achse  parallele  Kanten 
hat,  welche  durch  die  Punkte  ir(=  4)  =  0,  y(=  A)  =  200^{fnod400)  gehen. 
Uebrigens  stehen  in  diesem  Falle  (A  «=  200^)  die  Grössen  B  zu  I.  Z  e  c  h  's 
„Subtractionslogarithmen^,  welche  man  in  Hülsse's  Sammlung  mathe- 
matischer Tafeln  findet ,  in  einfacher  Beziehung.  Diese  geben  nämlich  zum 
Argumente  u^hgt  den  Werth 

v  =  log- 


®^  ^^®^  10**  -  '^  =  10**  —  1 

ist.    Man  hat  aber  zum  Beispiel  für  ^^0,  A  =  200^: 

10^=10^-.!, 

weshalb   die   zu  gleichen  Argumenten  Ä=  u  gehörigen  Werthe  B  und  v 

durch  die  Gleichung 

S  =»  tt  —  v     oder    v  =  Ä^ B 

verknüpft  sind. 

Setzt  man  in  Gleichung  1)  Ä  =  0^  so  kommt 

10^  {cosB  +  i  sin  B)  =  1  +  co5A  +  fStnA, 


woraus 
also 


.  ^  sinfii  A 

^^B  =  T+^^  =  ^^2' 

B  =  ~(mo(f200) 


folgt.  Zu  dieser  Gleichung  gehören  unendlich  viele,  einander  in  gleichen 
Abständen  folgende,  parallele  Geraden  —  eine  davon  (siehe  Fig.  2)  geht 
durch  den  Ursprung  und  halbirt  die  Winkel  zwischen  den  gleichnamigen 
Theilen  der  y-  und  i;- Achse  — ,  nach  welchen  (abgesehen  von  den  bereits 
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erwähnten  Kanten)  die  B- Fläche  von  der  ^i;*  Ebene  geschnitten  wird.  Wenn 
man ,  den  Werth  ^  =  0  festhaltend  und  von  B  =  0  ausgehend ,  A  von  0^  bis 
200^  wachsen  Iftsst,  so  n&hert  sich  B  dem  Orenzwerthe  100^,  welcher  denn 
auch  in  der  Tafel  der  B  unter  -1  =  0,  A  =  200^  aufgeführt  ist. 

Was  die  Eingangs   erwähnte  Aufgabe   betrifft,    den  Logarithmus  des 
Moduls  r  und  die  Amplitude  q>  der  Summe  zweier  complexen  Zahlen  zu  be- 

Fig.  S.    B- Flüche. 


stimmen ,  wenn  von  letzteren  die  Logarithmen  der  Moduln  r^  und  r,  sowie 
die  Amplituden  9^  und  <p^  gegeben  sind^  so  ergiebt  sich  aus  dem  Früheren, 
dasB  deren  Lösung  in  den  Formeln  enthalten  ist: 

-4  =  logr^  —  logr^,    A  =  <p,  —  go,, 
Jogr=^B+logr^,        g)=B+(p,. 
An  einem  Zahlenbeispiele  mOge  noch  diese  Auflösung  mit  der  gewöhn- 
lichen verglichen  werden.     Sei 

hg  r,  =  0 .  62532 ,     q>^  =  59,637o, 
?(^r,  =  0.99260,     g>,  =  48,626^ 


Additionslogarithmen  ffir  complexe  GrOsaen. 

1.  Bereohnnng  von  logr  und  <p  mittelst  fftnfstelliger  Additioni« 
logarithmen  fdr  eomplexe  OrdsMiu 

top  r,  =  0.62532  <pi  =  59,637» 

%  r,  =  0.99260  q>,  =  48,626» 

B  =  0.15374  B=  3,302» 

A  =  9.63272  -  10  A  =  11 ,01 1» 


togr=  1.14634  y  =  51,928» 

2.  Bereohnnng  von  lögr  nnd  «p  attf  gewAhnlidhe  Weise. 
(P,  =  59,637» 


logeo8<Pi'=  9.77261-10 

logri=  0.62532 
top  «in  Vi  =  9.90615-10 

topfi«W9>i=  0.39793 
topf,«tn9>i—  0.53147 

riCos<pi^  2,4999 
r,oo9  9t=s   7,1000 

rco8g>=   9,5999  rm  9p  »10,1998 

logr8ing>=   1.00859 

Elog^<p=  0.13775 

logrcos<p=^  0.98227 


<p,  =  48,626» 

fc)graw9»,=  9.85866- 

topf,=  0.99260 
logsin<Pt=   9.83990- 

-10 
-10 

logr,cos(p,<=>  0.85126 
logr^simpt^  0.83250 

r,st«<p,=  6,7999 
f,«»«9),=  3,3999 

logtgq>=^  0.02632 


y  =  51,928Q 


to^f=   1.14634 

Bei  der  alten  Methode  ist  eine  zwölfmalige,  bei  der  neuen  blos  eine 
zweimalige  Benützung  einer  Tafel  nSthig,  nnd  wenn  es  auch  im  letzteren 
Falle  sich  um  Tafeln  mit  zwei  Eingängen  handelt,  bei  welchen  die  Inter- 
polation doppelt  so  viel  Zeit  in  Anspruch  nimmt,  als  bei  Tafeln  mit  einem 
Eingange,  so  ist  doch  der  Gewinn  ein  überraschend  grosser. 


Von   B.  HSBHKB. 


I.   Tafel  der  B. 


A      1 

A-0« 

10* 

20« 

30* 

40* 

60* 

8.0 

0.004 

0.004 

0.004 

0.004 

0.004 

0.003 

8.1      1 

0.006 

0.006 

0.006 

0.006  - 

0.004 

0.004 

8.2      1 
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»3 

ITJ 

43,* 

5^\4 

57* 

ft4.2 

<^^ 

SS.T 

4ft,7 

17,^ 

&5J 

€±,« 

70,4 

<'i 

»W 

43.7 

51,4 

594 

«7.4 

75,9 

^.s 

^-Ä- 

U.>- 

M.« 

«SsO 

Il.i 

SM 

<:*€ 

«>- 

4§,^ 

57.4 

€Ct 

75wl 

^44 

'1,7 

4*,i 

Ä\f 

59.7 

«ivT 

7*.0 

§74- 

^-^ 

a.€ 

s*e 

£1.7 

7i\9 

*i\4 

90,0 

^t 

u.^ 

UJ> 

6S^ 
S5.7 

74a 

T54 

**,3 

9t,0 

la 

45.* 
44.« 

SCI 

95,7 

11 

95,0  -^ 

1.2 

41-3 

3«,9 

««^ 

7Ca 

*6,i 

96,0 

1^ 

1T.S 

51,»" 

«7* 

77.0 

#«,9 

9CS 

1.4 

4^^ 

5^.0 

ßi.S 

77.6 

^7,& 

974- 

1.5 

4^,« 

5i^4 

<*.^ 

7$a 

$^.0 

9*,0 

1« 

48.9 

5§,I 

fis,« 

7?**rY  — 

^'^^ 

9$,1 

9**7 

IT 

494 

59-i> 

«^,9 

7^,^ 

^.7 

l,i 

4M 

5t,t 

mA 

7?.a 

*^A^ 

99,0 

1^ 

4f,4 

5»,4 

€M 

79,t 

*9* 

99,5 

" 


-     •«.€ 


79,1 


39,4 


99,4 
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Tafel  der  B  (ForteetEung). 


i 

A  -  100<> 

1100 

120« 

ISO*» 

140« 

1500 

8.0 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

0,5- 

8.1 

0,8 

0,8 

0,8 

0,7 

0,7 

0,6 

8.2 

1,0 

1,0 

1,0 

0,9 

0,8 

0,7 

8.3 

1,8 

1,3 

1,2 

1,1 

1,0 

0,9 

8.4 

1,6 

1,6 

1,5 

1,4 

1,8 

1,2 

8.6 

2,0 

2,0 

1,9 

1,8 

1,7 

1,5- 

8.6 

2,6 

2,6 

2,4 

2,8 

2,1 

1,8 

8.7 

3,2 

8,2 

3,1 

2,9 

2,7 

2,8 

8.8 

i        4,0 

4,0 

3,9 

3,7 

3,4 

8,0 

8.9 

5.0 

5,0 

4,9 

4,7 

4,8 

8,8 

9.0 

6,8 

6,4 

6,2 

6,9 

5,6- 

4,8 

9.1 

8,0 

0,0 

7,9 

7,5 

7,0 

6,2 

!    9.2 

10,0 

10,1 

10,0 

9,6 

8,9 

8,0 

i     9.3 

12,5 

12,8 

12,7 

12,8 

11,5 

10,4 

9.4 

1      15,7 

16,1 

16,1 

15,8 

14,9 

13,5 

9.6 

19,6- 

20,2 

20,5- 

20,2 

19,4 

17,9 

9.6 

24,1 

25,3 

25,1 

26,0 

25,8 

28,8 

9.7 

i      29,6 

31,4 

32,7 

33,4 

33,2 

81,8 

9.8 

1     35,8 

38,5 

40,8 

42,5- 

48,4 

43,2 

9.9 

42,7 

46,5 

50,0 
60,0 

53,2 
65,0 

55,9 

57,8 

0.0 

50,0 

55,0 

70,0 

75,0 

0.1 

r 

1      57,3 

68,5- 

70,0 

76,8 

84,1 

92,2 

0.2 

64,2 

71,5- 

79,9 

87,5 

96,6 

106,8 

0.3 

70,4 

78,6 

87,8 

96,6 

106,8 

118,7 

0.4 

75,9 

84,7 

94,9 

104,0 

114,7 

126,2 

05 

81,6 

89,8 

99,5 

109,8 

120,6 

182,1 

0.6 

84,8 

93,9 

103,9 

114,2 

125,1 

136,5  - 

0.7 

87,5- 

97,2 

107,3 

117,7 

128,5  - 

139,6 

0.8 

1      90,0 

99,9 

110,0 

120,4 

181,1 

142,0 

0.9 

1      92,0 

102,0 
103,6 

112,1 

122,5  - 

133,0 
134,5 

143,8 
145,2 

146,2 

1.0 

93,7 

113,8 

124,1 

1.1 

95,0  - 

105,0  - 

115,1 

125,3 

135,7 

1.2 

i     96,0 

106,0 

116,1 

126,3 

136,6 

147,0 

1.3 

96,8 

106,8 

116,9 

127,1 

137,8 

147,7 

14 

!      97,5  - 

107,5  - 

117,6 

127,7 

137,9 

148,2 

1.5 

1     98,0 

108,0 

118,1 

128,2 

138,3 

148,5 

1.6 

98,4 

108,4 

118,5- 

128,6 

138,7 

148,8 

'     1.7 

98,7 

108,7 

118,8 

128,9 

189,0 

149,1 

1.8 

99,0 

109,0 

119,0 

129,1 

189,2 

149,3 

1.9 
2.0 

99,2 

r 

109,2 
109,4 

119,2 
119,4 

129,8 

139,3 
139,5  - 

149,4 
149,5 

129,4 

30       Additionslogarithmen  für  compleze  OrOssen.    Von  B.  Mbhmkb. 
Tafel   der  B  (ForteetzungX 


A 

A-t60* 

leo^ 

170»      1 

180»      1 

190"» 

200* 

8J 

0,5- 

0,4 

i        0,8 

0,2 

0,1 

0,0 

8.1 

8.a 

8,4 

0.6 
OJ 
0,9 
1,2 

0,6^ 
0,0 
0,8 
1,0 

0,4 

0,5^ 

0,6 

0,7 

0,8 
0,8 

0,4 
0,5 

0,1 

0,2 
0,2 
0,8 

0,0 
0,0 
0,0 
0,0 

8.6 

1,6- 

1,2 

0,9 

0,6 

0,3 

0,0 

8.6 
8,7 
8J 
6J 

1.8 

3,0 
3,8 

1,5 

^    2,0 
2,5- 
3,2 

1,2 

1,6 
1,9 
2,6- 

0,8 
1,0 

1,8 
1,7 

0,4 
0,6 

0,7 
0,9 

0,0 
0,0 
0,0 
0,0 

9.0 

4,8 

4,1 

3,2 

2,2 

1.1 

0,0 

Ö.l 

9.S 
0.4 

6,2 

8,0 
10,4 
13,6 

5,2 

6,8 

8,8 

11,7 

4,1 

6,3 
7,0 

9,3 

2,8 
8,7 

4,8 
6,5- 

1,4 
1,9 
2,6- 
8,3 

0,0 
0,0 

0,0 
0,0 

9.& 

17.0 

16,6 

12,6 

8,6 

4,6 

0,0 

9.Ö 

9.7 
9.8 
9J 

23,8 
31,3 
43,2 
67,8 

21,2 
29,3 
41,B 
58,4 

17,4 
24,8 
36,9 
56,6 

12,4 

18,3 
28,9 

60,1 

6,6 

0,8 

16,3 

33,3 

0,0 
0,0 
0,0 
0,0 

0.0 

75,0 

80,0 

85.0 

90,0 

96,0 

100,0 

Ol 
OJ 
0.3 

0.4 

92,Ä 

10G,fi 
llg,7 
126,2 

101,6 
118,7 
130,7 
13g,8 

113,4 
133,1 
146,2 

162,6 

129,9 
151,1 

101,7 
167,6 

156,7 

173,7 
180,2 
183,5  -^ 

200,0 
200,0 
200,0 

200,0 

0,6 

132,1 

144,4 

167,4 

171,4 

185,4 

200,0 

o.e 

0.7 
0.8 
0.0 

136,5  - 
139,8 
142,0 
143,8 

148,8 
161,2 
163,2 

154,8 

160,7 
163,0 
164,7 

165,9 

173,5 
1752 
170,3 

177,2 

186,7 
187,6 

188,1 
198,6 

200,0 
200,0 
200,0 

200,0 

1.0 

145,2 

155,9 

166,8 

177,8 

188,9 

200,0 

1.1 
L2 
1.3 

1      1.4 

146,2 
147,0 
147,7 

148,2 

166,8 
157,5 
158,0 
168,5  - 

167,5 

168,1 
168,5  " 
168,8 

178,8 

178,7 
179,0 
179,2 

189,1 
180,3 
189,5  " 
189,6 

200,0 

200,0 
200,0 
200,0 

'      '^^ 

148,6 

158,8 

169,1 

179,4 

189,7 

200,0 

;    1.6 

1.8 

!    1^^ 

148,8 
149,1 
U9,S 
149,4 

159,0 
169,2 

159,4 
169,5 

169,3 

169,4 
169,6 
169^6 

179,5  - 
179,6 

179,7 
179,7 

189,7 
189,8 
189,8 
189,9 

200,0 
200,0 
200,0 
200,0 

2.0 

149,6 

159,6 

169,7 

179,8 

189,9 

200,0 

Das  Verhalten  der  Steiner'iclien,  Cayley*schen 
und  anderer  co varianter  Curven  in  singulären 
Funkten  der  Griindcunre. 

Von 

Dr.  E.  WÖLFFING 

In  StuUgart. 


WSlirend  die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Hess  «'sehen  Cnrve 
ia  gm^lüren  Punkten  der  Grtindcarve  in  bekannter  Weise  durch  directe 
Aüfstellnng  der  Gleichung  dieser  Curve  vermittelst  Ausrechnung  einer 
Dflterminant©  erfolgt,  kann  das  Verhalten  der  Stein  erwachen  Curve  in 
singullren  Punkten  der  Grundcurve,  oder  präciaer  ausgedruckt:  der  Ein» 
fluds  solcher  Ponkte  auf  das  Verhalten  der  Steine r'schen  Curve  nicht 
in  derselben  Weise  direct  ermittelt  werden*  Denn  die  Aufstellung  der 
Gkicfeiing  der  Stein  er *schen  Curve  erfordert,  wenn  n  die  Ordnung  der 
Gmndcarve  ist,  die  Elimination  der  (ternären)  Veränderlichen  aus  drei 
Gkichiingen  (n  — 2)**' Ordnung;  eine  Aofgahe,  deren  Resultat  ßchon  im 
F&lle  der  Curven  vierter  Ordnung  kaum  mehr  zu  übersehen  ist.  Dazu 
kommt,  dass  das  Eliminationsresultat  seiner  Form  nach  von  der  Ordnung 
der  Grundcurve  abhängig  ist  und  allgemein  für  Curven  n**'  Ordnung  gar 
nicht  gebildet  werden  kann. 

Dem  gegenüber  mag  es  von  Interesse  sein^  dasa  es  eine  ganz  ele- 
mentare Methode  giebt,  um  den  Einflues  singulltrer  Punkte 
der  Grundcurve  auf  das  Verbalten  der  Bteiner'schen  Curve 
ÄöftQ finden*  Ehe  ich  zur  Entwickelnng  derselben  übergehe,  möchte  ich 
noch  auf  einige  besondere  Vorzüge  derfielben  aufmerksam  machen.  Zunächst 
iftdie  Methode  von  der  Ordnung  der  Grundcurve  vollständig  unabhängig* 
Pflnier  bedarf  es  nur  geringer  Weiterbildungen  der  Methode ,  um  auch  die 
Ci^lej^sche  und  andere  covariante  Curven  in  den  Bereich  der  Unter- 
Buchung  zu  ziehen.  Endlich  bietet  die  Methode  die  Möglichkeit,  ein  ge« 
Biaes  Bild  vom  Verlauf  der  Hease^schen»  Steine  raschen,  Cayley- 
icl&eii  und  der  anderen  eovarianten  Curvea  in  der  Umgebung  des  singulären 
Pimktes  zu  entwerfen  und  die  zusammengehörigen  Zweige  der 
fimtiilnen  Curven  zu  übersehen.  (Ja,  man  kann  sogar  die  relative  Geschwindig- 


7ß   DMVerkütead.Staiier'idM&.CsjfajtdMiv.Md. 


Cvrveaetc 


Uli  bestionMi,  bü  weldMr  die  xManuDcagchOngcB  Pukie  asf  den  Ter- 
•dibedesea  eofsnastem  Cerrea  dsrdb  dea  sisgiilireB  Pnakt  kadnckgehen.) 

Enrüial  tei  nodi,  da«  siUreiebe  Probea,  die  sick  im  Teriaofe  der 
Bcebaoag  ergelMa,  dea  Rerahalea  eiae  holie  Sidierbeit  gtgem  Beduuiags- 
feiller  Terkshea. 

\.  Die  GleiciiQag  der  Gnmdeonre  babe  die  Fona: 

,0^F^  a 

+  d«*+exf  +  f3r* 
1)         {  +^«*+*«*f  +  tx3r«+ijr» 

+     • 

Der  singulSre  Poakt  liege  im  NoUpnaki. 

Man  stellt  nan  die  Oleiehaag  der  He88e*8chea  Corre  aof ,  indem  man 
die  niedrigften  Glieder  derselben  in  x  nnd  jf ,  soweit  man  dieselben  brancbt» 
berecbnet  Dann  trennt  man  die  einzelnen  Zweige  der  Hesse'seben  Corre 
rermittelst  des  Newton'scben  Parallelogramms  (cf.Clebscb-Lindemann, 
Vorlesungen  Ober  Geometrie  I  8.  330  flg.)  nnd  entwickelt  non  snnlcbst 
ftlr  einen  dieser  Zweige  beide  Coordinaten  rational  als  Functionen  eines 
(unendlich  klein  zu  denkenden)  Parameters  i.  Ist  z.  6.  der  Zweig  ein 
r-facber  und  y  =  0  Tangente,  so  setzt  man  am  Besten  x  =  £''9  worauf  sich 
y  als  Beihe  Ton  ganzen,  steigenden  Potenzen  Ton  t  ergiebt  Alsdann  ist 
(x,  y)  ein  Punkt  der  Hesse 'sehen  Gurre  in  der  Umgebung  des  singulSren 
Punktes.  Nun  bestehen  zwischen  einem  Punkte  (x,  y,  ir  =  l)  der  Hesse- 
schen Cunre  und  dem  zugehörigen  ($,  ij,  t=^^)  ^er  S  te  ine  raschen  Cunre 
die  Beziehungen: 


2) 


dxdy 
d*F 


1  + 


1  + 


5  + 


d*F 

dxdy 

d*F 

dy* 

d*F 


»»  + 


•J  + 


d*F 

dxde 

d*F 

dyde 

d*F 


£  =  0. 


S  =  0, 


f  =  0. 


dxde         dyde  dz^ 

Setzt  man  in  zwei  dieser  Gleichungen  für  x  und  y  ihre  Werthe  in  c 
ein,  so  erhftlt  man  hieraus  £  und  ri  ebenfalls  in  z  ausgedrückt,  also  den 
zum  Punkt  (x,  j^)  der  Hesse' sehen  Curve  gehörigen  Punkt  (|,t/) 
der  Steiner'schen  Curve.  Die  gefundenen  Werthe  x,  y,  l,  rj  müssen 
zusammen  die  dritte  Gleichung  2)  identisch  in  e  befriedigen  (I.  Probe). 

Die  für  (£,  ri)  gewonnene  Parameterdarstellung  lässt  die  Lage  des 
Punktes  ($,  rj)  und  damit  das  Verhalten  der  Steiner'schen  Cnrve  in  der 
Ntthe  des  singulttren  Punktes  und  in  diesem  selbst  um  so  genauer  erkennen, 
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je  mehr  Glieder  in  e  man  berttcksichtigt«  Die  nttmliche  Rechnung  ist  als- 
cbuin  such  ftlr  die  übrigen  Zweige  der  Hesse 'sehen  Cnrve  durchzuführen 
lind  man  erhält  so  die  übrigen  zugehörigen  Punkte  der  St  einer 'sehen 
Corre. 

2.  Die  Cayley'sche  Cunre  wird  umhüllt  von  den  Verbindungslinien 
der  Pankte  der  Hesse 'sehen  Curve  mit  den  zugehörigen  der  Steiner- 
Bchen  Curve.  Die  homogenen  Coordinaten  (ü,  t^,  iral)  der  zum  Para- 
meter c  gehörigen  Tangente  derselben  verhalten  sich  daher  wie  die  Deter- 
minanten der  Matrix  ..  ^  .. 

"  II '  il- 

Als  IL  Probe  hat  man  die  Identitäten : 

(ux  +  vy  +  ü  =  0  \ 

Die  Grossen  u,  v,  «;  wären  bereits  zur  Erkennung  der  Singularität 
der  Cajlej'schen  Curve  genügend*,  zur  bequemeren  Vergleichung  mit  der 
Hesse'schen  und  Steiner'schen  Curve  aber  empfiehlt  es  sich,  von  den 
Linieneoordinaten  zu  Punktcoordinaten  überzugehen,  indem  man  den  Be- 
rflhmngspunkt  der  Tangente  (ü,  v,  w)  sucht.  Die  Coordinaten  (i,  ^,  ir  s  1) 
desselben  verhalten  sich  wie  die  Determinanten  der  Matrix 


4) 

wobei  die  Identität 
eine  III.  Probe  liefert. 


u 

V 

w 

du 
dt 

db 
dt 

du 
dt 

tti  +  vy  +  «7  =  0 


3.  Es  existirt  aber  noch  eine  zweite  Möglichkeit,  den  zum  Pankt  (o;,  y) 
der  Hesse 'sehen  Curve  gehörigen  Punkt  (£,  17)  der  Steiner'schen  Curve 
zu  berechnen.  Bekanntlich  (Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über 
Geometrie  IS.  365;  Salmon-Piedler,  Höhere  Curven  2.  Aufl.  S.  461) 
wird  die  Steiner'sche  Curve  umhüllt  von  den  linearen  Polaren  der  Punkte 
der  Hesse'schen  Curve  in  Bezog  auf  die  Grundcurve.  Die  Coordinaten 
(^,  0,  f  =  l)  der  zu  (o;,  y)  gehörigen  Tangente  der  Steiner'schen  Curve 


die  Coordinaten 


dF      dF     dF 

dx'     dy'     dz' 

des  BerOhrungspunktes  (|;  17,  t=  1)  verhalten  sich  wie  die  Determinanten 

der  Matrix 

9       <J 

dg     da    dt 

de     de     de 


verhalten  sich   daher   wie  die  GrOssen  -tz — »    -;r— » 


5) 


Diese  Werthe  müssen   mit   den    oben   für   (£,  ti,  t=l)  gefundenen 
übereinstimmen  (IV.  Probe). 

Zatsehrin  f.  Matbemmtik  a.  PbjraÜL  40.  Jahrg.  1896.  1.  Heft.  % 


Das  Verfahren  selbst  steht  meistens  dem  oben  mitget heilten  ao  Ein- 
fachheit nach,  doch  giebt  es  Fälle >  wo  es  immerhin  auch  gate  Dienate 
leistet. 

4.  Bei  Salmon-Pi edler  (Höhere  Curven  S.  195)  wird  darauf  auf- 
merksam gemacht»  dass  bei  Curven  dritter  Ordnung  die  Cayley^sche 
Cnr?e  auch  de£nirt  werden  kann  als  UmhÜMnitg&linie  der  Geradenpaare, 
in  welche  die  conischen  Polaren  der  Punkte  der  Hesse'ßchen  Curve  io 
Bezug  auf  die  Grundcurve  zerfallen,  dass  aber  hei  höheren  Curvea  die  so 
definirte  Curve  von  der  Caylej 'sehen  verschieden  sei.  Ich  werde  mir 
erlauben  f  die  Umhüllung  der  in  Geraden  paare  zerfallenden  coniscben  Polaren 
als  Salmon*8che  Curve  zu  bezeichDen.  Um  auch  ihr  Verhalten  im  siegn- 
lären  Punkte  festzustelleD ,  empfiehlt  es  sich,  die  beiden  Geraden  des  Paare« 
zu  trennen  und  das  geschiebt  am  einfachsten  folgendermassen : 

Die  Gleichung  des  Geraden  paare  s  ist 


6) 


excif  dy" 


»+2#|l«V  +  2^ 


I 


I 


WO  x\  *f\  z  ^  1  laufende  Coordiuaten  sind. 

Die   beiden  Schnittpunkte  mit  jr  =  0  (also  die  beiden  unendlich  fern 
Punkte)  sind  gegeben  durch 


7) 


g^F 

d^^ 


/» 


Diese  beiden  Punkte  werden  getrennt  durch  Auflösung  der  in  {xi  y  ] 
quadratischen  Gleichung  7).  Man  hat  jeden  von  beiden  nur  mit  (^,  77)  zu 
verbinden  —  der  Mittelpunkt  des  Geradenpaares  ist  ja  der  zn  («»  ^)  gehörige 
Punkt  der  Steine  raschen  Curve  — ^  um  die  zwei  zum  Parameter  i  ge- 
hörigen Tangenten  der  Salmon'&chen  Curve  zu  finden j  die  Coordiuaten 
derselben  seien  resp.  (öj,  Vj,  ^,  —  1}  und  (ig,  v^,  ^^=1),  Sind  x\xjf\ 
und  ^\\y\  die  Wurzeln  der  Gleichung?)^  so  verhalten  sich  Uiivuw  wie 
die  Determinanten  der  Matrix 

8) 

WO  1=1,  2» 

Dabei  ergiebt  sich  als  V.  Probe ,  dass 

(«1  z  +  i\  u  +  «^1  ^')  (5i  aj'  +  Vj,  j^'+  w^s] 
proportional  zur  linken  Seite  von  6]  sein  muss. 

Für  die  Berührungspunkte  auf  der  3almon*scheu  Curve  hat  man 

Ui  Vi         Wi 

düi    d5#    dw( 
dl      dt      di 

0. 


i 


3^i'Vi 


1^ 


mit  der  YL  Probe: 
•  =  1,2. 


^\^  +  Vi\Ji  +  Wi 
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5.  Bei  Clebsoh-Lindemann  (Vorlesungen  über  Geometrie  I  S.  360) 
ist  femer  eine  Cnrve  erwähnt,  die  amhttllt  wird  von  den  Tangenten- 
paaren, welche  die  ersten  Polaren  der  Pankte  der  Steine  raschen  Curve 
in  Bezog  auf  die  Grundcurve  in  ihren  Doppelpunkten  besitzen  (letztere  sind 
Punkte  der  Hesse 'sehen  Curve).  Die  Ordnung  dieser  Curve  ist  von 
Zeuthen  bestimmt  worden,  weshalb  ich  die  Curve  als  Zeuthen*sche 
Curve  citiren  werde.  Auch  sie  ist  für  Curven  dritter  Ordnung  mit  der 
Gay ley 'sehen  identisch,  für  höhere  Curven  von  ihr  verschieden. 

Die  erste  Polare  eines  Punktes  (|,  ti)  der  Steiner 'sehen  Curve  in 
Bezug  auf  die  Grundcurve  hat  die  Gleichung: 


10) 


dF  ^      dF         dF        r. 


WO  wieder  {x\  y\  z  =>  1)  laufende  Coordinaten  sind. 

Das  Tangentenpaar  im  Doppelpunkte  erhält  man,  wenn  man  von  der 
Cane  10)  die  n  —  3^  (also  conische)  Polare  in  Bezug  auf  den  Doppelpunkt 
(«,  y)  nimmt;  dasselbe  ist  dahet: 


11) 


+K 


yjp  d^F  d^F 


Vj^y- 


=  0. 


Dieses  Geradenpaar  wird  nun  genau  ebenso  behandelt,  wie  das  Geraden- 
paar 6)  —  unter  Berücksichtigung  des  ümstandes,  dass  sein  Mittelpunkt 
der  Pankt  (x,  y)  ist  —  und  man  erhält  somit  zuerst  die  Tangenten 
(«<,  9<,  ^if  s  1),  und  alsdann  die  Punkte  (i<,  y<,  l<=  1)  der  Zeuthen- 
scben  Carve ,  welche  zum  Parameter  c  gehören  (« =  1 ,  2). 

6.  Eine  sechste  covariante  Curve  wird  beschrieben  von  dem  Schnitt- 
punkte je  zweier  zusammengehörigen  Tangenten  der  Hesse 'sehen  und  der 
Steiner'schen  Curve.  Ich  will  dieselbe  Gegencurve  der  Caylej- 
schen  Curve  nennen.  Für  Curven  dritter  Ordnung  fällt  sie  gleichfalls 
mit  der  Cajlej'schen  Curve  zusammen  und  ist  fQr  höhere  Curven  von 
ihr  verschieden.  Man  erhält  den  zum  Parameter  c  gehörigen  Punkt  der- 
selben in  der  Form: 


12) 


a;*:y*:«*  = 


V 


w 


wo  p,  0,  X   dieselbe    Bedeutung  haben,    wie  in  der  Matrix  5),  während 
«,  9,  w  die  Determinanten  der  Matrix 


13) 
lind. 


X      y     \ 
dt    dt 
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7.  Die  Anwendung   der  vorstehenden  Formeln   soll  nun    am   Beispiel 
der  Spitze  (Bttckkehrpunkt)  gezeigt  werden. 

Ist  (0, 0)  eine  Spitze  und  y  =  0  Spitzentangente ,  so  ist  in  Gleichang  1): 

.  Die  Hesse'sche  Curye  hat  nun  bekanntlich  in  (0,0)  eine  Spitze  mit 
Tangente  y  =  0  und  einen  durchgehenden  Zweig.  Lediglich  zur  Ver- 
einfachung der  Rechnung  wähle  ich  den  speciellen  Fall ,  dass  dieaer  durch- 
gehende Zweig  senkrecht  '  zur  Spitzentangente  steht,  also  die  Achse 
a;  £=  0  berührt.  Hieraus  ergiebt  sich  noch,  dass  ^  =  0  ist.  Dass  die  nach* 
stehenden  Resultate  auch  für  den  Fall  gelten,  wo  beide  Zweige  einen 
anderen  Winkel  mit  einander  einschliessen ,  folgt  daraus,  dass  alle  diese 
Resultate  projectivischer  Natur  sind.  Fttr  die  Parameterdarstellnng  sollen 
zwei  Glieder  als  genügend  betrachtet  werden. 

Der   erste  Zweig   der    Hesse'schen    Curve,  die  Spitze,   ergiebt 
folgende  Entwickelung:  ^  __  _  g« 

wo 


F    2{n- 


2)f' 


(Haben  f  und  g  verschiedene  Zeichen,  so  muss  x=  t*  nnd  l 
gesetzt  werden.) 


_,/-(n-3) 
-f^  2(n-2; 


-(n-% 

Die  Coordinaten    der  Steiner'schen  Cnrve  verhalten  sich  nnn  wia 
die  Determinanten  der  Matrix: 

-6gf*+l2l$*  +  '-     2Ut»+6«i«*  +  .- 

3(n  -  3)gt*  +  {[n  -  3] U»  -  4[n  -  4]!)««  +  • 

2iX^+6mt*  +  --'     2f-2is*  +  - 

2{n-2)fU'-({2n-ö)i-^.^^0.)x,^  +  .. 

also : 
^:r,A=-6{n-3)fgt*+\ 


/(n-3)(7n-13)    .  ,  -,,        ..„\ 


**+• 


:12(n-2)rgA,^-(6(n-2)y.+  ^^(^-^^^(|*'-^V0^^  +  - 


I  **  +  •■•)• 


,-,..,..(-[M']' 

Die  im  letzten  Glied  auftretende  Reihe  (l—    7  H h^+'")  kSme 

in   den  Nenner    von  §   und  tj  zu   stehen   und   wird   daher  auf  Grund   der 
Formel  1  -  ,     «        3  , 

in  den  ZShler  gebracht. 


Von  Dr.  E.  Wölffimo. 
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Es  ist  daher: 


ProbeP; 


ebenso: 

,=  -,.-2H^-(i(.-24+^^)».'+- 

x(3(»-3)^«*+[(n-3)a«-4(n-4)Z]  «•+•••) 

+  |(n-3)(«-5)i/t«-((n-3)«»i«-(«'-8n  +  l7)j)t»  +  .-  =  0. 

SelbstrerstSudlich  können  in  diesem  Ausdruck,  soweit  er  dasteht, 
Dar  die  Coefficienten  von  c*  und  iP  verschwinden,  weil  nur  zwei  Glieder 
berfickaiohtigt  sind. 

Cayley'sohe  Curve. 

Die  Matrix 

-(n-2)..»-Q(«-2)*  +  ^  !)..»+.. .1 

beide  Proben  II)  stimmen. 

Die  Coordinaten  des  zagehörigen  Punktes  auf  der  Cayley'scben  Curve 
?erhilten  sich  wie  die  Determinanten  der  Matrix: 


liefert: 
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**^\2(n-2)  /'^«-Sy/   '  ^         2*     \12(n-2)   f     3  y/*  ^ 
li  .  ,  /7«-18    t      2n-9  j\    , 
2      "•"\12(n-2)7     6(n-3)  ir/      "•""■ 

^*'+'^V2(«-2)/'  +  n-3ir/      ^       *  *U2(«-2) /^     3  ^r/    +      i 

2      ^    \12(n-2)  /•  6(n-3)y/      ^ 
Es  ergeben  sich: 

._      3  ,_/_4n  +  3  t         «  +  3     'Wj. 

"'"     2*      U2(«-2)  ?~3(n-3)^r'*"" 

Probe  III  stimmt.  ^  \n-2f     n-Zg/        • 

Das  unter  3.  auseinandergesetzte  Verfohren  giebt  die  homogenen  Coordi- 
naten  der  Punkte  der  Steiner'scben  Curve  als  Determinanten  der  Matrix: 


n-3 


9^^-{^'j-{n-Z)iy  +  . 


^2^«'+<2i^f^0''+-«^^^'-K^*-„43?)^^*+- 

-3(«-3)ir»»-8(^  ^*  -  («  -3)l)*^  +  . . . 
dieselben  stimmen  mit  den  früber  gefundenen  Wertben  überein  (Probe  IV] 

Salmon*scbe  Curve. 
Die   beiden   unendlicb  fernen  Punkte  des   zum  Parameter  e  gebörigen 
zerfallenden  Eegelscbnittes  sind  gegeben  durcb: 

,1.1-  f       n  —  o 

folgt  hieraus:  /  fi^ 

2^A.-((^  +  2)t  +  2H^JA.3+... 
-6y«*+12ia<+...  ( 

1,       „,  ,     /^(«-l)(n-3)  i     1,       ,,J\^^ 

-{n-2);.»-(|(n-2)i+^l)i.H.--l 
=  _6pt«+12Jt«+... 

:-2^/'A£  +  ((^  +  2)»  +  2^^)u»-.. 

:_(„_3)(^-3)i,*«+(i^^  ^  +  („_4)(^_4)/)  *«+ 


u  :  i;:  w  = 


Von  Dr.  E.  WÖlfpinö. 
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Bei  der  Probe  Y)  ergiebt  siob ,  dass  man  den  Ansdrook 
-X  ^  +  2^^^    xy  H 


9^ 


dm?  "     '  "dxdy' 

mit -6^{'4' 122€^+*'*  mnltipliciren  mass,  um  das  Produkt 

{u^x  +  v,y'  +  id^g)(ü^x  +  v^y  +  w^b) 

zQ  erhalten,   wo  sieb   die  Indices  auf  das  Doppeheichen  von  {i  bezieben, 
welches  die  beiden  Zweige  der  Salmon'scben  Cnrve  unterscheidet. 
Die  Berühr angspnnkte  der  Salmon'scben  Canre  werden  nan: 

5 l(«-3)(^-3)t* 

/(t»-3)(4f»  +  n-7)  %      -(9H-22)ft  +  (22w-46)  t 
+1         12(«-2)         f"^  6 

-  =  (-(n-3)^  +  2(n-2))i,» 

Bei  der  Berechnung  der  Zeuthen*8oben  Curve  möge  in  den  Ent- 
wiekelongeo  je  nur  ein  Glied  berücksichtigt  werden. 
Die  Gleichung  11)  wird  mit  £('«0: 

[6y|+6(n-3)^a;+...]«'H2[2»i?+2(n-3)fy+...3a?V+[2(n-2)/*+...]y«=0, 

oder 

[-3(«-3)i?f»+..]»»+[-4<A«»  +  - ••]«V+[2(n-2)/'+...]y'». 

Dann  ist: 

±2yl(n-2)fU  +  --'     -3(n-3)^«»+-.0 

-t«  *£»+•••  1 

=  -3(n-3)^t«+..:  +  2^3(n-2)A«+-:-(«-3)(3  +  ^%f«+... 
I  =  -(3q:^3)i*+"-' 
y  =  2(T^-l)i«»+"- 

Aach  bei  der  Oegencorve  der  Cajley'schen  Carve  möge  nur 
ein  Glied  in  Betracht  gezogen  werden. 

Dann  ist:    „.».«,=  _  3ij»  + ...;  _2t :- i««  +  ..., 

-3it»  +  -..    -2«  -it*+. 

«-3 


«:»:»  = 


dsiier: 


also: 


x»:y*:l  = 


Zgt*  +  ...    2fX^+. 


2 


-^«'+ 


«'  = ö €*+••• 

y* — g(«-2)i*'+. 
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8.  Die  Entwickelang  des  zweiten  (durchgehenden)  Zweiges  der  Hesse- 
schen Curve  ergiebt:  v  =  e 

wo 

1  fi-3  ?      \  p 

1  (n-3)(n-4)  %n       \mp      1  n-3t>m     \  v       \  n—4t%q 
^""     6       (n-2)«       f^g'^S  g^       6  n^2  fg^     3^"'"3n-2/>' 

Mit  Berührung  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  2)  ergiebt  sich  der 
Punkt  der  Steiner'schen  Curve: 

!  =  _(„_  2)I_2y(a  +  ..., 

y=(«-3))-(n-2)f. 
Für  die  Caylej'sche  Curve  wird: 

ü:  V  :  Ä=  e-^y«H-.  •:-(«-2)-^-2y^£  +  ...:(n-2){- 6 -2y-^  €«+..., 

daher:  f  f 

i  =  _(n_2)|-(n+2)y|*  +  .... 

Für  die  Salmon'sche  Curve  bekommt  man: 

«:,iJ:l  =  (v-2)«+(-g^v*^  +  (2.-3)«)*«+..- 
'.  —  2f-6kt+'-. 
:(n_2)(v-2)/'.  +  (r-3)(n-3)fct»+-  •• 


wo 


daher : 


-±/^ 


-1) 


a,  =  -(»-2)--2    ^_g    yja+-, 

y  =  -i(2v-3)yt*+... 
Die  Berechnung  der  Zeuthen'schen  Curve  ergiebt: 
u:v:w=-G(n-2)(^  +  "-.-2Qf,i  +  -.-:6(n-2/4-i+--; 

*  t 


wo  _/.qrn-2)gy. 

also: 


,-±/ia^ 
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Hüdlicb  findet  man  fdr  die  Oegencurve  der  Caylej'achen  Curve: 
a;'=-{„-l)«(«+(^«^-l(3M-2)^)i»+..., 

9.  Daa  Verhalten  der  covarianten  Curven  möge  in  folgenden  Siitzen 
xQgamiDeDgefassi  werden : 

Wenn  die  G  r  a  n  d  c  o  r  ?  e  im  Punkte  Ä  eine  Spitze  mit  Tangente  a  hat,  so  bat : 
ft)  die  Hesee'Bohe  Curve  in  il  ebenfalls  eine  Spitze  mit  Tangente  a 
und  einen  gewßhnlicbeu  Zweig  mit  Tangente  ^; 

b)  die  Steiner* sehe  Curve  hat  in  Ä  eine  Spitze  mit  Tangente  a 
und  berührt  a  in  einem  weiteren  Punkte  B; 

c)  die  Cajley'sche  Curve  hat  in  Ä  eine  Spitze  mit  Tangente  a 
und  berührt  a  ebenfalla  im  Punkte  B^ 

d)  die  SalmoD^scbe  Carve  bat  in  A  zwei  Spitzen,  beide  mit 
Tangente  o  und  in  B  einen  Bertlbrungsknoten  (Selbstbeiilbrunga- 
punkt)  mit  Tangente  a; 

e)  die  Ze athenische  Curve  bat  in  A  zwei  Spitzen  mit  Tangente  a 
and  einen  gewöhnlichen  Zweig  mit  Tangente  b\ 

f)  die  Gegencurve  der  Cajley^schen  Curve  hat  in  A  eine 
Spitze  mit  Tangente  a  und  einen  gewöhnlichen  Zweig  mit  Tangente  h. 

Hierbei  ist  jedoch  zu  bemerken: 

Bei  der  Salmon'schen  Curve  treten  merkwürdiger  Weise  Ana. 
naluaeQ  von  der  unter  d)  gegebenen  Regel  ein,  wenn  die  Orundcurve  von 
der  fQoften  oder  zehnten  Ordnung  ist  Bei  der  Ordnung  5  verwandelt 
sich  die  eine  der  beiden  Spitzen  in  einen  „Rückkebrapitzpunkt"  [cf,  unten 
Hk)\.  Bei  der  Ordnung  10  tritt  dagegen  au  die  Stelle  des  Berührunga* 
kiiot«na  eine  Singularität,  bestehend  aus  einer  Spitze  in  B  mit  Tangente  a 
QQd  einem  gewöhnlichen  Zweig  in  B,  ebenfallä  mit  Tangente  a* 

Uebrigens  ist  bei  Curven  dritter  Ordnung  das  Verhalten  der  meisten 
eoTiriiQteo  Curven  ein  abnormes:  die  Cayley^sehe  Curve  fällt  mit  Ihrer 
Oagencurve,  der  Salmon*8cben  und  der  Zeuthen 'sehen,  zusammen  und 
»rftUt  in  den  doppeltzählenden  Punkt  A  und  noch  einen  weiteren  Punkt 
(Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie  I  S.  592). 

Aus  den  Eutwickelungen  für  die  Zweige  der  covarianten  Curven  er- 
geben Bicb  noch  folgende  erwlihnenswerthe  Thatsachen: 

Wenn  »ich  zwei  Zweige  der  covarianten  Curven  (beispielsweise  der 
Zweig  der  Stein  er  Vhen  und  derjenige  der  Cayley 'sehen  Curve  in  B) 
berühren,  so  bftngt  das  Verbältnisä  der  Krümmungsradien,  welches 
eine  hivariante  ist  (cf,  Zeitschrift  für  Mathematik  u.  Physik  38.  Jahrg.  S.237), 
twar  im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  der  Grundcurve  ah,  ist  aber  sonst 
^OQ  letzterer  gänzlich  unabhängig.  Dasselbe  gilt  von  dem  Verhältniss 
<ler  Spitzenparameter  der  in  einem  Punkte  zusammenfallenden  und  die- 


\ 
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gelbe  Tangente  besitzenden  Spitzen  (unter  Parameter  einer  Spitze  verstehe 
ich  den  Parametür  einer  die  Uurve  in  der  Spitze  Biebenpunktig  berührenden 
Neil'schen  [semicubiscbeu]  Parabel), 

WEibretid  ferner  im  Allgemeinen  jede  Gerade  des  Paares,  welches  die 
Balmon'acbe  oder  Zeuthen*scbe  Corve  umbüllt,  für  sieb  einen  besonderen 
Zweig  bescbreibt,  tritt  im  obigen  Beispiel  bei  dem  gewöhnlichen  Zweige 
der  Z e II t h e n 'scheu  Curve  eine  Ausnahme  ein.  Dieser  Zweig  kommt 
nämlich  zu  Stande,  indem  jede  Gerade  des  Paares  eine  Seite  des  Zweiges 
beschreibt;  beide  fallen  dann  in  h  zusammen  und  werden  weiterhin  imaginfir. 

IntereßBant  ist  auch  in  diesem  Beispiele,  wie  sieh  die  Cayley'ache 
nnd  die  Salmon'sche  Curve  ao  ^die  Steiner'ßche  Carve  anschliessen, 
wahrend  die  Zeuthen'sche  und  die  Gegencorve  der  Gay ley 'sehen  dem 
Verlauf  der  Hesse'achen  Curve  folgen. 

10«  Hat  die  Grundcurve  in  A  einen  Doppelpunkt  mit  Tangenten 
b  nnd  c,  so  haben  die  Hesae'Bche,  die  Steiner'sche»  die  Cajley'ßche 
Curve  und  deren  Gegencurve  ebenfalls  je  einen  Doppelpunkt  in  A  mit 
Tangente  6  und  c.  Die  Salm on 'sehe  Curve  hat  in  ii  ebenfalls  einen  Doppel- 
punkt mit  Tangenten  b  und  e  und  berührt  ausserdem  noch  b  und  c  je  In 
den  Punkten  B  und  C,  Desgleichen  hat  die  Zeuthen'sche  Curve  in  A 
einen  Doppelpunkt  mit  Taugenten  b  und  c  und  berührt  h  und  c  je  in  den- 
selben Punkten  B  nnd  C  Die  Yerhültnisse  der  Krümmungsradien  bei  den 
sich  berührenden  Curveu  sind  wieder  von  der  Ordnung  n  der  Grund- 
curve abhängig.  Bei  Clebsch -Linde  mann  (Vorlesungen  über  Geometrie  I 
S.  325  Anmerkung)  ist  bereits  darauf  hingewiesen,  dasa  die  Zweige  der 
Grundcurve  und  der  Hesse 'sehen  Curve  im  Doppelpunkte  aich  gegenseitig 
die   convexe  Seite  zukehren:    denn  das  Verhaltnisa  ihrer  Krümmungsradien 

n-2 

ist  negativ,   nämlich  gleich —' 

11 
Zusatz: 

Bei  Cnrven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  zerfällt,  wie  bekannt 
(et  Clebsch-Lindemann  a.  a.  0,  S,  588)  die  Cayley'sche  Curve  in 
den  Doppelpunkt  und  einen  die  Tangenten  des  letzteren  in  B  und  C  be- 
rührenden Kegelschnitt»  Unsere  Eutwickelungen  zeigen  noch  besonders  für 
diesen  Fall^  dass  die  Verbindungslinie  der  reellen  zusammengehdrigen 
Punkte  in  der  Hesae'schen  und  Stein er'schen  Curve  nicht  den  ganzen 
Kegelschnitt  umhüllt,  sondern  nur  einen  von  den  Berührungspunkten  B 
und  C  hegrenzteu  Bogen  desselben  ^  diesen  aber  doppelt» 

IL  Während  mehreren  Punkten  der  Hesse^scben  Curve  ein  und  der- 
selbe Punkt  der  Stein er'schen  entsprechen  kann  —  letzterer  ist  eben 
dann  ein  mehrfacher  Punkt  in  der  St  eine  raschen  Curve  — ,  kann  umgekehrt 
ein  Punkt  der  Hesse 'sehen  Curve  im  Allgemeinen  nicht  auf  mehrere  Punkte 

der  Steiner'achen  Curve  führen.     Denn  der  Punkt  1  ^  [  liegt  auf  der 

Hesse^schen  Curve,  wenn  die  drei  Geraden: 


tig 

'4 


2di+  eri  +(tt^l)&  =  0, 

&I+  cn  +  (n-2)a^0 

sich  in  eiDem  Paukte  treffen  und  im  Aügemeinen  wird  das«  wenn  es  über- 
haopt  statt&Ddet,  nur  in  einem  Punkte  gesdielieii.  Indes  können  die 
drei  Geraden  14)  durch  tlieil  weises  Zusammenfallen  oder  Illusorisch  werden 
doch  auch  mehr  als  einen  SehDittpunkt  bekommen  und  gerade  bei  höheren 
Singularitäten  der  Grundcurve  kann  es  geschehen,  dass  einem  Punkt  der 
Hess  ersehen  Curve  mehrere  Punkte  der  Steiner*schen  enteprechen.  Es 
wurde  z*  B.  bereit*  gezeigt,  dass^  wenn  die  Grundcurve  eine  Spitze  A  hat, 
dem  Punkte  Ä  der  HesseVohen  Curve  in  der  Steine  raschen  die  zwei 
Punkte  Ä  und  B  entsprechen  (siehe  oben  Ziffer  9), 

12*  Wtlhrend  sich  bekanntlich  die  Punkte  der  Hess  ersehen  und  der 
Steiner^schen  Curve  eindeutig  entaprecheu  ^  tritt  eine  Ausnahme  ein ,  wenn 
die  Grundcurve  eine  Spitze  Ä  hat.  Denn  dem  Punkte  A  als  Punkt  der 
He  SS  ersehen  Curve  entsprechen  in  der  Steiner'schen  Curve  sfimmtliche 
Punkte  der  Spitzentangente  a  und  zwar  tritt  letztere  doppeltzählend 
in  der  Gleichung  der  Steiner'schen  Cnrre  auf.  Dagegen  entspricht  die 
Curve,  welche  durch  Weglassung  dieser  Doppelgeraden  entsteht^  und  welche 
als  reducirte  Steiner 'sc  he  Curve  bexeiclinet  werden  möge^  wieder 
eiodeatig  der  Hesse*schen  Curve  und  man  kann  nuumehr  die  Plücker- 
schen  Zahlen  ftlr  die  (reducirte)  Steiner*fiche  Curve  aufstellen,  wenn  die 
Grundcurve  d  Doppelpunkte  und  r  Rückkehrpuukte  hat. 

Wegen  Weglassung  der  Doppe) geraden  wird 

Das  Geschlecht  ist  gleich  dem  der  Hesse  Aschen  Curve,  also: 

Fflr  die  Klasse  kann  man  die  Formel 

k,  =  3(«  -  l){n -  2)  --  2d-  4r 

(Clebsch*Lindemann,  Vorlesungen  ül>er  Geometrie  I  S,  671  Anmerkung) 
benützen,  weil  durch  Weglassung  der  Doppelgeraden  die  Klasse  nicht 
geludert  wird. 

Hieraus  ergeben  sich  leicht  die  übrigen  Zahlen: 

d,==|(„-2)(n-3)(3n«-9ti-5)  +  ^-'6{««-4«  +  2)r  +  2r*, 

f.=-l^(n-^2)(n-3)-6r, 

<r^|(ii-2)(fi-3)(3n«-3n-8)-2d(3MS-9n+l)-3r[4nS.12n+l)+2(P+8dr+8r*, 

».  =  3(«  -  2)(4  fi  -9)  "öd-  12r. 
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13.  Hat  die  Grundcarve  in  A  einen  dreifachen  Pankt,  so  ent- 
sprechen dem  letzteren  als  einem  Punkte  der  Hesse'schen  Cunre  sämmt- 
liche  Punkte  der  Ebene  als  Punkte  der  Steine  raschen  Curve,  weil  alle 
ersten  Polaren  in  A  einen  Doppelpunkt  haben.  Als  „Steiner 'sehe  Cnrve*' 
hat  man  in  diesem  Falle  den  Ort  der  Punkte  anzusehen ,  deren  erste  Polaren 
je  ausser  A  noch  einen  zweiten  Doppelpunkt  haben. 

Hat  nun  die  Grundcurve  in  A  drei  verschiedene  Zweige  mit  den 
Tangenten  &,  c,  d,  so  hat  die  Hesse'sche  Cnrve  in  A  einen  fünffachen 
Punkt;  drei  Zweige  berühren  die  Tangenten  bf  c,  d,  während  zwei  Zweige 
mit  den  Tangenten  e  und  f  hindurchgehen.  Gerade  so  verhttlt  sich  auch 
die  Stein  er 'sehe  Curve. 

(Man  kann  aber  auch  nach  dem  Ort  der  Punkte  fragen,  deren  erste 
Polaren  in  A  je  eine  Spitze  [und  sonst  keinen  Doppelpunkt]  haben.  Man 
erhält  in  unserem  Falle  als  Ortscurve  ein  Geradenpaar,  bestehend  aus  den 
Tangenten  e  und  f  der  Hesse'schen  Curve.) 

14.  Nachstehend  möge  noch  das  Verhalten  der  Hesse'schen  und  der 
Steiner 'sehen  Curve  in  einer  Anzahl  weiterer  Singularitäten  der  Grund- 
curve mitgetheilt  werden: 

a)  Die  Grundcurve  hat  einen  Wendepunkt  A  mit  Tangente  a. 
Die  Hesse'sche  Curve  geht  durch  A  mit  Tangente  h  hindurch. 
Die  Stein  er 'sehe  Curve  berührt  a  in  einem  Punkte  B  [cf.Clebsch- 
Lindemaun  a.a.O.  S.  371]  (auch  die  Caylej'sche  Curve  be- 
rührt a  in  demselben  Punkte  B).  Darum  muss  auch  bei  Curven 
dritter  Ordnung  die  Hesse'sche  Curve,  da  sie  die  Stelle  der 
Steiner 'sehen  vertritt,  die  Wendetangenten  berühren  (Salmon, 
Höhere  Curven  S.  197). 

b)  Die  Grundcurve  bat  einen  ündulationspunkt  (Flachpunkt)  A 
mit  Tangente  a.  Die  Hesse'sche  Curve  berührt  a  in  A.  Die 
Stein  er 'sehe  Curve  berührt  a  in  einem  Punkte  B  und  hat  daselbst 
einen  Wendepunkt. 

c)  Die  Grundcurve  bat  inileinen  Wendeflachpunkt  (Beuschle, 
Praxis  der  Curvendiscussion  I,  Stuttgart  1886,  S.32)  mit  Tangente  a, 
das  heisst,  ihre  niedersten  Glieder  sind  cy+'»'+sx^+'"  (diese 
Singularität  ist  äquivalent  mit  drei  Doppeltangenten  und  drei 
Wendepunkten).  Die  Hesse'sche  Curve  bat  in  A  einen  Wende- 
punkt mit  Tangente  a.  Die  Steiner 'sehe  Curve  berührt  a  in 
einem  Punkte  B  und  hat  daselbst  einen  ündulationspunkt. 

d)  Die  Grundcurve  bat  einen  Berührungsknoten  (Selbstberührungs- 
punkt) A  mit  Tangente  a.  Die  Hesse'sche  Curve  bat  in  A  einen 
dreifachen  Selbstberührungspunkt  mit  Tangente  a  (das  beisst,  drei 
gewöhnliche  Zweige  berühren  a  in  A).  Die  Steiner 'sehe  Curve 
verhält  sich  ebenso. 
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e)  Di«  GruBdcurve  hat  eineo  symmetrischen  Bertlhrungs- 
knoten  in  A  mit  Tangente  a^  das  heisst^  die  KrüiDmungsradten 
der  Zweige  sind  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet.  Die  Hesse- 
sche Corre  hat  in  A  einen  symmetrischen  Beruh ningsknoten  mit 
Tangente  a  und  zwei  darch gehende  Zweige  mit  den  Tangenten  h 
und  c  (et  Mathem.  Ännalen  36.  Bd.  S.  1 19).  Die  Steine  r 'sehe  Curve 
hat  in  A  ebenfalls  einen  symmetrischen  Berübrnngsknoten  mit 
Tangente  a  und  einen  weiteren  Berührungs knoten  im  Punkte  B 
mit  Tangente  a, 

f)  Die  Grundcnrve  hat  in  deinen  Rdckkebrflaebpunkt  (EeuBchle, 
a.  a.  0.  S,  49)  mit  Tangente  a ,  das  heisst ,  ihre  niedersten  Glieder 
sind  /'^*H —  *  +  sa:*-j —  •  (der  singulare  Punkt  ist  üquivalent  mit 
einem  Doppelpunkte,  einer  Spitze ^  zwei  Doppeltangenten  und  zwei 
Wendepunkten).  Die  Hess  ersehe  Curve  hat  alsdann  in  A  einen 
Rückkehrflachpunkt  mit  Tangente  a,  eieen  berühreuden  Zweig 
mit  Tangente  a  und  einen  durchgehenden  Zweig  mit  Tangente  b. 
Die  Steiner 'sehe  Curve  hat  ebenfalls  einen  Rückkehrflacbpunkt 
in  A  mit  Tangente  a  und  berührt  a  noch  in  einem  Punkte  B 
(wo  sie  einen  Wendepunkt  hat)  und  in  einem  weiteren  Paukte  C 
(hier,  wie  im  Folgenden  sind  die  Zweige  der  Steiner'schen  Ciirve 
in  derselben  Eeihenfolge  aufgezählt,  wie  die  damit  zusammen- 
gehörenden der  Hesse'schon  Curve). 

g)  Die  Gmndcujve  hat  in  A  eine  Spitze  mit  Tangente  a  und  einen 
durchgehenden  Zweig  mit  Tangente  h.  Die  Hesse'sche  Curve 
hat  in  A  zwei  Spitzen  ^  je  mit  Tangente  a  und  einen  gewöhnlichen 
Zweig  mit  Tangente  h.  Die  Stein  erwache  Curve  hat  ebenfalls 
zwei  Spitzen  in  ^^  je  mit  Tangente  a  und  berührt  h  in  B^  wo 
sie  einen  Wendepunkt  hat. 

h)  Die  Grundcurve  hat  in  A  einen  Spitzpnnkt  (ßeuschle,  a.  a.  0. 
S.  40)  mit  Tangente  a,  das  heisst»  ihre  niedrigsten  Glieder  sind 
*y'"h^^+'"  (diese  Singalaritlit  ist  mit  einem  Doppelpunkt  und  zwei 
Spitzen  äquivalent).  Die  H es 8e*sche  Carve  bat  in  A  einen  Spitzpunkt 
mit  Tangente  a,  einen  berührenden  Zweig  mit  Tangente  a  und 
zwei  durchgehende  Zweige  mit  den  Tangenten  b  und  c.  Die 
Stein  er 'sehe  Curve  hat  einen  Spitzpunkt  in  A  mit  Tangente  a, 
einen  gewöhnlichen  Zweig,  der  weder  durch  A  geht,  noch  a  be- 
rührt, und  sie  berührt  a  noch  in  zwei  Punkten  B  und  0. 

i)  Die  Grundcurve  hat  in  A  einen  Wendeapitzpunkt  (Reuschle 
a.  a.  0,  S.  50)  mit  Tangente  a,  das  heisst,  die  niedersten  Glieder 
sind  Äy**  +  *  •  ♦  +  sx^  +-  ■  *  (der  singulare  Punkt  ist  äquivalent  mit 
zwei  Doppelpunkten,  2wei  Spitzen,  einer  Doppeltaugente  und  einem 
Wendepunkt).  Die  Hesse 'sehe  Curve  hat  in  A  einen  Wende- 
apitzpunkt mit  Tangente  a,  eine  Spitze  mit  Tangente  a  und  einen 
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berübrenden  Zweig  mit  Tangente  a.  Die  St  ein  er 'sehe  Cur?e 
bat  ©inen  Wendeapitzpunkt  in  A  mit  Tangent«  a,  einen  Wende- 
punkt in  Ä  mit  Tangente  a  und  einen  gewöhnlichen  Zweig «  der 
weder  durch  Ä  gebt,  noch  a  berührt, 
k)  Die  GrundeurTe  hat  in  A  einen  Eückkehrspitzpunkt  (cf. 
Heuschle  a.a.O.  S.  41)  mit  Tangente  a,  das  heisst,  die  nie- 
dersten Glieder  siud  r^'*  +  sjr^'+ » •  *  (die  Singularität  ist  äqui- 
valent mit  drei  Doppelpunkten  und  drei  Rückkehrpunkten).  Die 
Heese^sche  Curve  hat  in  kleinen  Rückkehrspitzpunkt  mit  Tangente«, 
eine  Spitze  mit  Tangente  a  und  drei  durchgehende  Zweige  mit 
den  Tangenten  fr,  c,  d  Die  Steiner'sehe  Curve  bat  einen  Eflok- 
kehrspitzpunkt  in  A  mit  Tangente  a,  einen  durchgehenden  Zweig 
in  A  mit  einer  Tangente  e  und  berührt  a  noch  in  drei  Punkten 
B,  0  und  Ä 

IS.  Das  im  Vorhergehenden  auseinander  gesetzte  Verfahren  ermöglichte 

es,  die  Lage  und  Beschaffenheit   der  Zweige   der  Stein er*8chen  Curve  zu 

bestimmen,    welche   dem   singulären  Punkte    der   Hesse'schen   Curve   ent- 

sprecben ,   welch'  letzterer  in  den  singulären  Punkt  der  Qrundcurve  hinein* 

fällt   und   demselben   seinen  Ursprang  verdankt.     Es  erbebt  sich  nun  aber 

die  Frage,  ob  damit  der  Einfluss  der  Singularität  der  Grtindcnrve  auf  daa. 

Verhalten   der   Stein  er 'sehen  Curve  erschöpft   ist.     Es   wäre   ja  denkbar, 

(£  =  0] 
dass  die  Gleichungen  2),  wenn  in  ihnen  j     _     r  geaetat  wird,  noch  durclm 

einen    von    (         ^,  t    verschiedenen    Punkt    oder    gar    mehrere    solche    ba  - 


!:::) 


friedigt  würden.  Es  wtlrde  also  noch  ein  weiterer  Punkt  der  Hesse 'sehen 
Curve  (oder  mehrere)  existlren,  der  zu  einem  durch  den  singulären  Punkt 
gehenden  Zweige  der  Steiner*sche  Curve  Anlass  gäbe.  Ein  solcher  Zweig 
wäre  als  accessorisch  zu  bezeichnen  und  ebenso  würden  wir  einen  Zweig 


zu  nennen  haben,  welcher  durch  einen  der  etwa  zum  P.nnkte 

1  =  0 


Hfleae'schen    Curve    gehörigen    nicht    in 


i::ol 


der 


fallenden   Punkte    dar 


Stein  er  ^schen  Curve  hindurchgeht*  Dasa  bei  speciellen  Grundcurven  solche 
aceesßorischeE  Zweige  vorkommen  können,  ist  klar;*  dagegen  ist  die 
Frage,  ob  sie  bei  allgemeinen  Grundcurven  zu  erwarten  sind,  zwischen  deren 
Coefficienten  also ,  von  der  Singularität  abgesehen ,  keine  weiteren  Relationen 
existiren,  im  Allgemeinen  wohl  tn  verneinen.  Indess  ist  nicht  zu  leugnen, 
dasa  bei  gewissen  Singularitäten  in  allgemeinen  Grundcurven  von  einer 


*  Bei  gpeciellen  Grundcurven  können  ancb  aonst  Abweichungen  vom  gewöhn- 
lichen Verhalten  der  covananten  Curven  eintreten.  Verech windet  z.  B.  die  Grösse  y 
in  Ziffer  8,  m  haben  im  Punkte  B  die  Steiner'sche  und  die  Caj'lej^flche  Curve 
je  eine  Spitae  an  Stelle  eines  gewöhnlichen  Zweiges. 
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beitimmten  Ordnung  in  der  That  accessorische  Zweige  in  der  Steiner- 
schen  Carre  regelmässig  auftreten;  ein  Beispiel  ist  hierfür  wenigstens  der 
Wendepankt  bei  den  Curven  dritter  Ordnung.  Durch  ihn  geht  die 
Steiner *8che  Cunre  aocessorisch  hindurch;  denn  der  zugehörige  Pankt  der 
Hesse'schen  Curve  liegt  nicht  im  Wendepunkte,  sondern  auf  der  Wende- 
taogeote  im  Berührangspunkte  der  Steiner*schen  Curve  (cf.  Salmon, 
Höhere  Cunren  S.  200).  Es  wäre  immerhin  denkbar,  dass  es  für  manche 
andere  Singularitäten  eine  gewisse  Ordnung  der  Grundcurve  giebt,  bei 
welcher  solche  accessorischen  Zweige  der  Stein  er 'sehen  Curve  auftreten. 
Duo  koom&t  aber  die  weitere  Möglichkeit,  dass  infolge  besonderer  üm- 
stlnde  in  der  Steiner*8che  Curve  ausserhalb  der  bereits  gefundenen  Punkte 
ein  eingulärer  Punkt  auftritt,  welcher  einer  in  der  Orundcurve  befindlichen 
Singularität  seine  Entstehung  verdankt ,  während  der  zugehörige  Punkt  der 
Hesse'schen  Curve  nicht  in  die  genannte  Singularität  hereinfällt.  All- 
gemein wird  sich  über  diese  Fragen  nicht  leicht  etwas  aussagen  lassen, 
aber  so  viel  ist  sicher,  dass  die  in  vorliegender  Abhandlung  gegebene 
Methode  hinreicht,  um  den  wesentlichen  Einfluss  singulärer  Punkte  der 
Gmndcarve  auf  das  Verhalten  der  Stein  er 'sehen  and  der  anderen  co  Varianten 
Car?en  sa  ermitteln. 


IV. 
Ueber  die  reoiproken  Figuren  der  graphischen  St 

Von 

Friedrich  Schür 

in  Aachen. 


Hiena  Tafel  I,  Figur  1  —  4. 


Bekanntlicb  giebt  die  graphische  Statik  za  einer  merkwürdige 
procität  ebener  Figuren  Veranlassung,  bei  welcher  jeder  Geraden  de 
Figur  eine  ihr  parallele  der  anderen  entspricht.  Nachdem  Cnlma 
geblich  versucht  hatte,  diese  Reciprocitftt  als  eine  projective  aufz 
gelang  dies  Maxwell  dadurch,  dass  er  die  beiden  Figuren  als  ortb 
Projectionen  zweier  räumlicher  Figuren  entstehen  Hess,  welche  eins 
Beziehung  auf  ein  Rotationsparaboloid  polar  sind ,  wobei  allerdings 
der  beiden  Figuren  noch  um  einen  rechten  Winkel  gedreht  werden 
Diese  Drehung  vermied  Cremona*  dadurch,  dass  er  die  Recipro 
Beziehung  auf  ein  Rotationsparaboloid  durch  diejenige  in  Bezug 
sogenanntes  NuUsjstem  ersetzte.  Obwohl  der  Zusammenhang  dei 
ebenen  Figuren  gerade  hierdurch  in  der  glücklichsten  Weise  zum  A 
gebracht  war,  so  konnte  die  strenge  Entwickelung  der  Lehre  voi 
werk  insofern  aus  diesen  Untersuchungen  keinen  Vortheil  zieh< 
Cremona  die  Frage  unbeantwortet  Hess,  ob  zwei  gegebene 
proke  Figuren  der  graphischen  Statik  sich  stets  al; 
jectionen  zweier  reciproker  Figuren  eines  Nullsysteno 
stellen  lassen.  Auch  in  der  späteren  Literatur**  hat,  so  v: 
Verfasser  bekannt  ist,  diese  naheliegende  Frage  nirgends  eine  , 
gefunden.  Der  Verfasser  will  daher  die  Cremona'sche  üntersucl 
diesem  Sinne   zum  Abschlüsse   bringen,  wobei  sich  zeigen  wird,   d 

♦  Siehe  besonders  Cremona:  „Les  figures  räciproques  en  atatique  gi 
trad.  par  Bossat",  Paris  1886,  woselbst  man  auch  genauere  Literaturangabc 
♦♦  Erst  nachdem  dieser  Artikel  dem  Drucke  übergeben  war,  erhielt 
fasser  Kenntniss  der  Abhandlung  von  G.  Hauck:  „Ueber  die  reciproken 
der  graphischen  Statik",  Journal  f.  r.  u.  a.  M.  Bd.  100  S.  365  flg.,  in  wel 
Lösung  des  entsprechenden  Problems  für  die  sogenannte  Neumann*sc 
jectiousart  angedeutet  ist  (S.  388). 


fön 
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itt  allen  Facbwerken,  soweit  sich  deren  Manoigfaltigkeit  übersehen  lässt, 
Crensona*8che  Krllftepläne  mit  Hilfe  des  NuUsyatems  conatruiren  laasen. 
Deg  leichteren  VerstÄndnißses  wegen  knüpfen  wir  überall  an  bestimmte  Bei- 

§piek  an, 

l  Wir  erinnern    innäohat   an   einige  Satze   über  das  Nullsystem.* 

Wir  werden  dabei  unseren  Zielen  entsprechend  am  besten  Yon  der  statischen 

Definitiofl  desselben  ausgehen.    Ein  beliebiges  System  von  Kräften  im  Räume 

l&sstsich  bekanntlich  entweder  auf  eine  Einzelkraft  oder  auf  ein  Paar  paralleler 

aad  eotgegengesetzt   gleicher  Kräfte    oder    auf  zwei    windschiefe   Kräfte  </ 

und  k  reduciren«     Uns  interessirt  nur  der  letzte  sogenannte  allgemeine  Fall. 

Ton  den  Wirknngslinien  der  beiden  Kritfte  kann  die  eine  ganz  beliebig  im 

Baoffle  gewählt  werden ,  wodurch  beide  der  Lage  und  Grösse  nach  bestimmt 

mi    Schneiden  sich  nömlicb  g  und  ^  in  G,  und  ist  K  der  Schnittpunkt 

yoD  k  mit  der  Kbene  [g^  g] ,    so    zerlegen  wir  g  in   zwei  Componenten  g 

nnd  «  nach  g'  und  GK  und    suchen    diejenige  Kraft  Je    durch  X,    welche 

mit  der  m  EG  wirkenden  Kraft  —  w   die  Resultante  k  liefert;    dann  sind 

die  ßrifte  g'  und  Jl*'  offenbar  den  beiden  gegebeneu  Kräften  g  und  k  Jiqui- 

nknL   Da  g'  nnr   in  einer  Ebene  mit  g  m  liegen  braucht,  so  kann  man 

durch   ihre    Vermiitelung    zu   jeder    Wirkungslinie   des    Raumes    kommen. 

Unsere  Eeduction    würde  allerdings   dann   absurd   sein,    wenn  g    auch  die 

Wirkungslinie  k  schneiden  würde.     Solche  Linien  heissen  Nulllinien  des 

Kräftesjstems ,    weil    dasselbe   für  jede   solche  Achse  das  Drehnngsmoment 

Null  liefert.    Nennen  wir  zwei  Geraden ,  die  Wirkungslinien  von  zwei  wind- 

scbiifen   das    Kräftesystem   ersetzenden  Kräften    sein  kennen ,    conjugirt, 

ao  sind  die  Nulllinien    diejenigen  Geraden,    welche  zwei  conjugirte  gleich - 

leitlg  schneiden.    Sie    erfüllen    den  Raum    in   der  Weise  ^    dass   die    durch 

einen  Punkt  laufenden  Nulllinien  in  einer  Ebene  liegen,   der  Nullebene 

dea  Punktes,    nnd    die  in  einer  Ehene  liegenden  Nulllinien  durch  einen 

Punkt  laafen»  den  Nullpunkt  der  Ebene;   dreht  sich  die  Nuliebene  um 

eine  ßerade,    so   bewegt   sich   der  Nullpunkt  auf  der   conjugtrten  Geraden 

und   umgekebri     Da    im    Sinne    des    Rechnens    mit    Strecken    einerseits 

g-g  +  n   und  andererseits  ä  — Ä?'— n,  so   sehen  wir,   daas  g  und  k  nach 

irgend  einem    gemeinsamen   AngrifiPspunkte  verschoben   dieselbe   Resultante 

liefern  müssen   wie  g'  und   k'  nach   demselben    Angriffspunkte   verschoben. 

Keflöen  wir  diese  ausgezeichnete  Richtung   die  Achsenrichtung  des  Kräfte* 

oder  NnUsystems,    so   geht   aus   ihrer    Deßnition    hervor ,    dass  je    zwei 

cODJügirte  Geraden  in  der  Acbsenrichtung  durch  zwei  parallele 

Übeoen  projicirt  werden.     Bedenken  wir  nun  noch,  dass  unsere  Con- 

atruction  conjugirter  Geraden,   also  auch   der  NuUlinien   dasselbe  Resultat 

ItBfern  muss,    wenn    wir  g  und  k  ihrer  Lage  nach  ungfändert  lassen,   sie 

*bet  in  demselben  Verhältnisse  vergröasern   oder    verkleinern ,  so  ist  klar, 


*  8. 1.  c.  Introduotion  par  M.  J.  Jung. 


dass  ein  Nullsystem  darch  ein  Paar  oonjagirter  Geraden  und 
die  Aobsenricbtung  vollkommen  bestimmt  ist;  wobei  die  letttere 
natürlich  so  gewählt  sein  muss,  dasa  die  beiden  Geraden  nach  ihrer  Richtung 
durch  zwei  parallele  Ebenen  projicirt  werden.  Denn  dann  ist  ja  das  Verhältniss 
der  in  g  und  h  wirkenden  Kräfte  bekannt  ^  also  auch  die  zu  jeder  Geraden  / 
conjugirte  Gerade  h\ 

Wollen  wir  t,  B,  die  einer  «u  g  parallelen  Geraden  g  conjugirte  Ic 
finden,  so  musa  sie  ja  Hicher  durch  den  Schnittpunkt  K  von  h  mit  der 
Ebene  [y,  g^  gehen.  Geben  wir  dann  der  in  g  wirkenden  Kraft  beliebige 
Grösse  und  Sinu^  wodarch  auch  die  in  k  wirkende  bestimmt  ist»  so  zer- 
legen wir  g  in  zwei  Componenten  nach  g  und  der  dazu  parallelen  Geraden 
durch  K\  nun  ist  die  Richtung  von  It  dadurch  bestimmt,  dass  sie  mit  der 
in  K  angebrachten  Componente  g  die  Resultante  ^  +  Ä  liefere.  Schneidet 
g*  die  ^  in  6,  so  ist  k*  einfacher  bestimmt  als  Schnittlinie  der  Ebene  {ßlt\ 
mit  der  Ebene  durch  JT,  welche  der  Achsenrichtung  und  der  g'  parallel  ist. 

II.  Wir  beginnen  nun  mit  der  Betrachtung  eines  ganz  einfachen  Fach- 
Werks,  welches  die  Knoten  P^  F^^  F^^  F^  (Fig.  1)  besitzt  und  aus  den 
beiden  Dreiseiten  F^P^P^  und  P^P^P^  besteht;  in  den  Knoten  mögen  die 
mit  einander  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräfte  g^,  9%}  9^^  ffi  (in  der 
Figur  mit  Gr^ö,»  O^G^^  ^t^^^  G^^q  bezeichnet)  wirken.  Denken  wir 
also  diese  Kräfte  in  dem  geschlossenen  Kräftepoljgone  K^KiK^Kj^Kf^  zu- 
sammengetragen und  verstehen  unter  C  irgend  einen  Pol,  so  muss  auch 
der  zugehdrige  Seilpol jgon  8f;^8^S^S^S^S^  ein  geschlossener  sein,  also  S^Si 
mit  S^Sf^  zusammenfallen. 

Nunmehr  kommt  es  darauf  an.  das  ebene  Vierseit  ff^g^g^g^  als  eine 
in  der  Richtung  der  Achse  eines  Kulls/stems  erhaltene  Projection  eines 
räumlichen  Vierseits /j^',^'5^'4  darzustellen,  welchem  in  diesem  Nullsystem 
ein  Vierseit  K\K'jK*2K\  conjugirt  iflt|  dessen  Projection  das  Krttfte- 
poly gon  K^K^K^K^  ist.  Um  dies  zu  erreichen,  betrachten  wir  die  Zeichen- 
ebene  als  die  Ebene  des  Grundrisses,  die  dazu  senkrechte  Richtung  als  die 
der  Achse  des  Nullsjstems  und  verzeichnen  die  räumlichen  Figuren  im 
umgeklappten  Aufriss.  Dm  das  Nullsystem  zu  fixiren,  nehmen  wir  hier- 
nach noch  die  beiden  conjugirten  Geraden  g\  und  k\  sonst  willkürlich 
aber  so  an,  dass  ^|  und  k^^K^^Ky  ihre  Grundrisse  seien,  wir  nehmen  also 
ihre  Aufrisse  g\  und  h\  ganz  beliebig  an,  wodurch  zugleich  die  Punkte 
K'q  und  K\  bestimmt  sind.  Nun  muss  die  nächste  Seite  g\  des  enteil 
räamlichen  Vierseits  erstens  g^  zum  Grundrisse  haben  und  zweitens  zn 
K\  K\=  k'^  conjugirt  sein  oder  in  der  Nullebene  [K\g\]  von  K\  liegen, 
wonach  g\  leicht  zu  construiren  ist.  Jetzt  ist  k*^  umgekehrt  als  die  g\  conjugirte 
Gerade  bestimmt;^  man  findet  daher  A:'^,  falls  g^  und  g^  sich  in  G^^  g\  und 
g\t  sich  also  in  G\  schneiden,  ttber  k^^^K^K^  als  Grundriss  in  der  Null- 
ehene  [6^'j  ^\]  von  0\j  oder,  falls  g^  und  g^,  folglich  auch  g\  und  ff\ 
parallel  sind|  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Methode  (vergl. 
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auch  Fig.  2).  lo  beiden  Fällen  ist  die  wirkliche  Construciion  leicht  zu 
bewerkstelligen.  So  können  wir  fortfahren  tind  erhalten  der  Reibe  nach 
j5"  über  K^  ans  k\,  dann  ff\  über  g^^  hieraus  k'^  über  k^  =  K^K^  und  IT^^ 
weiter  ^4  über  0^ ,  endlich  k\  über  k^  =  K^K^^  und  es  frögt  sich  nur ,  ob 
l'j  wieder  durch  JT'p  geht, 

Beieichnen  wir  nun  den  über  Kq  liegenden  Punkt  von  k\  mit  K'q 
nnd  fcretehen  unter  C  irgend  einen  Punkt  über  dem  Pole  C,  so  sind  den 
fliif  Strahlen  von  C'  nach  K*^,  K\^  K\^  K\^  K\  fünf  Strahlen  einer 
Ebene  conjugirt,  welche  sich  der  Reihe  nach  in  vier  Punkten  8\^  8\^ 
S\,  S\  von  g\,  g\,  g\^  g\  eebneiden  müssen;  dasselbe  gilt  daher  von  deren 
Projectiouen  in  Beziehung  auf  g^^  g^^  g^^  g^.  Diese  Projectionen  müssen 
ajgo,  da  sie  den  Strahlen  von  C  nach  E^^  JT^,  JT^,  K^,  Kfy  parallel  sind, 
ein  Seiipoljgon  S^S^S^S^S^S^  bilden»  In  diesem  müssen  aber  der  Voraus- 
aetiiiBg  gemäss  die  erste  und  die  letzt/e  Seite  zusammenfallen.  Dasselbe 
gilt  daher  auch  von  den  Strahlen ,  deren  Projectionen  sie  sind,  da  diese 
iudenelben  Ebene  Hegen,  es  gilt  also  schliesslicti  auch  von  C'K*^J  und  C'K''q^ 
so  das»  auch  JT'o  und  K"q  zusammenfallen,  und  folglich  ^\  mit  g\  in  der- 
gelbeQ  Jl'^  enthaltenden  Ebene  liegen  muss.  Der  erste  Theit  unserer  Auf- 
gabe w&re  also  gelöst,  und  man  sieht  zugleich,  dass  dsisselbe  Verfahren 
aucb  auf  beliebig  viele  Kräfte  g^j  g^^  *  *  ,,  gn  angewendet  werden  kann. 

DsÄ  Weitere  ergiebt  sich  in  unserem  Falle  sehr  leicht  Auf  den  Seiten 
/,,  j'j,  g\^  g\  des  ersten  räumlichen  Vierseits  liegen  jetzt  der  Reihe  nach 
die  Punkte  P',,  P\,  P\,  P\^  deren  Projectionen  die  Knoten  P^^  P^,  P^,  P^ 
des  Fach  werk  ä  sind.  Das  aus  den  sechs  Dreiecken  g\9>i^  9\g\%  9\9\t  949\t 
P\F\F\  und  P'jP'jP '4  bestehende,  im  Allgemeinen  offene  Sechaflach  ist 
non  die  räumliehe  Figur,  deren  Kanten  die  Stäbe  des  Fachwerka  und  die 
wirkenden  Kräfte  eü  Projectionen  haben.  Es  entspricht  ihr  im  Hullsystem  das 
am  dei  Punkten  K\^  K\^  K\,  K\^  H*^  und  H\  bestehende  Sechseck, 
dessen  Kanten  einerseits  die  Seiten  des  Kräftepoljgons  und  andererseits 
die  Spannungen  in  den  Stuben  des  Fachwerks  zu  Projectionen  haben.  Diese 
letiteren  sind  jedesmal  die  Verbindungslinien  derjenigen  beiden  Punkte, 
welche  Projectionen  der  Nullpunkte  der  beiden  Flachen  des  Sechsflachs  sind, 
in  denen  die  zu  dem  betreffenden  Stabe  gehörige  Kante  liegt.  Will  man 
daher  diese  Spannungen  schnell  aus  der  Figur  herausEnden,  so  wird  man 
^t  thnn,  in  die  Projectionen  jener  Flöchen  die  Buchstaben  JS',,  E^^  K^^ 
K^i  /fj  und  H^  einzutragen.  Gerade  in  der  Praxis  liefert  diese  Bezeich- 
^dngswebo  eine  viel  leichtere  üebersiobt,  als  die  sonst  übliche,  welche  die 
otftbe  and  die  zugehörigen  Spannungen  mit  denselben  Zahlen  bezeichnet, 
^^^  die  letzteren  Strecken  sich  häufig  theil weise  decken  oder  durch  ein- 
ander gehen. 

III.  Handelt    es    sich    um   ein   complicirteres  Fachwerk,    so  geschieht 
^"Qllcbt  die  Bestimmung  des  räujulicben  «- Seits /j  ^'3. . .  ^'„,   dessen  Fro- 


ii^*^tionen    die  Wirkungslinien    der  gegebenen  Krilfte   sind ,    auf  ganz  dem- 
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fielben  Wege.  Hiermit  sind  sugleieb  die  Raampunkte  P\F\  . » .P*g\ 
stimmt,  deren  Projeciionen  die  Angriffspunkte  jener  Kräfte  sind.  Da  wir 
hier  nicht  eine  Discussion  aller  möglichen  Arten  von  Fachwerken  beabsich- 
tigen, 80  macben  wir  die  der  Praxis  entsprechende  Annahme ,  dass  die 
Angriffspunkte  der  gegebenen  Kräfte  am  Hände  des  Fachwerks  liegen,  dass 
also  die  diese  Knotenpunkte  verbindenden  Stäbe  immer  nur  einem  Felde  des 
Fachwerks  angehören.  Wir  werden  dann  weiter  die  Annahme  machen  mtlsseni 
dass  von  den  Knotenpunkten  P^P^  ,,.  Pn  im  Allgemeinen  höchstens  drei  dem- 
selben Felde  des  Fachwerks  angehören;  denn  die  den  Knotenpunkten  eines 
Feldes  zugehörigen  Haumpunkte  müssen  in  einer  Ebene  liegen,  was  ohne 
besondere  Bedingungen  nur  für  je  drei  solcher  Punkte  zutreffen  wird, 
Sollten  nun  am  Rande  noch  weitere  Knotenpunkte  liegen,  in  welchen  keine 
Kräfte  wirken,  so  denken  wir  uns  dieselben  jedesmal  zwischen  den  zwei 
der  schon  bebandelten  Knotenpunkte  Pi  und  Pf  4.1  vertheilt,  zwischen 
welchen  sie  bei  einmaliger  Umlaufung  des  ganzen  Randes  liegen.  Nun 
haben  wir  uns  in  diesen  Knotenpunkten  die  Kräfte  Null  angebracht  su 
denken,  welche  im  Kräftepolygon  durch  den  Punkt  K^  dargestellt  sind, 
80  dass  die  ihnen  entsprechenden  Raum  punkte  sämmtlicb  in  der  Ebene 
f/*i  ^W«]  2^  suchen  sind;  ist  j  die  Anzahl  dieser  zwischen  P\  and  P'i  +  i 
liegenden  Punkte,  so  bilden  sie  eben  mit  diesen  und  dem  Punkte  (^'1,  g'i  4.1) 
eine  der  ersten  räumlichen  Figur  angehörige  ^*  +  3*  eckige  Seitenfläche* 

Was  nun  die  dem  inneren  Knotenpunkte  entsprechenden  Raumpunkte 
betrifft,  so  lassen  sich  für  deren  Bestimmung  allgemeine  Regeln  kaum 
angeben.  Wir  werden  da  zuerst  zusehen ,  ob  das  Fachwerk  derart  in  Felder 
zerfUllti  dass  jeder  innere  Stab  zwei  und  nur  zwei  Feldern  angehört  resp. 
oh  sich  das  durch  Einführung  idealer  Knotenpunkte*  erreichen  lässt.  Hier- 
unter verstehen  wir  die  Schnittpunkte  der  solche  Stäbe  darstellenden  Strecken, 
die  in  Wirklichkeit  nur  über  einander  laufen.  Die  den  vier  in  einem 
solchen  idealen  Knotenpunkte  zusammenlaufenden  Stäben  in  dem  Kräfte- 
plane entsprechenden  Strecken  werden  nämlich  ein  Parallelogramm  bilden, 
80  dass  man  für  jeden  Stab  in  den  verdchiedenen  Theilen  desselben  die- 
selbe Spannung  erhalten  wird.  Besonderer  Untersuchung  aber  bedarf  der 
Fall,  dass  in  einem  solchen  idealen  Knotenpunkte  mehr  als  zwei  Stäbe 
über  ttinander  laufen;  hier  stellt  sich  gewöhnlich  eine  Unbestimmtheit 
heraus,  die  durch  die  Bedingung  zu  heben  ist»  dass  die  in  jedem  durch 
den  idealen  Knotenpunkt  durchbrochen  gedachten  Stabe  resultirenden 
Spannungen  entgegengesetzt  gleich  seien. 

Für  die  Bestimmung  der  Raumpunkte,  welche  den  inneren,  wirklichen 
sowohl  wie  idealen  Knotenpunkten  entsprechen,  muss  nun  davon  aus- 
gegangen werden,  dass  die  einem  und  demselben  Felde  des  Fachwerks 
sugehÖrigen  in  derselben  IDbene  liegen,     Man  sucht  dann  also  nach  Punkten, 


*  S.  L  c.  Appendice  par  Saviotti  p,  ea. 
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welche  mit  drei  schon  bekannten  Haiimpiinkten  m  einer  Ebene  liegen  sollen, 
and  TersQcbi,  so  allmäblicb  zu  allen  Eaumpunkten  der  ersten  Figur  zn 
komflieD.  Hierbei  wird  man  oft  nicht  direct  au  Werke  gehen  kößuen, 
^oodem  einen  oder  mebrere  der  unbekannten  Punkte  vorerst  willkflrlicb 
aonebsien  müssen,  um  durch  das  Studium  ihrer  Bewegung  zum  Ziele  zu 
gdan^*  Wir  werden  dies  Verfahren  an  einigen  Beispielen  erläutern  und 
begnügen  ans  hier  mit  der  allgemeiuea  Bemerkung,  dass  die  Bestimmung 
der  inneren  Banropunkte  uninöglich,  das  Fachwerk  also  statisch  unbestimmt 
iein  wird,  wenn  es  beim  Vorhandensein  innerer,  wirklieber  oder  idealer 
Knotenpunkte  nur  aus  dreieckigeu  Feldern  besteht. 

IV.  Als  erstes  Beispiel  wählen  wir  das  aus  den  vier  äusseren  Knoten- 
puakfcen  P^*,.P^  (Fig.  2)  und  dem  inneren  Knotenpunkte  P^  bestehende 
Pacbwerk;  es  zerföllt  in  die  beiden  dreieckigen  Felder  P^P^P^  und  P^P^P^ 
Qod  m  das  viereckige  Feld  P^P^P^P^.  In  P^,  P^^  P^  mögen  die  drei 
Irlfte^,,  ffff  g^  wirken,  deren  Kräftepolygon  K^K^K^K^^  Dann  bestimmt 
man  nacb  der  in  II.  angegebenen  Methode  das  Dreiseit  §\9\9\  (der  Auf- 
ris6  wurde  in  der  Figur  uacb  der  Seite  umgeklappt)  und  damit  P\^  P\jP\\ 
femer  ist  P|  dadurch  bestimmt,  dass  er  in  der  Ebene  \j\^  g\\  liegen  muss, 
and  endlich  P\  dadurch,  dass  er  in  der  Ebene  F\P\P\  liegen  muss. 
Somit  ist  die  erste  räumlicbe  Figur  vollständig  bestimmt. 

£iu  ähnliches  Beispiel  liefert  der  sogenannte  franzlis  lache  Dach- 
atnblträger  (Fig.  3),  an  welchem  zugleich  der  Vortbeil  unserer  Bezeicb- 
nnogsweise  deutlich  wird.  Auf  die  oberen  Knotenpunkte  P| ,  P^  ^ . . . ,  P^ 
mögen  die  gleichen  und  parallelen  Kräfte  ^g ,  g^j  •  •  *  j  Ä^s  wirken ,   während 

in  ?i  und  P^  die  Auflager -Relationen  g^=^g^  =  "  öC^a+z  '  *  +  ^s^  wirksam 

w  denken  sind;  Ä^ifj  .  ..iT^Äi  ist  das  zugehörige  Kräftepolygon.  Nach 
Ännabme  von  g\  und  Jc^  ergeben  sich  nun  zuerst  wieder  die  Geraden 
^,,...,^'y  und  mit  ibnen  die  Punkte  P'^  P'g,, ..,  P'y,  die  Punkte  P\^,  P'j^, 
P'„»  P',3  sind  dann  dadurch  Lostimmt,  dass  sie  in  der  Ebene  \g\^  g^  liegen 
müssen,  endlicb  P\^  und  P\^  dadurch,  dasa  sie  in  der  Ebene  P'^P'i,  P'^ 
liegen  müssen.  Das  Nullaystem  liefert  also  unmittelbar  als  Projection  des 
dem  räumlichen  Zweiundzwanzigflacb  entsprechenden  Zweiundzwanzigecks 
den  zum  Fachwerk  gehörigen  Kräfteplan.  Bekanntlich  kommt  man  hier 
mit  den  gewdhnlicben  Metboden  der  Zerlegung  in  Componenten  nicht  auSt 
sondern  bedarf  noch  irgend  eines  KnnstgrifiTs,  (In  der  Figur  dachte  man 
sich  U^  auf  der  Parallelen  durch  H^  zu  J*;jPja  beweglich,  wobei  sich  H^ 
iQf  einer  durch  S  gebenden  Geraden  bewegt;  H^  kann  also  aus  irgend 
einer  Lage  des  beweglichen  Punktes  K^  gefunden  werden.) 

AU  letztes  Beispiel  behandeln  wir  das  Fachwerk  mit  sechs 
Knotenpunkten  Pj,  P,,  ...»Pg  (Fig.  4) ,  den  Seiten  und  Diagonalen 
des  YOQ  ihnen  gebildeten  Sechsecks  als  Stäben;  die  letzteren 
laufen  in  drei  Punkten  Ä^  B,  0  über  einander,  welche  wir  also  als  ideale 
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Knotenpunkte  einfabren  müssen.  In  den  sechs  Kootenpankten  oiogen  die 
sechs  Kräfte  g^,  i?2»'*-»Ä?6  wirken,  und  KqK^,..K^K^  sei  das  zugehörige 
Kräftepoljgon.  NhcIi  Äunaiinre  von  g\  und  k\  finden  wir  wieder  ^'3,  -"iffr^ 
nnd  daraus  P'j,  P\,  ,,,^F\..  Die  den  idealen  Knotenpunkten  entsprechenden 
Punkte  A*,  B*»  (X  können  wir  hier  nicht  direct  angehen.  Nehmen  wir 
aber  einen  dieser  Pnnkte  willkürlich  über  A  an,  so  wären  damit  auch 
S'  und  Ü'  bestimmt  als  in  den  Ebenen  P\  P\  A*  und  F^F'^^A'  gelegen, 
und  es  frögt  sich  nur,  ob  auch  B'  und  C  mit  F\  und  P\  in  einer  Ebene 
liegen.  Bei  beliebiger  Annahme  von  A*  wird  das  uattirltch  im  Altgemeinen 
nicht  der  Fall  sein.  Wenn  sich  aber  A*  auf  der  Vertikalen  über  A  bewegt,  so 
beschreiben  F\  P\  B'  Mnd^  F\  F\  C  zwei  projective  Ebenen büschel,  welche 
die  verticale  Ebene  durch  P\F\  entsprechend  gemein  haben,  so  dass  man 
im  Allgemeinen  eine  und  nur  eine  Lage  von  Ä  erhalten  wird,  welche  die 
Aufgabe  löst.  Die  weitere  Verfolgnng  dieser  Betrachlungen  würde  uns  auch 
zeigen  ,  wenn  mehr  als  eine  oder  nur  eine  uneigentliche  Lösnng  existirt  Da 
indessen  zum  leichten  Verständnisse  denaelbea  einige  üebung  in  der  pro- 
jectiveo  Geometrie  des  Eaumes  gehört,  auch  der  Fall,  dass  die  drei 
Diagonalen  durch  eineii  Punkt  laufen,  hierbei  besonders  behandelt  werdea 
müssto,  so  ziehen  wir  ein  Verfahren  vor,  welches  sich  auch  dem  bei  der 
wirklichen  ZeichnEng  des  Kräfteplanes  zu  befolgenden  Gedankengange 
anschliesst 

Wir  können  nns  offenbar  jeden  Stab  des  Fachwerks  entfernt  deokeii, 
wenn  wir  ihn  durch  zwei  in  seinen  Endpunkten  angreifende  und  der  in  ihm 
herrschenden  Spannung  entsprechende  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  er- 
setzen. Denken  wir  uns  dann  das  Fachwerk  durch  Hinzufügung  eines 
idealen  Stabes  befestigt»  so  könne d  wir  unserem  Probleme  auch  die  Fassung 
geben:  Die  in  den  Endpunkten  des  zu  entfernenden  Stabes  anzubringendeii 
Kräfte  ihrer  Grösse  und  ihrem  Sinne  nach  so  zu  bestimmen ,  dass  sie  mit 
dem  gegebenen  Kräitesysteme  zusammen  in  dem  idealen  Stabe  die  Spannung 
Null  hervorrnfen ; *  denn  dann  kann  man  den  idealen  Stab  wieder  ver- 
nachlässigen.  Dies  Problem  können  wir  aber  in  zwei  Theils  zerlegen: 
Man  bestimme  zuerst  die  von  dem  gegebenen  Kr^ftesysteme  herrührende 
Spannung  in  dem  idealen  Btabe,  dann  die  von  irgend  zwei  in  dem  ent- 
fernten  Stabe  wirkenden  und  enigegengeseizt  gleichen  Kräften  in  dem 
idealen  Stabe  ben?orgerufene  Spannung;  die  Bestimmung  der  in  dem  ent- 
fernten Stabe  wirkenden  Kräfte  entsprechend  der  Forderung  unseres 
Problems  bedarf  dann  nur  noch  der  Aufsuchung  einer  vierten  Proportionale. 
Denn  die  von  den  beiden  Kräftesystemen  für  sich  hervorgerufenen  Spannungen 
Bummiren  sich  ja  bei  ihrer  gleichzeitigen  Wirkung,  und  die  durch  die 
beiden  entgegengesetzt  gleichen  Kr&fte  hervorgerufenen  Spannungen  ändern 
sich  .diesen    proportional.     Die    Aufgabe    wird    offenbar    nur    dann    eine 


*  Sielte  Henneberg: ,, Statik  der  starren  Sjsteme'S  DarmatadtlBSß,  S.228fig. 
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plkeftimmte   oder   liefert   nur    unendliclie   Lösuijgen,    wenE   die  Spannung 
dem  idealen  Stabe  bei  jeder  Grösse  der  Kräfte  in  dem  entfernten  Stabe 
NoU  wild. 

la  unserem  Falle  entfernen  wir  den  Stab  P,  P^  und  fügen  den  idealen 
Stab  PfP^  ein ,  so  dass  nur  noch  der  ideale  KiiotenpEnkt  B  Übrig  bleibt 
Die  lu  dem  gegebenen  KröftÄeyateme  gehörige  rlium liehe  Figur  ist  ja  nn- 
mitielbar  bekannt;  denn  B'  mnas  hier  in  der  Ebene  P\P\P\  liegen.  Zu 
de«  iweiten  Krttftesjsteme  $  nud  — s,  das  in  P^P^  wirkt,  möge  das 
Krfftepolxgon  T^^  T^  T^  geboren ;  dann  können  wir  s  und  f  beliebig  über 
I  Dßd  T(^T^  annehmen,  wodurch  auch  T*^  und  T\  bestimmt  sind.  Nun* 
mehr  liegen  P\  ^  P\^  P3  \md  P[^  in  der  Nullebene  [^'o^']  von  jf''o,  P\^ 
P'j,  P'e,  P\  m  der  Nullebene  [r'j  .V]  von  T\  und  B'  wieder  in  der  Ebene 
P\F\P\'  In  dem  idealen  Stabe  P^Pq  wird  offenbar  dann  und  nur  dann 
die  Spannung  Null  resultiren,  wenn  die  beiden  Ebenen  P\^P\P\  und 
I^fSP'i  zUBammenfallen  f  das  heisät  B'  in  der  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  P'gP',  P',  nnd  ^\P\P\  oder  in  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  ö'=(P',  P\,  P'aP'4)  "nd  y'=  {P\  P51  -P'e-P'i)  liegt  Dann  würden 
aber  auch  die  drei  Punkte  o  =  (P,Pjj,  P^P^),  B  =  {P^P^,  P^P^)  und 
y={F^Pg^  P^Pi)  in  einer  Geraden  liegen,  das  Sechseck  P^P^P^P^^P^P^  also 
wäre  ein  Pasc  arscheSf  die  gegebenen  sechs  Knotenpiinkte  mUssten 
auf  einem  Kegelschnitte  liegen/^  Liegen  umgekehrt  die  sechs  Knoten- 
punkte auf  einem  Kegelschnitte,  er,  B^  y  also  in  einer  Geraden «  so  liegt 
S'in  der  Geraden  a*y  oder  in  der  Ebene  P'qP^'P\^  es  wird  also  in  dem 
idealen  Stabe  P^P^^  welche  Grösse  auch  $  haben  mag,  stets  die  Spannung 
KuU  resultiren,  Ist  daher  das  gegebene  Kr^Lftesystem  nicht  so  bescbafifen, 
data  es  ebenfalls  in  P^P^  die  Spannung  Null  henrorruft ,  so  ruft  es  in  dem 
ursprünglichen  Fachwerke  anendliche  Spannungen  hervor.  Liegen  die  sechs 
Knotenpunkte  auf  einem  Kegelschnitte^  so  ist  demnach  unser  Fachwerk  im 
Allgemeinen  unbrauchbar. 

Diese  Beispiele  werden  geniigen,  zu  zeigen,  wie  der  Cremona'sche  Ge- 
danke dazu  benutzt  werden  kann,  um  die  statiecbe  Bestimmtheit  oder 
Branchbarkeit  gegebener  Fach  werke  zu  untersuchen ,  und  die  Benutzung 
dea  Nollsystems  bei  der  Construction  von  Krßftepläneu  erhltlt  hierdurch  den 
Charakter  einer  allgemeinen  Methode, 


*  yergLE,B.  Müll  er- Breslau:  ,,Die  graphische  Statik  der  BaucouBtructionen'*, 
2.Ättfl.,  Bd.  I  S.  208  flg.     Leipzig  1887. 
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dem  Kreise 


I.  Znr  Perspective  des  Kreises. 
Bezeichnet    (Fig.  1)    oh    den    Augenpunkt,     gh    den    Distanzpt 
xy    einen    Punkt    der    Grundebene    und 
dessen   Perspectivbild,    so  gelten   bekann 
die  Oleichungen: 

(Ä-i?)y  =^i?5 

entspricht  hiemach  der  Kegelschnitt 

welcher  für      ;^2^(j  +  ^)s_^« 

zu   einem  Kreise   wird.    Die  zugehörige 
struction    zeigt    Figur    2,     worin    AC 
AB  =1  CD  =  r  und  AQ-  die  beliebig  gew 
Augenhöhe  bedeutet;    schneidet   man  nfti 
auf  B&  die  Strecke  Bd  =  BI) 
und  nimmt  QH^  Qd^  so  ist  B 
Distanzpunkt. 

An  dieses  mehrfach  behau 
kleine  Problem  knüpft  sich  die, 
es  scheint,  neue  Frage,  ob  zwei 
gebene,  aus  den  Mittelpunkten  C, 
C^  mit  den  Radien  C^  D^  =  r^ 
CgDj  =  ^2  beschriebene  Kreise  (Fi 
80  projicirt  werden  können, 
die  beiden  Perspectivbilder  gleicha 
Kreise  sind. 

Zunächst  möge   an  den  Sata 
innert  sein :    Bezeichnet  E  den  Di 
schnitt   der    Centrale    C^C^    mit 
Potenzlinie     beider    Kreise     und 
CjCg^^»    Ci^=Ci,  C^E^e^^  so  bestehen  die  Formeln: 
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♦VüVh^      .    _r'i-»^«-c« 


2c 


>    c,= 


2c 


and  die  Kreistangenten  EFi ,  £F,  haben  den  gemeinschaftlichen  Werth : 


f  =  ye\-r\  =  }/e*,-i 


Fig.  4. 


um  nnn  die  Augenhöhe  ÄG  =  h  nnd  die  Distanz  zu  ermitteln,  setze 
Duui,  dem  anfangs  GesaoleB  analog,  AC^  =  B^Di  =  &,,  ÄCf  =  £,P,=  b^ 
ond  beachte,  dass  jetzt  die  Bedingung 

M  erflillen  ist     Hieraus  folgt  wegen  l»,  —  6,  =  c : 


.,.     r«,-rä,-c«=2c/Aä  +  y2^^  das  ist   2cc,=  201//»»  + Hs,, 

mithin: 


^d  schliesslich: 


Äa  =  c»,-r»,  =  /^    oder    Ä  =  ^ 

^  =  62  —  &2  ^^  ^1  ""  ^V 


i(^i  Klnliiciro  Mililiailungen. 

iMnu  i\i\M  ilto  roiirtlriiolion  (Kif(.  •)):  man  bestimme  zun&chst  de 
TuiiU  t\  li'iio  (lu«  Uiuiulliino  ihiivh  oiiion  beliebigen  Punkt  ^  der  Geradi 
\\t  \w)k\M\\  $\\  loUloii«!  uiul  iiohmo  die  Strecke  ^ (r  =  £J^|  =  £f 
iluni  \-\  \i  \liM  Au|St»u|n\i)K(.  l>or  »u^ohitrige  Didtanzpankt  findet  sich  d 
A\\\s\\,  ^U»*  \\\A\\  m{  t\\}  \\\u\  K^C?  di<j»  StrtH'keu  i^irf,  =  5,2), ,  5|il^=B|J 
.^l'\U\t«'\^U>^ .  tUo  U«Mk(o  («\j^  \\\\s\  («*  J^  sind  dann  gleich  und  geben  die  Distal 
^«*  *',  %sU'*  s'  N,.  »,»  »U**  dev  Uoiisont  die  IVteutlinie  der  beiden  Perspecti 
v.\ivv    \.k      Nuuvv«   u'.^u  i«  .V       K*  ity  i^v.kwv'ht  *u  Gä.  sc  isx  H  das 

...... .1      ..   N  x.<    >»  vv.«. »    j.  ic  N.«K»*w  • .  ü   v-^iÄtt     '''**a  iawsa.  iis  Ei:^!:' 
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jem  Strahllitlscbel  0(P)^  so  Hegen  ihre  Schnittpunkte  Q  auf  einem  Kegel- 
schnitt •  der  duicb  0  und  A  geht  und  dureb  fiückpolarisirung  eine  Parabel 
ergiebtt  welcbe  die  Scboittgerade  berührt  und  den  Brennpunkt  0  bat. 
Efldlich  befinden  sich  unter  den  Normalen  ,  welche  die  Parabel  umbüllen, 
Roeb  die  Hauptachsen  der  Kegelscbnittschaar^  al8  Normalen  van  Kegel- 
scboitten  in  den  Schnittpunkten  der  gegebenen  Geraden  mit  den  Haupt- 
acbsen, 

fiine  nähere  Betrachtung  der  beiden  ümbtlllungsparabeln  der  Tangenten 
Dfid  der  Normalen  ergiebt  manche  sebr  bemerkenswerthe  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte,  auf  die  jedoch  hier  nicht  weiter  eingetreten  wird.  Es  sei  nur 
noch  angemerkt,  dass  die  Achsen  der  beiden  Parabeln  auf  einander  senkrecht 
stehen. 

3,  Greift  man  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  heraus,  so  erhält  man 
atifi  2.  den  Satz : 

In  einem  Kegelschnitt  umhüllt  eine  Secaate  mit  den  Nor- 
mBlen  des  Kegelschnitts  in  ihren  Schnittpunkten  und  mit 
des  beiden  Hauptachsen  eine  ParabeL 

LSäst  man  endlich  die  Seeante  in  eine  Tangente  übergeben  ^  so  gebt 
der  Schnittpunkt  der  beiden  zusammenfallenden  Normalen  in  den  Krtlmmunga- 
mitteipookt  flber  und  wird  zugleich  ihr  Berührungspunkt  mit  der  Parabel. 
Demnach ; 

Die  Parabel^  welche  die  Tangente  und  die  Normale  eines 
Kegelschnittpunktea  nebst  den  Hau  ptacbsen  umhüllt,  berührt 
dieNormale  im  Krümmungsmittelpunkt^  der  zum  Kegelschitts- 
ponkt  gehört.  Der  Durchmesser  des  Kegehchnittpunktes  ist  Leitlinie 
der  Parabel. 

Betrachtet  man  daher  die  Tangente  und  die  Normale  nebst  den  beiden 
Hstiptachsen  und  der  unendlich  entfernten  Geraden  als  ein  der  Parabel 
mngeschriebenes  Fünfeck,  so  liefert  der  Brian  chon'sche  Sata  sofort  mehrere 
Conatractionen  deg  Krümmungsmittelpunktes  ^  je  nach  der  Anordnung  dieser 
fflnf  Geraden  zu  einem  Fünfeck.  Bei  jeder  dieser  Coostructionen  sind 
Iftdiglich  drei  Gerade  zu  ziehen ,  nämlich  je  eine  Parallele  zu  zwei  jener 
Geraden  und  eine  Verbindungs gerade. 

Es  sei  nur  die  eine  Construction  erwähnt:    Aus  dem  Schnittpunkt  der 

Normalen  mit  einer  Hauptachse  ziehe  man  die  Parallele  zur  Tangente  und 

*ü5  dem  Schnittpunkt    derselben    mit    dem    Durchmesser   des  Kegelschnitt- 

puaktes   die  Parallele    zur  anderen  Hauptachse,    so  wird    die  Normale  von 

ihr  im  KrUmmungsmittelpunkt  getroffem 


Baiel,  16.  November  1894. 


Prof.  Kinkelin. 
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m.  Der  BnaseBbreuer. 
In  Kirchhof f*8  .YorleBniigen  Ober  die  Theorie  der  Wlrme",  hermoi' 
gegeben  im  Jmhre  1894  Ton  Planck,  findet  sich  ab  Beispiel  (XU,  §  4)  dm 
Bnnsenlampe    erwihnt    neben    der  Wasserstrahlpompe ,    als    ob    bei    ihr 
aoch  die  Dichte  des  strömenden  Agens 

wke.  »"'^^ 

Dieses  Versehen  wäre  nnbedentend  und  wdrde  Ton  jedem  aofinerk- 
samen  Leser  sogleich  corrigirt  werden.  Allein  im  nSehstfolgenden  §  5  wird 
als  zweites  (nnd  letztes)  Beispiel  der  Anwendung  diese  Lampe  aasffthrlich, 
soweit  dies  bei  Kirchhoff  denkbar  ist,  behandelt  (eine  Dmckseite  als 
Schloss  Ton  XII)  nnd  unter  den  Resultaten 


**,=^2(i,,~A).(l  +  a) 

Terzeichnet  fftr  die  Ansflnssgeschwindigkeit  des  Gases  ans  dem  Gasbehälter 
Yom  Dmcke  Pj,  wo  p^  den  Laftdmck  und  a  eine  kleine  GrOsse  bedeatet, 
nBmlich  das  VerhSltniss  q^ :  g^  der  Ansflnssö&ong  des  Gases  zur  Einfloss- 
Offnnng  der  atmosphärischen  Loft 

Sieht  man  Ton  a  einstweilen  ab  nnd  bezeichnet  daflbr  (mit  Kirch- 
hoff)  den  Tor  der  Oeffnung  q^  stattfindenden  Druck,  der  kleiner  als  p^ 
ist,  mit  p'i,  so  kSme  ^07 rr 

was  aber  offenbar  gem&ss  der  bekannten  Torricelli'schen  Formel  heissen 
sollte: 


ti,=//2.^-^ 


i-Pi). 


Ist  z.  B.  Pi  gleich  einer  Atmosphäre  oder  rand  1000 .  1000 


1         Gramm  Centim.  See." 

so  ist  ^1  =  --^  o  p — -: — 3  t   da  das  Leachtgas  ungefthr  halbmal  so  schwer 

ist,  als  die  Luft.  In  den  luftleeren  Baum  (wenn  p\  gleich  Null  wäre) 
strömt  also  das  Leuchtgas  stationär  über  mit  der  Geschwindigkeit  ungefähr 
560  Meter  in  der  Seconde. 

Soviel  wird  genügen,  um  das  BedOrfniss  nach  Ersatz  der  an  den  ge- 
nannten Stellen  mitgetheilten  Formeln  durch  richtigere  zu  rechtfertigen. 
Ich  werde  mich  hierbei  zwar  an  den  unmittelbar  Toranstehenden  §  3  mit 
seinen  Bezeichnungen  halten,  aber  dennoch  die  Darstellung  so  fassen,  dass 
sie  auch  allein,  ohne  Benutzung  jenes  Buches,  Tcrständlich  wird. 

besagt,  dass  in  dem  Baume  vor  g,,  in  welchem  die  Gas-  und  Luftmischung 
geschieht,  soTiel  Ton  beiden  Stoffen  ein-  als  in  der  gleichen  Zeit  aus- 
strömt; ^0  ist  in  unserem  Falle  die  Dichte  der  atmosphärischen  Luft, 
welcher  gegenüber  ich  Torhin  ^4  als  halb  so  gross  angeführt  habe ;  fi,  ist 
die  Dichte  des  Gemisches. 


Kleinere  Mittheilungen. 


J)         4bf«o<*V+  ^»^t  ***t  -  9i(*t^\  +  %P6  +  QiPi  -  9iP2^0 


81 


esttpricEt  in  der  elementaren  Mechanik  der  Glelcbung  von  Bewegnngsgrösse 
Qod  Zeitwirk ong  der  Kraft  beim  Ein-  und  Aastritte  in  den  Mischungsraum. 
Denn  die  indizirten  Drücke,  von  denen  p\  sebon  oben  erw^bnt  wurde, 
urixles  ab  Ergäninng  zu  den  Bewegungsgrössen.  um  da  von  Bowegungs- 
jgt^m  Qod  Zeitwirkung  der  Kraft   reden  z\x  können,    darf  man  nur  jedes 

8 

dir  dtd  y'  zerlegen  in  ti  •  t*  und  mit  dem  gleichen  i  die  ganze  Gleichung  2) 
ooltiplieiren. 
3)  p^  =  p^ 

gilt,  wie  bei  der  Dampfstrahlpumpe  a.  a.  0. ,  auch  für  unsere  Lampe. 

deigkichcn.  (Die  im  Buche  unmittelbar  Yorangeschickte  q^  +  g^  =  g^  gilt 
tiwr  mcbt»  oder  wäre  wenigstens  eine  unnöthige  Beschränkung ^  sie  ist 
amim  Eracbtens  auch  dort  2ur  Begründung  you  4)  nicht  nöthig.) 

ö)  ^y,^2(p,-p\), 

fii4  &  MhoD  berührten  Gleichungen  der  lebendigen  Kraft  beEiebungsweifte 
ftr  dia  Oas  und  die  einströmende  Luft  (Toricellis  Gesetz). 
Uiberdiea  gilt  bei  der  Bunsenlampe  speciell 

Po^P%^ 

Demnach  reduciren  sich  die  sechs  Gleicbungen  auf  die  vier  folgenden: 
I)  Mfibt;  2)  wird  zu 

^'*^        JoHu«'o  +  ^if i<  -  tiit^2^\  +  {flQ  +  gi)p\  "  Q%P^  =  0; 
3j  and  4)  lind  schon  benutzt,  wie  auch  p^  ^ P%*}  &)  bleibt  und  6)  wird  su 

4ui  diesen   vier  Gleichungen   lassen   sich   UqU^u^  und  p\  bestimmeu* 

t~        Wtti  am   Schlüsse    von   §  4  und   von  §  5  erwähnt  wird,   müssen  die 
ideaen  Geschwindigkeiten  ti(>t4|Mj  der  Ungleichung 
l>ö«?flWo  +  Pi^i^i  -  PiQi^i  >  *^ 
rwhaa,  weil   durch  Reibung  etc.    ein  Theil   der  Arbeit  (in  der  Zeit- 
ii)  im  Mischungsraum  verloren  geht. 

Üi«  Gleichung  2)  oder  2^)  erinnert  an  die  eine  der  beiden  Gleichungen 

•*!  SImü«   unelastischer  wie  elastischer  Körper,    die  von  den  Beweguiigs- 

baadelt»   die   letzte  Ungleichung  an  die  zweite  Gleichung  des  ele- 

Stotse«    eloatischer  Körper,    wobei    man    so    häufig  die   auf  Er- 

8Dd   bleibeode  Formänderung  verwandte   lebendige  Kraft  ausser 

^>^  UUsI,   was  beim  Stosse   der  unelastiechen  K5rper  von  vornherein  als 
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unthunlich  sich  leigt.  Bei  letzterem  Stosse  bedarf  man  anch  keiner  zweil 
Gleichung,  da  die  gemeinsame  Geschwindigkeit  beider  Körper  nach  d 
Stosse  schon  aas  der  ersten  Gleichung  sich  ergiebt  (siehe  .Phjsikalisc] 
Repertorium*  1890  8.  146  und  1883  8.  338). 

Ich  will  nun  auch  noch  die  vier  Gleichungen  zu  einer  numerisdb 
Anwendung  benutzen.  Ein  Slterer  Bunsenbrenner  mit  zwei  LnftIQchc 
Ton  je  neun  Millimeter  Durchmesser  (bei  neueren  sind  diese  kleiner)  ] 
als  GasöffnuDg  nicht  yiel  mehr  als  einen  Millimeter  Durchmesser,  als  Ai 
strOmungsOffnung  für  das  Gemisch  auch  eine  solche  mit  neun  Millime 
Durchmesser.     Deshalb  wird  die  erste  Gleichung,   mit  Weglassung  des  | 

meinsamen  Factors  77777 —  •     nahezu 

wenn,  wie  oben,  die  relative  Gasdichte  zur  Luft  wie  1  zu  2  angenomn 
wird  und  ^^  nahe  gleich  ^^  gilt.  Es  entspricht  dies  auch  der  Thatsael 
dass  die  angesaugte  Luft  stets  im  Ueberschuss  Torhanden  ist  (siehe  an 
das  am  Anfange  des  gegenwärtigen  Absatzes  über  die  Qnenchnil 
Gesagte). 

In  der   weiter  oben   stehenden  Gleichung  2*)  können  wir  alsdann 
wo  es  als  Summand  neben  q^  steht,   weglassen,   und  dieselbe  heisst  je 

nach  Kürzung   mit  dem  gemeinsamen  Factor  ^—  • 

2'*)  160m«o  +  sm',  =  80u%  ~  160  ^  +  80^- 

Die  Gleichung  5)  wird  jetzt 

und 


6*^  ti«  =  2 


Pfi-Pi 


Ho 
Diese   vier  Gleichungen   zur  Bestimmung  Ton   u^u^H^p\   lief« 
erste  angenähert,  mit  Weglassung  des  zweiten  Gliedes, 


•> 


«0  =  «*; 


ferner  die  dritte  und  vierte,   wenn  man  vorerst  von  dem  gering 
schiede  zwischen  p^  und  Pj,  der  in  der  Wirklichkeit  wenige 
Waner  betilgt,  absieht ,  2  ii«o  =  u\. 

Nu   ftr  «y  und  «1  in  der  zweiten  Gleichung   h^  eingef 
■oh  dM  nraita  Gliad  w^gsn  seiner  Kleinheit  wegfiOlt 
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Dortli  Subiraction  findet  man 

,       5  5 

AtoMHffaSre  als  Druck  im  Mischungsraam.     Alsdann*. 


'   3  ^; 


«S  =  l?' 


Centiroeter 


—  «,=  16000,     «,=  23000,     .*,=  32000     ^^^^^^^ 

filr  die  Geschwindigkeiten,   ndnilich  der    AnsauguDg  der  Luft^  des  Ueber- 
tiitli  fom    Leuchtgas    in   den    Miscbnngsraum    und  des  Austritiä  des  Gas* 
in  die  freie  Atmosphäre. 
h   der    weiter    oben    stehenden  ÜDgleicbung,    welche  anf  6^)  folgte^ 
wir  die  p  und  ebenfalls  das  zweite  Glied  weg  nnd  Enden 

16.16-8.32  =  0; 

mit  UinEufDgung  des  zweiten  Gliedes  wird  doch  die  linke  Seite  grösser 
•ti  Null,  da»  ist  ^^die  noth wendige  Bedingung  dafür,  dass  eine  Bewegung 
Qleicbungen  gemäss  m 5g] ich  ist^, 

Zweite  Annäherung:  Ich  führe  in  die  vier  letzten  Gleichungen, 
Ä  jur  ßettimroung  von  UqUjU^p\  benutzt  wurden,  die  Correcturglieder 
i%d^t  ijti^,  dp\  ein  und  erhalte: 

I')  leOdtto  +  4  ^**i  -  805«^  =  -  4  *  23000, 

2}  320.  I6000rfM,+23000dM,-160.32000dM,=-5  •23000'-160'^^', 


*'n 


^      Pn        o'^-P'i 


23000dM,  =  2~  ^-2'^^', 


«•) 


16000  rf«. 


=  -^. 


^0 


OaM  x%i  in  der  vorletzten  Gleichung  angenomoien  worden,  dass  sich 
^  Dmek  p^  im  Gasbehälter  um  vier  Centimeter  Waeser  höher  stelli  ^  als 

teLoüdmck  in  der  freien  Atmosphäre,  das  ist  um  nahe,^^  Atmosphäre, 
da^  erste  Glied  der  rechten  Seite  wird: 

2.1^.10' 
U  6.10*.  ^^"        • 

.  E>  astateht  also  aus  den  beiden  Uttten  Gleichungen  durch  Elimiaation 
[tob  rfj,'.  _  32000d«,  +  23i)(30dtti  =  6. 10«, 

rf»,  =  260+  1,4  dMo. 
IMcB  ia  1')  eiogesetxt,   mit  Weglassung   von  0,7  Jug   gegen    Ißnrf«^,,, 


«kd  «sa  1*) 


16dMo-8dM,  =  -1163; 
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and 9  wenn  man  — ^  gemäss  6')  und  du^  gemäss  der  vorletzten  Gleichung 
in  2^)  eliminirty  dann  wird  aus  2^): 

2592(iuo  -  5120(iuj  =  -  27050. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  fand  ich  zunächst 

(iw^  =  -    62, 

dann  ,  ,     oi 

dW2  =  +     21, 

und  durch  Einsetzen  von  d  Ua     .  .1^0 

"    du^  =  +  l7o, 

und  aus  &)  ^^,^  ^    j3oo^ 

das  ist  von  10^  oder  einer  Atmosphäre  der  nahe  800.  Theil. 
Demnach  sind  die  verbesserten  Werthe: 
uo  =  15940,    !*!  =  23170,    14  =  32020,   |>'j  =  |  +  ^  Atmosphäre, 

welche  von  den  früheren  so  wenig  abweichen,  dass  man  angesichts  der 
Näherung  überhaupt,  die  man  bei  solchen  Problemen  vor  sich  hat,  ganz 
gut  die  früheren  Werthe  belassen  kann.  Diese  erscheinen  aber  jetzt  durch 
die  zweite  Annäherungsrechnung  gewissermassen  gestützt. 

Zusatz  1.  Auch  die  Verhältnisse  der  Querschnitte  sind,  wie  schon 
gesagt,  oft  derart,  dass  ^q  :  q^  nicht  gleich  2  ist,  wie  in  obiger  Rechnung 
angenommen  wurde,  sondern  z.  B.  etwas  über  1,  etwa  1^,  was  zu  einem 
neuen  Rechenbeispiele  Veranlassung  geben  könnte.  Dagegen  ist  g^  an 
einem  anderen  Brenner  zwar  nicht  der  80.  Theil  wie  oben,  so  doch  der 
60.  Theil  von  q^ ,  also  ein  noch  kleinerer  Theil  von  q^, 

Zusatz  2.  Die  sechserlei  Drücke  T9^T9xV%v\v \f\  rühren  von  der 
Anlehnung  an  Kirch  ho  ff 's  Formeln  her,  die,  wie  im  Eingange  gesagt 
wurde,  zunächst  anderen  Untersuchungen  als  der  obigen  dienen  sollten;  für 
den  Bunsenbrenner  würden  von  vornherein  p^p^Pi  genügt  haben,  wie  aut 
den  von  mir  besonders  numerirten  Gleichungen  hervorgeht. 

Anmerkung.  Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  einige  inzwischen  wahr- 
genommenen  Korrekturen  meiner  Abhandlungen  vom  vorigen  Jahrgange  dieser  Zeit* 
Bchrifl;  beizufügen: 

S.  126  Z.  14  u.  15  von  unten  mues  a  stehen  statt  ^,  was  weiter  keinen  Eintrag 
thut.  Dagegen  werde  ich  bei  einer  künftigen  Gelegenheit  zeigen,  dass  es  bei 
Ciausius  und  Kirchhoff  IX  für  c  bezw.  h  des  Wassers  gegenüber  dem  Eise 
0,959  heissen  soll  statt  0,945,  wie  auch  auf  meiner  Seite  126  steht. 

S.  191  Z.  9  von  unten  muss  statt  des  zweiten  D  stehen  -D,  was  im  Uebrigen 

schon  berücksichtigt  ist. 

Prof.  Dr.  Kurz. 


Homocentrisohe  Brechung  des  Lichtes 
durch  das  Prisma. 

Von 

Dr.  L.  BURMESTER, 

ProfeMor  »n  der  Teehniiohen  Hochtohole  in  MtLncKen. 


Hiena  Tafel  n  nnd  111  Figar  1*14. 


I.  Vorbemerkungen. 

Bei  der  viel  behandelten  Brechang  des  Lichtes  darch  das  Prisma 
wurde  der  homocentrische  Durchgang  der  Strahlen  noch  nicht  untersucht. 
£8  bat  sich  die  unrichtige  Ansicht  erhalten,  dass  bei  einem  einfallenden 
unendlich  dünnen  Strahlenbflndel ,  dessen  Strahlen  von  einem  beliebigen 
Pnnkt  aasgehen  oder  nach  demselben  gerichtet  sind,  nach  dem  Durch- 
gange durch  ein  Prisma  sich  in  einem  Punkte  nicht  wieder  vereinigen 
können.  Nur  in  dem  besonderen  Fall,  in  welchem  der  Durchgang  der 
Strahlen  im  Minimum  der  Ablenkung  erfolgt,  und  so  dicht  an  der 
brechenden  Kante,  dass  die  Strahlenlänge  im  Prisma  als  unendlich  klein 
betrachtet  werden  kann,  ist  die  Vereinigung  der  austretenden  Strahlen 
erkannt;  aber  dieser  Durchgang  hat  nur  als  Grenzfall  geometrische  Be- 
denlnng. 

Wir  werden  in  dieser  Abhandlung  beweisen,  dass  bei  der  Brechung 
der  Strahlen  durch  ein  Prisma  jedem  Pnnkt ,  von  dem  die  Strahlen  eines 
bestimmten  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  ausgehen  oder  nach  dem 
sie  gerichtet  sind,  wieder  ein  Punkt  entspricht,  durch  den  die  ent- 
sprechenden austretenden  Strahlen  gehen,  und  dass  dies  auch  bei  beliebig 
Tielen  Prismen  gilt,  deren  brechenden  Kanten  parallel  sind. 

Jene  unrichtige  Ansicht  ist  entstanden,  weil  Helmholtz*  zur  Ver- 
einfachung der  allgemeinen  Gleichungen  für  den  Durchgang  der  Lichtstrahlen 
darch  ein  Prisma  die  Strahlenlänge  im  Prisma  vernachlässigte  gegen  die 
Strahlenlänge  von  dem  leuchtenden  Punkt  bis  zum  Prisma. 


*H.  Helmholtz:  „ PhyBiologische  Optik.'*    1867.    S.  243;  dessen  „Wissen- 
schaftliche Abhandlungen/*   1883.    Bd.  U.  S.  164. 

ZdUehiifl  f.  Mathematik  u.  Phyiik.  40.  Jahrg.  1895.  9.  Heft.  5 
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Zuerst  wollen  wir  die  bekannten  Beziehungen  erwfthnen,  die  bei  der 
Strahlenbrechung  aus  einem  Medium  in  ein  anderes  bestehen ,  um  diese 
Beziehungen  bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen  zu  verwenden. 

In  Figur  1  (Taf.  II)  ist  die  Trennungsebene  E  zweier  Medien  durch  die 
Gerade  E  dargestellt.  Tritt  ein  Lichtstrahl  l  im  Punkt  Q  aus  dem  einen 
Medium  in  das  andere  brechende  Medium ,  dann  ist  der  gebrochene  Strahl  X 
durch  das  Brechungsgesetz  bestimmt.  Ziehen  wir  durch  Q  auf  die  Trennungs- 
ebene E  das  Loth  ^N;  setzen  wir  den  Einfallswinkel  2Q2f=e,  den 
Brechungswinkel  AQN  =  €  und  den  Brechungsindez  gleich  n,  so  ist 

1)  — — =n 

sim 

und  die  Strahlen  iQy  XQ  liegen  mit  dem  Lothe  in  einer  Ebene,  die 
Einfallsebene  genannt  wird. 

Hiernach  erhalten  wir  zu  einem  beliebigen  Strahl  IQ  den  gebrochenen 
Strahl  QX,  wenn  wir  um  Q  zwei  Kreise  k^  x  beschreiben,  deren  Radien 
QH,  QH  sich  wie  1  :  n  verhalten  und  durch  den  Punkt  H  die  Senk- 
rechte EH  auf  E  ziehen,  dann  geht  der  Strahl  QX  durch  den  Punkt  H. 
Ist  umgekehrt  der  Strahl  QX  gegeben,  so  ziehen  wir  durch  den  Punkt  H  die 
Senkrechte  HE  auf  E,  und  der  Strahl  IQ  geht  dann  durch  den  Punkt  A 

Nehmen  wir  an,  dass  in  Figur  1  durch  einen  Punkt  Ä  des  Strahles  aO, 
der  die  Trennungsebene  E  im  Punkt  6  trifiFt,  unendlich  viele  Strahlen 
gehen ,  die  mit  dem  Strahl  a  6  ringsherum  unendlich  kleine  Winkel  bilden, 
dann  wird  die  Gesammtheit  dieser  Strahlen  ein  unendlich  dünnes 
centrales  Strahlenbündel  und  der  Strahl  aQ  der  Hauptstrahl 
desselben  genannt.  Die  entsprechenden  gebrochenen  Strahlen  gehen,  wie 
die  geometrische  Optik  gelehrt  hat,  durch  zwei  Gerade,  Brennlinien,  von 
denen  die  eine  in  einem  Punkt  A|  des  gebrochenen  Strahles  6  or  senkrecht 
auf  der  Einfallsebene  aQa  steht,  und  die  andere  die  in  der  Einfallsebene 
liegende  Gerade  ÄA^  ist  und  auf  der  Trennungsebene  E  senkrecht  steht 
Dieses  von  den  gebrochenen  Strahlen  gebildetes,  unendlich  dünnes  Strahlen- 
bündel wird  ein  astigmatisches  Strahlenbündel  und  der  Strahl  9a 
der  Hauptstrahl  desselben  genannt. 

Die  Schnittpunkte  A^,  Aj  dieses  Hauptstrahles  mit  der  zur  Einfalls- 
ebene senkrechten  Brennlinie  und  mit  der  in  der  Einfallsebene  liegenden 
zur  Trennungsebene  senkrechten  Brennlinie  AA^  heissen  resp.  der  erste 
Brennpunkt  und  der  zweite  Brennpunkt.  Wenn  aber  angenommen 
wird,  dass  sich  in  einem  Punkt  0  des  Hauptstrahles  6a  ein  Auge  be- 
findet, welches  nach  diesen  Punkten  schaut,  dauo  werden  die  Punkte  Ap 
Aj  auch  der  erste  Bildpunkt  und  der  zweite  Bildpunkt  des 
Punktes  Ä  genannt  Die  im  Punkt  Aj  auf  der  Einfallsebene  senkrechte 
Brennlinie  heisst  die  erste  Brennlinie  und  die  andere  in  der  Einfalls- 
ebene befindliche  Brennlinie  heisst  die  zweite  Brennlinie.     Die  beiden 


Von  'Dt.  1*.  BURMEÖTER, 


er 


geDirecliteD  Ebenen,  welche  durch  den  Hauptstrabl  6a  gehe»  und  diese 
firetmünien  enthalten,  werden  resp.  die  erste  und  die  zweite  Brenn- 
ebene genannt.  Die  zweite  Brennebene  iat  also  identisch  mit  der  EiufaUs- 
ebeoe  und  die  erste  Brennebene  ist  senkrecht  auf  derselben. 

Wir  wollen  einen  Punkt,  von  dem  die  einfallenden  Strahlen  eines 
unendlich  dünnen  StrablenhUudels  ausgehen  oder  nach  dem  dieselben  ge- 
richtet sind,  einen  Lichtpunkt  nennen.  Befindet  sich  der  Punkt  im 
ITedinm  der  einfallenden  Strahlen,  dann  ist  er  ein  wirklicher  Lieht- 
ponU;  befindet  er  sich  im  Medium  der  gebrochenen  Strahlen,  dann  ist 
er  ein  Tirtueller  Lichtpunkt 

Geht  von  einem  Lichtpunkt  ein  sehr  dünnes  Bündel  homogener  Licht- 
itrablen  aus,  so  wird  ein  in  dem  Hauptstrahl  3  a  befindliches  Äuge  0 
lemiUel&t  eines  auf  den  Punkt  Aj  eingestellten  Mikroskopes  an  der  Stelle  A| 
eine  kurze  Lichtlinie  erblicken,  die  senkrecht  zur  Einfallsebene  ist  Wird 
hierauf  das  Mikroskop  mit  dem  Äuge  0  verschoben  auf  den  Punkt  Aj  ein- 
geetelli,  dann  verschwindet  diese  Lichtlinie  und  es  erscheint  in  senkrechter 
RicbtuDg  zQ  ibr  eine  andere  kurze  Brennlinie  an  der  Stelle  A^. 

Der  Abstand  der  beiden  Bild  punkte  A^ ,  A^  beisst  die  ho  mocentrische 
Differenz.  Fallen  diese  beiden  Bildpunkte  in  einem  Punkt  A^  zusammen, 
ist  rIsö  die  homoeentrische  Differenz  gleich  Null,  dann  gehen  alle  ge- 
brochenen Strahlen  durch  diesen  Punkt  Ag »  nnd  das  astigmatische  Strahlen- 
bflndel  geht  in  ein  unendlich  dünnes  centrales  StrahlenbUndel  Über.  Dem 
Paokt  ^  entspricht  dann  ein  homocentrisoher  Bildpunkt  A^,  das 
bei$at  ein  eigentliches  Bild. 


Q.  Affine  Beziehniigen  zwischen  den  Lichtpunkten  und  den  Bildpunktan 
bei  der  Brechang  paralleler  LiclitBtrahlen. 

Gehen  in  Figur  2  von  einem  Punkt  A  die  Strahlen  eines  einfallenden, 
unendlich  dünnen  Strahlenbündels  aus^  so  entspricht  demselben  ein  astig- 
matisches StrahlenbündeL  Um  den  ersten  Bildpunkt  Aj  desselben  zu  be- 
Btimmeti,  nehmen  wir  einen  in  der  Eiufallsebene  liegenden  Strahl  AQ*  an, 
d«r  mit  dem  einfallenden  Hauptstrahl  AQ  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
de  einöcbliesst  Der  entsprechende  gebrochene  Strahl  9V  schneidet  dann 
im  ersten  Bildpnnkt  A]  den  gebrochenen  Haupistrahl  9o  und  bildet  mit 
diesem  einen  unendlich  kleinen  Winkel  de.     Hiernach  ist 


de        cose         di 

cos  E 

und 

de        A,  G.Cöse 

A.0 

tl f        AQ  .cosi 

Darch  Differentiation  der  Gleichung 

sine  —  n sin  ( 
«rgiebt  sieb: 

HomocentrlHclie  Brechttiig  des  Licbtes  durch  das  Prisma. 


und  demuacli  folgt 

2) 


€ose,de  =  ncöst .  rf«, 
äQ  \€ose/ 


Hierdurcli  ist  der  erste  Bildpuokt  A|  bestimmt 
Bildpuekt  A|  durch 

3}  A,e-=n.J0 

bestimmt  ist,  bq  erhalten  wir 


Da  ferner  der  iweit 


4) 


A,G 


/cm  £  y 
XcüseJ 


Der  Fall  At8=AjO,  bei  welchem  eingebrochenes,  unendlich  dünn 
centrales  Strahlenbündel  entsteht,  tntt  demnach  nur  dann  ein»  wenn  d 
einfallende  Strahl  ^9  senkrecht  zur  Trennungseben©  E  ist.  Nehmen  v§ 
in  Figur  3  auf  einem  Hauptstrahl  aQ  eine  Reihe  von  Lichipunkt« 
Ä  Ä'A*\  » ,  an ,  denen  die  ersten  Bildpunkte  A|  fii\  k*\ , ,  .  und  die  zweit" 
Bildpunkte  A^  A'|  A"^ . . .  auf  dem  gebrochenen  Hauptstrahl  9  «  entspreche 
so  sind  nach  2}  die  Verb  in  dungsgeraden  A  Ai ,  ÄA\ ,  ^ 'A",  paral' 
und  die  Punktreihen  AA*Ä*,.,  nnd  A^A'^A^i,. .  ähnlich.  Ebenso  si: 
auch  die  Punktreihen  AA'^Ä\..  und  Aj  A'^  A'-i  ■  ■  •  ähnlicb,  weil  die  V< 
biudungsgeraden  ilAj»  ^'A^  ^' A"s ,  senkrecht  zur  Trennungsebene -K  a 
demnach  parallel  sind.  Daaselbe  gilt  von  den  Punktreihen  auf  allen 
öB  parallelen  einfallenden  Strahlen  und  den  entsprechenden  Pnnktreih 
auf  dem  zugehörigen  zu  Q  a  parallelen  Strahlen.  Hiemach  ist  das  in  c 
Einfallsebene  befindliche  ebene  System  8  der  Lichtpunkte  A^  A\  . .  af 
zu  den  System  Zj  der  ersten  Bildpunkte  Ai,  A\*..  und  dem  System 
der  zweiten  Bildpunkte  Aj,  A'g...;  folglich  sind  auch  die  Systeme  Z^ 
affin    und   die  Gerade  E   ist  für  diese  drei  affinen  Systeme  Äffinitätsachs 

Denken  wir  uns  die  betrachtete  Einfnllsebene  mit  den  in  ihr  befin 
liehen  parallelen  Hauptstrahlen  parallel  zu  sich  selbst  verlegt,  dann  e 
halten  wir  statt  jener  ebenen  affinen  Systeme  die  räumlichen  affinen  Sjsteo 
S%  Z'*!,  Z''^,  für  welche  die  Trennungsebene  E  die  Affiniltttsebene  ist. 

Sind  in  Figur  4  um  den  Punkt  Q  die  beiden  Kreise  k,  k  beschriebe 
so  dass  die  Radien  QA^,  QM  in  dem  VerhäUniss  n  :  1  stehen,  dann  e 
halten  wir  zu  einem  einfallenden  Haaptstrahl  2Q,  der  den  Kreis  k  im  Pun! 
J?  schneidet  >  durch  die  zur  E  senkrechte  Gerade  II Z,  welche  den  Kreis 
in  dem  Punkt  A^  trifft,  den  durch  Aj  gehenden  gebrochenen  Hauptstrahl  Q 
Ziehen  wir  HG-  und  A^V  senkrecht  auf  das  Einfallslotb  QN,  ferner^ 
senkrecht  auf  IQ  und  V^i  senkrecht  auf  QA,  dann  ist 
QF^  Üllcü^e,     Q0j  =  ÖAiCO5»f, 

ist»  so  folgt 

t|>^  Q  _     /cos  £  y 


und  da 
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Detnoa^b  sind  in  den  beiden  affinen  Systemen  S,  Zj  die  Punkte  F^  0^ 
eül^pfechende  Punkte.  Betracbten  wir  F  als  einen  Lichtpunkt  auf  dem 
flftoptfltrahl  ZQ,  so  ist  ^^  der  entsprechende  erste  Bildpunkt  auf  dem 
Hftoptatrabl  Qk.  Zu  einem  beliebigen  Lichtpunkt  1/  auf  dem  Haupt- 
itrtbl  IQ  ergiebt  sieb  hiernach  der  entsprechende  erste  Bildpunkt  A\  auf 
Jem  Hauptstrahl  QA  durch  die  Parallele  VA\  in  F^^.  Umgekehrt  er- 
halten wir  XU  dem  ersten  Bildpunkt  A^  den  zugehörigen  Lichtpunkt  L 
^arch  die  Parallele  A^  L  lu  <t>^  F, 

Eine  andere  Construction  zweier  entsprechender  Punkte  der  affinen 
Syatcme  5,  Xj  ergiebt  sich,  wenn  wir  auf  A^Q  die  Senkrechte  A^ü  er- 
retcbtea,  welche  die  Gerade  E  im  Punkt  17  schneidet  |  ferner  die  Ge- 
rade PH  ziehen,  die  das  Einfallsloth  QN  im  Punkt  7  trifft,  und  auf 
IQ  die  Senkrechte  VL  fällen.  Dann  entspricht  dem  Lichtpunkt  L  der  erste 
Bildpunkt  A^. 

Um  diese  Construction  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  mit  W  den 
ScbDiltpunkt,  welchen  die  auf  AjO  Senkrechte  UA^  mit  dem  Einfalls- 
loth  QN  bildet.     Es  ist  dann 

QAy  ^  QW^QW_  QU  _QV  ^  QL 
Q0, ''QV  '^  A,Z^  ZU  ~Üä~QF' 

QA.^ß*i 
QX       QF 

and  dsmnach  ist  LA^  parallel  i^4>i. 

Die  geometrische  Optik  lehrt,  dass  im  Allgemeinen  einem  einfallenden 
astigmatischen  Strahlenbündel  wieder  ein  gebrochenes  astigmatisches  Strahlen - 
bflndel  entspricht, 

Jet  in  Figur  5  ein  einfaltendes  astigmatisches  StrahlenbUndel  mit  dem 
ersten  und  zweiten  Bildpunkt  Aji  A^  auf  dem  Hauptstrahl  a'E  gegeben 
ui  iat  die  Einfallaebene  die  zweite  Brennebene ,  dann  entsteht  ein  ge- 
brocheoes  astigmatisches  StraMenhUadel  mit  dem  ersten  und  zweiten  Bild- 
puDkt  SI^,  9t,  auf  den  Hatiptstrahl  Za  und  derselben  zweiten  Brennebene. 
Die  vom  ersten  Bildpunkt  A^  ausgehendeo  Strahlen  liegen  in  der  Einfalls- 
ebeie,  sie  werden  also  in  derselben  gebrochen  und  vereinigen  sich  in  dem 
ettteo  Bildpunkt  Stj»  Es  besteht  demnacb  zwischen  A|  und  51,  dieselbe  Be- 
tieliuDg,  wie  in  2]  zwischen  Ä  und  A^.  Die  von  dem  zweiten  Bildpunkt  Aj 
sudgebanden  Strahlen  liegen  in  der  ersten  BrennebeBe,  die  zur  Einfalls- 
frbene  senkrecbt  ist,  und  die  gebrochenen  Strahlen  Hegen  in  der  aur  Ein- 
fftlisebene  senkrechten,  ersten  Brennebene  des  gebrochenen  astigmatischen 
Slmhlenhündels ;  sie  vereinigen  sieb  demnach  in  dem  zweiten  Bildpunkt  3[| 
w<i  ea  ist  die  Gerade  A|9lj  zur  Trennungsebene  E  senkrecht 

Nehmen  wir  nun  beliebig  viele  solche  einfallende  astigmatische  Strahlen- 
oßndel  an^  deren  Hauptstrablen  parallel  sind,  dann  ist  das  System  Z|  der 
•'Bteo  Bildpunkte  A^.  • »  dem  System  ©^  der  ersten  BildpunkLe  91^.  ..  affin, 
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und  diese  beiden  Systeme  haben  die  Gerade  E  als  Affinitätsachse.  Ebenso 
ist  das  System  Z^  der  zweiten  Bildpunkte  A^.  • .  dem  System  3,  der  zweiten 
Bildpunkte  9ls...  affin,  und  fttr  diese  beiden  Systeme  ist  die  Oerade  E 
auch  Affinitätsachse. 

m.  Homooentricit&t  bei  der  Brechnng  der  Lichtstrahlen 
durch  das  Prisma  in  der  Kormalebene  desselben. 

Wir  nehmen  in  Figur  6  an ,  dass  die  Längskanten  des  Prismas  senk- 
recht auf  der  Zeichnungselene  stehen  und  betrachten  den  Qang  der  Haupt- 
strahlen in  der  Zeichnungsebene,  die  also  eine  Normalebene  des  Prismas 
ist.  Durch  den  Punkt  Q  ist  die  brechende  Kante  und  durch  die  Geraden 
QEiy  QEji  sind  die  Seitenflächen  des  Prismas  gegeben,  an  denen  die 
Brechung  erfolgt  Der  Allgemeinheit  wegen  nehmen  wir  an,  dass  die 
einfallenden  Strahlen  und  die  austretenden  Strahlen  sich  in  verschiedenen 
Medien  befinden;  und  wir  bezeichnen  mit  f»|,  n^  die  Brechungsindices  an 
den  Ebenen  QEi^  QEu  gegen  das  Prisma. 

Um  zu  einer  gegebenen  Richtung  ISl  eines  einfallenden  Hauptstrahles 
die  Richtung  des  im  Prisma  gebrochenen  Hauptstrahles  und  die  Richtung 
des  austretenden  Hauptstrahles  zu  construiren,  verfahren  wir  in  der  be- 
kannten Weise.  Wir  beschreiben  um  Q  die  Kreise  x,  A,  «,  deren  Radien 
QA|,  QH,  QJ  in  dem  Verhältniss 

QlTiQA,  =  l:«i,  QJ:Q\=l:n^ 
stehen,  ziehen  H\  senkrecht  QE  und  \J  senkrecht  QEn,  Dem  in  der 
Orenzlage  befindlichen  Hauptstrahl  2Q,  der  das  Prisma  in  der  brechenden 
Kante  trifft,  entspricht  geometrisch  der  durch  A|  bestimmte,  im  Prisma 
gebrochene  Hauptstrahl  AQ,  dessen  Strecke  im  Prisma  als  unendlich  klein 
zu  betrachten  ist,  und  ferner  der  austretende  Hauptstrahl  IQ,  der  durch 
den  Punkt  J  bestimmt  ist. 

Wenn  nun  ein  beliebiger  z\x  IQ  parallel  einfallender  Hauptstrahl  aO 
gegeben  ist,  so  ziehen  wir  6H  parallel  XQ  und  Ea  parallel  tQ;  dann  ist 
6Z  der  auch  mit  o  bezeichnete  Hauptstrahl  im  Prisma  und  Za  der  aus- 
tretende Hauptstrahl. 

Um  zu  dem  Punkt  Aj  auf  XQ  den  entsprechenden  Punkt  L  auf^2Q 
und  ferner  den  entsprechenden  Punkt  S^  auf  iQ  zu  erhalten,  verfahren 
wir  nach  der  S.  69  angegebenen  zweiten  Construction.  Wir  errichten  in 
A,  auf  AjQ  die  Senkrechte,  welche  QEj,  QEjt  resp.  in  den  Punkten  Z7/, 
Uti  schneidet,  sieben  die  Gerade  UiU,  welche  die  auf  QE^  senkrechte 
Gerade  QVi  in  F^  trifft,  und  analog  die  Gerade  l/'y/J,  welche  die  auf 
QEiT  senkrechte  Gerade  QVn  in  F//  trifft;  dann  ergeben  sich  durch  ViL 
senkrecht  HQ  und  Vjjii  senkrecht  JQ  die  Punkte  Z,  8p  Befinden  sich 
die  einfallenden  Strahlen  und  die  austretenden  Strahlen  in  demselben  Medium, 
dann  fallen  die  beiden  Kreise  A,  t  zusammen,  und  die  Construction  der 
Punkte  Zf,  Si  bleibt  dieselbe  wie  in  dem  allgemeinen  Fall. 
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Nehmen  wir  auf  dem  Hauptstrahl  a0  einen  beliebigen  Lichtpunkt  Ä 
fts,  TOD  dem  ein  unendHcb  dünnes  StrahleDbündel  ausgeht,  dann  entapricht 
demselben  ein  im  Prisma  gebrocheneö  aatigroatisclies  Strahlenbündel  mit 
^  Hauptstrahl  a.  Ziehen  wir  ^A|  parallel  LAi  und  ÄA^  senkrecht  QEf^ 
80  «rhalien  wir  auf  dem  Hauptstrahl  a  den  entsprechenden  ersten  Bild- 
pnnkt  Ai  und  den  entsprechenden  äw eilen  Bildpunkt  Aj,.  Diesem  ästig- 
Diatiscben  Strahlen bündel  entspricht  ein  austretendes  astigmatlschea  Strahlen- 
bttndel  mit  dem  Hauptstrahl  Ha.  Auf  dieeem  erhalten  wir  vermittelst  der 
Parallelen  Aj  9lj  zu  A^Sj  und  der  Senkrechten  A^Slg  auf  QEh  den  ersten 
Bildpunkt  %^  und  den  zweiten  Btldpunkt  i\^^  welche  dem  Lichtpunkt  Ä 
eotsprechen.  Eine  Reihe  von  Lichtpunkten  Ä.  , .  auf  dem  einfallenden 
Hauptätrahl  aQ  entspricht  demnach  eine  ähnliche  Reihe  von  ersten  ßild* 
punkten  9ljw.  and  eine  ähnliche  Reihe  von  zweiten  Bildpunkten  Sla-..  auf 
d«m  austretenden  Hauptstrahl  Za«  Betrachten  wir  den  Punkt  9  als  einen 
Lichtpunkt  auf  dem  Hawptatrahl  a&  und  ziehen  wir  QX^  parallel  AiSp 
fenier  BIj  senkrecht  QA//,  dann  ist  %i  der  erste  Bildpunkt  und  %^  der 
iweite  Bildpunkt  auf  den  Hauptstrahl  £a,  die  dem  Lichtpunkt  6  ent- 
ipreolieil.  Ziehen  wir  durch  den  Schnittpunkt  W  der  Geraden  A^  ^l^  ^  Aj9I, 
die  Gerade  WQ,  welche  den  Hanptstrahl  Ha  in  dem  Punkt  ^I^  schneidet, 
dann  ist  %q  der  Selbsten tsprechende  Punkt  der  ähnlichen  Punktreihen 
Iftj.t.und  ^2  ^x***  ^nr  Construction  dieses  selbstentsprechenden  Punktes 9tof 
in  dem  also  der  erste  Bildpunkt  und  der  zweite  Bildpuukt  zusammenfallen, 
siad  demnach  die  Geraden  BJj,  QX^  nicht  erforderlich.  Vermittelst  der 
Oefadeo  %if^  senkrecht  QEji  und  der  Geraden  fi^iA^  senkrecht  QEj  er- 
bltea  wir  den  entsprechenden  Lichtpunkt  Jq  auf  dem  einfallenden  Haupt- 
strahl ö9.  Femer  ergieht  sich  auch  dieser  Punkt  j4^j,  indem  wir  die 
Gerade  ?l<jA„^  parallel  8j  Aj  und  die  Gerade  Aq^Aq  parallel  AjX  ziehen. 
Der  Punkt  A^  ist  demnach  auf  den  einfallenden  Hauptstrahl  aB  der  einzige 
Liehtpnnkt»  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  9(^  auf  dem  austretenden 
BaopUtrabl  entspricht.     Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  ein  Prisma 
giebt  es  auf  jedem  in  einer  Normalebene  einfallenden  Haupt- 
strabi einen  einzigen  Lichtpunkt,  dem  ein  homocentrischer 
Dildpuukt  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  entspricht^ 

Betrachten  wir  den  Punkt  ^l^  als  Lichtpunkt,  so  entgpricht  demselben 
der  Punkt  A^  als  bomocentrischer  Bildpunkt  Die  BeEiehung^  dass  einem 
Lichtpunkt  ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspricht,  nennen  wir  Homo- 
centricitfit.  Es  kommen  hier  nur  solche  einfallende  Hauptstrahlen  in 
Betracht,  denen  austretende  Hauptstrahlen  entsprechen;  denn  auf  die  totale 
Meiion  an   QEji  erstreckt  sich  diese  Beziehung  nicht 

Nehmen  wir  in  einer  Normalebene  beliebig  viele  parallele  einfallende 
Haoptstrablen  an ,  dann  liegen  der  ausgeführten  Construction  gemliss  die 
tQgehQrigen  Lichtpunkte,  denen  homocenirische  ßildpunkte  entsprechen,  in 


einer  durch  den  Paaki  Q  gehenden  Geraden  Qg^ ,    nnd  diese  homoceninschei 
Bildponkte    befinden    sich    in    einer   enUprechenden    durch    den    Punkt  ^ 
gebenden  Geraden  Qg^,     Hierana  folgt  der  Satz:  || 

Bei  der  Brechang  der  Lichtstrahlen  durch  ein  Prisma  inl| 
einer  Normalebene  liegen  die  anf  parallelen  einfallendeai 
Hanptfitrahlen  befindliehen  Lichtpunkte,  denen  homocen- 
trische  Bildpunkte  entsprechen^  in  einer  Geraden  Q^^;  und 
diese  homocentrischen  Bildpunkte  auf  den  parallelen  aus- 
tretenden Hauptstrahlen  Hegen  in  einer  entsprechenden  Ge« 
raden  Qg^* 

Um  die  Homocentricität  aus  affinen  Beziehungen  abzuleiten,  nehmen 
wir  in  einer  Normalebene  ein  System  S  von  Lichtpunkten  auf  parallelen 
einfallenden  Haupt:>trahlen  an ,  dann  entspricht  dem  System  S  dieser  Licht- 
punkte ein  affines  System  Z^  der  zugehörigen  ersten  Bildpunkte  und  eia 
affines  System  Xj  der  zugehörigen  zweiten  Bildpunkte  auf  dem  im  Prisma 
gebrochenen  parallelen  Hauptstrahlen.  Ferner  entspricht  dem  System  Z^ 
ein  affines  System  ©j  der  zugehörigen  ersten  Bildpunkte  auf  den  parallelen 
austretenden  Hauptstrahlen ,  nnd  ebenso  entspricht  dem  System  Z^  ein  affines 
System  @,  der  zugehörigen  zweiten  Btldpunkte  auf  den  parallelen  ans- 
tretanden  Hauptstrahlen»  Ba  das  System  S  zu  den  Systemen  Z^,  Z,  nnd 
zu  den  Systemen  @}^    S^  affin  ist,    so  sind  auch  die  Systeme  Z,  ^  Z^  und 


s. 


einander   affin.     Für   die   drei   Systeme  S^  Zp   Z|  ist  die  Gerade 


itäts-l 


Q  Ef  gemeinsame  Äffinitätsacbse.     F(lr   die  beiden  Systeme  Z, ,  i5| ,    sowie 
für  die  beiden  Systeme  Z, ,  @t  ist  die  Gerade  Q  Ea  gemeinsame  Affinität« 
achse.     Der  Funkt  Q  gehört  allen  fünf  affinen  Systemen  <S,  Zj ,  Z^,  @j 
als  selbstentsprechender  Punkt  an. 

Die  drei  affinen  Systeme  S^  Zj ,  @|  sind  in  Figur  6  durch  die 
entsprechenden  Punkte  L,  A, ,  £^  auf  den  drei  entsprechenden  Ha^ 
strahlen  /Q,  AQ,  t$2  bestimmt.  Die  drei  affinen  Systeme  S^  Z^,  @|  sind 
durch  die  drei  entsprechenden  Hauptstrahlen  IQ,  AQ,  [Q  bestimmt;  dennll 
die  entsprechenden  Punkte  von  i9,  Z^  liegen  in  Senkrechten  zu  QEi  und| 
die  entsprechenden  Punkte  von  Z^,  @s  liegen  in  Senkrechten  zu  QE/r-       i 

Da  die  entsprechenden  Punkte  der  beiden  affinen  Systeme  @|«  S^  auf 
den  parallelen  austretenden  Hauptstrahlen  liegen ,  so  haben  diese  Systeme 
eine  Aftinitätsachse,  die  durch  Q  geht;  nnd  dieselbe  enthält  die  selbst- 
entsprechenden Punkte,  das  sind  die  homocentrischen  Bildpunkte  auf 
parallelen  austretenden  Hauptstrahlen.  Diese  Affinitätsachse  ist  die  voi 
oonstmirte  Gerade  Qg^  und  dieser  entspricht  im  System  S  die  Gerade 
welche  die  zugehörigen  Lichtpunkte  enthält.  Die  AffiDitätsacbse  Q^^  ist 
durch  den  Schnittpunkt  zweier  entsprechender  Geraden  der  Systeme  @, ,  S, 
bestimmt  nnd  kann  in  folgender  Weise  construirt  werden.  Die  vo! 
bestimmten  Punkte  £, ,  Xf  und  Sj,  %^  sind  auf  dem  austretenden  H 
strahl   Ra   entsprechende   Punkte   in   dem    Systemen  @||  S^,    Ziehen 


elbst- 
f  den! 

4 
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aocb  Lh^  «enkrecHt  QEf  und  A^Sf  ßenkrecht  QEf/,  dann  entspricbt  dem 
f Qoltt  Sj  im  Sjatem  ©j  der  Punkt  £j  im  System  @g.  Die  entsprechenden 
Geiftden  £,Ij,  Sjt^  schneiden  sich  in  einem  Punkt  ^3^,  der  Affinitätsachse 
2^^;  üod  ebenso  schneiden  sich  die  entsprechenden  Geraden  SjSlj,  ?t3I|  in 
einem  Punkt  i^  der  ÄffiniUteaclise  Q^, 

Legen  wir  in  Figur  7  in  dem  System  S  der  Lichtpunkte  zti  der  Ge- 
nden  Ä^^^  eine  Parallele  f^  welche  die  parallelen  einfallenden  Hauptstrahlen 
fl,  ),  2f«..  in  den  Lichtpunkten  ji,  B^  ^^^*^  schneidet,  dann  entsprechen 
difser  Parallelen  in  den  Systemen  ©j ,  ©^  die  beiden  zu  Q^  Parallelen 
[i,  f,,  anf  denen  resp.  die  entsprechenden  ersten  Bildpunkte  ?t, ,  S|*  tV»"* 
Dod  die  entsprechenden  zweiten  Bildpunkte  9lgy  Sj,  Sgi...  liegen,  Dem- 
nacli  sind  die  homocentrischen  Diflferenzen  9li"31j»  33,  S3^,  ?,  2^».,.  der  zu- 
gofa5ngen  austretenden  astigmatischen  Btrahlenbündel  gleich,  und  es  folgt 
der  Satz: 

Allen  auf  parallelen  ein  fallende d  Hauptstrahlen  befind- 
licheö  Lichtpunkten,  die  in  einer  %\xt  Geraden  Qg^  Parallelen 
liegen,  entsprechen  in  den  austretenden  astigmatiacben  Strahlao- 
bandelß  gleiche  homocentrische  Differenzen. 

Die  Grösse  dieser  gleichen  bomoeentriscben  Dififerenzen  ist  dem  Äb- 
lUode  der  Parallelen  f  von  der  Geraden  £7^^  proportional  und  wird  gleich 
Nallf  wenn  diese  Parallele  mit  der  Geraden  Q,g^  zusammenfallt* 

Um   auf  rechnerischem  Wege   die  bomocentriacbe  Differenz  eines   aus- 

ir«teDdea   astigmatischen  StrahlenbUndels    zu  erbalten,    welches  einem  ein- 

falleoden,   unendlich   dünnen   centralen  Strableubtlndel   entspricht,   nehmen 

wir  in  Figur  6  an,  dass  die  Winkel,  welche  der  einfallende  Kauptstrabl  aO, 

und  der  Hauptstrabi  ©a  mit  dem  Lothe  der  Ebene  Qi?/  bilden  resp.  e^ ,  €| 

sind,  dass  ferner  die  Winkel,  welche  der  austretende  Hauptstrahl  Ea  und 

der  Haaptstrahl  Hör    mit    dem  Lothe    der   Ebene  Q,Eji  einschliessen   resp. 

fj,  f|  aind, 

£3  ist  dann 
.  sin  e^ 


sin  f , 


Sin  e^ 
sin  f  j 


=  n. 


and  nach  den  Gleicbungen  2),  3) 


A,e 


'  \cose^/ 
Aj  £       n^  \cos  tj         Aj£       n^ 


Hiernach  erhalten  wir: 


A,H  =  A,0  +  0=  =  n,  .  ^0  f^??^y+  02, 

A,^  =  A|0  +  ez  -  ti, .  ^e  +  03 
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7>  «.H=.'(^''iyU.^e(^Y+e=l 

'S 

fol^hoh  Ui  dio  homocentrische  Differens: 

cl|  ^1  ^    "^1  ^  *~    «Rf-- » 

K«r  «4ti^«-<0«  alM  für  den  Pankt  6  als  Lichtpunkt  auf  dem  Hin] 
strahl  «it^«  191  die  entsivrachende  homocentrische  DifferaiB 


KAr  ^Z  ^  0.  abo  Air  e:aen  Lichtpvinki  L  aaf  dem  HaoptstnU  l 
;>i  i;^  eel»i*«>Khecde  homvV«alriäcbe  DiJerau 

;>H»f«   «:r    i;!e    V^sivVtfXU'^äv-lM    l^iienu    jL,  91,  =  0,  caaa  irt  ja 
lA«^^^Nt;rIl  A   >ifoX!$<^  %;i   ieoi  L:>:^:^czkt  jLj.   ies  i«r  bcsecentrisi 


,^i»-,'j    .:«*    ii>i.:"'ivsv     1    ,.  v.^.   Si^>>   li     •.«    f*~:«*rri»flr : 


v^ü.:         r..'      *;^>*t  ■  ..r^     .t..-         .'-■«SS -.-'VC     r- :-c--  :     wr     ,."^:    f;r^_?fcia    3, 
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esUpricbt  dann  ein  boiiioc«Dtrischer  Bildpiinki  üuf  dem  austretenden  Haiipt- 
itrftlil  (Q*  Dieee  Beziehung  bat  aber  nur  geometrische  Bedeutung,  weil 
in  dieser  Grenzlage  die  S trab lenl äuge  im  Prisma  verschwindet  Auf  allen 
inderen  in  dieser  Richtung  einfallenden  Hauptstrahlen  befinden  sieb  die 
Lichtpunkte^  denen  homocentnscbe  Bildpunkte  entsprechen^  im  Unendlichen 
and  die  bomoceDtfiscbea  Bildpunkte  liegen  ebenfalls  im  Unendlichen. 

Id  diesem  besonderen  Falle  ist  die  Oerade  IQ  die  ÄfEnitätsacbse  der 
Systeme  @|,  @j  und  da  dieselbe  parallel  ist  zu  den  Verbindungsgeraden 
der  entsprechenden  Punkte  dieser  Systeme,  so  ist  die  homocentrische 
Differenz  auf  einem  austretenden  Hauptstrahl  constant  gleich  der  Strecke  %^  X^; 
oßd  diese  Strecke  ist  auf  den  verschiedenen  paralleleti  austretenden  Haupt- 
«trafalen  proportional  dem  Abstände  des  eotsprecbetiden  einfallenden  Haupt- 
iti&liles  ?on  dem  Punkt  Q,  Dies  erglebt  sieb  auch  aus  dem  Ausdruck  für 
die  liomocentrische  Diß'erenz  in  9).     Hiernach  folgt: 

Auf  den  parallelen  HauptstrableUi  welche  bei  der  Brechung 
durch  ein  Prisma  in  einer  Normalebene  unter  der  Bedingung 


cose^ 
cos  £, 


cose^ 

COSB^ 


einfallen,  giebi  es  im  Endlichen  keinen  Lichtpunkt,  dem  ein 
bomocentrtscber  Bildpnnkt  entspricht;  einem  jeden  Liebt- 
pnokt  auf  einem  solchen  Hauptstrahl  entspricht  eine  bomo- 
ctntrische  Differenz  des  austretenden  astigmatischen  Strahlen- 
bQzidela,  die  unabhängig  von  der  Lage  des  Lichtpunktes  und 
proportional  dem  Abstände  des  Hauptstrahles  von  der 
brecbenden  Kante  ist;  und  nur  auf  dem  Hauptstrabl|  der  die 
breelionde  Kante  trifft,  entspricht  jedem  Lichtpunkt  geo- 
metrisch ein  bomocentrischer  Bildpunkt.  Bei  einem  Prisma, 
welches  Ton  einem  Medium  umgeben  ist»  tritt  unter  jener 
Bedingung  das  Minimum  der  Ablenkung  auf. 

Jene  Bedingung  15)  führt  bei  der  Berechnung  des  Einfallswinkels  e, 
Inf  eine  Gleichung  achten  Grades;  wenn  aber  das  Prisma  Ton  einem  Medium 
umgeben  ist,  wird  jene  Bedingung  im  Minimum  der  Ablenkung  erfüllt.  Für 
diesQQ  speciellen  Fall  wurde  die  erhaltene  Beziehung  Ton  Herrn  A.  Gleichen 
Abgeleitet.^ 

Jedem  einfallenden  Hauptatrabl,  sofern  ihm  ein  austretender  Haupt- 
Blrabl  entspricht,  iat  ein  Lichtpunkt  zugeordnet ^  zu  dem  ein  bomocentriscber 
Bildpunkt  gehört.  Wenn  wir  in  Figur  6  auf  rerschiedene  in  dem  Punkt  9 
eintreleiide  Hauptstrablen  die  zugeordneten  Lichtpunkte  construiren,  dann 
bildeo  dieselben  eine  Curve  t^  welche  wir  die  Homocentroide  nennen 
wollen;  vermittelst  der  Homocentroide   können    wir  tu  einem  beliebig  ge* 


•  Siehe  diese  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.    1880.    Bd.  34  S.  170. 
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gebenen  Lichtpunkt  Fq  den  entsprecbenden  homocentriscbeQ  Bildpnnkt  ^ 
beatiminen.  Wir  ziehen  darcb  Pq  die  Gerade  QPq^  welche  die  Hom 
centroide  i  in  einem  Punki  -4^  flchneiden  möge,  dann  ist  die  zu  ^^0  paralle 
Gerade  PpO^  der  zugehörige  einfallende  Hauptstrahl  ^  zu  dem  in  bekannt 
Weise  der  im  Prisma  gebroebene  Hauptstrabi  @^Z^    und  der  austretan^ 


Hierauf    ziehen   wir  PqJIq^    senkrecl 


Hauptstrabl    Epp    bestimmt  wird, 
QEi  und  11^^%  senkrecht  9Ejf, 

Zu  einem  System  S^  von  Lichtpunkten  erb  alten  wir  ein  System  ^ 
von  entäp  rech  enden  bomocentrischen  Bildpunkten.  Die  Beziehung  diee 
beiden  Systeme  wollen  wir  die  homocentriscbe  Verwandtschaft  tti 
die  Systeme  S^^  ®o  die  bomocentrischen  Systeme  nennen.  So  vte, 
Schnittpunkte,  als  die  Gerade  QP^  mit  der  Homocentroide  f  bildet ,  so  Tiel 
zugehörige  einfallende  Hauptstrahlen  gehen  im  System  Sq  durch  den  Licht 
punkt  Pq;  und  es  entsprechen  demselben  ebenso  viele  bomocentrische  Bild 
punkte  im  System  ®q.  Die  bomocentrische  Verwandtschaft ,  welche  aaalytiscj 
sehr  complicirt  ist,  kann  physikalisch  eiödeutig  und  mehrdeutig  sein.  Jeden 
onendlich  fernen  Lichtpunkt  im  System  S^^  entspricht,  weil  zu  einem  un 
endlich  dfinnen  Bdndel  paralleler  einfallender  Strahlen  ein  unendlich  dUanei 
Bündel  paralleler  austretender  Strahlen  gehört,  ein  unendlich  ferner  hctoo 
centriacber  Bildpunkt;  demnach  entsprechen  den  unendlich  fernen  Punktei 
in  einem  der  bomocentrischen  Systemen  S^f  ©ß  unendlich  ferne  Punkte  ii 
dem  anderen  j  und  der  Punkt  Q  ist  ein  selbstentsprech ender  Punkt  diesd: 
Systeme. 

Einer  Reihe  von  Lichtpunkten  aaf  einer  durch  Q  gebenden  Geraden  Q^ 
im  System  S^^  entspricht  eine  ähnliche  Reihe  von  bomocentrischen  Bild 
punkten  auf  einer  Geraden  Q^q  im  System  ©^j.  Die  bomocentriscbei 
Systeme  stehen  in  gleichartiger  Wechselbeziehung.  Wenn  die  Homocentroide 
in  Bezng  auf  das  System  Sq  constrnirt  ist,  kann  man  zum  System  ^^  da 
entsprechende  System  ©^  bestimmen,  und  umgekehrt ^  wenn  die  Home 
ceutroide  t  in  Bezug  auf  das  System  ©^  constriiirt  ist,  erbilt  man  xai 
System  @^  das  entsprechende  System  8^  H 

Wir    wollen    noch    auf  den  Weg   hinweisen,    der   znr   Gleichnng  de 
Homocentroide  t   fährt.     Setzen  wir  die  Strecke  Ö6^g  und  den  brec 
den  Winkel  Ei9En  =  tD,  so  ist 


e£ 


and  durch  Einsetzung  in  12)  erbalten  wir: 

J_\f_  /cose^yi  sin u 

(cos ly    cos e, y_  ^ 
cos  fi      COSi^J 


16) 


Ae  = 


5m  f, 

iit^  so  kann  man  durch  ElimiDation  Ton  e^,  fj,  f,,  die  sehr  umBtäDdlich 
tat,  die  Polargleichung  der  Homocentroide  t  «rbalten.  Nach  Einführung 
reebttickeliger  Coordinaten  ergiebt  sich  dann  die  Homocanlroide  Yom 
20, önide,  und  wenn  n^  =  «^  iat,  vom  16.  Grade. 

Aü«  der  Gleichung  18)  folgt,  dass  J^O  ^  0  wird  für  cose^  ^  0,  wenn 
der  einfallende  Haupt&trahl  aQ  in  QEi  liegt.  Demnach  geht  die  Homo- 
centroide dorch  den  Punkt  0  und  wird  in  demselben  von  der  Geraden  QEr 
beiHbri  Dieser  Punkt  6  der  Homacentroide  bildet  eine  Ausnahme;  denn 
ibm  eotspHcbt  als  Lichtpunkt  nur  dann  ein  homoeentriscber  Bildpunkt, 
weDD  der  von  ihm  ausgehende  Hauptstrahl  im  Prisma  auf  der  Ebene 
QEjj  senkrecht  steht  Ferner  wird  AqQ  =  0  für  cos  i^  ^  1,  wenn  der  im 
Priamft  gebrochene  Hauptstrahl  senkrecht  auf  QEn  iat. 

Es  wird  AqQ  =po  für  co5f,  sO,  wenn  der  im  Prisma  gebrochene 
Haaptstrahl  zu  QE/j  parallel  ist.  Ferner  wird  AqQ  =^  co  in  dem  vorhin 
beiniohteten  Fall ,  wenn  cosCiCOSi^^  cosi^cas  e,  ist. 

Da  dieselben  homocentrischen  Beziehungen  in  jeder  Kormalebene  auf- 
treten,  so  giebt  es  auf  jedem  einfallenden  Haoptstrabl ,  der  parallel  zu  einer 
Koramlebene  ist  und  dem  ein  austretender  Hauptsirahl  entspricht,  einen 
Lkhtpüiikt»  ZM  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  gehört*  Bei  einem  Bündel 
paralleler  einfallender  Hauptstrahlcn,  die  einer  Normalebene  parallel  sind, 
iiegfli  auf  diesen  einfallenden  Hauptstrahlen  die  Lichtpunkte,  denen  homo- 
ceotrische  Bildpunkte  entspreclien ,  in  einer  durch  die  brechende  Kante  Q 
gebende  Ebene  Qff^  und  diese  homocentrischen  Bildpunkte  liegen  auch  in 
einer  darch  Q  gehenden  Ebene  Q%,  Dem  System  G^  der  Lichtpunkte  In 
dtr  Ebene  Q^^  entspricht  ein  affines  System  ®^  der  homocentrischen  Bild- 
pankte^  weil  das  Bündel  der  einfallenden  parallelen  Hatiptstrahlen  dem 
Bttndcl  der  austretenden  parallelen  Hauptstrahlen  affin  ist. 

Wir  wollen,  wenn  das  Prisma  eich  in  einem  Medium  befindet,  für 
die  Homocentroide  eine  besondere  Construction  angeben.  In  diesem  wich- 
tigen gpecieüen  Fall  ist,  wenn  wir  mit  n  den  Brechungsindex  des  Prismas 
bezeicbaeo  ti  =  n^  —  n^i  und  demnach 

Durch  UmformuDg  erhalten  wir  dann  aus  13): 
^M  ferner 
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um  hiernach  die  Homocentroide  ia  Figur  8  zu  construiren ,  beschreibe 
wir,  damit  wir  einen  Strahlengang  erhalten,  um  den  Punkt  6  die  Kreisel, 
mit  deu  Radien  im  Verhältniss  1  :  n;  dann  ergiebt  ^ich  zu  einem  einfallende 
Hauptötiahl  aQ^  der  den  Kreia  k  im  Punkt  H  scbneidet,  vermittelst  H^ 
senkrecht  QEf  nud  A^J  senkrecht  QEji  der  im  Prisma  gebrochene,  m 
tt  bezeichnete  Hauptstrahl  A,  0  und  der  auBtreteude  Hauptsirahl  ^ttfl 
parallel  JQ.  V 

Um  nun  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  aO  den  Lichtpunkt  ^ 
nach  18)  zn  erhalten»  dem  ein  homocentnacher  Bildpunkfc  ^{^  entspriöl 
ziehen  wir  HHi  senkrecht  ^6  und  UjG  senkrecht  QEfy  dann  i 
HG  =  QEcoi^Ci;  ferner  ziehen  wir  zu  QEjj  die  Parallele  QE*ii,  biema« 
JJii  senkrecht  JQ  und  J/jÄ'  senkrecht  6£'//i  dann  ist  JK  —  QJcct^i 
Demzufolge  erhalten  wir  durch  die  Proporfcirm 

A^e  ^         HG 
0E  JE- HG 


die  Strecke  Aa^ö.     Durch  die 


Senkrechte  A^a^o. 


hH 


Lichtpunkt  A^  und  durch  die  Senkrechte  k^ 


auf  Q  J?/  ergiebt  sich 
Q  auf  Q  Ell  der  entsprechendi 


homocentrische  Bildpunkt  %^.  Wenn  wir  in  dieser  Weise  auf  mehrerei 
nach  6  gerichteten  einfallenden  Hauptstrahlen  die  zugehfSrtgen  Lichtpunkt 
constrniren,  dann  bilden  diese  Lichtpunkte  die  Homocentroide  ttttvi  ^i 
ans  zwei  Theilen  besteht;  denn  dieselbe  ist  nur  fdr  alle  einfallende  Hai]|)l 
strahlen,  den  austretende  Hauptstrahlen  entsprechen,  construirt  In  una 
Ijrtischer  Auffassung  hat  die  Homocentroide  eine  Fortsetzung,  der  abe 
keine  physikalische  Deutung  entspricht 

Auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl,  der  in  E7/9  liegt,  befindet  sie 
der  zugeordnete  Punkt  in  8,  Auf  dem  im  Minimum  der  Ablenkung  eil 
fallenden  Hauptstrahl  m0,  dem  der  im  Prisma  gebrochene  Hauptstrahl  6£ 
und  der  austretende  Hauptstrahl  E„ni  entspricht,  befindet  sich  der  Lieh 
punkt  M'S'  im  Unendlichen.  Für  die  einfallenden  Hauptstrahlen ,  bei  welche 
der  Winkel  e,  <  ^g  ist»  werden  die  Abstände  der  Lichtpunkte  von  ' 
negativ,  und  diesen  Hauptstrahlen  entsprechen  virtuelle  Lichtpunkt 
Dem  einfallenden  Hauptstrahl  jf0  entspricht  im  Prisma  der  Hauptstrahl  0^ 
und  der  in  Q^En  liegende  austretende  Hauptstrahl  H^Si  demnach  ui  di 
Winkel  Cg  =  9(/  und  coie^=^Q\  also  —  AüjÖ  =  ÖH-.  Durch  die  Senl 
rechte  Z^^^o  ^^^^  ^^^/  ergiebt  sich  der  Lichtpunkt  Z^  auf  dem  Haup 
strahl  $Q^  der  die  Grenze  der  ia  0  eintretenden  Hauptstrahlen  bildet. 

Der  Theil  f„  der  Horaocentroide  enthält  die  wirklichen  Lichtpunk 
und  geht  die  Gerade  QEi  berührend  von  6  acta  nach  dem  unendlich  fern^ 
Punkt  M^  des  im  Minimum  der  Ablenkung  einfallenden  Hauptstrahics  w* 
Der  andere  Theil  i^  der  Homocentroide  enthält  die  virtuellen  Lichtpunk 
und  geht  von  Z^^  nach  dem  unendlich  fernen  Punkt  M^ , 

Ist  ein  beliebiger  Lichtpunkt  P^  gegeben,  so  erhalten  wir  in  der  ai 
gegebenen  Weise    vermittelst    der    Homocentroide   den    zugeordneten    eii 


Von  Dr»  L.  Burmester, 
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fallendeo  Hauptstrahl ,  indem  wir  die  Gerade  Q  Pq  ziehen ,  welche  die  Homo« 
ceotroide  in  einetn  Punkt  Aq  schneidet;  dann  ist  Pq&p  parallel  AqQ  der 
tiflfAliende  Uauptstrahl  p,  zu  dem  die  entsprechenden  Hauptstnihlen  0^Epi 
2^f  cöaatrnirt  werden*  Dnrch  PuTT^j,  senkrecbt  QA/  und  TT(jj$o  senk- 
Ttcbt  QEri  ergiebt  sich  der  entsprechende  homocentriache  Bildpunkt  $q. 
So  kaon  man  tu  jedem  anderen  Punkt  Pq  im  System  S^  den  entsprechenden 
homoce&triscben  Bildpunkt  ^^  i™  System  ®q  bestimmen. 

Es  ist  die  Gerade  m'Qm'  parallel  mÖ  und  die  Gerade  /Q  parallel 
[Q  ^zogen ,  um  die  Gebiete  zu  begrenzen ,  in  denen  einfallende  Haupt* 
8trablen  mit  wirklieben  Lichtpunkten  oder  mit  virtuellen  Lichtpunkten 
liegen.  Denken  wir  uns  das  Prisma  über  Ej^  Eji  unbegrenzt,  dann  kann 
jeder  Punkt  innerhalb  des  Winkels  EiQm  ein  wirklicher  Lichtpunkt  und 
jeder  Punkt  innerhalb  des  Winkels  Z^Qm*  als  ein  virtueller  Lichtpunkt 
betrachtet  werden.  Denn  zu  allen  einfallenden  Hauptatrahlen ,  die  einer 
innerhalb  des  Winkels  EjQm  durch  Q  gehenden  Geraden  parallel  sind, 
geboren  wirkliche  Lichtpunkte,  und  zu  allen  einfallenden  Haupts trahlen^ 
die  eioer  innerhalb  des  Winkels  mQs  durch  Q  gehenden  Geraden  parallel 
liodf  gehören  virtuelle  Lichtpunkte.  Allen  anderen  einfallenden  Haupt- 
itrahleo  entsprechen  physikalisch  keine  austretende  Hauptstrahlen  und 
iomit  auch  keine  Lichtpunkte.  Hierdurch  ist  das  Gebiet  der  Lichtpuukte 
die  Systems  8^^  den  bomocentnsche  Bildpunkte  des  Systems  ©^  entsprechen, 
bugraui 

Im  betrachteten  Falle  haben  wir  als  typisches  Beispiel  ein  in  Luft 
befindliches    Glaspriama    mit    dem    brechenden   Winkel    von   60^   und   dem 

3 

ßrccbnogsindex  ft  ^  ^  angenommen.     Die   construirte   Homucentroide   ^,„fp 

wird  von  jeder  innerhalb  der  Winkel  EjQm  und  Z^Qm*  durch  Q 
gebenden  Geraden  nur  in  einem  Punkt  geschnitten;  demnach  entspricht 
phr^ikalisch  jedem  Lichtpunkte  im  System  S^  eindeutig  ein  homocentrischer 
Bildpunkt  im  System  S^  und  umgekehrt. 

Die  experimentelle  Bestätigung  der  HomocentricitSt  bei  der  Brechung 
der  Lichtstrahlen  durch  ein  Prisma  wurde  in  folgender  Weise  (Figur  9  Taf.  III) 
»ufigefilhrt.  Auf  einem  Block  steht  ein  Glasprisma  EiQEji^  dessen  brechende 
Winkel  60®  und  dessen  Brechungsindei  für  die  Spectrum linie  D  gleich  1,7 
lil  Auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  aQ  ist  der  Lichtpunkt -ä^j  und  auf 
dem  austretenden  Hauptstrahl  Ha  ist  der  entsprechende  homocentrische 
Bildpunkt  9[q  construirt;  ferner  ist  zu  einem  Lichtpunkt  Ä  auf  diesem 
eioMlenden  Hauptstrahl  der  erste  Bildpunkt  ^^l^  und  der  zweite  Bildpunkt 
8,  owiBtruirt.  Ein  Glaawtirfel  pqrs  mit  einer  berussten  Seite  pq,  in 
deren  Bussscbicht  mit  einer  Nadel  eine  sehr  kleine  Oeffnung  gemacht  ist, 
atebl  so  auf  dem  Block,  dass  diese  OefTnung  den  Lichtpunkt  A^  vertritt 
^erznittelst  der  Natronflamme  F  einer  auf  dem  Block  befindlichen  Lampe 
wird  ctufob   die  kleine  Oefnung  ein   sehr  dünnes  Strahlenbündel  erzeugt. 


90  Homocentrische  Brechnng  des  Lichtes  durch  das  Prisma. 

Der  Block  mit  Prisma,  Wflrfel  and  Lampe  ist  in  ParaUelfUinuig  nadi 
Richtung  der  Geraden  £a  verschiebbar.  Durch  ein  feetgestelltes  Mikro- 
skop M,  ein  Abbe^sches  Focometer,  bei  dem  die  EntfemongS  eines  daatlieh 
sichtbaren  Objectes  von  dem  Objectiv  0  gleich  110  mm  ist,  werde  nach 
Einstellung  des  verschiebbaren  Blockes  gegen  das  feststehende  Mikroskop 
f&r  die  Strecke  9o0=110mm  der  homocentrische  BUdpunkt  V«  als 
kleine  helle  Oeffnung  so  deutlich  gesehen,  dass  auch  die  BanhigkMt  des 
Oeffoungsrandes  in  der  Bassschicht  scharf  erkennbar  war.  Nachdem 
durch  Verschieben  des  Blockes  die  Strecke  %qO  grOsser  oder  kleiner 
als  110  mm  gemacht  wurde,  vergrO&serte  sich  das  beobachtete,  matter 
werdende  Lichtfeld  und  dadurch  wurde  das  dtlnne  centrale  StraUenbflndel 
sichtbar. 

Im  Gegensatz  hienu  wnrde  der  Wflrfel  pqrs  in  gleicher  Weise  nach 
dem  Lichtpunkt  Ä  gestellt  und  der  Block  so  verschoben ,  daas  die  Strecb 
3,0  =  110mm  war,  dann  leigte  sich  deutlich  eine  kune  horizontale  Lieht- 
linie.  Ferner  wurde  der  Block  so  verschoben,  dass  die  Strecke  Hg 0  =s110idhl 
war  und  es  erschien  deatlich  eine  karze  vertikale  Lichtlinie.  In  andsraia. 
Stellungen  des  Blockes  konnte  die  Gestalt  des  austretenden  astigmatischeia. 
Suahlenbflttdels  beobachtet  werden. 

Wir  wollen  in  Figur  10  (Taf.  III)  ab  Beispiel  noch  die  homoeeoirisela« 
Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  eine  Platte  betrachten,  an  deren  beiden  Seitaxi 
sich  verschiedene  Medien  befinden.  Weil  die  Ebenen  £/,  Eu  parallel  sind, 
vereinfachen  sich  die  Constructionen  und  wir  gelangen  zu  anderen  Cosa.- 
»UT:-:tiocen ,  die  diesem  speciellen  Fall  eigenthflmlich  sind«  Die  BreehuBS«- 
iciices  an  den  Ebenen  £*/,  Ejr  gegen  die  Platte  seien  fi|,  Hf  Einem 
StrsLIecgang  erbalten  wir  in  der  bekannten  Weise.  Wir  beschreiben  om  dem 
P;ink:  6  die  Kreise  A,  i.  s,  deren  Radien  eJ7,  6/.  GA^  in  dem  Verhiltnua 

Steher,  sc-  ergeben  sich  zu  einem  einfillenden  Hauptstrahl  a&  entsprecbeada 
Hacpistrahlen  6  E  resp.  o ,  und  Z  2 ,  indem  wir  durch  H  auf  £/  die  Senk- 
rNhie  JA,  ziehen  yach  der  S.  71  acgegebenen  allgemeinen  Constraction 
des  a:if  ad  liegenien  Licnipsnktes  J^^,  dem  ein  homocentrischer  Bild- 
pssk;  ft;  ecisyrlcht.  ziehen  wir  A^  r*.- senkrecht  a;;f  A|6  und  die  Geraden 
C:H,  U:J.  welche  die  Normale  &y  der  Ebene  E:  resp.  in  F/,  Ta  sehneideB. 
Alsöann  f]Llen  wir  auf  HQ  die  Secki>E<h:e  T^A  z.nd  auf  J6  die  Senk- 
rechie  r.vfl..  Ferner  ziehen  wir  die  Ger^e  AW  senkrecht  £/  und  die 
Ger^e  A  ä.,  die  sich  is:  P-cki  TT  trefea:  isis  liefert  die  Gerade  W9 
den  brmocenirischec  BiliiMnk:  ft>  s:if  dezi  a:isire:endcn  Haaptstrahl  Ha 
und  vermittels«  der  Gersdez  ft- JL.-.  die  zu  E:  senkrecht  ist,  ergiebt  sieb 
aaf  dem  el:i£aljenden  Hacptsirahl  a&  der  zugehT-rige  Lichtpunkt  A^ 

Eia&chere    Ccn$tr=c;irzer     crhiliez    wir     dui^ch    Sr<cialisirung    der 
Gkkkug  ]:?  : 
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(cos  e,  y 
C05f«  / 


cos  $1       cos  f ,  / 
denn  im  betrachteten  speciellen  Fall  ist  f^  =  —  £,,  und  demnach 

n,  Jq^  _  \cose^J 

\C08C^) 


Da  femer 


8%n  e,              stn  e, 
^  =  «1..    =~ 


•11 


8in  e^         *      sin  c, 

ist,  80  folgt: 

^00  _       w%-  1 


=  n. 


GE        n,(n^. 


cos  f  I  / 


Hiemach  kann  man  die  Strecke  ii^  8  constrniren,  wenn  man  die  con- 
stante  Grösse  „2      i 

Torher  berechnet.  *A    *         *^ 

Zweckmässiger  aber  ist  es,  wenn  wir  in  die  Gleichung  die  Dicke  d 
der  Platte  f  also  den  Abstand  der  beiden  Ebenen  E/^  En  einführen.  Es 
ist  dann  ^ 

0=  = 

cos  ix 

und 


oder 


_     d(n%-l) 
^0®-    «.(n».-«»,) 


COSpSi 


^  e  s=  d.k — ^• 

^  cosPbi 


Hiemach  erhalten  wir,  nachdem  in  Figur  11  auf  ^6  die  Strecke 
QN=d.k  gemacht  ist,  die  folgende  Construction.  Wir  ziehen  von  dem  Schnitt- 
ponktlTj  des  Hauptstrahles  a&  und  des  Kreises  x  die  Gerade  H^H'±.  NQ^ 
fl'r±  QH,  dann  ist  Gir"=  eH^cos^e^]  ferner  A^  T±  Ne.  YT±  A^G, 
Y'VJi  Ä'e,  dann  ist  0r''=  Bfincos^t^.  Hiernach  ergiebt  sich,  indem  wir 
ZQ  Y'H"  die  Parallele  ^^o  ziehen,  der  Lichtpunkt  Aq  auf  den  einfallenden 
Haoptstrahl  aQ,  Auf  den  zu  JQ  parallelen,  austretenden  Hauptstrahl  Za 
erbalten  wir  durch  Aq^  senkrecht  auf  Ei  den  entsprechenden  homo- 
eentrischen  Bildpunkt  %. 

Bezeichnet  X  den  Schnittpunkt,  welchen  der  Kreis  h  mit  A|6  bildet, 
dann  ist  n,.X6  =  A^O,  und  da  ferner  nach  6) 

Ai0^^  /cosjiY 

A9        ^\cose,/ 
^i  80  folgt: 

ZeiUchrifi  f.  Mathematik  u.  Pbjtik.  40.  Jahrg.  1895.  8.  Heft.  6 
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xe 


und  demnach  erhalten  wir 


AQ 

AQ 


\\ 


XQ.cosf^ 

Hieraas  ergiebt  sich  die  folgende  Construction  des  Punktes  Aq  in 
Figur  11.  Wir  ziehen  auf  AjO  die  Senkrechte  A^  l/*/,  dann  die  Gerade 
UrH  bis  7/  und  V/A  senkrecht  H&]  ferner  ziehen  wir  die  Senkrechte  XX' 
auf  NO  und  NAq  parallel  X'A. 

In  Figur  10  sind  für  mehrere  im  Punkt  6  eintretende  Hauptstrahlen 
die  Lichtpunkte  Aq...  construirt,  welche  die  gezeichnete  Homocentroide  i 
bilden.    Die  Polargleichung  derselben  ist,  wenn  wir  AqQ  =^  r  setzen: 

_      d.h.  cos^e^ 

Durch  Umwandlung   in  rechtwinkelige  Coordinaten  ergiebt  sich,   dass 

3 
diese  Homocentroide  vom   6.  Grade    ist.     In  der  Zeichnung  ist  n^  ^  ^^ 

4  ^ 

^2=3-0  genommen  und  es  besteht  diese  Homocentroide,  so  weit  sie  physi- 
kalisch zur  Geltung  kommt,  aus  einem  Oval,  welches  von  dem  senkrecht 
zur  Platte  einfallenden  Hauptstrabi  NQ  symmetrisch  getheilt  wird.  In 
geometrischer  Auffassung  gehört  zu  der  Homocentroide  noch  ein  zweites 
nicht  gezeichnetes  Oval,  welches  bezüglich  der  Geraden  Er  zu  dem  Oval/ 
symmetrisch  ist.  Wenn  «^  <  1  ist,  dann  wird  für  sin  e^  =  n^  der  Radius 
vector  r  =  00  und  die  Homocentroide  hat  in  diesem  Falle  zwei  unendlich 
ferne  reelle  Punkte. 

Ziehen  wir  durch  einen  angenommenen  Lichtpunkt  Pq  im  System  Sq 
zu  El  eine  Parallele  ^q,  welche  die  Homocentroide  t  schneidet,  z.  B.  in 
den  beiden  Funkten  Aq,  A'q^  so  sind  dem  Lichtpunkt  Pq  die  beiden 
einfallenden  Hauptstrahlen  pQp^  P^'p  zugeordnet,  die  resp.  zu  AqQ, 
ÄqQ  parallel  sind;  und  diesen  Hauptstrahlen  entsprechen  die  aus- 
tretenden  Hauptstrablen  Eppy  ^'pp',  Auf  denen  wir  durch  Pq^o  b^°^' 
recht  zu  Ej  den  zugehörigen  gemeinsamen,  homocentrischen  Bildpunkt 
^0  erhalten.  Es  entspricht  demnach  einem  im  System  8q  befindlichen 
Lichtpunkt  Pq,  obwohl  demselben  zwei  einfallende  Hauptstrahlen  zugeord- 
net sind,  ein  einziger  homocentrischer  Bildpunkt  $o  ^^  System  Sq.  Einer 
Reihe  von  Lichtpunkten  AqPq...  auf  einer  zu  Ei  Parallelen  gQ  im  System  8q 
entspricht  eine  congruente  Reihe  von  homocentrischen  Bildpunkten  St^^... 
auf  einer  zu  Ei  Parallelen  ^  im  System  &q.  Das  System  8q  der  Licht- 
punkte, denen  zwei  einfallende  Hauptstrahlan  tngaord«'^ 
centrische  Bildpunkte  entsprechen ,  ist  Tcr 
zu  ihr  parallelen  Geraden  %,  die  d» 


I 


I 


Bei   der    Brechung    der   LichtHirahlen    durch   eine  Platte    besitzt  jeder 
Hiwptetrahl,   der  senkrecht  zur  Platte  einfallt,    also  ohne  Brechung  durch»i 
ffglit,   die  Eigenthümlicbkeitf    dass    jedem   Lichtpunkt   auf   demselben    eia| 
iiomocentrischer  Bildpnokt  entspricht.     Demzufolge  entspricht  einem  System  ' 
g  TOD  Lichtpunkten  auf  senkrecht  einfüllenden  Haux>t8trahlen  ein  SjBtem  ©^ 
fOü  honiocen  tri  sehen  BUdpunkten, 

Nehmen  wir  auf  den  senkrecht  einfallenden  Hauptstrahl  ^''9  einen  be- 
liebigen Lichtpunkt  F  an,  dem  der  homocentrische  Bildpunkt  g,  ent- 
»prichtf  so  ist  analog  der  Gleichung  8) 

g,=  =  i-[t,,Fe+0  =  |, 

ttudi  wenn  wir  BE.  —  d  einsetzen,  ergiebt  sich 

Die  Systeme  5,  ©^  sind  affin  und  ihre  Äffinitätsachee  v,  welche  durch 
deo  selbstentsprechenden  Punkt  D  des  Hauptstrahles  ^8  geht,  ist  parallel 
to  Eh  Setzen  wir  ^s®  =  ^Q  =  ^9i  so  wird  der  eelbstentsprechende 
Paikt  D  durch 


DB^ 


bestbini     Hieraus  folgt: 

Jedem  Lichtpunkt  in  der  Geraden  v  auf  einem  senkrecht 
eiofathnden  Hauptstrah!  entspricht  ein  mit  diesem  Licht- 
punkt coincid  Iren  der  homocentrischer  Bildpunk  t< 

Betrachten  wir  t.  B.  jenen  Lichtpunkt  Pq  auch  zum  System  S  ge- 
hörend, so  ist  ^g  der  entsprechende  homocentri&che  Bildpunkt  im  System  @^, 
Hieriftöb  entsprechen  jedem  Lichtpunkt  Pq,  der  zwischen  den  beiden  Pamllelen 
£^7i  %  hegt,  zwei  homocentrische  Bildpunkte  ^^^  ^^,  Im  Baum  bilden  die 
TOD  eiaem  Lichtpunkt  F^  ausgehenden  Hauptstrahlen  pp\ , ,  eine  Rotations- 
kegelfl&che,  deren  Basis  kreis  in  der  Ebene  Ej  den  Durchmesser  6^,B'p 
besitzt;  und  die  zugehörigen  austretenden  Hauptstrahlen  vereinigen  sich  in 
dem  entsprechenden  Bitdpunkt  $^. 


tIT.  Homocemtricität  hei  der  Brechung  schräg  einfallemder  Licht> 
strahlen  durch  das  Prisma. 
Kuehdem  wir  die  homocentriBchen  Beziehungen  bei  der  Brechung  der 
iclit*trahlen  durch  das  Prisma  in  der  Normalebene  erkannt  haben,  wollen 
ir  auch  die  homocentrischen  Beziehungen  aufsuchen^  welche  bei  schräg 
einfftllendrti  Hnuplutrahlen  auftreten  ^  die  gegen  eine  Normalebene  des 
Friama  geneigt  sind,  also  nicht  in  einer  Normalebene  liegen. 

ht  in  Figur  12  ein  schräg  einfallender  Hauptätrahl  aB  angenommen ^ 
dem  der  im  Prisma  gebrochene  Hauptstrahl  0£  resp,  a^  und  der  austretende 
Hauptstrahl  Ha  entspricht,  dann  sind  die  Einfallsebene  aBct  und  die  Ans- 

6» 
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falls  ebene  aEa  gegen  einander  geneigt  Diese  beiden  Ebenen  fallen 
nur  dann  zusammen,  wenn  der  einfallende  Hanptstrahl  a&  in  einer 
Normalebene  des  Prismas  liegt.  Denken  wir  uns  auf  dem  Hanpt- 
strahl aQ  einen  Lichtpunkt  ^o  angenommen,  von  dem  ein  unendlich 
dünnes  Strahlenbündel  ausgeht,  so  entspricht  diesem  Strahlenbündel  ein  im 
Prisma  gebrochenes  astigmatisches  StrahlenbUndel ,  dessen  Hauptstrahl  o 
ist,  und  welches  a  heissen  möge.  Die  zweite  Brennebene  dieses  astig- 
matischen Strahlenbündels  a  ist  die  Ebene  aQa  und  die  erste  Brennebene 
desselben  steht  im  Hauptstrahl  a  senkrecht  auf  der  Ebene  aOcr.  Denken 
wir  uns  ebenso  auf  dem  Hauptstrahl  aE.  einen  Punkt  !to  angenommen ,  in 
dem  sich  die  austretenden  Strahlen  eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündels 
vereinigen,  so  entstammt  dasselbe  einem  im  Prisma  gebrochenen  astig- 
matischen Strahlenbündel,  dessen  Hauptstrahl  a  ist,  und  welches  a"  heissen 
mOge.  Die  zweite  Brennebene  dieses  astigmatischen  Strahlenbündels  a'  ist 
die  Ebene  aZot  und  die  erste  Brennebene  desselben  steht  im  Hauptstrahl  o 
senkrecht  auf  der  Ebene  oZa.  Wftren  nun  die  beiden  astigmatischen 
Strahlenbündel  a\  a  identisch,  dann  wKre  A^  ein  Lichtpunkt,  dem  der 
homocentrische  Bildpunkt  81q  entspricht.  Damit  aber  diese  beiden  astig- 
matischen Strahlenbündel  identisch  werden,  ist  zunächst  erforderlich,  dass 
die  Brennebenen  des  astigmatischen  Strahlenbündels  a  mit  den  Brennebenen 
des  astigmatischen  Strahlenbündels  d'  zusammenfallen.  Dies  ist  nur  mög- 
lich, erstens,  wenn  die  beiden  ersten  Brennebenen  und  die  beiden  zweiten 
Brennebenen  der  astigmatischen  Strahlenbündel  o',  a"  identisch  sind,  und 
wir  erhalten  dann  den  schon  betrachteten  Fall,  der  bei  dem  Strahlengang 
in  einer  Normalebene  eintritt;  zweitens,  wenn  bei  den  astigmatischen 
Strahlenbündeln  a',  a'  die  erste  Brennebene  von  ot'  mit  der  zweiten  Brenn- 
ebene von  tl'  und  die  zweite  Brennebene  von  a'  mit  der  ersten  Brennebene 
von  u  zusammenfällt.  Ist  ferner  in  diesem  Fall  der  erste  Bildpunkt  von  a 
mit  dem  zweiten  Bildpunkt  von  o"  und  der  zweite  Bildpunkt  von  a  mit 
dem  ersten  Bildpunkt  von  a  vereint,  dann  sind  die  beiden  astigmatischen 
Strahlenbündel  o',  v!'  identisch.  Die  Neigung  der  Brennlinien  gegen  den 
Hauptstrahl  eines  astigmatischen  Strahlenbündels  bedingt  dasselbe  nur  in 
unendlich  kleiner  Grösse  höherer  Ordnung ,  und  deshalb  kommt  diese  Neigung 
hier  nicht  in  Betracht.  Damit  also  bei  einem  schräg  einfallenden  Haupt- 
strahl a6  einem  Lichtpunkt  A^  auf  demselben  ein  homocentrischer  Bild- 
punkt üo  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  Ea  entspricht,  muss  die  Strecke 
6  E  im  Prisma  so  liegen ,  dass  die  durch  sie  gehenden  Ebenen  a  6  E ,  a  E  6 
senkrecht  zu  einander  sind. 

Behufs  der  Construction  einer  solchen  Strecke  6E  ist  in  Figur  12  das 
Prisma  mit  der  vertikalen  brechenden  Kante  Q  in  schiefer  Parallelprojection 
so  dargestellt,  dass  die  Prismaseite  Q£//  in  der  Bildebene  liegt  und  die 
Parallelprojection  6  0  der  von  einem  Punkt  6  der  Prismaseite  Qi?/  auf 
die  Bildebene  gefällten  Senkrechten  gleich  der  Hälfte  ihrer  wahren  Grösse 
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i^t  Im  Punkt  6  ist  aut  der  Prismaseite  QEi  die  Senkrechte  6iV'  er- 
richtet, welche  die  Prismaseite  Q£^//  im  Punkt  N  trifft.  Beschreiben  wir 
uun  ttber  ON  ak  Darchmeßser  in  der  Ebene  QEu  einen  Kreia  |  und 
uebiDfiö  wir  auf  demselben  einen  Punkt  E  an,  dann  ist  die  Ebene  9E0 
senkrecht  auf  der  Ebene  Q3.N,  Jede  Strecke,  die  von  dem  Punkt  0  nach 
einem  pQQkt  E  des  Kreises  |  geht,  hat  also  eine  solche  Xiäge ,  dass  die 
durch  sie  gelegten  beiden  Ebenen  QEN  und  Q~.0,  von  denen  die  erste 
senkrecht  auf  der  Ebene  QE/,  die  zweite  senkrecht  auf  der  Ebene  QEjj 
Ist,  zu  einander  senkrecht  stehen.  Es  ist  dann  die  Ebene  Q~.N  die  Ein- 
fftllflebeDB  für  einen  einfallenden  Hauptatrakl  a0,  dem  der  im  Prisma  ge- 
brochen« Hauptatrabl  GH  entfipricht;  und  die  Ebene  9£0  ist  die  Ausfalla- 
ebene  für  den  zugehörigen  austretenden  Haiiptstrahl  £a.  Die  Gesammtheit 
der  von  0  ausgehenden  Hauptstrahlen  9E  bilden  eine  Kegelflitche  0^, 
dessen  Spitze  0  und  dessen  Basis  der  Kreis  |  ist. 

Um  nun  zu  einem  angenommenen,  im  Prisma  gebrochenen  Haupt- 
gtruhlGE  den  zugehörigen  einfallenden  Eauptstrahl  a6  und  den  zugehörigen 
aastretenden  Hanptstrahl  Ea  darzustellen»  nehmen  wir  der  Allgemeinheit 
wegen  an,  dass  an  den  Prismaseiten  Qi/V,  QEji  sich  verschiedene  Medien 
beiladen  und  n^ ,  ft^  die  Brechungäindices  an  diesen  Seiten  gegen  das  Prisma 
sind.  Legen  wir  die  Einfallsebene  Q^N  gedrebt  um  E^in  die  Bildebene, 
dion  gelangt  der  Punkt  0  nach  9'  in  die  Gerade  OE.^  und  ^0'  ist  gleich 
der  wiihren  Grösse  von  NQ.     Ziehen  wir  nun  zu  JV0'  die  Parallele  E0, 

l     ,- 
welche  den  um  0  mit  dem  Radius  —  0'E  bescbriebenen  Kreis  im  Punkt  0 

^1       _ 
trifft,  und  ferner  die  Gerade  0*0,  die  N;=.  im  Punkt  ^a  schneidet»   so  ist 
die  Gerade  0Ea   der  einfallende  Hauptatrabl  a0.     Dieser  Hanptstrabl  aQ 
bildet  mit  der  Normalen  0 N  der  Ebene  Q Ej  den  Winkel  e^  =  Ra& ^  und 
der  Hanptstrahl  a0  bildet  mit  dieser  Normalen  den  Winkel  t^  —  EQ'N, 

Legen  wir  die  Ausfallsebene  BE.0  gedreht  um  OH  in  die  Bildebene, 
dum  gelangt  0  nach  0"  in  die  auf  OH  Senkrecbte  00",  welche  gleich 
der  wahren  Grösse  von  00  istp    und  es  ist  H0"—  E0'.     Wir  beschreiben 

hierauf  nm  E  mit  dem  Radius  —E0"  einen  Kreis,  der  00'^  im  Punkt  ¥" 

schneidet.  Diesem  Punkt  Y*  in  der  ümlegung  entspricht  der  Punkt  W 
»af  der  Geraden  00  und  es  ist  dann  ¥E  der  austretende  Hauptstrahl  Ea. 
Dieser  Hauptstrahl  Ea  bildet  mit  der  Normalen  00  der  Ebene  QEn  den 
Wickel  Äj^  0^^''~.  und  der  Hauptstrahl  aE  bildet  mit  dieser  Normalen 
den  Winkel  t^=  O&Z.  Damit  ist  ein  Gang  der  Hauptätrahlen  a0,  0E, 
"^p.  fti  und  E^a  dargestellt,  bei  dem  die  Ebenen  aÖH,  0Ea  zu  einander 
Wökrecht  sind. 

Kefamen  wir  auf  dem  einfallenden  Hauptstrabi  a  0  einen  Punkt  Ä  an, 

^on  deoä  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  ausgeht,  und  bestimmen  auf 

dem  Haupts trahl  c<0  im  Eaum  den  Punkt  A^  so  dass: 
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Äe'^'''\c08€j 


ist,  and  ziehen  wir  die  Gerade  ^As  bis  an  den  Hauptstrahl  06  senkrecht 
zur  Ebene  QEi^  also  parallel  zu  OJV,  dann  entsprechen  dem  Lichtpunkt  Ä 
auf  dem  einfallenden  Hanptstrahl  aO  der  erste  und  zweite  Bildpunkt  Aj»  A2 
auf  dem  Hanptstrahl  06  des  im  Prisma  gebrochenen  astigmatischen  Strahlen- 
bündels. Bestimmen  wir  ferner  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  Ha  im 
Raum  den  Punkt  Hu  so  dass 

«.= 

A, 

ist,  und  ziehen  wir  die  Gerade  A^llg  senkrecht  zur  Ebene  QEu,  also  parallel 
zu  60  bis  an  den  Hauptstrahl  Ea,  dann  entsprechen  dem  Lichtpunkt  Ä 
der  erste  und  zweite  Bildpunkt  S, ,  SL^  ^^^  ^^^  Hauptstrahl  Ea  des  aus- 
tretenden astigmatischen  Strahlenbündels.  In  dem  astigmatischen  Strahlen- 
bündel, welches  in  dem  Prisma  gebrochen  wird,  geht  von  dem  Punkt  At 
ein  in  der  Ebene  6E0  liegender  Strahlenföcher  aus,  welcher  an  der  in  der 
Ebene  QE/i  liegenden  Geraden  HO  gebrochen  wird  und  dessen  gebrochene 
Sti  ahlen  sich  im  Punkt  S^  vereinigen ;  und  ferner  geht  von  dem  Punkt  A| 
ein  in  der  Ebene  QE.N  liegender  Strahlenföcher  aus,  welcher  an  der 
in  der  Ebene  QEn  liegenden  Geraden  E.N  gebrochen  wird  und  dessen 
gebrochene  Strahlen  sich  in  dem  Punkt  S(j  vereinen. 

Einer  Reihe  von  Lichtpunkten  J. . . .  auf  dem  einfallenden  Haupt-strahl  a  6 
entsprechen  demnach  ähnliche  Reihen  der  Punkte  {(j...  und  Sl^***  ^^^  ^^^ 
austretenden  Hauptstrahl  Za.  Den  selbstentsprechenden  Punkt  ^  dieser 
beiden  ähnlichen  Punktreihen  erbalten  wir,  wie  oben  gezeigt  wurde,  indem 
wir  durch  den  Schnittpunkt  W  der  Geraden  Ai92«  ^i^i  ^^^  ^®°  Punkt  6 
die  Gerade  WQ  ziehen,  welche  den  Hauptstrahl  Ea  im  Punkt  %^  trifft. 
Ziehen  wir  3loAoi  parallel  60  und  Aoi^o  pai'ällel  A^^,  so  erhalten  wir 
auf  aO  den  Lichtpunkt  Äot  dem  der  homocentrische  Bildpunkt  %^  ent- 
spricht.    Hiernach  ergiebt  sich  der  Satz: 

Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  ein  Prisma  giebt 
es  auf  jedem  schräg  einfallenden  Hauptstrahl,  dessen  im 
Prisma  gebrochener  Hauptstrahl  einer  Mantellinie  der  Kegel- 
fläche 6$  parallel  ist,  einen  einzigen  Lichtpunkt,  dem  ein 
homocentrischer  Bildpunkt  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl 
entspricht. 

Hierbei  ist  aber  zu  beachten ,  dass  die  Kegelfläche  6  £  nur  soweit 
physikalisch  zur  Geltung  kommt ,  als  einem  Hauptstrahl  6E  ein  einfallender 
und  ein  austretender  Hauptstrahl  entspricht 

Nehmen  wir  in  Figur  13  beispielsweise  ein  Olatprisma  mit  dem  breohenden 

Winkel  von  45^  an ,  umgeban  von  I^ 
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Filliia^  la  den  Punktea  £..,  des  Kreisea  |  die  enaprechenden  Punkte  Ea  -  ; 
wie  TOrbiö  aDgegeben  wurde,  conatniirt  Durch  die  Punkte  Ea».»  erkalten 
wir  eina  Cur^e  |«,  die  dem  Kreise  J  entspriclit.  Von  diesem  Kreise  kommea 
aber  nur  die  beiden  zu  ON  symmetrisch  liegenden  BogenstÜcke  E^Z^, 
£!p  physikalisch  jur  Geltang;  denn  den  Hauptatrahleu  OE^  OE*'  ent- 
gprecben  die  eiofallenden  Hauptstrahlen  Ea©»  EÜ0,  die  in  der  EbeEe  Q  J3/ 
liegen,  üod  den  Hauptstrahlen  6E^,  0E^  entsprechen  austretende  Haupt- 
süihl&D,  die  in  der  Ebene  SlEir  liegen.  Demnach  kommen  in  diesem  Falle 
TOT  der  Corve  1«  nur  die  beiden  Stücke  E«  ES ,  Et^l^  welche  jenen  Bogen- 
ttflcken  entsprechen,  in  Betracht.  Mit  Beachtung  dieser  eventuellen  Begrenzung 
efltfipncht  der  Kegelfläche  9|  eine  KegelflElche  Q^^-  Auf  jedem  einfallenden 
HBuptstrabl  a9,  der  einer  Mantellinie  der  so  begrenzten  KegelEäcbe  61^ 
parallel  ist,  giebt  es  einen  Lichtpunkt  A^,  dem  ein  homocentrischer  Büd- 
pujikt  Bq  ßöt^pricht 

Nehmen  wir  ein  BUndel  von  einfallenden  Haupts  trab  len  au;  die  zu 
einer  Mantellinie  der  eventuell  so  begrenzten  Kegelfläcbe  0|a  parallel  sind, 
dfton  liegen  die  auf  diesen  Hanptstrahlen  befindlichen  Lichtpunkte,  denen 
homocentrische  Bildpunkte  entsprechen,  in  einer  durch  die  brechende  Kante Q 
gebeoden  Ebene  ß^o'  ^^^  ebenso  liegen  auch  diese  homocentrischen  Bild- 
paukte  in  einer  durch  die  brechende  Kante  Q  gehenden  Ebene  Q^^^  Da 
einem  Bündel  paralleler  einfallender  Hau ptstra bleu  ein  affines  BUnde!  paralleler 
BQstreteoder  Hauptstrahlen  entspricht  ^  so  ist  das  System  Gq  der  Lichtpunkte 
in  der  Ebene  Qg^  affin  dem  System  @0  der  entsprechenden  homocentrischen 
Bildpunkte  in  der  Ebene  SI^q. 

Die  Gesammtheit  der  Lichtpunkte  Jq. .<  auf  der  Kegelßäche  8|«  bilden 
auf  derselben  eine  Curve  f^  die  wir  die  räumliche  Homocentroide 
nennen  wollen.  Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Lichtpunkt  Pq  an ,  und 
legen  wir  durch  die  brechende  Kante  Q  und  diesen  Lichtpunkt  Pq  eine 
Ebene  QPq^  welche  die  räumliche  Homocentroide  T  in  einem  Punkt  A^ 
Kcbneidtn  möge,  so  erhalten  wir  den  einfallenden  Hauptstrahl  p^  der  dem 
Lichtpunkt  Pq  zugeordnet  ist  als  Parallele  zu  Jp0,  und  dem  Lichtpunkt  Pq 
ent^pricbt  ein  homocentrischer  Bildpuukt  ^q  auf  dem  austretenden  Haupt- 
straiil  |).  Wir  bekommen  so  zu  einem  räumlichen  System  ^J  von  Licht- 
pankten  ein  entsprechendes  rjtumliches  System  S^  von  homocentrischen 
Bildpunkten.  Wenn  aber  jene  Ebene  QP^  die  räumliche  Homocentroide  in 
mehreren  Punkten  schneidet,  so  ist  das  Entsprechen  der  Systeme  ÄJ,  ©^ 
mehrdeutig. 

Für  einen  Lichtpunkt  Ä  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  aQ   ist  in 
Figur  12  die  Strecke  Kjffl^   die  homocentrische  Differenz,  welche  wir  noch 
fecbnerisch  bestimmen  wollen* 
Es  ist 


A,0  /fost^y       A,e 


^0 


Homocentrisclie  Brechung  des  Lichtea  durch  das  Frisma, 


feroer 


und 


A,E  =  A^e  +  GE  =  wi^e  +  e= , 


Hiernach  ergiebt  sich  für  die  homoeentriacht  Differenz 

f>^  l        \  cos  fg         y   '     '         L\  cos  f^  /       \  cose^  /  J  I 
und  ftlr  ^1^2  =  0  folgt: 

1  „  (^^se^V 


8  = 


Hieraus    kanii    man    die  Gleichung   ftlr   die    räumliche   Honaoeentroiä 
ableiten  j  aber  die  Eecbnung  i&t  sehr  umständlich. 

V*  HomoeeDtTioität  bei  der  BrechEB^  der  I-ichtstrahlen 
dnrch  beliebig  viele  Prismen. 

Die  homocentrisehe  Brechung  der  Lichtstrablen  durch  beliebig  Tidl 
Prismen  tritt  ein ,  wenn  die  brechenden  Konten  derselben  parallel  sind  uid 
der  Durchgang  der  Lichtstrahlen  in  einer  Normalebene  erfolgt.  Der 
AUgemeinheit  wegen  nehmen  wir  an,  dass  die  Medien  an  den  beiden  Seiten 
eines  jeden  Prisma  verschieden  sind;  demnach  können  die  zwischen  den 
Prismen  befindlichen  Medien  auch  ata  Prismen  betrachtet  werden.  Es  bilden 
dann  die  Prismen  und  die  zwischen  liegenden  Medien  eine  Reihe  tob  Prismeo, 
die  mit  berührenden  Seiten  an  einander  stehen* 

Wir  betrachten  in  Fignr  14  zunßchat  nur  zwei  Prismen  >J/Q£//i 
Em^'^iVr  deren  brechenden  Kaoten  Q,  Q'  parallel  sind,  und  bezeicbnen 
die  Brechungalndices  an  den  Ebenen  QEt^  Ö^//,  ^Eim  QEir  gege^ 
die  Prismen  resp.  mit  n^ ,  it^ ,  n^ ,  n^.  Bei  dem  ersten  Prisma  sind  fQr 
eine  angenommene  Eicbtnng  der  parallelen  einfalienden  Hauptatrablen 
durch  die  Brechungsind ices  n^,  n^  die  Hauptstmhlen  IQ,  iQj  IQ  mit  den 
entsprechenden  Funkten  Z,  A^,  £j  in  bekannter  Weise  construirt  Bei  dem 
zweiten  Prisma  ist  die  Richtung  2' 9'  der  einfallenden  Hanptstrahlen  zn  \Q 
parallel  und  es  sind  in  gleicher  Weise  die  Hauptstrahlen  tQ\  k'Q\  l'Ö' 
mit  den  eotaprechenden  Punkten  L\  A',!  ^\  bestimmt. 

Ein  Gang  der  Hauptstrahlen  a,  a,  a,  a*,  a"  ergiebt  sich,  indem  wir 
dieselben  resp,  parallel  zu  ?)  Ä,  l,  k\  T  ziehen.  Nehmen  wir  nun  auf  dem 
Hauptstrahl  a  einen  beliebigen  Lichtpunkt  J.  an  und  ziehen  wir  die  Geraden  Ä  An 
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A)tt|«  V|Ap  A[9(j  bis  an  die  betreffenden  Hauptstrahlen  resp.  parallel  ^u 
XA||  A)2, 1  L'A\t  A\£',  1  so  erbaltan  wir  dadurch  zu  dem  Lichtpunkt  A 
den  entsprechenden  ersten  Bildpunkt  ^Ij  auf  dem  zugehörigen  austretenden 
Hauptstrahl  ü*.  Ziehen  wir  ferner  -4Aj,  A^^ljj,  ^IsAJ,  AJ9JJ  bis  an  die 
betreffenden  HaupUtrahlen  resp.  senkrecht  aufßJi?/,  QEjj^  QEm^  Q'^/ri 
eo  ergiebt  sich  zu  dem  Lichtpunkt  Ä  der  entsprechende  zweite  Bildpunkt  ^IJ 
anf  dem  austretenden  Hauptstrahl  a'.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  zu 
deo  Lichtpunkten  B^  C  auf  den  parallel  zu  a  einfallenden  Hauptstrablen  b,  c 
die  entaprechenden  ersten  and  zweiten  Bildpunkte  SBf»  fflj»  sowie  6J»  gj 
auf  den  austretenden  Hauptstrablen  &%  c*. 

Den  Lichtpunkten  ABC  im  System  S  entsprechen  demnach  die  ersten 
Bildpunkte  51pBj6J  im  System  ©J  und  die  zweiten  Bildpunkte  a;S3j6j  im 
Bjretem  ©J.  Diese  Systeme  S,  ©J,  ©J  sind  affin.  Die  Affinitätsachse  (jj 
der  Systeme  ©*,  @J,  die  durch  die  drei  Paare  entsprechender  Punkte 
IHJ'CJ'GJ'  und  SlfSPf^j  bestimmt  sind,  ergiebt  sich  durch  die  Schnittpunkte 
entsprechender  Geraden.  Dieser  Affinitätsachse  gj[,  welche  die  austretenden 
Häoptfitrablen  in  den  Punkten  ^o  ^^o  ^o»*  •  schneidet,  entspricht  im  System  S 
die  Gerade  ^q,  welche  die  einfallenden  Hauptstrahlen  in  den  Lichtpunkten 
^^jB^jCq,,,  schneidet,  zu  denen  die  homocentrische  Bildpunkte  31^33 J  ßj. , . 
Oren;  und  diese  beiden  Punktreihen  sind  tihnlieh. 

Anstatt  2U  jenen  Lichtpunkten  JB,  C  die  entsprechenden  ersten  und 
Tweiten  Bildpunkte  zu  constrairen,  erhalten  wir  einfacher  zu  den  Punkten  Q 
und  0,  wenn  wir  dieselben  als  Lichtpunkte  im  System  S  betrachten,  die 
entsprechenden  Lichtpunktpaare  OfOJ,  Iflf.  Wir  ziehen,  weil  ß  auf  dem 
io  das  zweite  Prisma  einfallenden  Hauptstrahl  l  liegti  die  Gerade ßQl"  parallel 
/;A',  bis  an  k*  und  Q*'Oj'  parallel  A\i\  bis  an  t";  ferner  ßQj,  QjOJ  resp. 
Mukrecht  Q'-K///,  QEjv*  Zu  dem  Punkt  Q,  in  welchem  der  HauptBtrahl  a 
das  erste  Prisma  trifft,  erhalten  wir  die  entsprecb enden  Bildpunkte,  weil 
ia  6  drei  entsprechende  Punkte  T,  T^,  T^  zusammenfallen,  indem  wir 
0ti»  IjTf,  TftJ  resp.  parallel  A,S,,  J/A',,  A\i\  und  93:,,  t^T?,  T,^  IJ 
retp,  senkrecht  QE/i^  ß'^///,  Q' E/v  ziehen.  Die  affinen  Systeme  S,  ©}',  ©J 
lind  dann  auch  durch  die  entsprechenden  Punkte  ^ß0,  aj'O^iy,  51JOJ1J 
bestimmt,  und  die  Affiöitlitsachse  g^  der  Systeme  ©t,  ©|  ergiebt  sich  durch 
die  Sdmittpnnkte  zweier  Paare  entsprechender  Geraden«  Es  schneiden  sich  die 
eDifprecbenden  Geraden  tfO*»  Ü'jSjJ  im  Punkt  UJ^  und  die  entsprechenden 
Gtfaden  ^ÄfCf,  ^^O;  im  Punkt  i)^  auf  der  Affinitätsachse.  Nehmen  wir 
fir  die  parallelen  einfallenden  Hauptstrablen  a,  b^  e  eine  andere  Richtung, 
dann  entspricht  derselben  eine  andere  Affinitätsachse  9^  und  eine  andere 
Otrade  ^«« 

Sind  nun  statt  der  zwei  betrachteten  Prismen  mehrere  Prismen  gegeben, 
echenden  Kanten  parallel  sind,  so  erhalten  wir  bei  einer  Anzahl 
*eii  durch  die  weitere  Fortsetzung  der  für  jene  zwei  Prismen 
Iruction  in  analoger  Weise  die  Affinitätsachse  gjf  der  beiden 


I 
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letzten  entsprechenden  affinen  Systeme  ©fi  ©J  nnd  die  entsprechende 
Gerade  ^q  in  dem  affinen  System  S  der  Lichtpunkte.  Die  Gerade  g^  ent- 
hält die  auf  den  parallelen  einfallenden  Hauptstrablen  liegende  Lichtpunkte, 
denen  homocentrische  Hildpunkte  entsprechen «  die  sich  in  der  Affinitäts- 
achse ^Q  befinden.     Hiernach  ergiebt  sich  der  Satz; 

Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  beliebig  viele 
Prismen,  deren  brechende  Kanten  parallel  sind,  liegen  die 
auf  parallelen,  in  einer  Norraalebene  einfallenden  Haupt- 
strahlen  befindlichen  Licht  punkte,  denen  homocentrische 
Bildpunkte  entsprechen,  in  einer  Geraden  ^^;  und  diese  homo- 
centrischen  Bildpunkte  auf  den  letzten  parallelen  austreten- 
den Hanptstrahlen  liegen  in  einer  entsprechenden  Geraden  gj. 

Einer  zu  ffQ  Parallelen  im  System  S  entsprechen  in  den  Systemen  <5J',  ©f 
Parallele  zu  gj;  demnach  entsprechen  den  Lichtpunkten  auf  einer  zu  ^^^ 
Parallelen  gleiche  homocentrische  Difierenzen. 

Wenn  insbesondere  die  Äffinitätsacbse  ^J  zu  den  letzten  austretenden 
Hauptstrahlen  parallel  ist,  dann  entspricht  derselben  im  System  S  eine 
Gerade  g^^  die  paiallel  zu  den  einfallenden  Uauptstrablen  ist.  Liegt  die 
Gerade  ^ij  so,  dass  sie,  als  einen  einfallenden  Hauptstrahl  betrachtet,  einen 
durch  alle  Prismen  gehenden  Strablengang  liefert,  dann  entspricht  in  diesem 
Falle  jedem  Lichtpunkt  auf  dem  einfallenden  Hauptstrabi  ^q  ein  homocentrischer 
Bildpunkt  auf  dem  zugehörigen  austretenden  Hauptstrabi  pj.  Auf  allen 
anderen  zu  g^  parallelen  einfallenden  Hauptstrahlen  giebt  es  keinen  im  End- 
lichen befindlichen  Lichtpunkt,  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspricht. 
In  den  affinen  Systemen  ©{',  @Jf  ist  dann  auf  jedem  austretenden  Haupt- 
strahl der  Abstand  zweier  entsprechender  Punkte  constant;  die  homo- 
centrische Differenz  ist  demnach  in  diesem  Falle  unabhängig  von  der  Lage 
des  Lichtpunktes  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  und  proportional  dem 
Abstände  dieses  Hauptstrahles  von  dem  Hauptstrabl  g^^  Wenn  die  Prismen 
sich  in  demselben  Medium  befinden ^  tritt  dieser  Fall  beim  Minimum  der 
Ablenkung  ein,  wie  Herr  A.  Gleichen  a.  a.  0.  bewiesen  hat. 

Die  im  obigen  Satze  enthaltenen  Beziehungen  sind  in  jeder  Normal* 
ebene  vorhanden  und  demnach  liegen  die  Lichtpunkte  auf  allen  parallelen 
einfallenden  Hanptstrablen,  die  zu  einer  Normalebene  parallel  sind,  in 
einer  Ebene  g^  und  die  zugeht^rigen  homocentrischen  Bildpunkte  in  einer 
Ebene  {ij.  Da«  System  G^  der  Lichtpunkte  tu  der  Ebene  g^  und  System  ®J 
der  entsprechenden  homocentrischen  Bildpunkte  in  der  Ebene  ^^  sind  affin, 
weil  dem  Btlndel  der  parallelen  einfallenden  Hauptstrahlen  das  BUndel  der 
parallelen  austretenden  Uauptstrablen  affin  entspricht. 

Die  Untersuchung  der  homocentrischen  Brechung  durch  die  Linse,  bei 
der  zweien  Lichtpunkten  eines  einfallenden,  die  Linsenachse  schneidenden 
Hauptstrahles  homocentrische  Bildpunkte  entsprechen,  wollen  wir  in  eintti 
anderen  Abhandlung  mittheilen. 


VI. 


üeber  die  Wendepole  einer  kinematischen  Kette. 

Von 

Prof,  F,  Wittenba u  ER 

In  OrAx. 
Hierau  Taf,  IV  Fig.  1—12, 


POr  das  Studium  der  gegenseitigen  Bewegungen  der  Glieder  einer 
ftbenen  kioematischeii  Kette  erscbeint  es  von  Bedeiitnng,  Conatractionen 
fOr  die  Wendepole  dieser  Bewegungen  zu  kennen.  Denn  neben  den  Dreb^ 
polen  der  momentanen  Bewegung  spielen  die  genannten  Punkte  eins  wich- 
(ige  Bolle  ZnnScbst  in  rein  geometrischer  Hinsicht ^  denn  die  Kenntnlsö 
des  Wendepoles  führt  bekanntlich  mit  Hilfe  einer  sehr  ein  Fachen  Con- 
stTDCtioD  zu  den  Krümmungämittelpunkten  den  Bahnen,  welche  die  Funkte 
des  eioen  Gliedes  in  Bezug  auf  ein  anderes  beschreiben. 

In  zweiter  Linie  aber  dient  der  Wendepol  mit  zur  Bestimmung  des 
Beäcbleanigungszustandes ,  in  welchem  sich  zwei  Glieder  gegen  einander  be- 
finden; denn  der  Kreis ^  der  über  der  Verbindungslinie  des  Drehpolea  mit 
dem  Wendepol  als  Durchmesser  gezogen  wird,  enthält  bereits  den  Be^ 
»ohleaoigungspol  jener  relativen  Bewegung. 

WShrend  es  Aufgabe  der  vorliegenden  Arbeit  ist,  die  Construction 
der  Wendepole  einer  kinematischen  Kette  zu  lehren ,  soll  die  Anwendung 
auf  die  Ermittelung  der  Bescbleunigungepole  einer  Kette  in  einer  späteren 
Abhandlung  gezeigt  werden. 

1.  In  metner  Untersuchung  über:  „Die  Wendepole  der  absoluten  und 
der  relativen  Bewegung**  *  habe  ich  die  Construction  des  Wendepoles  für  die 
rewiltirende  aua  zwei  Bewegungen  eines  ebenen  Systems^  der  führenden  nnd 
der  geführten  Bewegung,  gelehrt.  Hierbei  wurde  zunächst  die  Annahme  ge- 
macht^ dass  die  Winkelgeschwindigkeiten  beider  Bewegungen  in  den  beiden 
aof  eioander  folgenden  Zeitelementen  unveränderlich  bleiben.  Des  besseren 
VeratlndniBses  halber  möge  die  dort  mit  Hilfe  des  barjcentriscben  Caleuls 
^ffröndete  Construction  nochmals  kurz  erwähnt  werden. 
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lieber  die  Wendepole  einer  kineroatisoben  Kette. 


BeÄeichuen  0|g  0^^,  J,j  Jjg  die  Drehpole  und  die  Wendepale  der 
führenden  Bewegung  des  SjstemeB  2  in  dem  (ak  fest  zu  denkenden)  System  1 
beziehungsweise  der  geführten  Bewegung  des  Syetemea  3  im  Systeme  2»  so 
ergiebt  sieb  nüiev  Zugrundelegung  obiger  Voraussetzung  der  resultirende 
Wendepol  J^jg  aus  dem  resultirenden  Drehpole  0,g  durch  folgende  einfache 
Construction  (Taf,  IV,  Fig.  1 ) : 

Man  ziehe  die  Linien  O^^J^^,  ^aa^^iti  ^^li'^sja*  ferner  O^^K  \\  0^^J^^ 
0^^L\\  O^^J^^r  ^M\\0\^O^^f  NJ^^^WLK,  80  giebt  der  Schnitt  der  Linien 
MK  und  JVJ^ia  den  gesuchten  Wendepol  J^^^, 

Kebrt  man  die  beiden  gegebenen  Bewegungen  um  ,  so  ändern  zwar 
die  Drebpole  ihre  Lage  nicht ,    die  Wendepole  J^Jf^  hingegen  geben  über 


in  Jji  J^j ,   wobei   0,^  =  0^^ 
JgjJg^  balbirt 


die  Strecke  J^^J^^ 


und  Oj3  ^  C?3g  die  Strecke 


Führt  man  für  diese  umgekehrten  BeweguDgen  die  Con* 
struction  des  Wendepoles  wieder  durch  (Fig.  2)»  wobei  jetzt  J^^  deo  Weode- 
pol  der  führenden r  J^,  jenen  der  geführten  Bewegung  bedeutet,  so  ergiebt 
sieb  der  Wendepol  J^gj  des  Systemes  1  in  Bezug  auf  das  als  fest  gedachte 
System  3.  Da  diese  Bewegung  die  Umkehrung  der  vorhin  resuUirendea 
ist,  so  muss  der  Punkt  O^^^O^^  die  Strecke  J",gJ*^ai  halbiren. 

Man  beacbte  also  folgende  Regel :  Aus  dem  Wendepol  /„,  n  der  führeoden 
und  jeoem  Jnp  der  geführten  Bewegung  liefert  die  angegebene  Conatructioii. 
den  Wendepol  tPmp-  WM 

Geht  die  Bewegung  des  führenden  Systemes  in  eine  durch  zwei  Zeit- 
elemente dauernde  Rotation  um  denselben  Drehpol  Über,  so  fallen  für  die&o 
Bewegung  Drebpol  und  Wendepol  zusammen  und  die  Construction  Yer-^ 
einfacbt  sich  wesentlich  (Fig,  3).     Man  ziehe  dann  0^^J^^,  mache 


0,,K 


OijJ^s. 


0,,K 


OuJ't». 


80    ergiebt    der   Schnitt   von    0^3^ if 


Jji    mit    Oj^i/^jj    den    gesuchten    Wende - 
pol  J^,^. 

Sind  die  Bewegungen  beider  Systeme  dauernde  Rotationen  ,  so  falten 
JifJ^  beziehungsweise  mit  O^^O^^  zusammen;  man  verbinde  dann  (Fig.  4) 
0||0g^0jg  mit  einem  beliebigen  Punkt  A",  ziehe 


0^,L 


\0,,K,     LJ\,\\KO,^, 


SO  giebt  der  Schnitt  der   Linien  LJ^^  und  O^^O^   den  gesuchten  Wende- 
pol  J\y 

Für  die  Umkehrung  der  Bewegungen  vertauschen  die  führende  uod 
die  geführte  Bewegung  ihre  Rollen;  die  ConstructioE  von  tP^^  erfordert 
dann  die  Linien  O„L'\\0,,K,    L'A,\\KO„. 

2.  Allerdings  sind  alle  diese  Constructionen .  wenige  Ausnahmen  ab- 
gerechnet j  nur  fUr  den  Fall  richtig,  dass  die  Winkelgeschwindigkeiten 
beider  Systeme  während  beider  Zeitelemente  keine  Aenderung  erleiden. 
Alleio   ich   habe   in   der   früher   erwähnten  Abhandlung   bereits  angegeben, 
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wie  m&ü  bei  beliebiger  Veränderlichkeit  der  Winkelgeschwindigkeiten  den 
Wendepol  J^^  findet,  wenn  derjenige  J^jj  für  unverÖDderliche  Winkel- 
giächwindigkeiten  bereits  constrairt  ist.  Die  beiden  Wendepole  J^,^  und  J^^J^ 
liegen  nämlich  in  einer  Senkrechten  auf  die  Polgerade  OjgO^g  und  zwar 
sind  m  toq  einander  um  die  Strecke 

^  =  ^^ 

CO  ,8 

eotfenit  Hierin  bedeutet  m^^  die  resnltirende  Winkelgeschwindigkeit»  l^^  die 
resultireDde  Winkelbeschleunigung  und  h  die  Eötfernong  der  Punkte  0^^ 
und  ^^ ,  wobei  ^j^  durch  den  barycentrischen  Äusdnick 

gegeben  ist  ^»3  *  ^i»  ^  *i*  *    **  "^  ^a '    »» 

?an  grösster  Wichtigkeit  für  yorliegenden  Zweck  ist  nun  der  aus 
otnger  Bemerkung  flies^ende  Satz: 

Alle  Wende  pole  J^g,  die  zu  fünf  Punkten  öj^Ö^a^isj  ^la*^« 
gehÖrenj  liegen  in  einer  znr  Polgeraden  senkrechten  Geraden. 

Deun ,  ohne  die  Strecke  ß  zu  eonslruiren ,  wird  es  nach  obigem  Satze 
in  den  meisten  Fällen,  wo  es  eich  um  die  Bewegungen  der  Glieder  einer 
kiDemaÜfiehen  Kette  handelt,  möglich  sein,  zwei  Gerade  anzugeben,  in 
denen  der  resnltirende  Wendepol  liegen  muss.  Hierbei  ist  nach  folgendem 
Scbema  «a  verfahren: 

Sind  Yon  vier  bewegten  Systemen  mnpq  ausser  den  Drehpolen 


0      0 


>  0, 


Docb  die   vier  Wendepole    JmnJnpJmqJpq    gegeben,    so    findet    man   den 
fänftän  Wendepol  J^p  nach  demselben  Schema,  das  heisst,  es  ist 


*f  mg  vfj p 


>J^ 


Hut  sucht  oSmlich  aus  JmnJnp  »«ch  Construction  Figur  1  den  Punkt 
J^B^nnd  ftlllt  von  diesem  Punkte  eine  Senkrechte  auf  die  Polgerade  Omnpnp'^ 
sodann  führt  man  dasselbe  mit  den  Wende  polen  JmqJqp  in  Bezug  auf  die 
Polgerade  O^^O^p  durch j  wo  die  beiden  Senkrechten  sich  schneiden,  be- 
findet eich  der  resnltirende  Wendepol  /m|,. 

3.  Eine  Anwendung  dieses  Vorganges  auf  die  Wendepole  des  Kurbel- 
ficreckes  wird  ihn  völlig  klar  machen, 

ßehafs  Constroction  des  Wendepoles  J^^  des  Gliedes  3  in  Bezug  auf 
das  ab  rnbend  gedachte  Glied  l  {Fig.  5)  construire  man  auf  den  Pol- 
geraden 0,j  0,3  und  Oj^  0^3  nach  Figur  4  die  Funkte  J^jg ,  wobei  der 
Punkt  K  im  Schnitte  der  Glieder  1  und  3  gewählt  wurde.    Man  ziehe  also 

wd  errichte    in     den   beiden  Punkten  J^n    die  Senkrechten    auf  die  Pol- 


_^:^ 
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geraden  Oj^Oss  ^^^  ^i4^48*  ^^^  Schnitt  beider  Senkrechten  ist  der  ge- 
snchte  Wendepol  «/"jg.* 

Figur  6  zeigt  die  Constraction  des  Wendepoles  J^^  für  die  umgekehrte 
Bewegung,  das  heisst  bei  festgehaltenem  Gliede  3.  Es  mnss  wieder  O,, 
in  der  Mitte  zwischen  J^^  und  J^^  liegen. 

In  ebenso  einfacher  Weise  sind  die  Wendepole  der  meisten  kinematischen 
Ketten  zu  bestimmen  und  zwar  lässt  sich  im  Allgemeinen  sagen,  dass  oben 
erwKhntes  Verfahren  stets  in  allen  jenen  FKllen  zur  Kenntniss  der  Wende- 
pole führen  wird,  in  welchen  sich  die  Configuration  der  Drehpole  durch 
einfaches  Ziehen  von  Polgeraden  ergiebt.  Es  kann  für  diese  Constructionen 
sogar  dasselbe  Zifferschema  dienen,  welches  zur  Ermittelung  der  Drehpole 
benutzt  wird,  nur  muss  hier  auf  die  Reihenfolge  der  Ziffern  sorgfältig 
geachtet  werden,  da  die  Vertauschung  derselben  eine  ümkehrung  der 
Bewegung  bedeutet. 

um  z.  B.  in  der  von  Burmester  als  W attischer  Mechanismus  be- 
zeichneten Kette  (Fig.  7)  den  Wendepol  J^^  zu  construiren ,  ermittle  man 
zunächst  durch  Ziehen  von  Polgeraden  den  Drehpol  O^^,  sodann  nach 
Figur  5  die  Wendepole  J^^  und  J^  und  hieraus  nach  dem  Schema 

T     T    ^     ^^ 

«'64«' 41 

mit  Benützung  der  Constructionen  Figur  1  und  3  den  Wendepol  J^i. 
Hierbei  sind  die  Wendepole  J^  und  J^^  identisch  mit  den  Drehpolen  O53 
und  O4,. 

Behufs  Ermittelung  des  Wendepoles  cT'is  in  der  durch  Figur  8  dar- 
gestellten Kette  suche  man  zunächst  nach  Figur  5  die  Wendepole  /jg  und 
(7ss;  dann  liefert  das  Schema 

^\A  Ja* 


>Jl3 


den  gesuchten  Wendepol  J^^  im  Schnitt  der  durch  die  Punkte  tP^^  auf  die 
zugehörigen  Polgeraden  0^,0^,  O^^O^  errichteten  Senkrechten.  Hierbei 
sind  wieder  die  Constructionen  Figur  1  und  3  zu  verwenden. 

4.  In  jenen  Fällen ,  in  welchen  sich  die  Polconfiguration  nicht  durch 
einfaches  Ziehen  von  Polgeraden  erreichen  lässt,  versagt  auch  die  so  ein- 
fache Construction  der  Weudepole  zum  Theile,  das  heisst,  sie  liefert  ge- 
wöhnlich nur  eine  Gerade,  in  der  der  gesuchte  Wendepol  liegt. 

Hier  muss  nun  wenigstens  ein  Wendepol  mit  Hilfe  anderer  Mittel 
gefunden  werden,  die  jetzt  besprochen  werden  sollen.  Die  Mittheilung 
derselben  giebt  Gelegenheit,  einige  interessante  Eigenschaften  der  Wende- 
pole zu  erwähnen. 

*  Vergi.  L.  Burmester:  „Lehrbuch  der  Kinematik^,  I.  Bd.  8. 1S8. 
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Wir  betrachten  wieder  drei  ebene  Systeme;  das  als  rubead  gedachte 
System  1 ,  das  fahrende  2  nnd  das  von  diesem  geführte  3.  0^^  0^^  0^^  seien 
die  Drehpole,  /is*^^a«^i3  ^*^^  zugehörigen  Wendepole,  letzterer  nach  Figur  1 
coQstrttirt,  also  ohne  Bertlcksicbtigung  der  Winkelbeschlennigungeo,  Dieser 
Weadepol  J^,j  hat»  wie  ich  in  der  oben  erwähnten  Abhandlung  gezeigt 
bftbe,  den  barycentrisrhen  Äusdnick 

worin  odijiDyjOjj  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  drei  Systeme  um  die 
betrefenden  Drehpole  bedenten.  Es  ist  also  /^jg  der  Schwerpunkt  der 
drei  Püökt«  tTjjJj^ 0^3,  wenn  in  ihnen  die  Gewichte  co'jj,  0*^3  und2o)jgW,3 
angebracht  werden. 

Keont  man  nun  eine  Gerade  ij^  (Pig,  9),  auf  welcher  der  Wendepol  J^^ 
liegt»  80  gewinnt  man  diesen  durch  Ziehen  der  Geraden  Ji^J^^^  senkrecht 


in  0,jO„. 


Verändern  wir  jetzt  die  Lage  des  Wendepoles  J^^^  während  J^^  und 
Oh  dieselben  bleiben,  so  verändert  auch  J^^^  seine  Lage  am d  zwar  nach  den 
GesetzcD  des  Schwerpunktes  in  ähnlicher  Weise  wie  /jj.  Bescbreiht  ins- 
besondere /^j  eine  Gerade  i^jj  so  durchschreitet  J\^  eine  parallele  Gerade  i^ja 
in  Ibnlichcr  Punk  treibe.  Zwei  entsprechende  Punkte  /jg  nnd  J^j^  liegen 
aaf  demselben  Strahl  eines  Büschels,  dessen  Scheitel  S  auf  der  Linie  Oy^/yg 
liegt  und  den  barycentrischen  Ausdruck  hat: 


8  ^  w,a*^is  +  2», 


ii  •  ^83 1 


denn  der  oben  angeführte  Ausdruck  für  /^j^  kann  auch  geschrieben  werden: 
An  ^  ^\i^u  +  (^\i  +  2Q>„W3fs),fir. 

Da  die  entsprechenden  Punkt©  /|,  und  J^j^  in  Strahlen  öjg  senkrecht 
lu  OjjOjj  liegen,  so  durchschreitet  auch  J^^  gleichzeitig  eine  Punktreihe 
Mf  tjj,  welche  den  von  J^,g  und  /jj  beschriebenen  ähnlich  ist 

Sucht  man  nun  umgekehrt  aus  J^^  und  J^^  den  Wendepol  Jy^  der 
resnUirenden  Bewegung,  so  Bndet  man  durch  Construction  nach  Figur  l 
zDüSchat  den  Punkt  J^i^^  der  mit  J^^  m  einer  Senkrechten  cTj^  auf  der 
Folgeraden  liegen  muss. 

»r*,|  hat  den  baryceutrischen  Ausdruck: 

Beschreibt  somit  /,3  eine  Gerade  {j^,  so  durchschreitet  J^jg  die  parallele 
Gende  i^i,  in  ähnlicher  Punktreihe,     Da 

ist,  SO  kann  obiger  Ausdruck  auch  geschrieben  werden: 

worin  S  denselben  Ausdruck  hat  wie  oben. 


96  lieber  die  Wendepole  einer  kinematischen  Kette. 


Zwei  entsprechende  Punkte  J^j,  ^^^  <^i8  ^^^E^^  somit  anf  demselben 
Strahl  eines  Büschels »  das  seinen  Scheitel  wieder  in  8  hat. 

Hieraas  folgt  nun  eine  einfache  Constmction  des  Wendepoles,  wenn 
der  Punkt  8  und  von  den  vier  Geraden  ijs^^is^'is^^is  ^^^^  bekannt  sind.  Um 
z.  6.  zu  /j2  den  zugehörigen  Punkt  J^g  zu  bestimmen,  ziehe  man  den 
Strahl  iS/ig,  der  die  Gerade  f^^^  in  J^^^  schneidet,  und  durch  diesen  Punkt 
den  Strahl  a^^  bis  zum  Schnitte  J^^  mit  i^^.  Oder  man  zieht  durch  «7*1^  den 
Strahl  a^o  bis  zum  Schnitte  tP^^  mit  i^j,  >  sodann  schneidet  der  Strahl  8J^i^ 
die  Gerade  ijg  in  J^^, 

Von  Wichtigkeit  ist  femer  die  Bemerkung ,  dass  die  von  den  Strahlen 
aji  und  a|3  gebildeten  Parallelbüschel  Khnlich  sind.  Ihr  im  Endlichen 
liegender  Doppelstrabi  geht  durch  8,  er  schneidet  die  Geraden  i^^  und  i^^ 
in  zwei  entsprechenden  Wendepolen  J^^  und  Ji^ 

Lässt  man  statt  J^^  den  Wendepol  J^^  der  geführten  Bewegung  seinen 
Ort  auf  einer  Geraden  i^^  verKndem;  so  gelangt  man  auf  demselben  Wege 
zu  ganz  analogen  Resultaten.  Nur  liegt  jetzt  der  Scheitel  fif|  der  beiden 
Strahlenbüschel  nfcht  mehr  auf  einem  Durchmesser  des  Wendekreises,  wie 
früher,  sondern  auf  der  Geraden  Ogs^^ii  ^^^  ^^^  ^®°  Ausdruck: 

Si  =  o>|sc7|s  +  2a>„.0g3. 

5.  Die  Resultate  des  vorigen  Artikels  führen  nun  zur  Lösung  einer 
Aufgabe,  welche  für  die  Constmction  der  Wendepole  von  principieller 
Wichtigkeit  ist. 

Es  seien  (Fig.  10)  von  vier  Systemen  1,  2,  3,  4  sämmtliche  Drehpole 
und  die  Wendepole  der  ersten  drei  Systeme  Ji^Js%J%i  gegeben;  von  den 
Wendepolen  des  vierten  Systemes  J^iJ^  J^^  sei  nur  bekannt,  dass  sie 
beziehungsweise  auf  den  Geraden  i^x^i^hz  l^^g^^*   ^^^  suche  diese  Wendepole. 

um  einen  derselben,  z.  B.  J^^  zu  ermitteln,  nehme  man  auf  i^,  zunftchst 
einen  beliebigen  Punkt  W^^  an,  betrachte  ihn  als  Wendepol  und  bestimme 
mit  Hilfe  der  Punkte  0^^  0^^  O^p  W^<^J^i  und  der  Geraden  i^^  den  auf  derselben 
liegenden  Wendepol  W^i ;  sodann  suche  man  auf  dieselbe  Weise  mit  Hilfe 
der  Punkte  O^^O^^O^^  ^41(^13  "°^  der  Geraden  t^  den  auf  dieser  liegenden 
Wendepol  W^^\  endlich  aus  O43O32O42,  W^^J^^  und  der  Geraden  i^  den 
auf  ihr  liegenden  Wendepol  (TF^j). 

Nun  nehme  man  auf  i^^  einen  zweiten  beliebigen  Punkt  W\,^  an  und 
ermittle  in  analoger  Weise  auf  den  Geraden  i^iii^i^i  die  entsprechenden 
Punkte  W\,W\,(W'„). 

Nach  Artikel  4  sind  die  auf  den  Geraden  i  liegenden  Punktreihen 
W^^W\^,  W^^W\^,  W^W\^.  (Tf,8)(TF'J  ähnlich.  Die  erste  und  letzte 
dieser  Punktreihen  liegen  auf  derselben  Geraden  t^^f  ^^^  ^^  Endlichen  ge- 
legener Doppelpunkt  wird  der  gesuchte  Wendepol  J^^  sein. 

Die  Parallelstrahlenbüschel  a,  welche  die  beiden  ähnlichen  Punktreihen 
anf  «4,  projiciren,   schneiden  sich  in   einer  Geraden  is,  weldw  duroh  dea 


Von    Prof.  F.  WiTTBNBAtJfjn. 


D^^ppeJpoiiU   gebt   und   somit  in  ihrem  Schnitte  mit  in  den  Wendepol  J^^ 

Da  die  Punktreiben  Ji^W^^W\^,  '^n^n^uf  'Im^i^Wm  ähnlich 
sind,  so  ergeben  sich  jetzt  die  beiden  anderen  Wendepole  J^itTjg  in  ein- 
factster  Weise. 

Die  hier  auszuführenden  Constractionen  sind  einfacli  und  übersichtlich; 
sie  können  durcb  die  Benützung  der  im  vorigen  Artikel  gewonnenen 
Keäultate,  insbesondere  der  Eigenschaften  des  Punktes  S^  in  Yortbeilhaftier 
W«iäe  abgekürzt  werden. 

6.  Die  soeben  behandelte  Aufgabe  gestaltet  sich  viel  einfacher,  wenn 
fOB  den  drei  Systemen  1,  2,  3  zwei  Panre  derselben  dauernde  Rotationen 
geg^  einander  ausführen.  Es  würde  £•  B.  (Fig.  11)  unter  Beibehaltung 
der  sonstigen  Verhältnisse  J^^  mit  O^g,  J^^  mit  0^3  zusammen  fallen. 

Errichtet  man  jetzt  in  O^g  eine  Senkrechte  auf  0^^  0^^ ,  so  schneidet 
dieselbe  die  Geraden  ♦44!^,  bereits  in  entsprechenden  Punkten,  da  der 
Punkts  (Artikel  4)  hier  mit  0,^  zusammenfällt. 

Bei  der  Construction  von  W^^  aus  W4,  ergiebt  sieb  zunöchst  nacb 
Fi^r  1  W^43,  sodann  durch  Ziehen  der  Linie  TF^W^^  X  ö^i  0^  bis  zum 
Schnitte  mit  i^g  der  Punkt  W^^^.  Mit  Hilfe  dieses  Punktes  wird  hierauf 
der  auf  t\j  gelegene  Punkt  (W^^)  constmirt. 

Eine  zweite  Gruppe  entsprechender  Punkte  W^  kann  zweckmässig  in 
folgender  Weise  ermittelt  werden: 

Verbindet  man  W^^  mit  W'^^g,  so  schneidet  diese  Gerade  den  Wende- 
durchmesser  O^^Jy^  in  S  (Artikel  4),  Die  Senkrechte  durch  S  anf  O^^O^ 
schneidet  die  Geraden  i^^i^^  in  entsprechenden  Punkten  W\iW\^\  aus  diesen 
worden  dann  mit  Benützung  der  Figur  3  die  Ponkte  W\^  und  {W\f) 
beKtijnmt 

Der  Schnitt  der  auf  diese  Weise  gefundenen  vier  Strahlen  0,  die 
Gerade  71,  schneidet  i^^  im  Wendepol  J'4,. 

Die  beiden  anderen  Wendepole  J^iJ^^  können  in  zweifacher  Weise 
gefonden  werden:  entweder  durch  Üebcrtragen  des  Aehnlichkeitsxprhiiltnisses 
auf  die  Geraden  i^^  %j^  oder  durch  Benützung  der  Construction  Figur  3. 

7.  Der  soeben  beschriebene  Vorgang  kann  für  die  Bestimmung  der  Wende- 
mancher  kinematischen  Kette  verwendet  werden,  für  welche  die  Anfangs 

erwlhnten  einfachen  Constructionen  nicht  oder  nur  zum  Theile  anwendbar  sind. 
Hierher  gehört  z.  B.  die  von  Burmester  als  DreispannmechanismuB 
bezeichnete  kinematische  Kette  (Figur  12],  um  hier  die  Wendepole  des 
Sjstenaes  4  in  Bezog  auf  die  Systeme  1 ,  2,3  zu  ermitteln ,  bestimme 
man  zuDächst  nach  dem  von  Burmester  angegebenen  Verfahren/^  die 
Drebpole  O^Oj^^O^^^  sodann  nach  Figur  5  den  Wendepol  J^^\   die  Wende- 


B. 


♦  VergJ,  Bormester:  ,,Lehrbuch  der  Kinematik '\  I,  Bd,  S.  466. 
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|)ole  c7|s   und  J^  fallen    mit  den  Drehpolen   0^^  und  0^  zusammen.     Die 
Geraden  «41^42^43  erhftlt  man  mit  Construction  (Fig.  4)  aus: 

Ö45  0ßi04i t^j, 

O46O6JÖ4, »4,, 

Ö47O78O48 «4». 

Sodann  kann  die  im  vorigen  Artikel  beschriebene  Construction  der 
Wendepole  /4i«^43«^4s  durchgeführt  werden. 

Ausser  den  zehn  gegebenen  Drehpolen,  die  zugleich  Wendepole  sind, 
den  Wendepolen  J^J^^^  deren  Construction  Figur  5  lehrt,  und  endlich  den 
soeben  gefundenen  Wendepolen  J^iJ^^J^^  giebt  es  in  dieser  Kette  noch  13 
unbekannte  Wendepole  (von  den  Wendepolen  der  umgekehrten  Bewegung 
abgesehen).  Die  Bestimmung  derselben  kann  entweder  direct  mit  Hilfe 
des  oben  geschilderten  Vorganges  oder  aus  den  bereits  bekannten  Wende- 
polen geschehen.  Um  z.B.  den  Wendepol  Jg,  zu  finden,  suche  man  die 
Drehpole  Og^O^Ogg,  die  Wendepole  J^^  und  /^g,  sodann  die  Geraden  %tH8*58 
nach  dem  Schema:        n    n    n 

^61  ^li^M  '  •  •  •  •  •  *62  > 
^61  ^13  ^M>  -^13  •  •  •  *6S» 
OäI  Ö,8  Ögg »58 

und  führe  nun  wieder  die  Construction  des  vorigen  Artikels  durch. 

Oder  auf  indirectem  Wege:  man  ermittle  die  Linien  i^^  und  i'52  nach 
dem  Schema:  n    n    n 

^61  ^If  ^52  ....       *58 , 

^64^42  ^62»    •'42    •       •       •       *62* 

Ihr  Schnittpunkt  ist  der  gesuchte  Wendepol  J^^. 

8.  C.  Bodenberg  hat  in  einer  ausgezeichneten  Arbeit:  „Die  Be- 
stimmung der  quadratischen  Verwandtschaft  der  Krümmungs- Mittelpunkte 
zweier  Glieder  einer  ebenen  kinematischen  Kette'*  gelehrt.  Obwohl  unsere 
Arbeiten  von  völlig  verschiedenen  Gesichtspunkten  ausgehen  und  auch  die 
Methode  d^r  Untersuchung  eine  andere  ist,  so  dürften  die  Resultate  beider 
doch  geeignet  sein,  sich  zu  ergänzen.  Man  kann  mit  Hilfe  der  bekannten 
quadratischen  Verwandtschaft  der  Krümmungs  -  Mittelpunkte  ebenso  leicht 
die  Wendepole  bestimmen,  als  man  umgekehrt  aus  den  Wendepolen  die 
quadratische  Verwandtschaft  ermitteln  kann.  Welche  Methode  rascher  zum 
Ziele  führt,  lässt  sich  nicht  allgemein  entscheiden.  So  ist  z.  B.  für  die  in 
Figur  8  gezeichnete  Kette  der  Wendepol  einfacher  zu  finden  wie  die  qua- 
dratische Verwandtschaft  nach  Rodenberg's  Methode;  beim  Dreispann- 
mechanismus  (Figur  12)  dürfte  das  Gegentheil  eintreten. 

*  Zeitschrift  des  Architekten-  und  Ingenieur -Vereind  zu  Hannover,  1890. 
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neunten    Punktes    zu    acht  Grundpunkten  eines 

Büschels  von  Curven  dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Ohr.  Beyel 

in  Zürich. 


Hierzu  Tafel  V  Figur  1—8. 

Wir  haben  gezeigt*,  wie  zwei  bestimmte  Recipi'oci täten  (NuPaysteme) 
der  Ebene  2u  einer  Curve  dritter  Ordnung  führen.  Die  Curve  erscheint 
gleicbam  als  Leitlinie  dieser  Eeciprocitliten.  Damit  tritt  ihre  Darstellang 
iji  Analogie  mit  derjenigen  der  Kegelschnitte  aus  dem  Polaräysleme. 

Wir  wollen  nun  beweisen,  daaa  jede  beliebige  Curve  dritter  Ordnung 
darch  %wei  Nullsysteme  dargestellt  werden  kann.  Der  Beweis  ist  erbracht, 
wean  wir  neun  in  allgemeiner  Lage  befindliche  Punkte  einer  Corve  dritter 
Ordnung  geben  und  aus  ihnen  2wei  Eeciprocitäten  ableiten,  durch  welche 
sich  diese  Curve  hervorbringen  lässt, 

l,  XYZ^  AB^  A\Biy  M^  N  seien  die  neun  in  allgemeiner  Lage 
gegebenen  Punkte  der  Curve  dritter  Ordnung  C^,  Wir  wählen  zwei  von 
ihnen  —  AB  —  ala  Grundpunkte  der  einen  Reciprocität  und  xwei  weitere 
—  i(B|  —  als  Grundpankte  der  auderen,  XYZ  sei  ein  Punktetripel  der 
jtwei  R^ciprocitäten.  Legen  wir  dann  durch  AB  XYZ  einen  Kegelschnitt  K^ 
Did  durch  AiBfXYZ  einen  Kegelschnitt  Z*^^ ,  eo  treff'en  Fleh  diese  Kegel- 
iclmilte  in  einem  vierten  Punkte  P,  zu  dem  das  Tripel  X  YZ  zugeordnet 
bt.**  Der  Kegelschnitt  K^  schneidet  (7*  in  einem  sechsten  Punkte  C. 
K\  trifft  C^  in  einem  sechsten  Punkte  C,.  Diese  zwei  Punkte  00^  bilden 
rwp.  mit  ABt  AiB^  die  Grundpunktdreiecke  der  zwei  Reciprocititen 
(ÄBGä)  {A,  B^  0,  Aj).    Wir  suchen  CC,. 


•  In  der  Abhandlung:   ,»DarBtellung  der  Curven  dritter  Ordoung  und  Klaese 

Aus  iwei  Reciprocitilten.**     Sc hlö milch,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Pbyaik 

^.^,   1S9*H,  8.  65  flg.    An  jene  Abhandlung  scbliesst  eich  die  folgende  aU  C?au. 

••  Loco  citato  pag.  68, 

7^ 
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Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  H  auf  K^ 
aus.  Dieser  bestimmt  im  Allgemeinen  mit  den  acht  Punkten  X  TZ^  A  Bf 
ÄiB^^  M  eine  Curve  dritter  Ordnung  C^m*  Sie  lässt  sich  durch  zwei 
Reciprocitäten  Bm^  Bm\  darstellen ,  in  denen  das  Tripel  X YZ  dem  Punkte  P 
zugeordnet  ist.  ABH  sind  die  drei  Grundpunkte  der  einen  Beciprocität. 
Ai  Bi  sind  zwei  Grundpunkte  der  anderen.  Der  dritte  Hi  m  liegt  auf  K^^ 
und   wird   durch   folgenden   Gedankengang  gefunden: 

Wir  suchen  in  der  ersten  Reciprocität  zu  M  die  entsprechende  Linie  m. 
Wir  benutzen  dazu  den  Kegelschnitt  durch  AB  HM  und  X.  Er 
schneidet  aus  der  Geraden  XP  —  sie  sei  mit  p  bezeichnet  —  einen  Punkt  Sm 
von  m.*  Construiren  wir  jetzt  auf  allen  Geraden  durch  Sm  die  entsprechenden 
Punkte  in  der  Beciprocitftt  l^mi»  so  liegen  diese  Punkte  auf  einem  Kegel- 
schnitt durch  AiB^Him  und  Sm*  Nun  entsprechen  die  Geraden  fit,  p  den 
resp.  Punkten  üf ,  X  in  beiden  Reciprocitäten  BmBmi»  weil  die  Punkte 
üf,  X  auf  C^m  liegen.  Daraus  folgt,  dass  der  zuletzt  erwähnte  Kegel- 
schnitt auch  durch  M  und  X  geht.  Folglich  ist  er  durch  A^  B^  Sm  M  und 
X  bestimmt  und  schneidet  aus  JT^^  den  Punkt  £im* 

Lassen  wir  an  Stelle  von  M  den  Punkt  N  treten,  so  wird  durch 
XTZ^  ABH,  AyB^N  eine  Curve  C\  festgelegt.  Auch  diese  lässt  sich 
durch  zwei  Reciprocitäten  BnBnx  darstellen.  Die  eine  hat  J. J9H  zu  Grund- 
punkten; die  andere  A^Bx  und  einen  auf  K^^  liegenden  Punkt  Hm.  Zu 
seiner  Construction  legen  wir  durch  ABHX  und  N  einen  Kegelschnitt. 
Er  schneide  p  zum  zweiten  Male  in  Sn-  Dann  geht  durch  SnXA^B^N  ein 
Kegelschnitt,  der  K\  in  Hin  trifft. 

Durchläuft  nun  der  Punkt  H  den  Kegelschnitt  K^,  so  gehört  zu  jeder 
Lage  von  H  ein  Punkt  Htm  und  ein  Punkt  Hin.  Diese  Punkte  bilden 
zwei  projectivische  Reihen  auf  f  j.  P  ist  ein  Doppelpunkt  der  Reihen. 
Der  andere  ist  der  gesuchte  Grundpunkt  C^  der  Reciprocität  {A^B^CiA^), 
In  ihm  schneiden  sich  nämlich  zwei  Curven  dritter  Ordnung  C\,  C\,  von 
denen  wir  nachweisen  können,  dass  sie  zusammenfallen.  Beide  Curven 
haben  neun  Punkte  gemeinsam.  Diese  sind  XYZ^  A^B^C^,  AB  und  ein 
Punkt  C  auf  K^,  Es  wäre  nun  denkbar,  dass  C  der  neunte  Punkt  sei, 
durch  den  alle  Curven  dritter  Ordnung  gehen  müssen,  welche  die  acht 
Punkte  XYZ,  AB^  A^B^C^  gemeinsam  haben.  Von  diesen  acht  Punkten 
liegen  aber  sechs  —  X  YZA^  B^  C^  —  auf  einem  Kegelschnitt.  Also  muss 
nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  der 
neunte  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  AB  der  zwei  Übrigen  Punkte  liegen. 
Er  kann  also  nicht  C  sein.  In  analoger  Weise  schliessen  wir,  dass  alle 
Curven,  welche  durch  die  acht  Punkte  XYZABCAiBi  gehen,  einen 
neunten  Punkt  auf  der  Geraden  ^li^i  gemeinsam  haben.  Folglich  kann 
(7j  dieser  neunte  Punkt  nicht  sein. 

•  L.  c.  pag.  66.  ...:.:' 


Von  Dr.  Cbr.  BcrBL,       ^^^^^^V  10t 

Damit  ist  bewiesen»  dass  durch  die  Punkte  XTZy  A^B^C^^  ABC 
Qor  eine  Carve  dritter  Ordmiug  geht  and  diese  muss  mit  der  gegebenen 
CoTTe  C^  identisch  sein.  Hiiben.  wir  G*  ^'a}&  Doppelpunkt  der  erwähnten 
ProjectivitSt  gefunden  i  so  legen  wir  duVeh  ^j  J5:<?j  X' und  Jf-(oder  N) 
einen  Kegelacbnitt  und  suchen  seinen  zweiten  Schnittpunkt  Smiß^j^mii  p> 
Doith  ihn,  ABX  ond  M  {resp,  N)  gebt  ein  Kegelschnitt,  welcher  au« : 
^*  den  Punkt  C  ßchneidet 

1  Die  Durchführung  der  Constrnction  giebt  uns  deo  eiacten 
Nachweis  ftlr  die  Projectivität  der  Reihen  Him^m- 

Wir  beginnen  dansit,  dass  wir  in  bekannter  Weise*  den  vierten  ge- 
meinsamen Punkt  P  der  Kegelacbnitte  K^XYZAB)  und  K\{XYZA^B^) 
sacben  (Fig,  1).**  Sodann  wählen  wir  auf  Ä*  zwei  beliebige  Punkte  HH*. 
Wir  legen  durch  ABXMH  und  ÄBXMH*  zwei  Kegelschnitte  und  zeich- 
wn  ihre  Schnittpunkte  S„tSm  mit  p.  Zu  dieser  Construction  benutzen  wir 
den  Batz  von  Pascal«  Wir  bringen  also  p  mit  AB  zum  Schnitte,  Der 
Schniltpnnkt  T  liegt  auf  den  zwei  Pascallinien.  Die  Gerade  B3I  schnei- 
det ans  XF,  XH*  je  einen  weiteren  Punkt  F^F^-  Folglich  sind  TF„, 
TFn  die  PasealHnien,  Sie  treffen  resp.  AH^  AH*  in  zwei  Punkten  G^nOm^ 
Indem  wir  diese  aus  M  auf  p  projiciren,  erhalten  wir  SmSm' 

Jetzt  legen  wir  durch  A^B^XMSt,,  und  durch  A^B^XMSm  zwei 
Kegelschnitte  und  zeichnen  ihre  vierten  Schnittpunkte  HimH*,,,  mit  ^^,. 

Der  erste  dieser  Kegelschnitte  und  K^^  werden  von  der  Linie  MSm  iu 
iwei  Paaren  einer  Involution  geschnitten.  Suchen  wir  in  dieser  zum  Schnitt- 
pnnkte  Jm  'vod  MS^  mit  AjBi  den  entsprechenden  Punkt,  so  geht  durch 
ihn  and  X  eine  Gerade,  welche  Him  enthält  Wir  projiciren  am  besten 
diese  InTolütion  aus  X  auf  Jf  *^.  Die  Projection  von  M  sei  Mj:.  Die  Pro- 
jecüon  von  St„  ist  P.  Folglich  liegt  der  Pol  L^  der  Involution  auf  der 
Linie  M^P^  Er  ist  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  MS„t.  Projiciren 
wir  scbliesslicb  J^j,  aus  X  auf  K^^  und  sei  0„,  die  Projection ,  so  schneidet 
Omlm  deii  Kegelschnitt  K^^  ein  zweites  Mal  in  Hit». 

•  Wir  führen  hier  die  Form  der  Conatruction  von  P  an,  welche  för  uusere 
f eitere  Dan tellung  zweckmUaeig  erscheint.  Wir  gehen  dabei  von  dem  Satze  aua, 
dm  eine  beliebige  Gerade  die  Kegelschnitte  I[^K\  uod  die  gegenüber  liegenden 
Sdlen  des  Vierecks  Y  YZl*  in  Paaren  einer  Involution  trifft.  Als  Bolche  beliebige 
Gerade  sei  dieVerbindungBlinie  von  zwei  Punkten  — etwa  AB  —  des  einen  Kegel- 
•dmittea  gewühlt.  Dann  projiciren  wir  die  Involution  aus  einem  der  gemeinsamen 
Ppoktfi  —  etwa  aus  X  —  aaf  den  anderen  Kegelaohnitt.  Wir  zeichnen  ihren 
M  Uöd  fachen  zu  dem  Strahle,  welcher  X  mit  dem  Scbnittpunkte  J  der  Geraden 
i^  und  YZ  verbindet,  den  eutsprechenden  Strahl.  Aufihm  liegt  P.  Wir  ziehen 
ftlx»  folgeode  Linien:  XÄ,  XB,  XJ,  Ihre  zweiten  Sciinittpnnkte  mit  K*i  seien 
Ä*B*J*  A^B»  trifft ^^  im  Pole  L  der  Involution.  LJ^  achneidet  K\  in  P. 
'•  Die  Figuren  Bind  sämmtlich  für  circtilare  Curven  dritter  Ordnung  gezeichnet. 
1'^  lind  als  imaginäre  Kreispunkte  gewählt,  so  daBs  die  Kegelschnitte  K^  K\ 
Ereile  werden. 
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In  analoger  Weise  wird  Htm  gefunden.  Die  Linie  MSSt  trifft  A^B^^ 
und  PMx  in  zwei  Punkten  Jm  undXm..,Deir  ersten  Punkt  projiciren  wir 
aus  X  auf  K\.  Die  Projßcii<|n-.  /^:yprtin<|en  wir  mit  Lm,  Diese  Ver- 
bindungsj^nie  8*ehnei3et\d(\  .^in*.  Weites 'Mal  in  Htm. 
\\  :*•  ifiaiih  *w>r  in  der  erklärten  Construction  an  Stelle  von  M  den  Punkt  N 
'  'treten',  so  erhalten  wir  zu  HH^  die  zugehörigen  Punkte  fli»,  H*«.  Dann 
sind  HimHint  H\mH\n  zwei  Paare  einer  Projectivität ,  welche  P,  C,  zu 
Doppelpunkten  hat.  Folglich  geht  durch  P  und  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  Hl m-^rn»  Htm  Hm  eine  Linie,  welche  K\  in  C,  trifft 

3.  Ein  üeberblick  Ober  die  projectivischen  Reihen,  welche  bei  der 
oben  dargelegten  Construction  auftreten,  führt  uns  zu  einer  einfacheren 
Darstellung  des  Zusammenhanges  zwischen  den  Punkten  H 
und  J?j. 

Bewegt  sich  H  auf  K*  (Fig.  1),  so  durchläuft  Fm  &nf  MB  eine  Reihe, 
welche  zu  dem  BQschel  der  Strahlen  XH  perspectivisch  liegt.  Zu  dieser 
Reihe  Fm  ist  das  Büschel  der  Pascallinien  aus  T  perspectivisch.  Das  Büschel 
der  Linien  AH  liegt  zum  Büschel  der  Geraden  XH  projectivisch.  Also 
ist  das  erstere  Büschel  auch  zum  Büschel  der  Pascallinien  projectivisch. 
In  beiden  Büscheln  entspricht  sich  der  Strahl  AT  selbst.  Die  Büschel 
sind  daher  perspectivisch.  Ihre  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich  in 
der  Reihe  der  Punkte  Gm»  Mithin  liegen  diese  Punkte  auf  einer  Geraden  gn. 
Sie  geht  durch  P  und  den  Punkt  Mb,  in  welchem  die  Linie  MB  den 
Kegelschnitt  K^  zum  zweiten  Male  schneidet. 

Das  Analoge  gilt  für  die  Punkte  Gn-  Sie  liegen  ebenfalls  auf  einer 
Geraden  Qn*  Diese  geht  durch  P  und  den  Punkt  Niy  in  dem  die  Linie 
NB  den  Kegelschnitt  K^  zum  zweiten  Male  trifft. 

Zwei  Punkte  GmCrn,  welche  zu  demselben  Punkte  H  auf  K^  gehören, 
liegen  auf  einer  Geraden  durch  A  und  H.  Damit  sind  die  Punkte  GmG/, 
einander  perspectivisch  zugeordnet.  A  ist  Perspectivcentrum.  Benutzen  wir 
diese  Punkte  an  Stelle  der  Punkte  H,  so  gestaltet  sich  die  Construction 
eines  entsprechenden  Paares  HimHin  in  folgender  Weise  (Fig.  2):  Wir 
suchen  die  zweiten  Schnittpunkte  M^N^  der  Linien  BM^  BN  mit  K^. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  P  sind  die  Geraden  gm ,  ^m.  Dann 
zeichnen  wir  die  zweiten  Schnittpunkte  Jlfx-^x  der  Linien  XM,  X^mit  JSr'|. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  P  seien  Im  9  L-  Eine  beliebige 
Linien»  durch  M  schneide  gm^  Im,  A^B^  in  den  resp.  Punkten  Gm^  Lmy 
•/„.(Fig.  1).  Wir  projiciren  Jm  aus  X  auf  K\.  Die  Projection  Om  ver- 
binden wir  mit  X^.  Diese  Verbindungslinie  trifft  \K^^  in  Him*  Sodann 
projiciren  wir  (Fig.  2)  den  Punkt  Gm  aus  A  auf  ^^  und  verbinden  die  er- 
haltene Projection  Gn  mit  N  Diese  Verbindungslinie  n  treffe  A^B^^  In  resp. 
in  Jnl^fi'  Wir  ziehen  JnX,  schneiden  mit  dieser  Linie  K\  und  verbinden 
den  Schnittpunkt  Oji  mit  X«.     0„Xn  trifft  K\  iu*i2i«. 


Eine  zweite  beliebige  Gerade  duicb  M  führt  zu  einem  PiiDklepaar  Htm* 

gjj,  der  Projectivität  atjf  K*^   und   damit   ist  die   Projectivitöt  bestimmt. 

Diese  Darstelluug   zeigt  uns,    wie  durch  eine  Reibe  von  Schnitt*  und 

Schein  bil  dun  gen  aus  der  Reihe  der  Punkte  H  die  zu  ibnen  projecÜTischen 

ßeilieD  der  Punkte  ffimf  Hin  hervorgehen. 

Wir  bemerken  noch,  dasö  eine  weitere  Vereinfachung  der  Con- 
itraction  erreicht  wird,  wenn  wir  die  Geraden  durch  M  resp.  N  nicht 
beliebig  wählen.  Wir  ziehen  vielmehr  durch  M  eine  Gerade  iw,  welche 
den  Scbnittpunkt  Z,«,-  der  Linien  i„  und  A^B^  enthält  (Fig,  2).  Zu 
dieser  Linie  w  gehört  ein  Punkt  ^1^,1  der  mit  X  zusammenfallt.  Eine 
iweite  Gerade  n^  wählen  wir  so,  dass  sie  N  mit  dem  Bchnittpunkte  L^i 
der  Linien  /«  und  A^B^  verbindet.  Auch  dieser  Geraden  entspricht  ein 
PDaktifr«,  der  in  X  liegt.  Wir  suchen  nun  Hin  ^nd  Hfr».  Diese  Punkte 
eorrespondiren  den  in  X  zusammenfallenden  Punkten  H\m,  Hin*  Ziehen 
wir  folglich  in  X  die  Tangente  an  K^^,  so  schneidet  sie  die  Gerade  H*mHim 
in  metn  Punkte  der  Perspectivachse.  Verbinden  wir  diesen  mit  dem  Doppel- 
patikt  P  der  ProjectivitSt,  so  ist  damit  die  Persi^ectivachse  gefunden.  Sie 
trift^^i  zum  zweiten  Male  im  anderen  Doppelpunkte  der  Projectivitätf  das 
beisst  in  (7^. 

4«  Wir  ziehen    einige  Schlüsse,    welche    uns  zu  neuen  Formen  der 
Coostraction  aus  neun  Punkten  fahren.     Wir  knüpfen  dabei  an  die 
Frojectivltät   an,   welche   zwischen   den  Funkten  H  des    Kegelschnittes  JT' 
und  den  Punkten  Him  von  JT^j    besteht.     Diese    Projectivität  wird    durch 
difi  Linie  ffm  nnd  die   Geraden  m  aus  M  vermittelt.     Wir  haben  gegeben, 
wie  zu  einer   beliebigen    Linie  m   der  Punkt  Him  gefunden  werden  kann. 
Jetzt  sQchen  wir  zu  einem  beliebigen  Punkte  i/|  ,^,  die  entsprechende  Linie  m. 
Eine  Gerade  durch  Eim  schneide  K*^  zum  zweiten  Male  in  0^  (Fig.  1). 
Sie  treffe  f^  in  L^^     Projiciren  wir  0^  aus  X  auf  ^jBj^  so  erhalten  wir 
einen  Punkt  Jm.    Drehen  wir  nun  die  Gerade  um  Eim  und  zeichnen  wir  zu 
jeder  ihrer  Lagen  die  zugehörigen  Funkte  Lmt  -^mt  so  erkennen  wir,  dass 
diese  Punkte    zwei   projectivische    Eeihen    auf    1^    und   Ä^B^    beschreiben* 
Die  Verbindungslinien   entsprechender  Punkte   dieser  Reihen  umhüllen  also 
eioen  Kegelschnitt,    l^  nnd  Ä^B^  sind  zwei  Tangenten  dieses  Kegelschnittes. 
Die  SpecialisiruDg   der  Coustruction   zeigt  nns^   dass  auch  die  Linien  XP, 
ifX,  Ulm  Am  HimB^  den  Kegelschnitt  berühren,    Duch  ifef  geht  an  den- 
selben eine  zweite  Tangente,    Diese  entspricht  dem  Punkte  Bim>    Nehmen 
wir  nxDgekehrt  eine  beliebige  Gerade  durch  M  an,  so  bestimmt  sie  mit  2,^, 
^Bp  XF  nnd  MX  einen  Kegelschnitt    Construiren  wir  an  ihn  die  zweite 
Tangente  durch   A^  oder  B^^   so  schneidet  diese  E*^  zum  zweiten  Male  in 
<iem  entspreehenden  Punkte  Him* 

Führen  wir  diese  Tangentenconstractionen  mit  Hilfe  des  Satzes  von 
^riaachon  durch,  so  können  wir  den  Schnittpunkt  i?,„  der  Linien ^.^X  und 
^J^mi  (Pig*  l)  als  gemeinsamen  Brianchonpunkt  aller  Kegelfichnitte  auffasseni 
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welche  /»,  iliJ9,,  XP  and  MX  zu  Tangenten  haben.  Dann  schneiden  sieh 
anf  der  Linie  PBm  —  sie  sei  mit  r»  bezeichnet  —  diejenigen  Tangenten  je 
eines  Kegelschnittes,  welche  durch  Ai  und  M  gehen.     Daraus  folgt; 

Das  Büschel  der  Linien  dnrch  M  ist  perspectivisch  xu  dem 
Strahlenbttschel  ans  Jl|  nach  den  entsprechenden  Punkten  JTi«, 
Tm  ist  die  Perspectivachse  beider  BQscheL 

Zar  Constrnction  von  tm  erw&hnen  wir  noch,  dass  die  Tangenten  ans 
Ä^  und  J?i  an  einen  Kegelschnitt  der  erwähnten  Schaar  sich  in  einem 
Pankte  Hxm  von  K^^  treflfen.  Zn  den  Kegelschnitten  der  Schaar  gehSrt 
auch  deijenige,  welcher  MB^  berührt.  Dnrch  den  zweiten  Schnit^unkt  2^1 
dieser  Tangente  mit  K'^  gebt  also  eine  Tangente  ans  A^.  Folglich  mms 
£ft]  anf  r«  liegen.  Mit  anderen  Worten  heisst  dies:  Projiciren  wir  den 
Punkt  B^  ans  M  anf  K^^^  so  liegt  diese  Projection  auf  fm* 

Die  analogen  Schlüsse  gelten  für  N.  Jeder  Geraden  durch  H  ent- 
spricht ein  Punkt  Hin-  Das  Büschel  aus  A^  nach  diesen  Punkten  iat 
perspectirisch  zum  Büschel  der  Geraden  durch  2s.  Die  Perspectivachse  r« 
geht  durch  P.  Ein  zweiter  Punkt  derselben  wird  erhalten,  wenn  wir  B^ 
aus  2S  auf  K\  projiciren. 

5.  Wir  zeigen  jetzt,  wie  die  Linien  rm%  Tn  zur  Constrnction  der  C'tu 
neun  Punkten  benutzt  werden  kOnnen. 

Zu  jedem  Punkte  H  von  K^  gehOrt  —  wie  wir  oben  sahen  —  ebe 
Gerade  m  durch  M  und  eine  Gerade  n  durch  j^.  m  schneidet  aus  Tavi  n  «» 
Tn  einen  Punkt.  Verbinden  wir  dieses  PuLktepaar  m\i  A^^  so  treffen  dieie 
Gerade  den  Kegelschnitt  f  j  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  Him%  <Hia, 
welche  dem  Punkte  U  correspondiren.  Es  entstehen  folglich  um  A^^  swd 
Strahlenbüschel,  welche  zu  den  Reihen  der  H,  perspectivisch  liegen.  Also 
sind  diese  Büschel  zu  einander  projectivisch.  Einer  der  Doppelstrahlen  geht 
durch  P.  Auf  dem  anderen  liegt  der  gesuchte  Punkt  (\.  Um  ihn  n 
construiren,  zeigen  wir  zuerst,  dass  die  Reihen  auf  r«, Tai  welche  durch  die 
entsprechenden  Linien  mn  einander  zugeordnet  werden,  perspectivisch  sind. 
Dreht  sich  nämlich  m  um  If ,  so  beschreibt  diese  Gerade  auf  gm  und  f. 
perspectirische  Reihen  Gn,,  Bn-  Wir  projiciren  die  erste  dieser  Reihen 
aus  A  auf  g^.  Die  hierdurch  entstehende  Reihe  wird  mit  N  yerbunden. 
Dann  schneidet  r«  aus  diesem  Strahlenbüschel  eine  zu  ihm  perspectivischa 
Reihe  Bn>  Sie  ist  also  zur  Reihe  der  Punkte  E^  projectivisch.  Weil  in 
beiden  Reihen  der  Schnittpunkt  der  TrSger  sich  selbst  entspricht,  geht  die 
Projectivitfit  in  perspectivische  Lage  über.  Die  Reihen  haben  ein  Per- 
specÜYcentrum  S,  Durch  dieses  gebt  der  gesuchte  Doppelstrahl  der  pro« 
jectiyischen  Büschel  aus  A^^  welcher  C^  enthält. 

Damit  sind  wir  zu  einer  zweiten  Constrnction  der  C  aus  nenn 
Punkten  gelangt.    Sie  erfordert  nach  dem  Gesagten  folgende  Linien  (Fig.  3): 

Wir  suchen  P  und  projiciren  aus  M  und  N  den  Punkt  B 
But  K*  und  Bi  Anf  K\.    Durch  diese  Projectionen  und  P  ziehen 
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wir  die  fesp.  Linien  gmffny  fm^n^  Dann  wählen  wir  durch  A 
iwei  beliebige  Gerade  aa^,  welche  gmgn  resp.  in  GmO*m^  ^n^^n 
«cimeiden.  Die  zwei  ersten  Punkte  projiciren  wir  aus  M  auf  r^j 
die  iwei  anderen  aus  ^  auf  r«.  Sind  i?rtt-R*m)  JlnB*n  die  resp. 
Projectionen,  so  schneidet  die  Gerade  EmBn  aus  R*fnB*n  einen 
Ponkt  5,  den  wir  mit  ilj  verbinden,  AiS  trifft  E\  zum  zweiten 
Male  in  C^.  Wir  finden  aus  C|  den  Punkt  €^  indem  wir  den 
Sehnittpu&kt  Yon  A^S  mit  rm{fn)  suchen.  Diesen  projiciren  wir 
aQfl  M{^)  auf  ffmifff*)'  Dann  liegt  auf  der  Geraden,  welche 
L  dofcb  diese  Projection  und  A  geht,  der  Punkt  C, 
H  Die   Constmction   wird   dadurch   noch  etwas  vereinfacht ,    dass  wir  an 

HjStelle  der    beliebigen  Linien  aa*  die  Geraden  AM  und  AN  wählen.     Sie 
Pfelnieiden   sofort  r^t^n    in   den  Punkten  EmJ^^n   und  wir  müssen  nur  noch 
tt^m^n  constmiren. 

6<  Eine  dritte  Construction  der  C^  geht  von  den  Linien  m  und  n 

tut,  welche  durch  die  reap.  Punkte  M  und  N  gehen*    Zu  jedem  Punkte  H  von 

K*  gehört   ein  solches  Linienpaar.    Es  stellt  die  Geraden  vor,  welche  den 

H  Punkten  M  und  N  in   der  Heciprocität  (ABHA)   entsprechen,     Die    Zu- 

H  Ordnung    dieser  Linien    wird    durch   A^  gmy   ffn    vermittelt     Jede   Gerade 

B  durch  A  schneidet  aus  gm  und  gn  zwei  Punkte,  durch  welche  zwei  Linien 

m,  n    gehen.     Folglich    bilden    diese   Linien   projectivische   BtlscbeL     Die 

^  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  liegen  also  auf  einem  Kegelschnitt  EK 

B  Vertauschen  wir  nun  den  Kegeischnitt  Ä^mitÄ^j,  das  heisst,   lassen 

vir  etnen  Punkt  H^  den  Kegelschnitt  ^^^  durchlaufen,  so  wird  durch  jede 

Lage  von  //,  eine  ReciprocitÄt  (A^JB^C^A^)  festgelegt.    Wir  finden  in  dieser 

»Be^iprocität  die  entsprechenden  Linien  ni^n^  zu  M^  N,  indem  wir  zwei 
Linien  gmt9**i  benutzen.  Sie  gehen  durch  P  und  die  zweiten  Schnitt- 
paukte  der  Geraden  MB^,  NB^  mit  K^^  Die  Gerade  A^H^  trifft  gmi9n\ 
m  jwei  Punkten,  durch  welche  resp.  m^n^  gehen.  Folglich  werden  auch 
diite  Linien  durch  ^|,  pmi*  Qm  einander  projectivisch  zugeordnet  und  er- 
teagen  einen  Kegelschnitt  B^^, 

Jeder  der  zwei  Kegelschnitte  E^E^^    geht   durch   die  drei  Puiikte  JBf, 

^  lud  P.     Folglich    schneiden    sich    diese    Kegelschnitte    in  einem  vierten 

PiUlkl»  (7*     Die  Geraden,    welche    durch    U  und   M  resp.  iV  gehen ,    ent- 

den  Punkten  MN  in  zwei  Reciprocitäten  {AB CA)  und  [A^B^Ö^A^], 

Wir  k(}iineii  daher  Mü  und  Nu  benutzen,    um  von  diesen  ReciprociUtten 

Gruodpnnkte  CC|  zu  finden.     Sie  liegen  auf  der  gegebenen  Curve  dritter 


Die  bequeme  Ausführung  der  Constructian  hängt  von  der  Bestimmung 
I  <ter  Kegelschnitte  Ä*,  E^^  ab*     Wir  bemerken  daher  zu  dieser  Bestimmung 
Hach   dem    oben  Gesagten    wird    ein  Punkt    von  E^  gefunden, 
9m9m   mit    einer   beliebigen  Geraden   durch  A  schneiden.     Ver- 
Bchtiittputikte  reap.  mit  M  und  Jf ,   so  treffea  sich  diese 
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Verbindungslinien  in  einem  Punkte  von  Br.  Speciftlisiren  wir  diese  Coö- 
struction  für  die  Geraden  AM  und  AN,  so  folgt,  dass  AM  aus  ffn  und 
AN  aus  gm  je  einen  Punkt  von  E^  scbneidet.  Diese  twei  Punkte  und 
MNP  bestimmen  E-.     In  analoger  Weise  wird  2?j  bestimmt. 

Fassen  wir  ficbUesslich  die  Constructionslinien  zusammen,  so  ergiebt 
sieh  (Fig,  4) : 

Wir  5 neben  P  und  projiciren  M  und  iV  aua  i?  auf  Ä"^  und 
aus  ^i  auf  K\  (wie  bei  5).  Durch  P  und  diese  Frojectionen 
geben  die  reap,  Linien  jy^ff«;  gmipm*  Sodann  schneiden  wir 
fffn  mit  AN  und  gn  mit  AM\  ferner  ^,„i  mit  A^N  und  g„i  mit  A^M. 
Die  Punkte  PMN  bestimmen  mit  den  ersten  zwei  Sobnitt- 
punkten  einen  Kegelscbn  itt  ii^  und  mit  den  letzten  zwei  einen 
Kegelschnitt  E^^*  Wir  coustruiren  den  vierten  gemeinsamen 
Punkt  U,  MU  schneidet  aus  ffmiffmi)  und  NU  aus  gnißm)  Punkte^ 
welche  auf  einer  Geraden  durch  A{Ai)  liegen-  Diese  trifft 
K^(K^i)  zum  zweiten  Male  in  €(<7j). 

7.  Im  Zusammenbauge  mit  der  Construction  einer  Cunre  dritter  Ord- 
nung aus  neun  Punkten  steht  die  Aufgabe,  den  neunten  Punkt  aller 
Curven  dritter  Ordnung  zu  finden,  welche  durch  acht  ih  »11* 
gemeiner  Lage  gegebene  Punkte  geben. 

Wir  entwickeln  eine  Lösung  dieser  Aufgabe. 

XrZ»  AB^  -^i-^i  ^^^  ^  seien  die  acht  gegebenen  Punkte.  Wir 
legen  wieder,  wie  oben,  durch  XYZAB  und  XYZA^B^  zwei  Kegel* 
schnitte  K^K^^  und  zeichnen  den  vierten  gemeinsamen  Punkt  P  nnd  die 
Linien  g^^'m  (Fig*  5).  Durch  jeden  Punkt  //  von  K^  wird  eine  Curve  dei 
Büschels  fixirt  Sie  schneide  iT*,  in  Hi.  Dann  wird  die  ProjectiviUtt 
Punkte  HH^  durcli  gmf'm  vermittelt  (5). 

Jede    Curve    des    Büschels    trifft    die    Linie    A^B^    m    vinem    dril 
Punkte  Tj.     Er  entspricht  dieser  Linie   in   einer    Reciprocitüt   {A  BTTl 
Wir  erhalten  diese  Punkte  Tj ,  indem  wir  durch  ABHX  und  d- 
punkt  S  von  A^B^  mit  XP  Kegelschnitte    legen.      Ihre    tv 
punkte   mit  A^B^   sind   die  gesuchten  Punkte  Tj.     Benut/*^ii    -  . 
Constniction    den    Satz    von  Pascal,    so   können    wir  ^v.*}  Ar 
Punkte  so  festsetzen,    dass  alle  Pasc^llinien  durcti  dm  S« 
Linien  AB^  ^j-^i  g^hen*     Die  Linien  HA  treffrn  X. 
Punkte  Ü  einer  Pascallinie*    Schneiden  wir  dieie  Fa 
geben  durch  die  Schnittpunkte  Li  und  die  resp. 
die  Punkte  T^  liegen. 

Eine  Linie  HT^  schneidet  K^  »u 
Punkte  F,     Suchen  wir  F  mit  Hilfe 
wir,   dasa  OU  die  Pascallinie  iat| 


^  Vorgl.  die  oben  dtirte  Ab) 
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ergiebt  sieb  über,  dasB  alle  Linien  HT^  durch  den  Punkt  F 
geben. 

DsB  Resultat  dieser  Untersuchung  lätjst  sich  allgemein  als  Satz  so  fassen: 

Der  Kegelschnitt,  welcher  durch  fünf  Grund  punkte  eines 
BQschels  von  CurYen  dritter  Ordnung  gebt,  und  die  Gerade, 
Vilche  zwei  weitere  Grundpunkte  verbindet,  werden  ?on  jeder 
Carfe  des  Bdschels  in  einem  Punkicpaar  geschnitten.  Diese 
Paolctepaare  liegen  auf  Geraden  durch  einen  Ponkt  des 
Kegelschnittes. 

Wenden  wir  diesen  Satz  auf  den  Kegelschnitt  K*j  und  die  Gerade  AB 
w,  so  folgt,  dass  jede  Curve  des  Büschels  aus  K^^  und  AB  zwei  Punkte 
fljTfichneidet,  welche  auf  einer  Geraden  durch  einen  Punkt  F^  von  K\ 
liegen,    i^,  ist  der  Schnittpunkt  der  Linie  OP  mit  K^^. 

Die  Projectivitöt,  welche  zwischen  den  Punkten  H H^  besteht,  Über- 
trögt äicb  auf  die  Strahlen  FE,  F^  H^,  Diese  bilden  —  weil  der  Strahl  FF^ 
M  selbst  enlßpricht  —  perspectiviache  Büschel.  Folglich  schneiden  sich 
witsprechende  Strahlen  der  Büschel  auf  Punkten  einer  Geraden  m.  Die 
BedtutuDg  von  tu  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  TT,  Sternpunkte 
aaf  AB,  -^i^i  '^  *W6i  zusammengehörigen  Heciprocitöten  {AB HA) 
(ijJJj^jAj)  sind.  Daraus  folgt*,  dass  sich  die  Linien  i7T, ,  H^T  in 
mm  Pankte  E  derjenigen  Curve  C^  schneiden ,  welche  durch  die  er- 
wlbten  Reciproci täten  dargestellt  wird.  Wir  schÜessen  daher:  Jede 
Gerade  durch  F{F^)  schneidet  aus  m,  ^j-B, ,  K^{m^  AB,  Z*\}  drei 
Paukte  einer  Curve  dritter  Ordnung  des  Büschels. 

8,  Aaf  m  muss  der  neunte  Punkt  Jlf,  des  Büschels  liegen.  Soll  näm- 
Wtk  M^  allen  Curven  des  Büschels  gemeinsam  sein,  so  muss  M^  auch  der- 
jenigen Curve  angehören,  für  welche  die  Gerade  FM^  aus  m,  A^B^^  JST* 
drei  Punkte  schneidet.  Einer  dieser  Punkte  muss  Jf^  sein;  denn  sonst 
würden  auf  FMi  vier  Punkte  einer  C^  liegen  und  diese  Curve  zerfiele  in 
eioe  Gerade  und  einen  Kegelschnitt.  Dies  ist  unmöglich,  wenn  die  acht 
Gniüdpunkte  —  wie  vorausgesetzt  —  in  allgemeiner  Lage  gegeben  sind. 
Derselben  Voraussetzung  widerspricht  es»  dass  II^  auf  K^  oder  auf  A^B^ 
liegt  Im  ersten  Falle  enthielte  K^  sechs ,  im  zweiten  Falle  A^B^  drei 
Grundpankte  des  Büschels.  In  beiden  Fällen  könnten  die  acht  gegebenen 
Grundpunkte  sich  nicht  in  allgemeiner  Lage  befinden.  Es  bleibt  also  nur 
die  Möglichkeit,  dass  M^  auf  m  liegt.** 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Construction  von  m  und  M^* 

M  ist  ein  Punkt  von  m;  denn  läge  Jlf  nicht  in  m,  so  müsste  die 
Gerade  FM  vier  Punkte  einer  Curve  des  Büschels  enthalten.  Wir  haben 
oben  gesehen ,   dass  dies  unmöglich  ist*     Ein  zweiter  Punkt  E  von  m  wird 

•  Loco  citaio  p.  70  No.  4  und  p.  71  Nr.  5. 

**  DftM  91  swei  Gnindpunkte  enthält,  folgt  auch  aua  der  Umkelirung  det  m 
T  bewieienen  Satsea. 
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gefanden,  indem  wir  ein  entsprechendes  Paar  HH^  oonstmiren  nnd  FH 
mit  F^H^  zum  Schnitte  bringen.  Wir  wählen  am  besten  an  Stelle  von 
H  den  zweiten  Schnittpunkt  von  AM  mit  K\  Durch  diese  Wahl  wird  die 
Constraction  von  Qm  überflüssig. 

um  M^  auf  m  zu  finden ,  bemerken  wir ,  dass  jede  Curve  des  Büschels 
aus  JSr'(üC\)  und  m  ein  Punktepaar  schneidet,  welches  auf  einer  Qeraden 
durch  F{F^)  liegt.  Es  gilt  also  für  diese  Punkte,  was  wir  im  Satze  von 
7  bewiesen  haben.  Wir  können  daher  in  ümkehrung  der  Reihenfolge  die  Figur 
construiren,  welche  zu  diesem  Satze  führte.  Dann  folgt,  dass  eine  Oerade 
durch  F{F^)  und  den  Schnittpunkt  von  m  mit  AB{A^B^)  aus  K^{K^^  einen 
Punkt  Pm(imi)  schneidet,  welcher  mit  XYZMM^  auf  einem  Kegelschnitt 
liegt.  Derselbe  wird  durch  XYZMFm{Bm\)  bestimmt  und  trifft  i»  in  Ä^. 
Fassen  wir  schliesslich  nochmals  die  nöthigen  Constructionslinien  zusammen, 
so  ergiebt  sich  für  die  Construction  des  neunten  Punktes  Folgendes  (Fig.  6): 

Wir  suchen  P,  projiciren  M  aus  JS,  auf  K^^  und  ziehen 
durch  P  und  diese  Projection  die  Gerade  r^.  Dann  verbinden 
wir  P  mit  dem  Schnittpunkte  0  der  Linien  ABy  A^B^  nnd  con- 
struiren die  Schnittpunkte  FFi  dieser  Verbindungslinie  mit 
K^j  JST',.  Hierauf  suchen  wir  den  zweiten  Schnittpunkt  H  von 
MA  mit  K*  und  den  Schnittpunkt  B  von  MA  mit  Vm.  BA^  schnei- 
det K^^  zum  zweiten  Male  in  iT,. Wir  ziehen  durch  JKf  und  den 

Schnittpunkt  ^  der  Linien  Pg,  F^H^  die  Gerade  m  und  suchen 
ihren  Schnittpunkt  Om[Om\)  mit  ÄB(I^),  FO^{F^Om\)  trifft 
K^iK^^)  ein  zweites  Mal  in  Pw,(Pnii)-  Endlich  construiren  wir  den 
neunten  Punkt  M^  als  den  zweiten  Schnittpunkt  der  Linie  m 
mit   einem  Kegelschnitt,    welcher   durch   XYZMFm(Fm\)  geht.* 

In  Figur  6  ist  die  Curve  C^h  des  Büschels  eingezeichnet,  welche  durch 
das  Punktepaar  HH^  bestimmt  wird.  Sie  geht  durch  E  und  die  Schnitt- 
punkte T,  Tj  von  IlB  mit  i\U^  und  1^^  mit  YH. 

10.  Die  Construction  des  neunten  Punktes  zu  den  acht  Grundpunkten 
eines  Büschels  von  C^  lässt  sich  anwenden,  um  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung aus  neun  Punkten  zu  zeichnen.  Wir  fassen  je  acht  dieser  neun  Punkte 
als  Grundpunkte  eines  Büschels  auf  und  construiren  den  neunten  Punkt. 
Alle  diese  neunten  Punkte  liegen  auf  C^. 

Der  Gedanke,  welcher  zur  Construction  des  neunten  Punktes  führte, 
lässt  sich  aber  noch  in  anderer  Weise  für  eine  vierte  Constrnction 
der  C^  aus  neun  Punkten  verwerthen. 

Wir  suchen  wieder  zwei  Reciprocitäten ,  durch  welche  sich  C  dar- 
stellen lässt  und  gehen  dabei  von  zwei  Curvenbüscheln  aus,  welche 
XYZABA^By    und   M   resp.  JV  zu    Grundpunkten    haben.    Wir   zeichnen 

*  In  Figur  6  ist  dieser  Kegelschnitt  ein  Kreis,  weil  YZ  die  imaginären 
Kreispunkte  sind. 
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(tlr  das  erste  Btlscbel  die  Linie  M^  welche  m  mit  dem  nennten  Punkte  M^ 
ferbiodet.  Ferner  gucheu  wir  für  das  zweite  BQöchel  die  Liuie  n,  welche 
[]aich  N  nnd  den  neunten  Punkt  A',  dieses  Büschels  geht  Der  Schnitt- 
paukt  E  der  Linien  m  und  n  muss  auf  der  gegebenen  C^  liegen.  Die 
Qem^eFE  schneidet  nämlich  aus  K^  und  Ä^M^  zwei  Punkte,  weiche  einer 
Cur?«  des  einen  und  einer  Curve  des  anderen  Büschels  angehören.  Keiner 
die&dr  zwei  Punkte  kann  Grundpunkt  eines  der  zwei  Bdschel  eein^  weil 
leht  Grandpaukte  jedes  Büschels  in  allgemeiiier  Lage  gegeben  sind.  Folg- 
lick  oQssen  die  in  Rede  stehenden  zwei  Curven  dritter  Ordnung  mit  der 
gegebenen  C**  zusammenfallen.  GT^  sind  zwei  ihrer  Punkte.  Kin  dritter 
i^t£.  Die  Gerade  F^E  schneidet  aus  E\  und  AB  zwei  weitere  Punkte  C,  2\ 
ABÖ^  ^1^1  (7|  sind  die  Grundpunkte  der  gesuchten  Reci pro ci Uten, 

Zar  Erklärung  der  Figur  7«  welche  die  entwickelten  Gedanken  dar- 
dtelltj  f&üsen  wir  die  n^Ithigen  Cunstructionslinien  nochmals  zusammen. 

Wir  soeben  P,  F^  F^,  r^undinwie  oben  (9  und  Fig.  6).  Dann 
pröjiciren  wir  N  aus  B^  auf  jBC^,  und  ziehen  durch  P  und  diese 
Projection  die  Gerade  r„,  AN  schneide  K^  in  !/„  nnd  r„  in  R„, 
Wirconstruiren  den  zweiten  Schnittpunkt  Hin  YonA^En  mit  K^^ 
Die  Verbindungslinie  voni^mit  dem  Schnittpunkte  der  Geraden 
FBnt  F^Hin  ist  n,  m  trifft  n  in  einem  Punkte  E  von  0^  FE, 
Jji;  schneiden  K^ K\  resp,  in  C,  0^  und  AB,  A^B^  reap.  in  TT^. 

Schliesslich  sei  bemerkt^  dass  in  der  Figur  auch  die  neunten  Punkte  Jf^^^ 
geieicbnet  sind.  Wir  projiciren  die  Schnittpunkte  der  Geraden  AB{A^B^) 
init  IN  und  n  aus  F{F^  auf  K^[K^y),  Die  Projectionen  bestimmen  resp. 
mi  XYZMy  XYZN  zwei  Kegelschnitte.  Der  eine  trifft  m  in  M^,  der 
andere  »  in  ^j, 

II.  Die  erklärten  Constructionen  der  C^  aus  neun  Punkten  behaUen 
für  eine  Reihe  Ton  S  p  e  c  i  a  1  f ä  1 1  e  n  ihre  Giftigkeit. 

Znn&chst  sehen  wir,  dass  je  die  Punkte  XYZ,  AB,  A^B^,  MN 
dieselbe  Rolle  spielen*  Wir  dürfen  daher  die  Punkte  von  jeder  dieser  vier 
Groppen  unter  einander  vertauschen. 

Peruer  könuen  wir  die  Punkte  der  drei  ersten  Gruppen  einander  unendlich 
nahe  rücken  lassen.  Nehmen  wir  an,  dass  die  drei  Punkte  X  TZ  auf  einer 
Geraden  onendJich  benachbart  liegen ,  sc  ist  0^  durch  eine  Inflexionstangente, 
ikten  Berührungspunkt  und  sechs  Punkte  gegeben.  Die  Aenderung,  welche 
hierdurch  in  der  allgemeinen  Construction  eintritt,  beschränkt  sich  daraul\ 
dus  mh  die  Kegelschnitte  K^K^^  m  X  osculiren.  Ebenoo  einfach  gestalten 
sich  die  Coostructionen ,  wenn  zwei  oder  drei  Punkte  X  Y,  oder  wenn  die 
Punkte  AB,  A^B^  als  Berührungspunkte  je  einer  Tangente  zusammen- 
Wleu.  Wir  erhalten  dann  Constrnctionen  für  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  durch  acht  Punkte  und  die  Tangente  in  einem ,  durch  sieben  Punkte 
Qod  die  Tangenten  in  zweien  oder  durch  sechs  Punkte  und  die  Tangenten 
"i  drei  dieser  Punkte  gehen. 
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Lassen  wir  aber  M  nnd  N  als  BerQhmngspunkte  einer  Tangente  xa- 
sammenfallen ,  so  versagen  die  bis  jetzt  abgeleiteten  Constructionen.  Die 
Linien  r^rn^  9mgtf'  fallen  zusammen  und  es  tritt  eine  gewisse  unbestimmt- 
beit  ein. 

Wir  leiten  daber  eine  fünfte  Construction  einer  Curve  C^  aus 
neun  Punkten  ab. 

Wir  werden  seben,  dass  diese  Construction  aucb  dann  Oiltigkeit  bat, 
wenn  C^  durcb  fttnf  Punkte  und  die  Tangenten  in  vier  derselben  gegeben 
ist.  Zugleicb  löst  die  Construction  die  allgemeine  Aufgabe,  den 
dritten  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  C^  zu  finden,  wenn 
diese  Oerade  durch  zwei  gegebene  Punkte  der  C^  geht 

12.  Fflr  die  Erklärung  der  neuen  Construction  ist  es  bequem, 
die  neun  gegebenen  Punkte  der  C^  mit  XYZ^  '^i-Bn  -^-^29  -^5^5  ^^ 
bezeichnen.  Die  Geraden  Ä^B^^  '^-^s;  -^^z  ^^^^^  resp.  q,  c,,  Cy  Wir 
legen  nun  drei  Kegelschnitte  JT^^f^,  £^^3,  welche  die  Punkte  Z  TZ  gemein 
haben  und  resp.  durch  Ä^B^^  -^^s«  ^s-^s  g^^^G^**  ^'^^  suchen  hierauf 
den  vierten  gemeinsamen  Punkt  P3  zwischen  K^^K\  und  den  vierten  ge- 
meinsamen Punkt  Pi  zwischen  K\K\. 

Durch  die  acht  Punkte  XTZ,  ^i-^i»  -^^t  ^^^  -^s  ^^'^  ®^°  BOschel 
C%2  ^0^  Curven  dritter  Ordnung  bestimmt.  Jeder  Punkt  Hj  auf  JT^j 
fixirt  eine  Cnrve  des  Bttschels.  Sie  schneidet  K\  in  einem  sechsten 
Punkte  H2  und  die  Gerade  c^  in  einem  dritten  Punkte  T^.  Die  Reihe  der 
Punkte  H^  ist  perspectivisch  zur  Reihe  der  Punkte  T,  (Satz  von  7).  Das 
Perspectivcentrum  ist  ein  Punkt  F^  auf  K^^  Femer  ist  die  Reihe  der 
H^  projectivisch  zur  Reihe  der  fl^.  Die  Projectivität  wird  durch  zwei 
Gerade  g^r^  vermittelt,  welche  durch  P3  und  die  zwei  Schnittpunkte  der 
Linien  Ä^Ä^f  ^s'^  ™i^  ^^^  >^6sp.  Kegelschnitten  K^^K^  gehen  (5). 

Wir  führen  jetzt  den  analogen  Gedankengang  für  ein  zweites  Büschel 
von  Curven  dritter  Ordnung  C\^  aus,  welches  XYZ,  ^Pg»  -^s-^a  "^^ 
Ä^  zu  Grundpunkten  hat.  Die  Curven  dieses  Büschels  schneiden  aus  K\K^^ 
und  aus  c^  Reihen  von  Punkten  Hj,  ^"3,  T\.  Die  ersten  dieser  zwei 
Reihen  sind  zu  einander  projectivisch.  Entsprechende  Punkte  werden 
mit  Hilfe  von  zwei  Geraden  g^rl  gefunden,  welche  durch  P^  und  die 
zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  A^Äi,  ^^Ä^  mit  den  resp.  Kegel- 
schnitten Ä^*3,  E'*3  gehen.  Die  Reihe  der  H^  liegt  perspectivisch  zur  Reihe 
der  T*2.    Perspectivcentrum  ist  ein  in  K^^  liegender  Punkt  F3. 

Wir  ordnen  nun  die  Reihen  T^T*^  einander  projectivisch  zu.  Durch 
jeden  Punkt  Hy^  von  K^^  geht  eine  Curve  C",^,  welche  K^^  in  einem  Punkte 
H2  schneidet.  Durch  ihn  geht  eine  bestimmte  Curve  C^js»  welche  K^^  in 
einem  sechsten  Punkte  H^  trifft.  Auf  diese  Weise  wird  jedem  Punkte  H^ 
ein  Punkt  Ä»,    und    somit  jedem    Punkte    T^   ein    Punkt  T%  zugeordnet 

*  In  Figur  8  sind  K\K\K\  Kreise,  weil  die  Curve  C  circular  gew&hlt  ist 
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Diese  Pnnkte    bilden    also    projectivische    Eeihen.     Die   zwei  Doppelpunkte 
der  Eeihen  haben  verscliiedene  ßedentnng* 

Je  xwei  durch  einen  Punkt  H^  einander  zugeordnete  Gurren  dritter 
Ordnung  C\^^  C'^^  bestimmen  ein  Bttschel  von  O^,  denn  sie  haben  die 
Punkte  XYZ,  A^Ä^^  B^^  A^  und  einen  Punkt  H^  auf  K\  gemeinsam. 
Bek&imtlich  gehen  die  Carven  eines  solchen  Büschels  durch  einen  neunten 
FanVt  In  unserem  Falle  liegen  sechs  der  acht  gemeinsamen  Punkte  auf 
dem  Kegelschnitt  K^^.  Mithin  müssen  die  zwei  anderen  gemeinsamen 
Ptiflkte  mit  dem  neunten  Punkte  auf  einer  Geraden  Hegen*  Diese  ist  die 
UmAiÄy  Sie  enthält  alle  neunten  Punkte  der  erwähnten  CurvenbüscheL 
Folglich  wird  sie  die  Linie  c^  in  eineoo  Punkte  V  treffen,  welcher  ein 
neunter  Punkt  für  eines  dieser  Curyenbüschel  ist.  In  ihm  sehneidet  also 
eine  bestimmte  Carve  C^,2  ihre  entsprechende  Curve  (7^^.  Folglich  ist  V 
eioer  dar  Doppelpunkte  für  die  projectiven  Reihen  T^T^^.  Zum  anderen 
Doppelpunkte  W  gehören  zwei  Curven  (7^, j  ♦  C\^ ,  welche  neun  Punkte  in 
ftllgemeiner  Lage  gemein  haben.  Daraus  folgt,  dass  diese  zwei  Curven 
dt  derjenigen  C^  zusammenfallen,  welche  durch  die  neun  gegebenen  Punkte 
gebt    W  liegt  also  auf  dieser  C^ 

Verbinden  wir  W  mit  F^F^^  so  schneiden  diese  Geraden  resp,  aus 
SlKl  iwei  weitere  Punkte  C^C,.  Sie  bestimmen  mit  A^B^^  A^B^  zwei 
Eeciprocitaten ,  durch  welche  C^  dargestellt  werden  kann. 

13*  Indem  wir  die  Ausführung  dieser  Construction  besprechen, 
gelangen  wir  noch  zu  einigen  Abkürzungen. 

Wir  verfolgen  zuerst  den  Linienzug,  welcher  von  einem  Punkte  if^  zu 
dem  entsprechenden  Punkte  H^  führt.  Kennen  wir  g^r^f  ffif^^  so  ziehen 
virFiB|(5).  Diese  Gerade  schneide  p^  in  G^.  G^A^  treffe  r^  in  B^, 
Wir  ziehen  It^B^,  Diese  Linie  schneidet  K^^  zum  zweiten  Male  in  B^, 
Sie  treffe  ^1  in  6^,.  ^i^i  schneide  r^  in  E^.  Verbinden  wir  schliesslich 
Äj  mit  B^,  so  schneidet  diese  Verbindungslinie  den  Kegelschnitt  K*^  zum 
zweitea  Male  in  H^,     Die  Ecken  des  Linienzuges  sind  also: 

H,-^B,  ^G,  ^  ^-i?,- J^2  ^  G,  -  A,  -  R,--B,~H,. 

Dieser  Linienzug  wird  abgekürzt,  wenn  wir  einmal  an  Stelle  von  H^ 
deo  Punkt  P^  und  dann  au  Stelle  von  H^  deu  Punkt  P^  setzen.  Im  ersten 
Falle  deckt  sich  H^  mit  H^.     Im  zweiten  Falle  liegt  H^  in  H^* 

Z«r  Construction  von  W  bemerken  wir,  das«  die  Büschel  aus  F^F^ 
nach  den  resp.  Punkten  U^H^,  T^T*^  zu  einander  projectivisch  sind.  Sie 
craengeB  also  einen  Kegelschnitt  K^.  Er  schneidet  fjj  in  V  und  W.  F^F^T 
sind  drei  bekannte  Punkte  von  K^,  Zeichnen  wir  noch  zwei  weitere 
I^nukte  auf  den  Linien  F^P^y  ^»^i*  ^^  's*  damit  der  Kegelschnitt  bestimmt, 
lein  zweiter  Schnittpunkt  mit  c^  ist  W. 

Passen  wir  schliesslich  die  Conatructionslinien ,  wie  sie  in  Figur  8  dar- 
geteilt  sind,  zusammen,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 
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Wir  construiren  P^P^  ffs^if  ffi^^v  Dann  verbinden  wir  den 
Schnittpunkt  0^  der  Linien  CiC^  mit  Py  Diese  Verbindungs- 
linie trifft  K\  zum  zweiten  Male  in  F^,  Ferner  ziehen  wir 
durch  Pj  eine  Gerade  nach  dem  Schnittpunkte  0,  der  Linien  c^c^. 
Sie  schneidet  £^*3  zum  zweiten  Male  in  i^,.  Hierauf  construiren 
wir  zu  P3  den  entsprechenden  Punkt  H^  durch  den  Linienzug 
P5— JBj  — ff,— .i^— Ä^— -ßj— H3.  ZuPi  finden  wir  den  entsprechen- 
den  Punkt  H^  durch  den  Linienzug  P,— 5j— i?^  — .4j---öj|— Pj  — H,. 
I\P^  schneide  F^H^  in  S^  F^P^  treffe  F^H^  in  Äj.  A^^  schnei- 
det c^  in  V.  Construiren  wir  endlich  den  zweiten  Schnittpunkt 
yon  «2  ZD^t  dem  Kegelschnitt,  welcher  durch  F^F^VSiS^  geht,  so 
erhalten  wir  TT.  Die  Linien  F^Wy  F^W  schneiden  resp. -P^JT*, 
zum  zweiten  Male  in  CiCy     Durch  den  Linienzng 

Cj  —  Pi  —  ffj  —  .äj  -  Bj  -  P,  —  Cg 
^   ^'  C,-P3-P,-^3-ff,-P,-C, 

wird  C^  gefunden,  das  heisst,  der  sechste  Schnittpunkt  der  ge- 
gebenen C®  mit  K\, 

Lassen  wir  in  der  erklärten  Construction  FmitZ,  A^  mitP,,  Ä^  mit 
P3 ,  ^.3  mit  P3  als  Berührungspunkte  von  Tangenten  zusammenfallen ,  so 
finden  wir  die  Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  fünf  Punkte  und  die 
Tangenten  in  vier  dieser  Punkte  geht. 

unsere  Ueberlegungen  haben  nun  gezeigt,  dass  jede  beliebige  Curve 
dritter  Ordnung  durch  zwei  Reciprocitäten  dargestellt  werden  kann.  Wir 
haben  die  Grundpunkte  von  zwei  solchen  Reciprocitäten  in  mancherlei  Weise 
und  zwar  stets  mit  dem  Lineal  allein*  construirt.  Die  Beziehungen 
dieser  Reciprocitäten  zu  einander  und  die  Untersuchung  ihrer  A  wird  uns 
zu  den  Singularitäten  der  C^  und  zu  ihren  speciellen  Formen  führen.  Wir 
treten  jetzt  auf  diese  Relationen  nicht  näher  ein. 


'^  Alle  oben  mit  Kegelschnitten  ausgeführten  Constructionen  sind  linear. 
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Kleinere  Mittheilungen, 

lY.  Zur  Theorie  der  Determinanten  höheren  Ranges. 

Eine  Determinante  r*^°  Ranges  und  n^^  Grades  besitzt  bekanntlich 
M^ Elemente  and  (n!)*'"'^- Glieder.  Ein  Element  wird  mit  r-Indices  versehen 
und  darch  das  Symbol  Ton  der  Form  aai,a,...ar  dargestellt,  wobei  jeder 
Zeiger  irgend  eine  der  Zahlen  1 ,  2  . . .  n  bedeuten  kann.  Wir  nennen  A;- Ele- 
mente, bei  welchen  die  gleichstelligen  Zeiger  eine  Variation  h^*^  Klasse  o.W. 
ans  den  Elementen  1,  2...n  bilden,  A;- transversale  Elemente,  dann 
bilden  die  n- Elemente  irgend  eines  Gliedes,  also  auch  des  Anfangsgliedes 
«1,1..  i,^,...«r' •  •^«..•»»ri  w- transversale  Elemente. 

Die  adjnngirte  Dnterdeterminante  eines  jeden  Elementes  ist  bekannt- 
lich eine  Determinante  r**^  Ranges  und  («  — !)*•"  Grades. 

r  r 

Es  bezeichne  ^^"'  und  ^IJ^?^  die  Anzahl  der  verschwindenden  bezw.  der  nicht 
Tenchwindenden  Glieder  —  also  die  Gliederzahl  —  einer  Determinante 
t*^  Banges  und  n^^°  Grades  mit  k  transversalen  Nallelementen ,  so  bedeuten 

r  r 

die  Symbole  ^J^^  und    31^")  die  Anzahl   der    ersteren    bezw.  der  letzteren 
Glieder  dieser  Determinante  ohne  Nullelemente. 
Es  bestehen  dann  die  Gleichungen: 

1)  ir^=o, 

2)  ^ii-)-[n!r>. 

3)  A[^)  +  i^^)^[nlY'^, 
giltig  für  Ä  =  ü,  1 . . .  n. 

r 

Die  Grösse  A^^  kann  durch  den  Ausdruck  dargestellt  werden: 
i(n)  =  i(«)^  +  ^, 

^enn  c  die  Anzahl  der  Glieder  bezeichnet,  deren  Verschwinden  durch  das 
^'*  Nallelement  hk  bewirkt  wird.    Die  Grösse  a  ist  also  gleich  der  Glieder- 
zahl der  adjuDgirten  ünterdeterminante  Bk  des  Elementes  hk,  Bk  ist  aber 
eine   Determinante  r*"^  Ranges  und  (n-l)*«°  Grades,   welche  die   (Ä-1) 
eiBten  Nnllelemente  entbKlt,   mithin  wird  die  Gliederzahl  a  von  Bk  durch 

^^   Sjmbol  aj^'j-ZUusgedrückt;  es  ist  also 
Pltig  fttr  Ä  =  1 ,  .  .  .  «. 

ZtlMohilft  f.  Mathematik  u.  Phyilk.  «0.  Jahrg.  1896.  l.Haft  g 
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Erseilt  man  •  in  4)   die  OrOesen  A  mit  Hilfe  der  Oleielinng  3)  dud 
die  entsprechenden  OrOseen  9,  so  ist 

5)  «V=«i-i|-«?j:/>, 

giltig  für  l  =  1 ,  .  .  .  «. 

Selireibt  man  in  5)  r  für  1;  nnd  bildet  daraus  die  für 

T  =  (p  +  1),  (p  +  2)...t 

—  wolwi  p  =  0,  1 (l  —  1)  ist  —  sich  ergebenden  Ausdrücke,  so  ei 

hilt  man  nach  Addition  der  letitAren  folgende  Formel: 

6)  «^•)=a^)+2'?''^ 

giltig  für  It  =  1 , . . .  «  nnd  p  =  0,  1  ...  (l  -  1). 
Für  p  =  0  folgt  ans  6)  mit  Rücksicht  auf  2): 

7)  li.!r«=«g'>+2''*?"'^ 

r=rp 

gfltig  für  *=1,  2...*. 

Ersetzt  man  in  7)  die  GrOsse  "9^^  dorch  ihren  ans  3)  folgenden  Wert 
•o  folgt:  ^        »=t-i^ 

gfltig  für  t=l,  2,  ..    11.  *7 

Um   den  Fnndamentalsatz  für  9^*>  zn  erhalten,  bflden  wir  die  Bei 
i?^,  deren  Glieder  ans  ihrem  allgemeinen  Gliede 

füri  =  l,  2...v«i  +  v)>--  erhalten  werden. 

Bildet  man  ans  der  Gleichung  5)  für  ii=9  +  i~l  nnd  Xr  =  g  di 

Formel:  r  r  r 

^Cf+i-i)^  9(f+i-i)—  9(f+2-« 

so  sieht  man,  dass  das  allgemeine  Glied 

y«  -  i       ^f  - 1         f  - 1  f  -  1 

der  ersten  Differenzreibe  Ton  der  für  ^  =  ^  ~  1  entstehenden  Beihe  £|f- 

r 

dorch  den  Ausdruck:  f[^f'*'^~^'  dargestellt  wird,  daher  mit  dem  allgemsinc 
Gliede 

der  für  p  =:  9  erhaltenen  Beihe  JB,  identisch  ist ,  woraus  folgt,  dass  d 
Beihe  "Rq  die  erste  Differenzreihe  der  Beihe  l?f~i  ist,  mithin  S|  d 
(9—1)**  Differenzreihe  der  für  p  =  1  erhaltenen  Beihe  B^  bildet  Mf 
erkoint   femer,   dass   die   Beihe  i?,  die  erste  Differenzreihe  der  für  p  ss 
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herforgehenclen  Reihe  R^  darstellt,  so  dass  die  Reihe  Bq  die  q^  Differenz- 
reihe der  Reihe  12^  ist;  man  hat  also  den  Satz: 

Die  aus  ihrem   allgemeinen   Gliede:  21^+^"^)  für 

A  =  1  .  .  .  (n  +  v) . . . 
hervorgehende  Reihe: 

«w     aj^+i), ...  «;;'>.. .  ?[<;+•'>. .  ., 

deren  auf  einander  folgende  Glieder  die  Gliederzahlen  der 
Determinanten  r**°  Ranges  von  demÄ**°  bis  zum  n**°...  Grade 
mit  je  ^-transversalen  Nullelementen  bedeuten,  bildet  die 
it^*  Differenzreihe  von  der  Reihe: 

(0!)-«,    (ür-S    (2\Y-K..{n\Y-K... 

welche    aus    ihrem  allgemeinen   Gliede    ^'^-^>=  [{k-iy.y-^    für 

r 

i  =  1 , . . .  n  erhalten  wird ;  wobei  %^>  =  (0  !)*'-  >  =  1 . 
Es  folgt  femer: 

r 

Die  Gliederzahl  91^*"'"')  einer  Determinante  r**°  Ranges  und 
(k  +  xY*^  Grades  mit  X;-transver6alen  Nullelementen  ist  das 
(x  +  1)*®  Glied  der  Ä;**°  Differenzreihe  von  der  Reihe: 

{Oiy-\     (l!/-^..(nir-^.., 

welche  ans  ihrem  allgemeinen  Gliede  ^ÄJ,^~^J=  [(X  —  1)1]''"^  für 
il  =  l,  2  .  .  .  n  erhalten  wird. 

In  der  Theorie  der  Differenzreihen  erhftlt  man  für  eine  aus  (n  +  1) 
Gliedern  bestehende  Hauptreihe  die  folgenden  Gleichungen: 

gUtigftlrÄ;  =  l,  2...  w;  i  =  l,  2...(n+  1  -t);i)c=0,...(A-  1); 

t  =  i 

II)  ^p^r  +  2  =2U)r  .  -Dt  +  t^r, 

e  =  0 

gütig  für  Ä;  =  0,  l...(n~l);  r=l,  2..  .(r+il-l);    A  =  l,  2  . .  (n+l-ifc-r); 

111)  Vl>;ti^.+«  =  V(A+l),.Dit+c.i^r, 

gütig  fllr  *  =  0.1...(n-l);  r.=  l  ,2...(n-Ä;);  1  =  1 ,  2...(n +1 -Ä-r); 

f  =  l 

gilügftr  *  =  l,  2...n. 

8* 


11« 


eo«fid<&tes  der  ^  Polen,  od  motz 
dae  idlg€mme  Qhed  der  Haoiiliabe,  ont 

VI.  D*^.  =  «;*+*-•: 

«laii  allgeai^e  Glied  der  ft**^  DifFereBjreflie  beuiekaei  isL 

Mit  Hflfe  diewr  Gleidirmgea  kOnate  man  ToieUedeM  ForiMfai  Ar 

r  r 

die  Ortoen  l^'>  ood  ^^)  herieiten,  ea  soD  aber  aar  die  iadepeadeate  Form 
denelbea  beeüaimt  werdea. 

Aio  der  Gleiefaaag  I)  folgt  Air  l  =  n+l-i: 

9)  «^=2^(-i/.a-p),  *;•->, 

giltig  fftr  I;  =  1 ,  2  .  . .  n  nad  p  =  0,  1  - . .  (*-  Ij.  ^ 

Aii4  9)  erliilt  auui  ftlr  jü  =  0  die  iadepeadeate  Form  roa  9l^*>; 
ef  ist:  ^         t^k 

10)  «i'•>=2'^-l)^(*..[n-T)!]'-^ 

giltig   für  I;  s=  0,  1  .  •  • «;   der  Werth  I;  =  0  ist  zallssig,    weil  dafttr  die 

r 

OleicboDg   10;   den  rlcbtigen  Werth    aj'>=  («T"*  liefert 

Aas  3)  und  lOj  erbSlt  man  die  independente  Form  Ton  A*^^] 
es  ist:  ^  f^k 

11)  ^i«)  =  -2(-*)'-W..[(«-t)!]'-», 

giltig  für  Ä;  =  1 ,  2  .  .  .  n. 

Far  A;  SS  n  folgt  aas  den  Gleichnngen  10)  nad  11): 

12;      g;'»^  V(~l/.rn>,.[rn-T)!]-'  =  n!  -V^-l^   [(^^-^)n^'' 

and  _ 

13)>l|;>  =  -- Vf~l)V(n)..[(w-T)!]^-'==-n!.  V(-1)tJ^ 

r  r 

Bezeicbnet  man  mit  F[^^  und  Fj^"J  die  Anzahl  der  Glieder  einer  Deter- 
minante f**°  Ranges  und  «*•"  Grades,  welche  Elemente  eines  gegebenen 
Systems  k  <  n- transversaler  Elemente  als  Factor  enthalten  bezw.  nicht  ent- 
hüllten, so  bestehen  die  Gleichungen: 

14;  /'!"'+ Fir^l»»^]'"'- 

U))  /^j:«)  =  4"), 

16)  m-^m 
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fQr   ^  =  0,    1  . .  .  n;    die   ÄDnabme    A;  =  0    ist    in    dem   Sinne   zu 
definiren,   dass,   wenn  alle  Elemente   des  gegebenen  Systems   den   Werth 

TT  TT 

Null  haben,  die   Symbole  J^^^  und    Sl^")  bezw.  2^J»>  und  il{»^  dieselbe  Be- 
deotung  haben.  ^ 

Infolge    der    Gleichungen  15)    und   16)    haben    alle    fttr   ^ij^^"^  giltigen 

r  TT 

Formeln  auch  fttr  1\"),  und  die  für  %^^^  auch  für  F^^^  Giltigkeii 

Ordnet  man  die  beti*achteten  transversalen  Elemente  in  einer  bestimmten 
80Dst  aber  ganz  beliebigen  Reihenfolge,  so  ist  die  Anzahl  derjenigen  Glieder 

M  in  welchen   keines  der  (A— 1)   ersten   Elemente  vorkommt,    dabei 
aber  jedes   dieser  Glieder  das  A*®  Element  enthftlt,   durch  den  Ausdruck 


17)  JE;i')=  Fi»)~F<;0^=4">--i4il^=  9li^Y^ 
giltig  für  X=l,  2.  .  .n. 

Die  Gleichung  17)  enthält  den  Satz: 

Ordnet  man  die  betrachteten  transversalen  Elemente  einer 
Determinante  r^^^Ranges  und  n^^'^Grades  in  einer  bestimmten, 
sonst  aber  beliebigen  Reihenfolge,  so  ist  die  Anzahl  der 
Glieder,  in  welchen  keines  der  (A  —  l)  ersten  Elemente  vor- 
kommt, dabei  aber  jedes  dieser  Glieder  das  l^^  Element  ent- 
hält, gleich  der  Gliederzahl  einer  Determinante  r**^  Ranges 
und(n—l)*®'' Grades  mit  (A  — 1)  transversalen  Nullelementen. 

r 

Sabstituirt  man  den  aus  10)  dadurch  sich  ergebenden  Werth  von  ^2'^,))» 
dass  darin  (n—  1)  für  r  und  (A  —  1)  für  A;  gesetzt  wird,  in  die  Gleichung  17), 

r 

80  erhSlt  man  ^"^  in  independenter  Form: 

18)  4-=2J-l)^  (i-l),.[(n-l-T)!]'-S 

giltig  för  X  =  1 ,  2  .  •  .  n. 

Setzt  man  in  17)  für  l,  die  successiven  Werthe  1,  2  ...  A;  und  addirt 
die  erhaltenen  Ausdrücke,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  8)  die  Formel: 

19)  iJ;•>=JP<"i=2ii"^ 

giltig  fttr  Ä;  =  l ,  2  .  .  .  «. 

Ertheilt  man  den  betrachteten  transversalen  Elementen  den  Werth  Null, 

r 

SO  ist  in  19)  die  Grösse  A}^^  durch  die  Anzahl  der  Glieder  ausgedrückt, 
deren  Verschwinden  durch  die  einzelnen ,  in  bestimmter  Reihenfolge  geord- 
neten Nttllelemente  bewirkt  wird. 

Die  entwickelten  Gleichungen   sind  insbesondere  giltig  bei  r  =  2  für 
^e  quadratischen,  bei  r  =  3  für  die  cubischen  Determinanten. 

Budapest  Nicolaus  von  SztjTSe 
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y.  lieber  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Primzahlen  bis  zn 

einer  gegebenen  Zahl  N  mit  Hilfe  der  Primzahlen,  welche 

kleiner  als  f/N  sind. 

Die  Aufgabe,  die  Anzahl  der  Primzahlen  zu  bestimmen,  welche  kleiner 
sind  als  eine  gegebene  Zahl  N^  wird  gewissermassen  mechanisch  gelöst 
durch  das  sogenannte  Sieb  des  Eratosthenes  und  durch  directes  Abzahlen 
der  nicht  weggestrichenen  Zahlen,  um  diese  Frage  durch  Rechnung  zu 
beantworten,  erscheint  es  der  einfachste  Weg,  diese  Methode  der  Aus- 
schliessung der  zusammengesetzten  Zahlen  in  Rechnungen  umzusetzen. 

Hat  man  bei  einer  beliebigen  Grenzzahl  N  die  Anzahl  Ä  der  auf- 
zuschreibenden ungeraden  Zahlen  im  Zahlenraum  von  1  bis  N  einschliess- 
lich bestimmt,  so  sucht  man  zunächst  für  jede  dabei  in  Betracht  kommende 
ungerade  Primzahl       3^  5^  7^  ^^  ^  ^^^3  p^<yN 

die  Anzahl  (1/3,  ^5,  g^,  Qif^Qpp)  ^^^  ungeraden  Vielfachen  derselben  bis 
zur  Grenze  N,  berechnet  sodann  für  jede  dieser  Primzahlen  pg  die  Menge 
derjenigen  Vielfachen,  welche  bereits  als  Vielfache  der  kleineren  Primzahlen 

3,  5,  7,  11,...|)ä-i 

in  Wegfall  gekommen  sind  und  zieht  sie  von  g«  ab  und  subtrahirt  zuletzt 
von  Ä  die  Summe  der  übriggebliebenen  Vielfachen  der  einzelnen  Prim- 
zahlen.  ^  ^ 

Ist  N  gerade,  so  ist  <4  =  ^;    für  ein  ungerades  ^  ist  ^  =  — ^ — • 

Betrachten  wir  die  Zahl  1  nicht  als  Primzahl ,  so  sind  A^l  ungerade 
Zahlen  zu  berücksichtigen;  addiren  wir  zu  denselben  gleich  hier  die  einzige 
gerade  Primzahl  2,  so  sind  die  in  Abzug  zu  bringenden  Vielfachen  der 
ungeraden  Primzahlen  von  Ä  abzuziehen. 

In  der  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  können  von  jeder  ungeraden  Prim- 
zahl nur  die  ungeraden  Vielfachen  vorkommen  und  jede  ungerade  Zahl  p 

ö  +  1*« 
nimmt  in  dieser  Reihe  die  ^— ^ —  Stelle  ein.    Um  das  Hin  wegstreichen  der 

aufeinander  folgenden  Vielfachen  der  einzelnen  Primzahlen  als  ein  Dividiren 

betrachten    zu    können,    denken   wir   bei   jeder  Primzahl  p    die  Reihe  der 

__  1 
ungeraden  Zahlen  rückwÄrts  über  die  Zahl  1  um  — ^ —  Stellen  erweitert; 

dann  ist  p_i       p  +  i 

denn,  um  diese  Berechnung  mit  den  späteren  in  Uebereinstimmung  zu 
bringen,  denken  wir  uns  zunächst  jede  Primzahl  selbst  mit  weggestrichen, 
müssen  jedoch  zum  Schlussresultat  die  Anzahl  der  in  Betracht  kommenden 
ungeraden  Primzahlen  addiren.  Es  sind  also,  um  die  Anzahl  (g,,  g^, 
971  9ii"«9py)  ^^^  ^^^  jeder  Primzahl  in  Wegfall  kommenden  ungeraden 
Zahlen  zu  finden,  durch  die  aufeinander  folgenden  Primzahlen: 
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3,  5,  7,  n,...py 
die  Summen  ^  ^  ^  »« —  1 

A  +  l,   Ä  +  2,  A  +  3,  ^  +  5,...^  +  ^^^^^ 


2 

tu  diTidiren;  die  bei  diesen  Divisionen  sich  ergebenden  ganzen  Zahlen  sind 
die  gesuchten  Zahlen  ft,  g,,  q^,  gu...gp,r. 

Die  schwierigere  Frage  ist  nan  die,  wieviel  von  den  bei  der  Prim- 
u^tüpg  lü  streichenden  Zahlen  schon  früher  als  Vielfache  der  kleineren 
Primiahlen  3^  5^  ^    ll,...i?,-i 

in  Wegfall  gekommen  sind.  Die  Zahl  q»  giebt  die  Anzahl  der  Glieder  in 
der  Beihe  der  ungeraden  Vielfachen  von  p«  an.  Verfolgen  wir  den  weiteren 
Verlauf  der  üntersachung  in  der  Reihenfolge  der  Primzahlen,   so  ergiebt 

U  +  l):3  =  g3 
die  Anzahl  der  in  der  Zahlenreihe  von  1  bis  N  vorkommenden  ungeraden 
Vielfacben  von  3,  von  denen  noch  keine  weggestrichen  waren, 

(Ä  +  2):5  =  q, 
die  Aiuahl  der  in  demselben  Zahlenraume  vorkommenden  ungeraden  Viel* 
fachen  von  5,  das  heisst  des  1,  3,  5,  7,  9... $5 fachen;  von  dem  Dreifachen 
dieser  Reihe  an  muss  jedes  dritte  Glied  derselben  den  Factor  3  enthalten ; 
es  sind  also  entsprechend  unserer  ersten  üeberlegung  von  den  q^  Vielfachen 
m  5  bereits  (ft+l):3 

ungerade  Zahlen  als  Vielfache  von  3  in  Abzug  gebracht  worden,  so  dass 
bei  der  Primzahl  5  nicht  ^5,  sondern  nur 

Zahlen  zum  ersten  Male  weggestrichen  werden. 

Die  Division  (^3  -f- 1) :  7  =  g^  ergiebt  die  Anzahl  der  in  dem  betreffenden 
Zahlenraame  vorkommenden    ungeraden  Vielfachen  von  7,   das   heisst  des 

1.,  3.,  5.,  7.,...iz,f»; 
unter  diesen  q^  Zahlen  enthalten  (^7+  1)  :  3  den  Factor  3  und  {q^+2) :  5 
den  Factor  5.    Von  den  letzteren  Fünffachen  der  Primzahl  7,  nämlich  dem 

1,  3,  5,  7,  9...{q.j  +  2)  :5fachen 
sind  unter  den  {q^  +  1)  :  3  Zahlen  der  Dreifachen  von  7  schon 

[(<?T  +  2):5  +  l]:3 
Zahlen  als  Dreifache  des  Fünffachen  von  7  enthalten,  so  dass  als  Fünffache  nur 

(<?,  +  2) :  6  -  [{q,  +  2) :  5  +  1]  :  3 
&Uen,  im  Ganzen  also  für  die  Primzahl  7  nur 

gT-{te7  +  l)-3  +  fe7  +  2):6-((g7  +  2):5+l):3]} 
Zahlen  zu  subtrahiren  sind. 

Die  Division  (ii  +  5) :  11  =  q^^  ergiebt  die  ungeraden  Vielfachen  von  11 ; 
^ter  diesen  ^n  Zahlen  enthalten  (^u  + 1) :  3  den  Factor  3,  (^n  +2)  i^ 
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den  Factor  5,   (^n  +3)  :  7  den  Factor  7;   von  den  (g^^  +2)  :  5  gehen  als 
Vielfache   von  3   weiter   [{qii  +  2)  :5+\]:d   Zahlen  in  Abzug;   von   den 
(^11  +  3) :  7  fallen  noch  fort 
(tou+3):7+l):3  +  [(teH+3):7+2):5-{(tou+3):7+2):5+l|:3]u.s.w. 

Bei  allen  diesen  Divisionen  gilt  als  Resultat  die  sich  ergebende  ganze  Zahl. 

Bezeichnen  wir  allgemein 

l>i=3,    P8=5,   i?s=7,   p^^U,...pp 
die  V*®  ungerade  Primzahl  und  verstehen  wir  unter  dem  Zeichen  ^(N^  v) 
die  Menge  derjenigen  ungeraden  Zahlen ,  welche  in  der  Reihe  der  ungeraden 
Zahlen  von  1  bis  N  einschliesslich  durch  keine  der  Primzahlen 

Äi    fti    Pz'"Pv 

theilbar  sind,  so  haben  wir  in  der  angegebenen  Weise  für  jeden  Quotienten  g« 
den  Werth  des  Zeichens  ^(2^«,  x—  1)  ^^  berechnen,  um  zu  finden,  wie- 
viel von  den  bei  der  Primzahl  pg  in  Abzug  zu  bringenden  Zahlen  q^ 
bereits  durch  die  kleineren  Primzahlen 

Pif   Ai    Pa'"PM'i 
in  Wegfall  gekommen  sind ;  denn  da  der  Quotient  q^  die  Anzahl  der  Glieder 
in   der  Reihe  der  aufeinander  folgenden  ungeraden  Zahlen  angiebt,   so  ist 
die  letzte  ungerade  Zahl  2g«— 1. 

Bei  diesen  letzteren  Berechnungen  bieten  uns  einige  bekannte,  ein- 
fache üeberlegungen  bedeutende  Vortheile.  Gelangen  wir  bei  der  Berech- 
nung der  durch  eine  kleinere  Primzahl  ph  schon  in  Abzug  gebrachten  Zahlen 
auf  einen  Quotienten  Qh^  dessen  Doppeltes  kleiner  ist  als  das  Quadrat  der 
vorhergehenden  Primzahl  2Qh<i  {Ph  - 1)*> 

so  sind  von  den  ungeraden  Zahlen  im  Zahlenraume  von  1  bis  2Qk  als 
Vielfache  der  Primzahlen  3,  5,  7,  ll...pA-i  alle  ausgeschlossen  mit 
Ausnahme  der  1  und  der  Primzahlen ,  welche  grösser  als  Ph  -i  und  kleiner 
als  2Qt,  sind.  Hierbei  wird  2Qi,  stets  kleiner  als  die  grösste,  bei  der 
ganzen  Berechnung  zu  berücksichtigende  Primzahl  pp  sein,  so  dass  wir 
nur  die  Tafel  der  unbedingt  noth wendigen  Primzahlen  zu  benutzen  brauchen. 
Unter  Anwendung  des  Zeichens  g>(fn),  welches  die  Menge  der  Primzahlen 
^m  bedeutet,  können  wir  diesen  Satz  folgendermassen  schreiben: 

n^Qh,  Ä-  1)  =  1  +  9(2 Öä)  -  (ä  -  1), 

wenn  (Pa-i)' >  2^^  >1>a  ist. 

Erhalten  wir  ferner  bei  einer  solchen  kleineren  Primzahl  ph  einen 
Quotienten  Qa,  dessen  Doppeltes  kleiner  als  pjk  und  grösser  als  p>i-i  ist^ 
so  sind  alle  Zahlen  ausser  der  Einheit  ausgeschlossen;  es  ist 

Bei  noch  kleineren  Quotienten  Qa,  so  dass  2Qh<PA-\  ist,  bedeutet 
das  Zeichen  Wj  es  soll  die  Menge  der  ungeraden  Zahlen  im  Z^ilenraume 
von   1  bis  2Qa  gesucht    werden,   die    durch   keine  aller  ungeraden  Prim- 
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lahlen  swischen  1  bis  2^^,  ja  selbst  darch  keine  grössere  als  2Qjk  theilbar 
gjnd;  68  kann  in  diesem  Falle  erst  recht  nur  die  Einheit  übrig  bleiben 
uDdesist  rj,[2Q,,  a  + q>{2Q,)]:=  1, 

wo  a  ^  0  und  eine  ganze  Zahl  ist. 

Einige  Beispiele  werden  sofort  die  Einfachheit  and  Kfirze  der  Berech- 
nungen erkennen  lassen. 


N=  500;  VöOÖ      22. 

3  600  :  2  =  260 

5  (250+1):  8=    83 

7  ,250+2):  5=    60;  50-17  =  33 

U  ^  (60  +  1):  3  =17 

13 

17   (2o0+3):7=    36;  36 -(12  +  5)=  19 
19  (36  +  1)  :  3  =  12 

-;  (36 +  2):  5=    7;  7-2  =  5 

(7  -h  1)  :  3  =  2 

255  :  11  =  23;  23- (8  +  3  +1)  =  11 
24  :  3  =  8 
25:5  =  5;  5-2^3 

6:3^2 
26  :  7  =  3  =1 

2.3  =  6<6« 

..6:13  =  19;  19-(643  +  l4l)=    8 
20  :  3  =  6 
.1:5  =  4;  =3 

2.4  =  8  <  3" 
um  80  mehr  für    7       =1 

„11       =1 

=    5 


=    3 


8:17  =  15;     15-10 

.6:3  =  6 

7:5=3;  6 

=  2 

7,  11,  13 

=  3 

9  :  19  =  13 

.4:3  =  4 

5:5  =  3,  6 

=  2 

7,  11,  13,  17 

=  4 

16  2 

250  -  162  =  88 
7 


95 


5 
7 
11 
18 
17 
19 
23 
29 
31 


N=  1000;  V1000=31. 

1000  :  2  =  500 
(500  +  1) :  3  =  167 

502:5  =  100;  100-33^67 
101 :  3  =  33 

503  :  7  =  71 ;  71  -  (24  -|-  9)  =  38 
72:    3  =  24 
73:    5  =  14  =9 

15  :  3  =  5 

..5:11  =  45  =21 

"lÖ  .6:3  =  15 

.7:6=    9      =6 
10:3  =  3 
8:7  =  6,  12        =3 

6:13=38  =17 

9:    3=13 
40:    6=    8-3  =  5 
1:    7=    5,  10     =2 
8:11=    3,     6     =1 
8:17  =  29  =11 

30:    3  =  10 
1:    6=    6-2  =  4 
2:    7=    4,     8     =2 
4:11=    3  =1 

13  =1 

9:19  =  26  =9 

7:3  =  9 

8:5=5  -2  =  3 
9:7  =  4,    8     =2 
11,  13,   17     =3 
511:23=22  =7 

5  3:3  =  7 

4:5  =  4,    8     =3 
5:7  =  3,     6     =1 
11,  13,  17,  19     =4 
514:29  =  17  =3 

22  8:3  =  6 

9:5  =  3,     6     =2 
7,11,13,17,19,  23     =6 
515  :  31  =  16  =2 

20  7:3  =  5 

8:5  =  3,    6  =  2 

7     

342 
500  -  342  =  158 
10 
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iV TZ  10000;  V 

=  100. 

^10000 

3 

10000:2  =  6000 

6016 :  31  = 

161 

_ 

5 

6001:3  =  1667 

162:  8  = 

64 

7 

...2:6  =  1000   =  667 

3:  6  = 

32-11 

=  21 

11 

...  1 :  3  ^  333 

4:  7  = 

23-8 

-3  =  12 

13 

6:11  = 

16 

30   7 

17 

3  :  7  =  714 

881 

7:13  = 

12 

24   6 

19 

6 : 3  =  238 

9:17  = 

9 

18   2 

23 

6:6=143  48=96 

19,  23,  29 

3 

29 

6006  :  11  =  465 

208 

6018 :  37  = 

136 

s 

31 

466:  3  =  162 

136:  3  = 

46 

37 

7:  6=  91-30  =  61 

7:  5  = 

27-9  = 

18 

41 

8  :  7  =  66         =34 

8:  7  = 

19-6- 

3=10 

43 

6  :  3  =  22 

140 :  11  = 

12 

24   6 

47 

7:5  =  13-4  =  9 

1:13  = 

10 

20   4 

68 

3:17  = 

8 

16    1 

69 

6006  :  13  =  386 

160 

19,  23,  29.  31 

4 

61 

386:  3  =  128 

67 

7  :  6  =  77  -  26  =  61 

5020 :  41  = 

122 

71 

8:  7=  55          «30 

123:  8  = 

41 

73 

6:3  =  18 

4:  6  = 

24 -8r 

16 

79 

7:6  =  11-4  =  7 

5:  7  = 

17-6- 

2  =  9 

83 

90  :  11  =  35          =  16 

7:11  = 

11 

22   5 

89 

6:8=12 

8:13  = 

9 

18   3 

97 

7:6=  7-2  =  6 

6 

24           8:7=  6,10  =  2 

5021 :  43  = 

116 

117:  3  = 

89 

5008  :  17  =  294 

111 

8:  6  = 

28-8  = 

16 

296:  3=  98 

9:  7  = 

17-6- 

2  =  9 

6:  6=  69-20  =  39 

120:11  = 

10 

6 

7:  7=  42-14-  6  =  23 

1 :  13  = 

9 

8 

9:11=  27-9-3-2=  13 

7 

800:13=  23,  46     =10 

5023 :  47  = 
107:  8  = 

106 
36 

6009  :  19  =  263 

95 

8:  6  = 

21-7  = 

14 

•264:  3=  88 

9:  7  = 

16-6- 

2  =  8 

5:  6=  63-18  =  35 

111:11  = 

10  20 

6 

6:  7=  38-13-  5  =  20 

2:13  = 

8  16 

2 

8:11=  24,  48    =12 

8 

9:13=  20,  40     *  8 

5026  :  63  = 

94 

271:17=  15,  30       5 

95:  3  = 

81 

6:  6  = 

19-6  = 

13 

6011:23^217 

77 

7:  7  = 

13-4- 

2=7 

218:  3=  72 

9:11^- 

9  18 

4 

9  :  6  =  43  -  14  =  29 

100 :  13  = 

7  14 

2 

220  :  7  =  31  -  10  -  4  =  17 

9 

2:11=  20  40      9 

5029  :  59  = 

85 

3:13=  17   34       7 

86:  3  = 

28 

6:17=  13   26      4 

7:  6  = 

17-6 

=  11 

6:19=  11   22       2 

8:  7  = 

12   24 

7 

90:11  = 

8   16 

3 

6014  :  29  =  172 

60 

1:13  = 

7   14 

2 

173:  3=  57 

10 

4:  6=  34-11=23 

5030 

61  = 

=  82 

5  :  7  =  26   8  -  3  ^  14 

83 

3  = 

=  27 

7:11=  16   32       8 

4 

5  = 

=  16-5 

=zll 

8:13=  13   26       5 

6 

7  = 

=  12   24 

7 

180:17=  10   20       3 

7 

11  = 

=  7   14 

3 

1:19=   9   18       1 

8 

13  T 

=  6   12 

1    t 

3:28=   7   14       1 

11 

5033 :  67  =  75 

76:  8  =  25 

7:  6=15- 

-  5  = 

:10 

8:  7  =  11 

22 

6 

80:11=  7 

14 

3 
18 

5035  :  71  =  70 

71:  3  =  28 

2:  5=14- 

-  5  = 

:  9 

3:  7  =  10 

20 

6 

5:11=  6 

12 

2 

14 

5036 :  73  =  68 

69:  3  =  23 

70 :  5  =  14  - 

-  5  = 

:  9 

1:  7  =  10 

6 

3:11=  6 

2 
15 

5039 :  79  =  63 

64:  3  =  21 

5:  5  =  13  - 

-  4  = 

:  9 

6:  7=  9 

18 

5 

8:11=  6 

12 

2 
16 

BaotEen. 
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=  18 


=  16 


13 


10 


5041 : 

61: 

2: 

3: 

5: 

83  =  60 
8  =  20 
5  =  12- 
7=  9 

11=  5 

-  4=  8 

18    5 

10    1 

17 

=  9 

5044: 
57: 

8: 
9: 

89  =  56 
3  =  19 
5  =  11  - 

7=  8 

-  4=  7 

16    4 

19 

-.7 

5048: 

53: 

4: 

5: 

97  =  62 
8  =  17 
6  =  10- 
7=  7 

-  3=  7 

14    4 

20 

=  4 
3795 

5000- 

3795  = 

:1205 

24 

1229 


Dr.  H.  VOLLPBECHT. 


VL  Beweis  eines  Satses  von  Jacob  Steiner  über  die  Krttmmnngskreise 

einer  Ellipse. 

Jacob  Steiner  stellte  den  nachstehenden  Satz  über  die  Krümmungskreise 
einer  Ellipse  anf ,  den  wir  in  Folgendem  aaf  einfache  Art  beweisen  werden. 
yyDurch    jeden    Punkt  q  einer    Ellipse    geben   drei 
Krümmungskreise    der   Ellipsee    und   zwar   liegen   die 
Osculationspnnkte  a,  &,  c  dieser  Kreise  mit  dem  Punkt  g 
auf  einem  Kreise  und   sind  die  Ecken   eines  gr5ssten, 
der  Ellipse  einbeschriebenen  Dreiecks. ** 
In  den  Ecken   eines  beliebigen  einem  Kreise  einbeschriebenen  gleich- 
seitigen Dreiecks  ^BC seien  an  den  Kreis  die  Tangenten  gezogen,  welche  einen 
beliebigen  Durchmesser  D  dieses  Kreises  in  den  Punkten  A^ ,  B^  und  C^  treffen, 
(^m  il,  jß,   C  seien  mit  den  Längen  AA^^  BB^  und  CC^  Kreisbögen  be- 
sehrieben ,  die  den  Durchmesser  D  ein  zweites  Mal  in  den  Punkten  A^ ,  B^ 
und  C|  treffen.     Es  l&sst  sich  dann  anf  elementare  Weise  zeigen ,  dass 

^)  AA^^  BB^  und  CC^  sich  in  einem  Punkte  Q  auf  dem  Kreise 
schneiden;  und 

A  die  Geradenpaare  AB^  CQ\  AC^  BQ  und  BC  und  AQ  gegen  den 
Darcbmesser  D  gleich  geneigt  sind. 

Drehen  wir  den  Kreis  um  den  Durchmesser  D  und  projiciren  die 
ganze  Figur  anf  die  ursprüngliche  Kreisebene ,  oder  aber  verkürzen  wir 
die  Entfernungen  aller  Punkte  Tom  Durchmesser  D  in  bestimmtem  Ver- 
b&liniBs,  so  sind,  wenn  wir  die  Projectionen  der  Punkte  mit  den  gleichen, 
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jedoch   kleinen   Buchstaben  bezeichnen,   allemal   auch   in   der  neuen  Figur 

a)  ah  und  qc  und  ac  und  qb  und  ebenso  bc  und  aq  gegen  den 
Durchmesser  D  gleich  geneigt; 

ß)  ebenso  bilden  die  Geradenpaare  aa^^  ati^^  bb^y  bb^  und  cc^y  cc^ 
mit  dem  Durchmesser  D  gleiche  Winkel.  Es  folgt  daraus  aber  an  mittelbar, 
dass  auch  die  Punkte  a,  b,  c  und  q  auf  einem  Kreise  liegen;  denn  bilden 
zwei  Gegenseiten  eines  Vierecks,  das  einer  Ellipse  eiubeschrieben  ist,  mit 
einer  Achse  der  Ellipse,  also  hier  mit  D,  gleiche  Winkel«  so  ist  das 
Viereck  ein  Kreis  viereck. 

Da  weiter  das  Dreieck  ABC  ein  dem  Kreise  einbeschriebenes  grOsstes 
Dreieck  ist,  so  ist  auch  abc  ein  solches  in  Bezug  auf  die  Projection  des 
Kreises,  also  in  Bezug  auf  die  Ellipse.  Da  ferner  z.B.  die  Geraden  aa^ 
und  aq  auch  in  Bezug  auf  die  Gerade  D,  die  Hauptachse  der  Ellipse, 
gleich  geneigt  sind,  so  geht  der  Krümmnngskreis  der  Ellipse  im  Punkte  a 
durch  den  Punkt  g,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Weingarten  (Württemberg).  Benedikt  Spobbb. 

Vn.   Combinatorischer  Beweis  des  Wilson'schen  Lehrsatzes. 

Die  in  der  Zahl  {p  —  1)!  enthaltenen  Einheiten  lassen  sich  durch  die 
sämmtlichen  Permutationen  von  p  verschiedenen  Elementen  1,  2,...j9  dar- 
stellen, wenn  die  nur  durch  cyklische  Verschiebung  ihrer  Elemente  von 
einander  verschiedenen  Permutationen  als  identisch  betrachtet  werden.  Es 
kann  ja  unter  dieser  Bedingung  jede  Permutation  so  umgestellt  werden, 
dass  sie  mit  einem  bestimmten  Elemente,  etwa  mit  1,  beginnt,  so  dass 
alle  wesentlich  von  einander  verschiedenen  Anordnungen  nur  durch  den 
Platzwechsel  der  (p  —  l)  übrigen  Elemente  entstehen. 

Leitet  man  nun  aus  irgend  einer  Permutation  a,  5,...j7,...ä;  dadurch 
eine  andere  (a+1),  (6+ 1),...  1,...(ä;+ 1)  ab,  dass  man  jedes  Element 
durch  das  ihm  nach  der  ursprünglichen  Anordnung  (1,  2,...p)  folgende 
ersetzt;  wobei  natürlich  1  als  auf  p  folgend  gilt,  und  wendet  man  auf  die 
erhaltene  Permutation  immer  wieder  dieselbe  Operation  an,  so  muss  man 
endlich  einmal,  spätestens  nach  j? maliger  Ausführung  dieses  Verfahrens, 
wieder  diejenige  Anordnung  erhalten,  von  der  man  ausgegangen  ist. 
Geschieht  dies  nun  zum  ersten  Male  nach  m  Operationen,  so  wird  es 
immer  wieder  und  nicht  früher  als  nach  m  weiteren,  das  heisst,  es  wird 
nach  m,  2m,  3m...  Verwandlungen  stattfinden.  Demnach  muss  m  ein 
Theiler  von  p  sein. 

Sämmtliche  (p— 1)!  Permutationen  werden  durch  dieses  Verfahren 
in  geschlossene  Gruppen  znsammengefasst,  von  denen  keine  zwei  irgend 
eine  Permutation  gemeinsam  haben  können^  da  die  Ableitang  der  übrigen 
zn  einer  Grappe  gehörigen  Penoot^  doMili  aiiie 

eindeatige  Operation  erfolir^ 
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Ist  nun  p  eine  Primzahl,  so  bleiben  für  m  nar  die  beiden  Werthe 
1  und  p  möglich,  das  heisst,  es  kann  in  diesem  Falle  nur  solche  Per- 
Dotationen  geben,  die  durch  die  geschilderte  Verwandlung  ungeKndert 
bleiben,  und  solche,  die  zu  jpgliedrigen  Gruppen  zusammentreten.  Die 
Anzahl  der  ersteren  ist  leicht  zu  bestimmen.  In  der  cjklisch  angeordneten 
Befflentenreihe  muss  bei  ihnen  der  Abstand  von  a  bis  (a  +  l)  derselbe 
srin,  wie  der  von  (a  +  1)  bis  (a  +  2)  u.  s.  w.,  da  sonst  a...,  (a  +  1)..., 
(a+2)...  nicht  mit  (a+1)...,  (a  +  2)...,  (a  +  3)...  übereinstimmen 
könnte.  Es  sind  daher  nur  die  (p— 1)  Fälle  möglich,  in  denen  dieser  Abstand 
1,2,3...  oder  (p  — 1)  Intervalle  ausmacht,  und  diese  Fälle  kommen 
thatsSchlich  s&mmtlich  vor,  da  die  genannten  Zahlen  alle  relativ  prim  zu 
p  sind,  80  dass  jedesmal  gerade  ein  Element  auf  jeden  Platz  entf&llt. 

üie(j)  — 1)!  vorhandenen  Permutationen  zerfallen  also  in  (p— 1) 
einzektehende  und  in  Gruppen  von  je  p  zusammengehörigen.  Demnach 
igt  (p-1)!  in  Bezug  auf  den  Modul  p  mit  (p—  1)  oder  (—1)  congruent. 

Ein  einfaches  Beispiel  möge  das  (übrigens  leicht  geometrisch  zu  ver- 
anscbaolichende)  Beweis  verfahren  erläutern.  Für  |)  b=  5  hat  man  die 
Permutationen : 


12  8   4    5 

3 

5 

2    4 

4    2 

5    3 

6    4 

3    2 

12  3   6    4 

5 

2 

3    4 

3    4 

5    2 

3    2 

4    6 

12    4    3    5 

12  4   5    8 

4 

2 

3    6 

2    5 

3    4 

4    5 

2    3 

13    4    2    6 

12  5   4    3 

5 

4 

2    3 

5    3 

4    2 

4    5 

3    2 

14    3    2    6 

13  5   4    2 

6 

3 

2    4 

4    3 

5    2 

3    2 

5    4 

15    2    4    3 

Gotha. 



Dr. 

Ad.  Schmidt. 

ym  lieber  einen  zahlentheoretischen  Satz  von  Legendre. 

Wie  auf  S.  221  der  Historisch-  literarischen  Abtheilung  des  39.  Jahrganges 
der  Torliegenden  Zeitschrift  angegeben  ist,  hat  Herr  Dr.  Scheffler  den 
folgenden,  von  Legendre  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen  versucht: 

Ist  eine  Folge  von  k  beliebigen  ungeraden  Primzahlen  |)^ , . .  .p^ 
gegeben,  und  versteht  man  unter  m  das  t^*  Glied  in  der  natür- 
lichen Reihe  der  Primzahlen  3,  5,  7,  11,...,   so  giebt  es  unter 
nk^i    aufeinander   folgenden    Gliedern    einer    arithmetischen    Pro- 
gression,    deren    Anfangsglied    und    Differenz   relativ    prim    sind, 
mindestens  eines,  das  durch  keine  der  Primzahlen  Pi^.Pk  theil- 
bar  ist. 
Nach  einer  brieflichen  Mittheilung  des  Herrn  Dr.  K.  Th.  Vahlen  in 
Berlin  hat  zuerst  Herr  Dr.  Piltz  die  Unrichtigkeit  dieser  Behauptung  in 
8«iner  Habilitationsschrift  (Jena  1884)  nachgewiesen;  auf  dem  von  Dr.  Piltz 
^gegebenen   Wege    hat  nachher   Herr  Prof.  Bachmann  (Zahlentheorie, 
n.  Bd.  Anhang)  an  einem  Beispiele  die  Unrichtigkeit  des  Legendre 'sehen 
Saties  gezeigt.  Schlömilch. 
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IX.  lieber  eine  Yerallgemeinening  der  Enler*schen  (p  Funktion 

Es   seien    a    und    ß   beliebige   positive,   n  eine  positiTO  ganze  Zahl, 
F  eine  beliebige,  fOr  positive  Brüche  eindeatig  definirte  Function. 
Wir  definiren  eine  Function  <PaßM  darch  die  Oleichnng: 

I)  (Paß(n)  =  ZfI—U  (w,  n  theilerfremd) 

in  welcher  die  Sammation  über  alle  irrednctibeln,  zwischen  o  und  ß  ge« 

legenen  Brüche  —  zu  erstrecken  ist. 
n 

Setzt  man  in  1)  für  n  alle  Divisoren  d  von  n  und  summirt,  so  erhält  man : 

II)  yi^'ß^^^^^i^y 

WO  die  Sammation  rechts  über  alle  reductibeln  und  irredaotibeln  Brüche  — 
zwischen  o  und  ß  zn  erstrecken  ist. 

Setzt  man  in  II)  für  n  alle  ganze  Zahlen  bis  n  und  summirt,  so  er- 
giebt  sich: 

III)  y  ß]''»/»^*) ^SK«  -  ''>*l^  (s)'    ^*'  *  tlieUerf"'"^); 

hier  bezieht  sich  rechts  die  Sammation  auf  alle  zwischen  o  and  ß  gelegenen 
irreductibeln  Brüche,  deren  Nenner  n  nicht  übersteigen. 

Für  J^{— )  =  1    bedeutet  g>aßW  die   Anzahl  der   zwischen  c  und  ß 

gelegenen  irreductibeln  Brüche  mit  dem  Neuner  n. 
Aus  II)  und  III)  folgt  dann: 

IV)  2^«/9W  =  [(«-^)w], 
dP=n 

Für  o  =  1,  ß=  0  ist  9i,o(^)  die  Anzahl  der  zwischen  1  nnd  0  ge- 
legenen irreductibeln  Brüche  mit  dem  Nenner  n ,  also  <)Pi  ,  o  (^)  =  <p  (m). 
Dann  folgt  aus  IV)  und  V): 

VI)  29W  =  n, 

n{n  +  l) 


VII)  2'[3^^*)  = 


2 

k—\ 

von  denen  die  erste  Gleichung  bekanntlich  Gauss*,  die  zweite  Sylvester** 
aufgestellt  bat. 

*  Gau 88,  Disquisitiones  arithmeticae  Art.  39. 
•♦  Sylvester,  Comptes  rendus  XCVI. 


Kleinere  Mittheilangeii.  127 

Eiae  von  Eisenstein*  und    Stern**  betrachtete  Fonction  ergiebt 

sich  ans  I)  für  Fl  —  )  = — ;  eine  Gleichung  von  Laguerre***  aus  IV)  für 
^  \ft/       w 

Berlin.  ^*  '^^*  Wahlen. 

X.  Die  Transformation  der  quadratischen  Formen. 

Die  Transformation  der  quadratischen  Formen  lässt  sich  auf  Grund  der 
Ton  Euklid  zur  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  benutzten  Methode 
der  quadratischen  Ergänzung  in  folgender  Weise  ausführen. 

^'"*'  f^£aikXiXk  (i,  *  =  1,  2,...,n) 

die  n  transformirende  Form.     Giebt  man  ihr  die  Gestalt: 

und  ergftnzt  den  ersten  Theil  zum  Quadrat,  so  erhält  man: 

f  = h  --  SaikXiXk,     (t,  A;  =  i^,...,n) 

«11  «11 

wo  dik  =  Aji  Ol  if  au  aijk  gesetzt  ist. 

Ebenso  wird: 


i(,iJT7..,«) 

(i,ft  =  3,...,n) 


WO  a  ji  =  a  2t o  lif  ö'j/  a'jifc  ist ;  n.  s.  w. 
Schliesslich  vrird  also: 


«11  «11 -Om 

WO  a"u=  a^a'ik  —  a"3<o"sfc  u.  s.  w.  ist.    • 

Um  jetzt  auf  die  bei  der  Transformation  einer  quadratischen  Form 
aaf  eine  Summe  von  Quadraten  übliche  Form  zu  kommen,  ist  die  An- 
wendung eines  einfachen  Determinantensatzes  nothwendig. 

*  Eisenstein,  Monatsberichte  der  kOnigl.preuss.  Akademie  d.  Wissenschaften, 
^lin  1850;  Journal  fttr  d.  r.  u.  a.  Mathematik  Bd.  89. 
^  Stern,  Journal  fQr  d.  r.  u.  a.  Mathematik  Bd  56. 
***Lagnerre,  Bulletin  de  la  soci^t^  math^matique  Bd.  1. 
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Die  folgende  Gleichung: 

»u,  0,  0, 

»12» 


^n^n'^^\i9  öiiö<s  — «n^is»   •••»fl|iö2«  — «nai« 


aj,a„      a,ia,8  ...ajuai« 

I   wo  au=  ajttf  ist, 

die  man  erhält,  wenn  man  in  der  ersten  Determinante  die  mit  atk  multi- 
plicirte  erste  Cobnne  zur  k^^^  addirt,  (fttr  Ä;s=2,3y...m),  liefert  den  Satz: 

\an\=^a,,'^'\\aik\,* 

Die  snccessive  Anwendung  desselhen  ergieht: 

<  =  1.2.^ 
*  =  1,2,A 

^gh  =  «M  •  I  ö'a  I  =  a\i  •  I  fliÄ  I  .  I  a^  I) 

<  =  2,3,y  <  =  1,2     1=1.2,3,^ 

*  =  2.3,A  lt  =  i,  2    Jt  =  i,2,3,A 

«^"i  =  a'*2«-l  «'fit  I  •  I  ^'ik  l  =  a*n.  I  «a  !*•  I  «iit  I   •  I  a<A  I ; 

<  =  2,3      1  =  2, 3, 4, y  i  =  l,2       1  =  1,2,3    f=l, 2,3,4.^ 

ilr  =  2,3     it  =  2,8,4,A  k  =  l,2      it  =  l,2,3    ür  =  1, 2,  3,  4,  A 

darch  Indaction  findet  man,  dass  allgemein 

ist,  wenn  ,         i  __  ^  a  a  a      ^  a 

<=1,2,..-,T  -l,i^ 

gesetzt  wird.      *  =  i.2 v-i,a 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  a^*)^"^^  in  die  transformirte  Form  f  ein, 
und  beachtet,  dass 

«„«'„o",, ...  ao--»' = Ar-'.Ai"-'.  Ar-*. . .  4., .  ^,_, .  ^, 

wird,  so  dass  sich  aus  dem  Zähler  und  Nenner  des  v^^^  Gliedes  der  Factor 
A]^' \  A^^^,  Äl^~*, , ,  A*  _^  forthebt,  so  bekommt  man  die  quadratische 
Form  in  der  gewünschten  Gestalt: 

t—  A  •  A      A  *  A       A  '*■  + 


-A^  A^A2  A^A.^  An—\An 


*  Derselbe  ist  ein  besonderer  Fall  des  Subdeterminantensatzes,  welchen 
Herr  G.  Landsberg  in  der  Arbeit:  „Ueber  relativ  adjungirte  Minoren**  (Bd.  109 
des  Journals  ffir  die  reine  und  angewandte  Mathematik)  aufgestellt  hat. 

Berlin.  K.  Th.  Vahlbn. 


vin. 

Conforme  Abbildungen,  welohe  von  der  ^Function 
vermittelt  werden. 

Von 

J.  C.  Kluyveb, 

ProfeMor  an  der  UniTertitftt  Leiden. 

Hierza  Tafel  VI  Fig.  1*6. 


Wie  ans  den  üntersuchangen  des  Herrn  Schwarz  hervorgeht,  be- 
wirkt das  elliptische  Integral  erster  Gattang  oder  dessen  ümkehrung  die 
j^.Fanction,  die  Abbildong  der  inneren  ic-Flftche  eines  Rechtecks,  in  ein- 
lelnen  Fftllen   anch  eines  geradlinigen  Dreiecks  auf  die  positive  5-Halb- 


Aosserdem  aber  leigte  Herr  Schwarz,  dass  ein  solches  Integral 
sweiter  Qattnng  das  Innere  eines  Kreises  anf  das  Aenssere  eines  Quadrates 
abbildet  Dies  veranlasste  mich  zn  n&herer  Beschäftigung  mit  der  Auf- 
gabe der  conformen  Abbildung  einer  Süsseren  Poljgonsflftche,  insofern  für 
deren  Lösung  die  {;- Function  Verwerthnng  findet. 

Die  Herleitung  der  betreffenden  Abbildungsformeln  bildet  den  Oegen- 
staod  der  nachfolgenden  Seiten. 

§  1.  Die  Function  to  =  f(0),  welche  die  äussere  k? -Fläche 
einet  geradlinigen  n-Ecks  anf  die  positive  5-Halbebene 

abbildet. 

Im  Anschluss  an  die  Schwarz'sche  Lösung  der  Abbildungsaufgabe 
für  die  innere  Polygonsflftche  bildet  auch  im  vorliegenden  Falle  die  Unter- 
rachimg  der  Function: 

*  Ausser  der  Abhandlang  des  Herrn  Schwarz:  ,,Ueber  einige  Abbildungs- 
aofgaben",  Ges.  W.  II  8.  65,  mögen  hier  angefahrt  werden: 

ttLove,  Vortez  Motion  in  oeitain  Triangles,  American  Joum.  of  Math.  XI 

8.  168  (1889)*S 
nBarnside,  On  a  Problem  of  conformal  Representation,  Proo.  of  the  London 
Math.  8oc.  XXIV  S.  187  (1893). 

ZdtNhxlft  f.  Mathemfttik  n.  Phyrik.  40.  Jahrg.  1895.  S.  Heft  9 
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den  Ausgangspunkt  unmittelbar  erkennt  man,  dass  die  von  Herrn 
Schwarz  nachgewiesenen  Eigenschaften  dieser  Function  theils  völlig  un- 
geändert  bleiben,  theik  nur  sehr  unwesentliche  Umänderungen  erfahren, 
so  dass  wir,  ohne  darauf  weiter  einzugehen,  nachstehende  Sfttze  aufstellen 
können. 

1.  In  dir  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  w  ^Wi  der  Süsseren 
Foljgonsfläche  gilt  die  Entwickelung 

2.  In  der  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  w^sWi  der  Begrenzung 

3.  In   der  Umgebung    eines    Eckpunktes    w=^h    mit   dem   inneren 
Poljgonswinkel  ü»  ist 

falls  der  entsprechende  reelle  Punkt  5 « a  im   Endlichen   liegt. 
Ist  dagegen  a  «=  oo,  so  hat  man  zu  setzen: 


.(.,._?^+',Q. 


4.  Ist  dem   Punkte  j?  =  oo  ein  gewöhnlicher  Punkt  w  des  ümfanges 
zugeordnet,  so  gilt  in  der  Umgebung  des  letzteren  die  Entwickelung: 


.(.)=- ^i,(i> 


Die  Potenzreihen  P{e-~gi),  p{0  =  0i)  sind  fttr  jr  =  jr^  von  Null  ver- 
schieden; sämmtliche  Coefficienten  der  Reihen  p  sind  reell. 

Die  in  diesen  Sätzen  zusammengestellten  wesentlichen  Eigenschaften 
der  Function  J(0)  genügen  fast  vollständig  zu  ihrer  expliciten  Darstellung. 
Man  hat  nur  noch,  wie  wir  jetzt  thun  wollen,  das  Verhalten  von  J{0)  in 
der  Umgebung  von  k;  =  oo  näher  in  Betracht  zu  ziehen. 

Vorausgesetzt  K7  =  oo  entspricht  der  complexe  jr-Werth  g  =zjc^  so  er- 
fordert die   Aehnlichkeit  der  Stellen  k7  =  oo,    jr  =  Ä;,    dass  die  Ableitung 

—  (-— j   für  5  =  Ä    endlich    und  von  Null  verschieden  ist*     Demzufolge 

lässt  sich  —  im  Bereiche  des  Punktes  g  =  k  entwickeln  in  eine  Reihe  von 
w 

der  Gestalt  -  =  (5  -  k)P{0  -  k) , 

wo  in  der  Potenzreihe  P{£  —  k)  das  constante  Anfangsglied  nicht  fehlen  darf. 


*  Wir  betraefatan  Mi  solche  Polygone,  welche  keinen  unendlich  weit  ent- 
fernten Bo^ 
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Iba  erhält  hieraus: 


1)  ./W  =  -  ^+  (5-Ä)P(5-  k). 

Es  hat  also  die  Fanction  J{g)  ausser  den  ünsietigkeitspankten  jr  =  a, 
welche  den  Eckpunkten  des  Polygons  entsprechen,  im  Pnnkte  e  ^h  einen 
einfachen  Pol. 

Wir  haben  jetzt  zu  zeigen ,  dass  J{0)  in  die  negative  jr- Halbebene 
fortsosetzen  ist  und  im  Pnnkte  g=zkQ^  wo  h  und  h^  conjugirt  complexe 
Werthe  sind ,  sich  ganz  wie  im  Punkte  g  =  k  verhält. 

In  dieser  Absicht  grenzen  wir  einen  Theil  U  der  positiven  jr- Halb- 
ebene 80  ab,  dass  die  vollständige  Begrenzung  dieses  einfiach  zusammen- 
hängenden Stackes  gebildet  wird,  erstens  von  einer  Strecke  AB  der  Achse 
des  Beeilen,  welche  keinen  der  Unstetigkeitsp unkte  g  ^  a  enthält,  zweitens 
Ton  einer  sich  nicht  schneidenden  Curve  ACB^  die  in  der  Umgebung  von 
5  =  i  verläuft,  ohne  den  Punkt  0  =  k  selbst  einzuschliessen. 

In  dem  so  erhaltenen  Gebiete  U  ist  J{m)  definirt  als  einwerthige 
ond  stetige  Function  von  5,  wobei  hervorzuheben  ist,  dass  ftlr  die  reellen 
Werthe,  welche  g  auf  AB  annimmt,  J{g)  eine  stetige  Folge  ebenfalls 
reeller  Werthe  aufweist  Man  kann  somit  den  bekannten  Schwarz'schen 
8ati  anwenden  und  schliessen ,  dass  die  für  U  erklärte  Function  J(g)  über 
AB  hinaus  in  das  conjugirte  Gebiet  Uq  derart  fortzusetzen  ist,  dass  zu 
eoDJogirt  complexen  5-Werthen  auch  conjugirt  complexe  Functionswerthe 
gehören.  Insbesondere  nimmt  daher  modJ{g)  für  entsprechende  Pnnkte  der 
beiden  Umgebungen  von  g  ^=k  und  g  ^='  k^  gleich  grosse  Werthe  an. 

Durch  diese  Betrachtungen  ist  nun  J(g)  charakterisirt  als  eine  in  der 
ganien  0*  Ebene  einwerthige  und  bis  auf  einzelne  jetzt  völlig  bekannten 
Pole  stetige  reelle  Function ,  welche  für  5  =  oo  verschwindet  und  die  des- 
halb nor  ein  rationaler  Ausdruck  sein  kann ,  dessen  Darstellung  sich  ohne 
Weiteres  aus  den  vorhergehenden  Erwägungen  ergiebt. 

Für  den  Fall,  dass  alle  den  n- Eckpunkten  zugehörigen  5 -Werthe 
endlich  sind,  hat  man  offenbar 

2)  j(,)  JylulL  -  -1-  -  -2_. 

^         ^  g  —  Oi        g^k        g  —  Ko 

Gehört  aber  zum  Punkte  0  =  oo  der  Eckpunkt  K7  =  5n  mit  dem  inneren 

Poljgonswinkel  Xnn,  so  bleibt  in  der  Summe  der  Bruch einfach 

weg.  Da^^il|  =  n  — 2,  erhält  man,  wie  es  sein  muss,   fUr  sehr  grosse 
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2  3 X 

5-Werthe  in  der  ersten  Voranssetznng »im  zweiten  Falle als 

Hauptglied  von  J{ß). 

Aas  1)  folgt  noch,  dass  das  geschlossene  Integral 

r  Ji') 


j 


e-k 


■dty 


genommen  längs  eines  kleinen  Kreises  am  den  Punkt  k  hemm,  ver- 
schwindet Indem  wir  in  dasselbe  fflr  /(«)  die  rechte  Seite  von  2)  ein- 
tragen, ergiebt  sich  das  wichtige  Besnltat: 

3) 


Namentlich  ist  dnrch  diese  Gleichung  der  Pol  k  festgelegt,  so  bald 
man  die  reellen  jr-Werthe  Oi  als  bekannt  ansieht.  In  Bezug  auf  dieses 
„  Bekanntsein  **  der  Grössen  at  wollen  wir  beilftafig  bemerken ,  dass  drei 
unter  ihnen  die  übrigen  bestimmen,  wenn  man  nicht  blos  die  Winkel  In 
als  gegeben  betrachtet,  sondern  die  Abbildung  eines  Polygons  von  vor- 
geschriebener Form  verlangt. 

Die  Gleichung  3)  für  k  ist  ziemlich  verwickelt  und  ihre  directe  Auf- 
lösung möchte  manche  Schwierigkeiten  darbieten.  Sie  ist,  wie  zu  erwarten 
war,  gegenüber  beliebigen  linearen  Transformationen  invariant  und  l&sst 
sich  aaf  verschiedene  Weisen  umformen.  So  z.  B.  ist  sie  zu  schreiben  in 
der  Gestalt:  i=zin  , 

oder  in  ^     ^ 


woraus    man ,    indem    mit    ai  die  Amplitude    von  k  —  a,*    bezeichnet    wird, 
weiter  ableitet  die  reellen  Relationen: 

y]{l-Xi)cos2ai  =  0,      V(l-  A,)5tn2ai  =  0. 

Indessen   kann   man   unschwer  die   Gleichung  3)    geometrisch  deuten. 
Die  Anwendung  der  Substitution 

"«fort  ,_„  i_„ 

und  damit  gewinnt  man  den  Satz: 
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Spiegelt  ideh  die  Piuikte  ai  an  einem  Kreise,  der  k  zum  Mittelpunkt 
und  die  Strecke  hh^  znm  Radius  hat,  so  liegen  die  Spiegelbilder  a\  anf 
mm  Kreise  mit  k^  als  Mittelpunkt  derart,  dass  h^  den  Schwerpunkt 
bilde  ^er  Massen  1  — A^,  welche  in  den  Punkten  a\  enthalten  sind. 

Besonders  fUr  den  FaHti=3  ist  diese  Aussage  von  Interesse  i  da  wir 
ujit  ihrer  Hilfe  zn  der  folgenden  einfachen  Construction  des  Punktes  k 
geführt  werden. 

Dm  ein  Dreieck  PQIt,  dessen  Seiten  sich  wie  die  Grössen  1  — I^  ver- 
b&Iten,  beschreiben  wir  einen  Kreis,  auf  welchem  die  Mitten  A^,  A^^  A^ 
der  Bögen  QB,  BP^  PQ  verzeichnet  werden»  Wie  man  nun  durch  ele- 
mentargeometrische üeberlegung  leigt,  werden  die  Massen  1— A/,  in  den 
Fanliten  Ai  angebracht,  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Schwerpunkt 
hiWn,  Denken  wir  uns  jetzt  die  gegebenen  Punkte  ai  auf  der  Achse  ded 
Beeilen  so,  dass  a^  auf  die  endliche  Strecke  a,  a^  fällt ,  dann  folgert  man 
leicht I  dass  die  Winkel  la^ka^  und  iö^Ä^ö^  resp.  den  Winkeln  A^  und  A^ 
dei  Preiecks  J.J  J.g ^g  einfach  gleich  zu  machen  sind.  Durch  letztere  Con* 
itroction  aber  ist  k  unzweideutig  bestimmt, 

Nachdem  wir  hiermit  die  Eigenschaften  der  Function  J{ß)  und  die 
Beiiehung  des  Poles  k  zum  Punktsysteme  der  at  erörtert  haben,  wenden 
wii  QDS  nunmehr  zu  der  Darstellung  der  Function  w. 

Offenbar  erhalten  wir  dieselbe  aus  2)  durch  zweifache  Integration, 
wobei  Kwei  beliebige  Constanten  A  und  B  eingeftlhrt  werden;  dann  ent* 
steht  das  Integral*  ^    ^  ^  ^ 

4}  Aw  +  B^f     '°"!,., rrr-^ 

^  ^       J      \ß-kfKn-k^f 

welches,  weil  wir  if  <  2  voraussetzten,  nur  in  den  Punkten  k  und  \ 
Qoendlicb  wird.  Wie  wir  aber  sahen ,  sind  diese  ünendlicbkeitsstellen  ein- 
gehe Pole,  wenn  nur  k  die  Bedingung  3)  erfüllt.  Die  Eindeutigkeit  der 
durch  4)  definirten  Function  w  unterliegt  daher  keinem  Zweifel*  so  lange 
I  sieb  in  der  positiven  Halbebene  bewegt.  Fdr  rationale  Werthe  der  A| 
ist  das  Integral  4)  algebraisch  und  zwar  von  der  zweiten  Gattting;  daneben 
encheint  dann  als  zugehöriges  Integral  erster  Gattung: 


5) 


^M+B  = 


■m 


(ir-af)*^-». 


Dasselbe    bildet»    wie    bekannt   genug»    das  Innere   eines   ti-Ecks  auf 
die  f 'Halbebene  ab;    folglich   bewirkt   die    aus  4)  und  5)  resnltirende  Be- 


•In  »einer  Arbeit:  ,,üeber  gewiss©  geradlinig  begrenzte  Stücke  Riemann* 
•eher  Flüchen"  (Göttinger  Nachriebteii  1892  S,  2ö8,  Note)  benutxt  Herr  Schön- 
fli«i  dieiea  Integral  in  sehr  allgemeiner  Gestalt.  Die  Abbild ungsformel  ist, 
tie  er  aüttheilt,  von  lierra  Kleiu  in  Vorleaungea  dargelegt. 
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Ziehung  zwischen  to  und  n  die  Abbildung  einer  Bnsseren  Polygonsfläche 
auf  das  Innere  eines  zweiten  ft-Ecks,  welche  beide  Polygone  entsprechend 
gleiche  Winkel  besitzen. 

Inzwischen  hat  auch  die  Präge  nach  den  Bedingungen,  unter  welchen 
die  {;- Function  für  die  Lösung  unserer  Aufgabe  ausreicht,  ihre  Erledigung 
gefunden ,  und  können  wir  auf  bekannte  Besultate  Bezug  nehmen.  So  findet 
man,  z.B.  von  Briot  und  Bouquet  (Theorie  des  Fonctions  elliptiques, 
1875  S.  390)  angegeben*,  dass  nur  in  den  folgenden  vier  FftUen  die 
Gleichung  5)  eine  einwerthige  doppelperiodische  Function  von  n  definirt: 

I)   n  =  4,  A|=:g^.   g»  gl    g;      III)  «  =  3,  ^i^g»   g>  g; 

II)    n  =  3,  A<  =  2-i  j»    g;  IV)  «  =  3,  ^<  =  2*  fi*  3* 

Dazu  kommt  noch  der  Fall  V),  in  welchem  £  zwar  doppelperiodisch 
in  u,  aber  zugleich  zweideutig  wird: 

Q       ,  5f  1         1 

V)  n  =  3,  ^,=  3.  g-.  g. 

Wir  werden  nun  in  den  folgenden  Paragraphen  daran  gehen,  diese 
speciellen  Fälle  nach  einander  zu  dbcutiren. 

§  2.    Das  Rechteck. 

Im  Falle  I)  handelt  es  sich  um  die  äussere  Fläche  irgend  eines 
Rechtecks  B.  Wir  wollen  zuvörderst  das  Seitenverhältuiss  nicht  als  ge- 
geben betrachten ,  vielmehr  werden  wir  für  sämmtliche  vier  Punkte  a^  auf 
der  Achse  des  Beeilen  eine  bestimmte  Wahl  treffen.  Aus  der  fertigen 
Abbildungsformel  wird  sich  alsdann  die  Gestalt  des  Rechtecks  ergeben. 

Da  für  alle  Ecken  ki  =  ^  ist,  erscheint  das  Abbildungsintegral  §  1(4) 

sofort  als  ein   elliptisches.    Wir  nehmen  nun,   wie  es  angemessen  scheint, 
für  a^,  0,,  a,  die  mit  dem  negativen  Zeichen  versehenen  Wurzeln  e^,  e^,  e^ 
irgend   einer  p- Function,    lassen   aber  a^   ins  unendliche  rücken,    sodass 
der   Factor  (e  —  a^)^  im  Integranden  wegzulassen  ist. 
Substituiren  wir  ausserdem  noch 

1)  iP=-pM, 

so  erbalten  wir  schliesslich 

2)  Ädic^du  ^ 


{pu  +  k)\pu  +  ko)' 


*  Man  vergleiche  auch  die  dtirten  Schriften  der  Hen.'en  Love  und  Bnro- 
side,  oder:  Appell-Oonraat«  Theoito  ito  A>ootions  alg^briqaes  et  de  leors 
Integrales  (18M)  a  tMi 
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Eiiieneits  ¥mrd  nun  durch  1)  die  po8iti?e  ir-Halbebene  abgebildet  auf 
die  innere  u- Fläche  eines  zweiten  Bechtecks  JB'  mit  den  yier  Eckpunkten 
VisO,  •»  o"y  »,  andererseits  wird  darch  2)  eine  analoge  Beziehung 
swiadten  dieser  n-Flftohe  und  der  Süsseren  i9«Plftohe  des  Bechtecks  R 
tegeitdlt,  derart,  dass  die  Ecken  h\  von  JB'  mit  demjenigen  bt  Yon  JB 
Aereinstimmen. 

Es  erübrigt  noch  die  Auffindnng  des  Poles  k.  Dazu  kann  man  ver* 
sehiedene  Wege  einschlagen.  Entweder  kann  man  nach  Einsetzung  der 
Werthe  der  Of  und  der  kt  die  Lösung  versuchen  einer  der  in  §  1  ftLr  % 
abgeleiteten  Gleichungen,  oder  man  kann,  was  auf  dasselbe  hinausläuft, 
die  Bedingungen  aufstellen,  unter  welchen  die  Besiduen  der  rechten  Seite 
TOD  2)  ftlr  die  Polepus=  — X;,  pu  =  — üIq  einzeln  zum  Verschwinden  ge- 
bracht werden  können.  Am  einfachsten  verfährt  man  jedoch,  indem  man 
den  in  §  1  bewiesenen  Satz  benutzt 

Weil  A  in  allen  Ecken  denselben  Werth  hat,  werden  jetzt  diesem 
Satie  infolge  die  Spiegelbilder  a'i  der  at  an  einem  Kreise  mit  k  als  Mittel- 
pimkt  in  die  Ecken  eines  Bechtecks  verlegt.  Das  aber  erfordert,  dass  die 
Strecken  Oia,  und  a^a^  aus  k  durch  rechte  Winkel  prqjicirt  werden,  wo- 
mit ersichtlich  k  den  Werth 


erhalt  Dem  ünendlichkeitspunkte  der  i^  «Ebene  ist  also  in  der  u- Ebene 
der  Mittelpunkt  des  Bechtecks  JEf  zugewiesen,  wie  mit  BUcksicht  auf  die 
Sjmmetrie  zu  erwarten  war  (Pig.  1). 

Die  Gleichung. 2)  lässt  sich   nun  ohne  Mähe  integriren.    Ersichtlich 
besitxt  die  Punction  rechter  Hand,  jetzt  von  der  Gestalt 


\p^-Pt)  V^^-^-2-J 


die  ^er  zweifachen  Pole  +  -o-i  + — n —  ^"^d  die  vier  zwei&chen  Null- 
steilen  0,  (0,  co'',  »,  folglich  unterscheidet  dieselbe  sich  nur  um  einen 
eonsianten  Factor  von  dem  Aosdrucke 

Indem   wir  der  willkürlichen  Constanten  Ä  einen  geeigneten   Werth 
ertheilen,  erhalten  wir  demnach 

diff        ,o  „. 

-  — =l)(2u-o>  )-«,, 

ond  schliesslich : 
3)  to^ji{2u-  »")  +  e,  w  +  2  fi'\ 
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Dieses  particnläre  Integral  liefert  in  Verbindnng  mit  1)  die  vollstän- 
dige Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

Die  Frage  nach  der  Beschaffenheit  des  Rechtecks  R  wird  nun  dadurch 
erledigt,  dass  man  durch  Substitution  aus  1)  und  3)  die  den  Ecken  zu- 
kommenden 1^-Werthe  hf  bestimmt.  Das  Resultat  ist  in  nachstehendem 
Schema  enthalten: 

jT-Ebene:  5s=a<  «--e|,  — «,,  — ^,  oo, 

u-Ebene:  tf  e=  &'{=o>i  n\  m\  o, 

K^-Ebene:  ic?  «  ^  =  i7+^o>>    n''+  *»»">    V  +  ^^'f    <>• 
Bei  dieser  Folge  der  Ecken  werden  die  Rftnder  von  B  und   S  im 
positiven   Sinne  durchlaufen.     Sind  also,  wie  ttblich,  co  und  -r  reell  und 
positiv  I   so    können    wir  beilftufig   schliesseui    dass   fttr  jede  p- Function 
positiver  Discriminante  die  reellen  Orössen  ti  +  e^a  und  ':{v  +  ^^')  ^T^i- 

gegengesetzte  Vorzeichen   besitzen.     Thats&chlich    aber  ist  ti  +  e^fo  stets 
positiv,  die  Seitenlängen  2|,  2,  des  Rechtecks  erhalten  somit  die  Werthe: 

Dem  entsprechend  bat  man  vorab  die  p- Function  zu  bestimmen,  falls 
ein  gegebenes  Rechteck  zur  Abbildung  vorgelegt  ist« 
Das  geschieht  mit  Benutzung  der  beiden  Formeln*: 


1^00  — ijw  =  -2-- 

rj  +  e<i(0' 

2n^^^        q^P-^ 

0,    ^(^) 

0)     2/   {l+q'P'V 

Dieselben  führen  zu  den  Gleichungen 

ilogq+  _/^N  =  4^5  -*» 

2n^      .  , 

4) 


welche    zur  Auswerthung   von    q    und   cd  und    damit   zur   endgiltigen    Be- 
stimmung der  p -Function  dienen  können. 

Es  fragt  sich ,  ob  unter  Umständen  die  Rechtecke  JR  und  iC  einander 
ähnlich   werden.     Alsdann  würde    eine  einzige  Formel  3)   —   wenigstens, 

*  Schwan:  MFormtln  und  LehrsätM*'  8.  86  Formel  12. 
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iram  man  darin  w  dnrch  den  mit  einem  passenden  Faetor  mnltiplicirten  con- 
jigiit  compkxen  Weiih  Wq  ersetst  —  ohne  Weiteres  genügen,  am  eine  in- 
Sreet  oonforme  Abbildung  der  Basseren  Fläche  B  aaf  das  Innere  desselben 
Bechtecks  danastellen. 

Man  könnte  diese  Beziehung  gewissermassen  eine  j,  Spiegelung  am 
Beebteeke*  nennen.  Selbstyerständlich  ist  bei  jedem  Bechtecke  eine  der- 
artige Spiegelung  zu  erreichen,  jedoch  ist  dabei  dann  eine  vermittelnde 
Abbildung  der  Süsseren  wie  der  inneren  Fläche  auf  die  5 -Halbebene  un- 
BiDgbiglich. 

Wir  sichern   nun  die  Aehnlichkeit  der  beiden  Bechtecke ,  indem  wir 

oder  *     ,        '  I  o^       * 

Etwas  einfacher  gestaltet  sich  diese  Bedingung,   wenn   man  von  der 
Legend re'schen  Bezeichnung  Gebrauch  macht.    Wir  setzen  also 


ir=«/e,  — e,,      E^ 


iK'^nye^-e^,      JEr= 


V  +  e^co 


ond  bestätigen  dann  leicht,  dass  obige  Gleichung  zusammengezogen  werden 

kanniii  d(KK') 

Die  im  Intervalle  0<C1f<Cl  stets  positive  Function  KK\  unendlich 
sowohl  für  Ä;' =3  0  als  auch  fllr  ä:'=  1,  besitzt  muthmasslich  daselbst  nur  ein 
einiiges  Minimum,    welches    auf   Grund    der  Symmetrie  in  der  Mitte  des 

Interralles,  also  bei  Jfs=-^i  zu  suchen  ist.  Hieraus  wtirde  aber  folgen,  dass 

nur  flir  e,  a=  0,  too  =  oo'  die  Forderung  der  Aehnlichkeit  erfüllt  wird,  und  dass 
daher  lediglich  beim  Quadrate  eine  einzige  Abbildungsformel  die  Spiegelung 
unmittelbar  bewirkt 

Am  Ende  wollen  wir  noch  nebenbei  bemerken,  dass  die  hergeleiteten 
Abbildtmgsformeln  im  Grenzfalle,  wo  die  Discriminante  der  elliptischen 
Functionen  verschwindet,  nicht  länger  anwendbar  sind,  weil  wir  die 
sSmmtlichen  ic-Werthe  h  endlich  voraussetzten.  Die  Ergebnisse  dieses 
Paragraphen  zusammenfeissend ,  lautet  das  Besultat: 

Die  Gleichungen 

stellen  die  eonforme  Abbildung   dar  der   positiven  if- Halbebene   auf  die 
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ftnssere  I9-Flftche  eines  Beobtecks  JB  mit  den  Seitenlingen  I|  und  ^  unter 
der  Bedingung,  dass  die  Verftnderlicbe  u  siob  bewegt  im  Inaem  aiiii 
Becbteckes  JB'  mit  den  Eckpunkten  0,  »,  m\  m.  Die  Beetimmnngsitfleki 
q  und  CO  der  p- Function  genügen  den  Gleicbungen  4). 

§  3.    Das  rechtwinkelige  gleichschenkelige  Drei6elL 
Im  Falle  II)  ist  111 

Für  die  drei  willkOrlicben  reellen  OrOssen  Oi  machen  wir  die  Ammkne: 

«,=  1,    -1,    0. 
Die  allgemeine  Abbildungsformel  erscheint  hiermit  in  der  Form: 

1)  Aäu^^^^^^^^^. 

Bevor  wir  das  Differential  zu  reduciren  versuchen,  wollen  wir  dn 
Werth  von  ib  mittelst  der  in  §  1  angegebenen  Constmetion  bestimmas. 
DemgemSss  construiren  wir  ein  Dreieck  FQR  mit  den  Seiten 

p(l-A,)  =  3,  3,  2, 

und  halbiren  die  Bogen  QR^  RF^  PQ  des  umgeschriebenen  Kreises  donh 
die  Punkte  Ä^^  A^,  A^.    Weil  jetst  o,  den  Mittelpunkt  bildet  der  mi- 
liehen  Strecke  a,a|,  sind  die  Winkel  La^ka^^  La^ha^  resp.  den  Wiolnb 
ili,  A^  des  Dreiecks  A^A^A^  gleich  zu  machen  (Fig.  2). 
Aus  dieser  Constmetion  erhellt  sofort 

ctgLa^ka^  =  dgLa^kai  =  ^2'^=|^2 ' 
sodass  man  einfach  findet  k^^iy  -^' 

unter  Einftlhrung  dieses  Werthes  ftlr  &,  setsen  wir  nunmehr 

dg  — , 

Vit*- 1)»' 

wodurch  die  Differentialgleichting  1)  die  Gestalt  ainiimmt; 

Hiermit  ist  schon  anf  die  lemniscatische  |i- Function  mit  den  reeUes 
Wurzeln   1,  0,  —1  hingewiesen.    Demnach  ersetzen  wir  t  durch  pu  oder, 
auf  dasselbe  hinauskonunt,  durch  pu^e^^  woraus  hervorgeht: 


k 
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e») 


die 


pu 


p'^u 


die 


Die    Gleichung  2)    definirt,    wie     wir    einstweilen     bervorbeben, 
Ttriable  is  als  eindeatige  Function  des  complexen  Argumentes  u. 

In  Betreff  der  geometrischen  Bedeutung  der  Gleichungea  2)  und  3)  er- 
kennt man  leicht  folgendes.  Durchlauft  £  die  positive  Halbebene,  eo  giebt 
es  einen  eindeutig  bestimmten  Werth  des  Argumentes  u,  der  sich  bewegt 
im  Inneren  einea  Dreiecks  P'  mit  den  Eckpunkten  2)^  =  0^  2a>|  co''  resp, 
den  reellen  *-Werthen  a,'=l,  —1,  0  entsprechend.  Die  Gleichung  2) 
bildet  also  die  jf> Halbebene  auf  das  Innere  von  D'  ab,  während  3)  eine 
Ähnliche  Beziehung  zwischen  letzterer  Fläche  und  der  Susseren  ic7*  Fläche 
eines  Dreiecks  D  vermittelt  (Fig.  2). 

Wir  werden  diese  letztere  Beziehung  endgiltig  festsetzen,  indem  wir 
3)  iniegriren.  Das  erfordert  die  vorhergehende  Zerlegung  der  doppel- 
periodischen  Function  rechter  Hand: 

Diese  Function  ist  sicherlich,  weil  w  ein  elliptisches  Integral  zweiter 
Gattung  vorstellt,  durch  eine  Summe  von  j?- Functionen  darstellbar,  mit 
anderen  Worten,  sie  besitzt  nur  zweifache  Pole  und  für  Jeden  Pol  ver- 
schwindet das  Residuum.  Ersichtlich  sind  diese  Pole  der  vier  Wurzeln 
+  Ä,    +ß   der   Gleichung  j?''«  — 0    und    eine    kurze  üeberlegung   genügt 

cb,  nm  zo  zeigen,  dass  F{u)  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  der 

^«  p{u  -  u)+p(u  +  a)  +p{u  -  ß)+p{u  +  ß) 

identisch  ist. 

Indem  wir  ftlr  Ä  einen  geeigneten  Werth   wählen,   können  wir  daher 

-^=p{u-^)+p{u  +  a)+piu-ß)+piu  +  ß), 

ttne  Gleichung,  deren  particuläres  Integral 

^^l{u-^)  +  Uu  +  a)  +  Uu-ß)+tiu  +  ß)=Hu  + 

wir  als  Abbildungsformel  benutzen  wollen« 

Üarth  Sabstitution  der  w-Werthe  &'i=  0,  2oo,  cd"  findet  man  für  die 
enttprechenden  Ecken  des  Dreiecks  D  die  w-Werthe  ^^^0,  8i?,  Atf* 
ili«raus  ersieht  man  ohne  Mühe,  dass  dieses  Dreieck  D  in  der  That  recht- 
winkelig gleichschenkelig  ist.  Offenbar  gehört  nun  zum  ünendlichkeits- 
pnnkte  der  w- Ebene  diejenige  Wurzel  «  der  Gleichung  p"ti=  0,  welche  im 
bmtren  des  Dreiecks  IX  liegt    Dieser  u^Werth   ist  also   bestimmt   durch 

F«  =  +  J/  j»  das  heisst,  der  Punkt  a  befindet  sich  auf  der  Strecke  ww". 


P'u 
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Den  bisherigen  Betrachtungen  entnehmen  wir  jetst  folgenden  Satt: 
Die  Oleichangen 

(jp'«u  =  4i)'w—  4|>u) 

stellen  eine  conforme  Abbildung  der  positiven  jt- Halbebene  dar  auf  cb 
Süssere  ic-Flttche  eines  rechtwinkeligen  gleichschenkeligen  Dreieeka  D  iistBr 
der  Bedingung,  dass  die  Yerftnderliche  u  sich  bewegt  im  Inneren 
Dreiecks  J/  mit  den  Eckpunkten  0,  2o»,  m\ 


§  4.    Das  gleichseitige  Dreieck. 

Wir  wiederholen  in  Enrzem  fllr  den  Fall  III)  die  Bechnong  des  vorigoi 
Paragraphen.    ZanSchst  setzen  wir  in  die  allgemeine  Abbildungsformel 

a,=  -l,    0,    +1, 

^'     r     3"'     3' 
wodurch  wir  erhalten  s. 

Die   schon  mehrfoch  benutzte  Construction  des  Poles  h  lehrt  hier  qb- 
mittelbar,    dass   aus   diesem  Punkte    die   Strecken   Oiü^  und  a^a^  doroh 

Winkel  von  60^  projicirt  werden »  dass  also  für  h  den  Werth  t  ^  ^  ein- 
zutragen ist 

Wir  reduciren  weiter  das  Differential  in  der  letztgefundenen  Gleickong 
unter  Benutzung  einer  p- Function  negativer  Discriminante,  bestimmt  dnrdi 

jp'«u  =  4i?*w  +  1, 

mit  den  beiden   Perioden  2m^   und  2(0^,   zwischen  welchen   die  Belaiion 
m^i=  (o'sl/3  stattfindet 

In  dieser  Absicht  setzen  wir 

I)  .=-4- 

und  mithin 


6    ^^  r         de 


1/16      J     >^ 
wodurch  wir  eine  Gleichung  von  der  Form: 


—  I 
i 
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rbalten. 

ünsohwer  siebt   man  ein,   dass  die  Oleiohung  1)  die  eindeutige  Ab- 

lildong  der  positiven  5 -Halbebene  auf  die  innere  u-FlScbe  eines  gleicb- 

2au  2ai 

iflüigen  Dreieeks  D'  vermittelt,  dessen  Eckpunkte  h'i  f=2u^ ^t   0,   -^ 

reip.  den  reellen  5 -Wertben  ai  =  —  1,  0,  -f  1  entsprechen  (Fig.  3). 

Die  Gleicbnng  2)  wird  wiederum  das  Innere   von  D'  auf  die  Süssere 
«-Fläche  eines  gleichseitigen  Dreiecks  D  abbilden.     Dem  Werthe  tr  =  oo 

gehOrt  5  =  A;=st7/^»    und    deshalb    auch    der  u-Werth    o  =  ~^>da8 

heiflst  der  Mittelpunkt  des  Dreiecks  D\ 

Es   erflbrigt  nur  noch  die  Integration  von  2).     Die   zu  integrirende 

PttDCiion  besitzt   die  sechs  zweifachen  Pole  ±  — ^-^f     +  -^i     ±  —^ 

2»  o  ö 

and  die  drei  vierfachen  Nullstellen  0,  +  —o-^*     unter  Berücksichtigung  der 

speciellen  Eigenschaften  der  hier  gebrauchten  elliptischen  Functionen  — 
wir  erinnem  hier  insbesondere  an  die  Relationen 

piusstpu,    piu=p'u^    iiu=zB^iu  — 

leigt  man  mOhelos,  weil  fttr  alle  Pole  das  Residuum  verschwindet,  dass 
die  Function  der  rechten  Seite  von  Oleichung  2)  bis  auf  einen  constanten 
Factor  durch  den  Ausdruck 

K-^) +K.+^) +K-^) +'(-+^) 

:a  ereetten  ist. 

Sonach  ist  es  gestatteti  die  Gleichung 

la  die  gesuchte  Abbildungsformel  zu  betrachten. 

Eine  leichte  Umrechnung  giebt  indessen  dieser  Formel   die  einfachere 

p^u+  1 
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Hieraus  erhält  man  durch  die  Substitutionen 

u  =  6',=2«,-H|!,    0,   ^-^ 

unmittelbar  w^ht^^Asfi^^  0,  4ri^f   welche    Functionswerthei    wie   es 
sein  muss,   in  der  ic*  Ebene  ein  gleichseitiges   Dreieck  bestimmen.     Ffir 
ein  solches  Dreieck  gilt  also  der  Sats: 
Die  Gleichungen 

P  u +1  pu 

stellen  eine  conforme  Abbildung  dar  der  positiven  5 -Halbebene  auf  die 
Süssere  ic- Fläche  eines  gleichseitigen  Dreiecks  D  unter  der  Bedingung, 
dass  die  Veränderliche  u  sich  bewegt  im  Inneren  eines  Dreiecks  1/  mit 

den  Eckpunkten  2a>8 ^*i  0,   -^* 


§  5.   Das  Dreieck  mit  den  Winkeln  ^t  ^>  -^• 

Nur  wenig  umständlicher  gestaltet  sich  die  Rechnung  im  Falle  IV), 
wo  man  hat  ^.^q.     -4,    -1, 

^*~2'     6'    3^ 
und  wo  es  sich  handelt  um  die  Gleichung 

Zur  Bestimmung  des  Poles  h  auf  geometrischem  Wege  construiren 
wir  das  Dreieck  PQB  mit  den  Seitenlangen  ^(1  — Aj)  =  3|  5,  4  im  Kreise 
(Fig.  4).     Das  Dreieck  Ä^Ä^A^   der  Bogenhalbirangspunkte  erhält  erstens 

einen  Winkel  A^=  ~]  ein  zweiter  Winkel  A^  ist  offenbar  bestimmt  durch 


tgÄ,  =  tg(^-  +  ^B)^3. 


Es  wird  hier  aber  L^i^^  =  '^d  La^kai  =  A^^  mithin  ergiebt  sieb 
sofort  Ä  =  —  1  +  ». 

Wir  verwerthen  wiederum  hier  die  p- Function  des  §4  zur  Beduction 
der  Differentialgleichung,  indem  wir  setzen: 

1  +  p'u 
und  somit: 
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3        ^  /*'  de 

Zugleich  fBbren  wir  statt  des  Poles  h  das  Argument  a  ein ,  bestimmt 
dinh  die  Gleiohang: 

und  gelangen  sohlieaslioh  za  einer  Oleichang  von  der  Form: 

in  wdeher  wir  unter  «q  den  za  a  conjogirten  complezen  Werth  yerstehen. 

Es  geht  nnnmehr  aas  einer  einfachen  Ueberlagung   hervor,   dass  die 

Oleichang  1)  eine  beiderseitig  eindeutige  Abbildung  der  positiven  0-Halb- 

ebese  bewirkt  auf  die  innere  ti-Flttche  eines  Dreiecks  D'  mit  den  Ecken 

i'<  =  «kf  0,  -^  und  den  inneren  Winkeln    ^t    gi    ^>    so  dass  also  die 

Oleichang  2)  in  analoger  Weise  das  Innere  von  D'  auf  das  Aeussere  des 
Dreiecks  D  in  der  tr- Ebene  bezieht. 

Letztere  Beziehung  ist  nun  durch  Integration  von  2)  zweckmässig  zu 


Von  der  doppeltperiodischen  Function  rechter  Hand,  welche  offenbar 
die  iwölf  zweifachen  Pole  +  «,  ±  i«,  ±  «'«,  ±  «^i  ±  ««o»  i  **«o  ^" 
litzt,  ist  Ton  Yomherein  bekannt,  dass  die  Residuen  sSmmtlicher  Pole  ver- 
schwinden« Eine  sehr  leichte  Bechnung  genttgt  daher,  zu  zeigen,  dass 
die  Function  bis  auf  einen  Constanten  Factor  einfach  durch  die  Summe 
der  nrOif  p- Functionen:  p(ti  — «),  P(M  +  a)  u.  s.  w.  dargestellt  werden 
hon. 

Wir  kennen  also  die  Gleichung 

+t(~-«o)+J:(~+«o)+t(**-f«o)+J:(^+««o)+J:(«*-i"«o)+£(t*+«*«o) 

ansehen  als  ein  particulftres  Integral  Yon  2),  welches  sich  auch  in  der  be- 
quemeren Form:  pup"u{\Op^u-Q) 

schreiben  laset.  ^  up   u-r^ 

2ai 
Ptlr  i»  =  6'£  =  fliig,  0,  — j~-  folgt  aus  dieser  Abbildungsformel 

i«;  =  6,=  4iy,(l^i),  0,  8iy,; 

<ien  Ecken  des  Dreiecks  D'  sind  also  diejenigen  eines  ihm  indirect  ähnlichen 
Dreieeb  D  in  der  tr- Ebene  zugefflgt 


144    Conforme  AbbilduDgen,  welche  Ton  der  {[-Fanotion  Termitielt  werden. 

Hiermit    ist  nun  fdr  das  Yorliegende  Problem  folgende  LOsnng  ge- 
funden : 

Die  Oleichnngen 

. top,.  ,pup"u{l0p'*u^6)  p*u 

bp^U'-op^u  +  d  l+p^u 

(i)'»u  =  4i)»w+l) 
stellen   eine  conforme  Abbildung  dar   der  positiven  0- Halbebene  auf  die 
Süssere  u;- Flache  eines   Dreiecks  D  mit  den  Winkeln  -^i    -^i    -^    unter 

der  Bedingung,  dass   die  Verftnderliche  u  sich  bewegt  im  Inneren  eines 

2(0 
Dreiecks  D'  mit  den  Eckpunkten  a^^  0,  ~^* 


§  6.    Das  Dreieck  mit  den  Winkeln  -g^'  ^    ^- 

Wie  schon  gesagt »  unterscheidet  sich  der  Fall  V)  yon  den  ttbrigen 
dadurch,  dass  es  nicht  gelingt,  die  Veränderliche  0  als  eine  in  der  ganzen 
u- Ebene  eindeutige  Function  des  Argumentes  u  darzustellen. 

Wir  setzen  in  die  Orundformel  ein: 

a<  =  0,    +1,    -1, 
2       11 

wodurch  die  Gleichung  entsteht: 


Aduf  — 


(^-Ä)*(^-*o)* 


Zur  Bestimmung  von  k  haben  wir  jetzt  im  Kreise  ein  Dreieck  PQR 
zu  construiren  mit  den  Seitenlängen  ^(1--A^)==2,  5,  5  (Fig.  5).  Das 
Dreieck  A^A^A^  der  Bogenhalbirungspunkte  wird  gleichschenkelig ,  für  den 
Winkel  A,^  gilt  offenbar 

^^         sinQ         Y    ö 
Man   hat   hier  aber  Z.^^^i  =  '^>    La^ka^  =  A^^  das   hat  mithin  zur 
Folge  Ä;  =  ij/-g-- 

Die  Reduction  des  Dififerentials  gelingt  jetzt  durch  die  Substitution 


1)  jp  = , —     > 

'  p  u 

wo  noch  immer 

p*u  =  4p^u  +  1. 
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Man  findet  auf  diesem  Wege: 


3  r        ät 

■^-4       J    V**(«*-l)* 


3 

nod  whliesslioh  erscheioen,  indem  noch: 

,,  1  3 

gesetit  wird,  die  Variabein  u  and  w  verbunden  durch  eine  Gleichung  yon 
der  Form:  , 

2)  A^""  -  ^" 


du         (|>'*tt— jp'^a)* 

Wir  betrachten  zunächst  die  Gleichung  1).     Sie  definirt  a  als   zwei- 
Fonction  yon  u  mit  den  Verzweigungspunkten 

Diese  Zweideutigkeit  aber   wird   gänzlich   aufgehoben,    wenn   wir  das 
Gebiet  der  Veränderlichen  u  beschränken  auf  das  Innere  eines  Dreiecks  D' 

mit  den  Eckpunkten  &'<  =  — ^-^>  2^^,    0,    weil  innerhalb   D'  kein  Ver- 

sweignngspunkt  angetroffen  wird.  Wenn  wir  nun  überdies  festsetzen,  dass 
fflr  alle  reellen  u-Werthe  auf  der  Dreiecksseite  ^i^^x  der  Veränderlichen 
i  die  Amplitude  +  n  zukommen  soll ,  ist  dadurch  z  eindeutig  und  yOUig 
bestimmt.  ^ 

Dieser  Voraussetzung  gemäss  erhält  j9  für  u  =  &'<  =  — ö^>    ^o^s»    0 

die  reellen  Werthe   a<  =  0,   +1|    ~1*     Sine    eindeutige  Abbildung   des 

Inneren  des   Dreiecks    D    mit   den    Winkeln    -^-i  -^>  ^    ist    dabei   er- 

o       o      b 

reicht  worden,  indem  es  aus  den  besonderen  Eigenschaften  der  p- Function 
sofort  erhellt,  dass  immer  ein,  aber  auch  nur  ein  einziges  Argument  u 
innerhalb  If  einem  gegebenen  positiy  complezen  £;- Werthe  entspricht.  So 
z.  B.  gehört  zu  dem  Pole  A;  das  Argument  « ,  wofür  wir  jetzt  in  ganz  be- 
stimmter Weise  finden  können.: 


"'=-rÄ'  p'«=_j/|. 


Nach  diesen  Erörterungen  kehren  wir  zu  der  Gleichung  2)  zurück, 
welche  die  Abbildung  der  äusseren  ir- Fläche  des  Dreiecks  D  auf  das  Innere 
von  U  bewirken  soll.  Die  rechte  Seite  besitzt  die  sechs  zweifachen  Pole 
±0}  ±ea,    ±  s'<Xf    für  welche   die   Residuen  yerschwinden.     Letzterem 
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umstände  Rechnung  tragend,  flberzeugt  man  sich  bald  davon,  dass  die 
Function,  ungerechnet  einen  constanten  Factor,  sich  auf  die  einfache 
Summe  der  sechs  |)  -  Functionen  p(u  —  a),  p{u  +  a)  u.  s.  w.  reduciren  lässt. 
Indem  wir  daher  der  Constanten  A  einen  passenden  Werth  ertheilen,  er- 
halten wir  das  particulSre  Integral: 

IT  =  {:(!#-«)  + tcu +«)  + {:(u-«a)  +  t(u  + 6«) +  {:(u-aM  +  t(t* +  «*«), 

oder  auch  SOp^up'u 

Aus  dieser  Abbildungsformel  ersieht  man  sofort,  dass  tr  die  Werthe 

2a) 
hi=^4fi^^  41^2(1—«),  0  resp.  annimmt  ftlr  u  =  b'£= —^9    2m^^  0,   dass 

also  das  Dreieck  D  der  ir- Ebene  dem  Dreiecke  D'  indirect  ähnlich  ist. 
In  Betreff  dieses  Dreiecks  D  lautet  mithin  das  Schlussresultat: 
Die  Gleichungen 

stellen  eine  conforme   Abbildung  dar  der  positiven  0- Halbebene  auf  die 

2nc      n    n 
äussere  k^- Fläche  eines  Dreiecks  D  mit  den  Winkeln  —^^  -2»  ?   unter  der 

.0       OD 

Bedingung,  dass  die  Veränderliche  u  sich  bewegt  im  Inneren  eines  Dreiecks 
D' mit  den  Eckpunkten  -^^  2a>3,  0.  Für  reelle  w -Werthe  ist  dabei  « 
die  Amplitude  +7c  zuzuweisen. 

§  7.    Zusammengesetzte  Figuren. 

Herr  Burnside*  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  aus  jeder 
Lösung  der  Abbildungsaufgabe  für  eine  innere  Poljgonsfläche  einfach  durch 
algebraische  Elimination  neue  Abbildungsformeln  hergeleitet  werden  können. 
Letztere  beziehen  sich  alsdann  auf  die  Figuren ,  welche  aus  dem  Ursprung- 
lieben  Polygone  entstehen  durch  Anlegung  von  Spiegelbildern  an  den  Seiten. 
So  z.  B.  betrachtet  Herr  Burnside   das  Dreieck  AB'B!  mit  den  Winkeln 

-jj— >  Vi»  vr  als  hervorgegangen  aus  dem  Dreiecke  iifC  mit  den  Winkeln 

ö"'  7?  '  TT  indem  er  an  der  kürzesten  Seite  AC  des  letzteren  das  Spiegel- 
6      Ki      l 

bild  ACß  anlegt.  Diese  BetracbtuDg  gestattet  nun  sofort  aus  der  Ab- 
bildungsformel des  Dreiecks  ABC  diejenige  für  ABB'  zu  ermitteln. 

Gleiches  gilt  gewissermassen  für  äussere  PolygonsflHcben ,  was  hier  an 
dem  Beispiele  des  regelmässigen  Sechsecks  S  dargelegt  werden  möge. 

»  Man  sehe  die  dtirte  Seliiill  8.  IM. 
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In  der  «-Ebene  lassen  wir  das  Sechseck  8*  durch  eine  fflnfmal 
wiederholte  Spiegelung  and  Anlegung  entstehen  aus  dem  gleichseitigen 
Draieckel  mit  den  Ecken: 

Oi  =  0,     &,  =  2c»8 g-»     «  =  "~3^* 

derart,  dass  nach  einander  zum  Ausgangsdreiecke  I  die  Dreiecke  II  bis 
VI  binzogefligt  werden  (Fig.  6).  . 

Das  Dreieck  I  wurde  durch  die  Gleichung  0  e= j-  auf  die  positive 

i-Halbebene  abgebildet  (§  4),  den  Ecken  h\,  h\^  a  entsprachen  die  reellen 
i.Werthe  »1  =  0,  Oj  =  —  1 ,  A  =s  +  1. 

Es  fragt  sich,  welche  Erweiterung  das  0- Gebiet  erfährt,  wenn  das 
Gebiet  von  u  zufolge  der  erwähnten  Constrnction  sich  allmählich  ttber  die 
ganze  Fläche  von  ff  ausdehnt. 

Ersichtlich  überschreitet  0  die  Achse  des  Beeilen  zwischen  den  Punkten 
4*1  and  —  1  bei  jedem  Durchgange  yon  u  durch  die  Radien  ah'^y  ab\y 
a5'(;  überschreitet  aber  u  die  Radien  ah\f  a&'g,  a&'g,  so  geht  0  zwischen 
den  Ponkten  + 1  und  0  aus  der  negaÜYen  in  die  positive  Halbebene  ttber. 

Die  innere  m- Fläche  von  ff  findet  daher  ihre  Abbildung  auf  sechs  zu- 
sammenhängende Halbebenen;  drei  unter  ihnen,  die  positiven,  entsprechen 
den  Dreiecken  I,  III,  V,  die  drei  negativen  sind  den  Dreiecken  II,  IV, 
VI  sngewiesen. 

Mao  Überzeugt  sich  nun  bald  davon,  dass  dieses  System  von  Halb- 
ebenen eine  dreiblättrige  Windungsfläche  B^  bildet  mit  dem  Windungspunkte 
fa-|-l.  Alle  üebergangslinien  fallen  zusammen  in  die  Strecke  0,  + 1| 
llngs  welcher  also  die  Blätter  cyklisch  an  einander  geheftet  sind;  der 
Band  der  Fläche  B^  aber  besteht  aus  den  drei  Doppelgeraden  0,-1. 
Um  letzteren  Umstand  zu  veranschaulichen  ist  auf  B^  eine  in  sich  selber 
zorflcklaufende  Linie  gezeichnet,  welche  die  Abbildung  vorstellt  einer  hart 
am  inneren  Rande  von  8'  verlaufenden  geschlossenen  Curve  (Fig.  6). 

Man  ersieht  hieraus,  dass  die  den  Ecken  h'i  von  ff  entsprechenden 
Punkte  Oi  sich  zu  dreien  ttber  einander  lagern,  dass  also  01  =  03  =  05=0, 
a,=a4  =  08  =  —  1. 

Wir  erreichen  nun  unser  nächstes  Ziel,  die  conforme  Abbildung  auf 
eine  Halbebene  der  inneren  m- Fläche  ff,  indem  wir  die  j9- Fläche  B^  ein- 
deutig auf  diese  ^- Halbebene  beziehen. 

Letztere  Beziehung  findet  ihren  analytischen  Ausdruck  in  einer 
algebraischen,  in  e  linearen  Gleichung  f{t^  isr)  =  0,  in  welcher  nur  reelle 
Coefficienten  vorkommen,  da  g  fttr  jeden  reellen  ^-Werth  einen  ebenfalls 
reellen,  zwischen  —  1  und  0  gelegenen  Werth  annimmt.  Wie  am  Ende 
diese  Gleichung  sich  gestaltet,  geht  aus  der  folgenden  Ueberlegung  hervor. 

Wir  ttberdecken  ü,  mit  einer  zweiten  ihr  congruenten  Fläche  R^  und 
verbinden  beide  längs  der  Strecke  —  1,  0,  je  ein  Blatt  von  B^  mit  einem 

10* 


148    Conforme  AbbilduDgen,  welche  Yon  der  {;- Function  yermittelt  werden. 

Ton  R^  verknflpfend.  So  entsieht  eine  geschlossene  seohsblSttrige  Flftche  B^ 
mit  zwei  in  j9  =  +  1  übereinander  liegenden  Windangspunkten  zweiter  Ord- 
nung, während  in  0  =  0  und  0  =  —  1  je  drei  einfache  Windungspunkte 
auftreten  (Fig.  6).  Diese  Fläche  B^  ist  nun  der  J- Fläche  B'^^  welche  von 
der  Diederirrationalität*: 


HJ)'=»{j>l^jij) 


auf  die  X- Ebene  conform  abgebildet  wird,  ToUkommen  ähnlich.  Die  Aus- 
nahmepunkte Ton  12'e  aber,  die  auf  B^  den  Punkten  ß  =  +  l,  0,-1 
entsprechen,  sind  7=0,  +1»  ^\  folglich  geht  B^q  durch  die  Substitution 

in  B^  über ,  woraus  wir  schliessen ,  dass  die  Function  k  (  ^         j  die  Fläche 

Bq  auf  die  lückenlose  A- Ebene  eindeutig  bezieht.  Die  positive  A- Halbebene 
kann  offenbar  dabei  als  das  Abbild  unserer  ursprünglichen  Fläche  B^  an- 
gesehen werden.  Indem  wir  noch  die  sehr  unwesentliche  Substitution 
2l  =  t+l  in  der  bekannten  Gleichung  der  Irrationalität  k  Tornehmen, 
ergiebt  sich  nunmehr  die  Belation  f{ej  t)  =  0  in  der  Form: 

1)  1  -  5  :  -  2i?  :  0  +  1  =  (^«+  3)8  :  <«(^«-  9)» :  27(<»-  I)«. 

Jeder  der  sechs  Halbebenen  yon  B^  entspricht  jetzt  ein  bestimmtes 
von  Geraden  und  Kreisbogen  begrenztes  Stück  der  ^- Halbebene.  Den 
jR-Werthen  at  gehören  nach  einander  die  f-Werthe  c,  =  0,  —1,  —3,  oo, 
+  3,  +1;  der  Windungspunkt  jp  ==  +  1  ist  in  ^  =  t|/3  verlegt.  Wir  er- 
setzen in  der  Gleichung  1)  0  durch -, —  und  erhalten  als  Abbildungs- 
formel** für  die  innere  u- Fläche  des  regelmässigen  Sechsecks  S'i 

2)  1  +p'u  :  +  2  :  p  u-  1  =  ((«  +  3f  :  t^{fi--9)^:  27y«-  1)«. 

Damit  jedoch  die  Beziehung  zwischen  u  und  t  eine  beiderseitig  ein- 
deutige sei,  bat  man  stete  Bücksicht  zu  nehmen  auf  die  Eintheilung  der 
beiden  Flächen  in  entsprechende  Bereiche  (Fig.  6). 

Ausgerüstet  mit  dem  oben  gewonnenen  Resultate  können  wir  nun  end- 
lich die  AbbilduDgsfrage  für  die  äussere  te;- Fläche  eines  regelmässigen 
Sechsecks  S  ohne  Mühe  lösen. 

Wir  gehen  dabei  aus  von  der  Bemerkung,  dass  die  Gleichung  2)  und 
die  Abbild ungsformel :  ^ 

dt 


3^  iiu  +  ^-h/\ 


*  Klein-Fricke:   „Theorie  der  elliptiscben  Modulf unctionen*'  I,  8.  05— 71. 
**  In  etwas  abweichender  Form  von  Uerra  Barnside  angegeben. 


Von  J.  C.  Kluyvbr.  149 

gleichbedeutend   sein  müssen.    Betrachten   wir   nun   zu   gleicher  Zeit  das 
Integral  t 


4)  A^  ,   j._rdth(t'-l){t'-9) 


welches  die  Abbildung  bewirkt  der  äusseren  u;- Fläche  eines  bestimmten 
gleichwinkeligen ,  aber  nicht  nothwendig  gleichseitigen  Sechsecks  8^  so  liegt 
die  Vermuthnng  nahe,  das  dieses  Integral  4)  unter  Zuhilfenahme  von  2) 
auf  ein  elliptisches  reducirt  werden  kann. 

Ehe  wir  jedoch  diese  Reduction  versuchen  können,  haben  wir  wie 
Mber  den  Pol  k  zu  ermitteln.  Alle  Rechnung  lässt  sich  dabei  vermeiden, 
indem  wir  bemerken,  dass  die  Punkte  c<  =  0,  —  1,  —3,  00,  +3,  +1 
durch  Spiegelung  an  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  tj/S  und  dem 
Badios  2t)/3  in  die  Ecken  c't  eines  regelmässigen  Sechsecks  übergehen, 
dessen  Mittelpunkt  den  ^-Werth  —  t]/3  zukommt.  Die  Anwendung  des  in 
§1  bewiesenen  Satzes  ergiebt  dann  unmittelbar  das  Resultat: 

Es  bandelt  sich  also  um  die  Einführung  von  u  in  die  Gleichung 

..,.-_  dtpt(t*-l){t'-9) 
Aue  2)  und  3)  findet  man: 

de  =  -^du^<(<«-l)(^>-9). 


((«  +  3)«  3  \+pu 

80  das8  wir  in  der  That  w  durch  u  ausdrücken  kOnnen  und  zu  der  Gleichung 

du  l+l>w        \  3     / 

gelangen.    Die  gesuchte  Abbildungsformel  ist  also: 

oder: 

Substitution   der  sechs  u-Werthe  Vi  liefert  für  die  Ecken  des  Sechs- 

'''"*••  2  4  2 

10  =  6^  =  0,    2t?3— -giy,,     21^3,      g-t?,,     2i;,,     21^1— gl/,; 

^tt  Sechseck  8  erweist   sich   also   als   regelmässig,    womit   wir   den  Satz 
gewonnen  haben: 


160  Gonforme  Abbildangen  etc.    Von  J.  C.  Klutvib. 

Die  Oleichnngen 

.     ^  1    p'u-\ 


pu 
1  +J»'»  .  +  2'.p'u-l  =  (f+3y:  <«((«-  9)»:  27(<»-l)«, 

(!>'««  =  Vtt+1) 
stellen  die  conforme  Abbildung  dar  der  Süsseren  »•Fläche  eines  i 
mSssigen  Sechsecks  8  anf  die  positive  <•  Halbebene  anter  der  Bedinj 
dass  die  Veränderliche  w  sich  bewegt  im  Inneren  des  Sechsecks  iS 
den  Eckpunkten 

0,    2», ^,    2»„    -g-«,,    2«»,,    2«D, g^. 


IX. 

Ueber  den  Besotaleunignngspol  der  zusammengesetzten 

Bewegung. 

Von 

Prof.  F.  WiTTENBAÜEB 

in  Gras. 


Hierzu  Taf.VH  Fig.  1—7. 


Der  BeschleuDigangspol  ist  für  die  Eenntniss  des  Beschleanignngs- 
znstandes  eines  in  ebener  Bewegung  begriffenen  starren  Systems  von  hervor- 
ragender Bedeutung;  um  ihn  gruppiren  sich  die  Beschleunigungen  aller 
Sjstempunkte  sowohl  der  Grösse  wie  auch  der  Richtung  nach  in  so  über- 
sichtlicher Weise,  dass  man  sagen  kann:  mit  der  Angabe  dieses  Punktes 
gewinnt  man  mit  einem  Schlage  einen  üeberblick  über  den  Beschleunigungs- 
znBtand  des  Systems. 

Za  dem  kommt ,  dass,  wenn  ausser  dem  Beschleunigungspol  die  Be- 
schlennigung  eines  Systempunktes  gegeben  ist,  die  Beschleunigung  jedes 
anderen  Systempunktes  in  sehr  einfacher  Weise  construirt  werden  kann. 

Die  Lösung  des  wichtigen  und  für  die  Zukunft  der  Kinematik  be- 
deutnngsTollen  Problems:  die  Beschleunigung  jedes  Punktes  einer 
kinematischen  Kette  in  Bezug  auf  jedes  beliebige  Glied  der- 
selben zu  construiren,  lässt  sich  yom  allgemeinen  Gesichtspunkte  aus 
nur  80  erreichen,  dass  man  zunächst  zeigt,  wie  der  Beschleunigungs- 
pol jedes  Gliedes  in  Bezug  auf  jedes  andere  Glied  der  Kette 
construirt  werden  kann. 

Die  folgenden  Untersuchungen  sollen  die  Lösung  dieser  Frage  yor- 
bereiten;  sie  sollen  zeigen,  wie  man  den  resultirenden  Beschleunigungspol 
eines  Systems  finden  kann,  das  eine  bekannte  Eigenbewegung  besitzt  und 
überdies  gezwungen  wird,  die  Bewegung  eines  fremden  Systems  mitzu- 
in&chen. 

!•  Der  Bewegungszustand  eines  ebenen  Systems  S^  ^®^  durch  Angabe 
des  Drehpoles  0^,   des  Wendepoles  0^,   des  Beschleunigungspoles  O^y  der 

Winkelgeschwindigkeit  m^  und  der  Winkelbeschleunigung  X^  =  -j^  vollstSndig 
bekannt  (Fig.  1). 
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Dieses  System,  das  gefELhrte,  werde  gezwangen,  die  Bewegung  m 
anderen  Systems  Z^,  des  führenden,   mitzumachen.     Die  Bewegung  dieses 
letzteren    sei   durch    die   Angabe    der   analogen   Punkte   und   Intensitittn 

0^  /}  0j  y  (»I ,  i|  =  -r^  Tollstftndig  bestimmt. 

Es  sei  der  Beschleunigungspol  Q  der  resultirenden  Bewegung  deft 
Systems  2^  zu  bestimmen.  Die  LOsung  ist  folgende:  Man  suche  zuenl» 
den  Drehpol  0  und  den  Wendepol  J  der  resultirenden  Bewegung,  zieh« 
Über  OJ  als  Durchmesser  den  Wendekreis  und  construire  den  Winkel 
JOG  a  9;  im  Schnitte  der  Linie  OG  mit  dem  Wendekreise  li^  der  g^ 
suchte  Beschleunigungspol  G  (yergl.  Fig.  3). 

Die  Bestimmung  des  Wendepoles  J  habe  ich  in  meiner  Abhandlung. 
„Die  Wendepole  der  absoluten  und  relativen  Bewegung"  gelehrt^  Ha^ 
ziehe  die  Linien  O^J^,  O^J^^  OJ^^  femer 

OJTIIO,/,,     OX|jO,J,,     LMN\\0^0^,    NJ^\\KL, 

dann  liefert  der  Schnitt  der  Linien  MK  und  ^J^  den  Punkt  J^,  das  ut 
den  resultirenden  Wendepol  bei  Ausserachtlassung  der  Winkelbeschleuuigu 
ungen  l^  und  l^  Der  wirkliche  Wendepol  /  liegt  mit  J^  in  einer  Soul, 
rechten  auf  0^0^  und  zwar  ist,  wie  ich  a.  a.  0.  gezeigt  habe, 

/5  =  Jjo  =:  5.  i.  =,  h.tangq>, 

worin  co  =  00|  +  Q?,  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit«  X  s  i|  -f  i, 
die  resultirende  Winkelbeschlennigung  und  h  die  Strecke  OB  bedeutet 
(Fig.  4),  wobei  die  Punkte  0  und  B  die  barycentrischen  Ausdrücke  besittea: 

(»0=(OiO,  +  w^Oj,     AJB  =  A,Oi  +  i,0. 

Beachtet  man  die  aus  Obigem  folgenden  Relationen: 

aj :  dg  :  a  =  (Oy  :  fl9j  :  (o, 

worin  0^0  =  0^^  00^=:  a^^  0^0^  =  a  bedeuten;  femer  die  bekanaten 
Beziehungen: 

^=^tangq>,    -^^tangq>^,    ^=^tangq>^, 

worin  q>tfiq>f  die  Winkel  JOG,  J^O^G^.  J^O^G^  bezeichnen,  so  ergeben 
sich  die  Gleichungen: 

1)  w^tang  9  =  vi^^.tang  g>,  +  fa\Aang  9,, 

2)  h .  fo^tang  q>  =  a^  00*1  tang^^  +  a,  fo\iang  9, , 
oder: 


*  Zeitschrift  fQr  Mathematik  und  Physik  36.  Bd. 
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3)  a^.tangq>  =  a\.tangq>i  +  a\,tangq>^^ 

4)  fe.a*.  tang  q>  =  aia\tang  q>i  +  a^a\tang  y,. 

Diese  Relationen  kOnnen  zar  Construction  von  h   und  q>  zweckmässig 

in  folgender  Weise  yerwendet  werden  (Fig.  1).     Man  übertrage  die  Bögen 

FiEi  ="  Q'iJit  F^E^ss  Q^J^  nnd  ziehe  die  Linien  E^O^  und  E^O^  bis  zq 

den  Schnitten  1  nnd  2   mit  einer  Geraden,    die  im  Punkte  V  auf  0,0^ 

genkrecht  errichtet  wird,    V ist  der  Vertauschnngspankt  der  Strecke  0^0 0^. 

dasheiBst,  es  ist:  O.V^a,,     VO,  =  a,. 

Es  ist  dann  ^  __rt 

71c=3  a,.tofi^9>i,     72  =  ai,iangq>^ 

nnd 

Fläche  Oj  1 2  Oj  =  -s-  a\  tang  9>i  +  o-  «'i  •  ^««^  T^a- 
Zieht  man  nun  23  ||  0,1 ,  34  ||  O^Oi^  so  ist  nach  3) 
Flache  40j,0i  =  ^a»tonsFg>, 

"°^*  <(40,0,)  =  9>. 

Zieht  man  femer  25  HO^Oi,  5^||40,  so  erhält  man  auf  0^0,  den 
Pankt  B  nnd  damit  die  Strecke  h. 

Errichtet  man  nun  OBJ^O^O^  und  zieht  COEW^O^^  so  ist 
BC  ^  h.tang  (p  =  ß  t=  JJ^ 

Hierdurch  ist  der  resultirende  Wendepol  /  bekannt  Beschreibt  man 
tlber  OJ  als  Durchmesser  einen  Kreis  nnd  überträgt  den  Bogen  FE=^JQ^ 
so  bat  man  damit  den  resnltirenden  Beschleunigungspol  Q  gefunden. 

2.  Die  im  vorigen  Artikel  angegebene  Construction  des  Beschleunigungs- 
poles  ist  zwar  sehr  einfach,  verlangt  aber  die  üebertragung  von  Winkeln, 
was  wohl  umgangen  werden  kann. 

Es  soll  deshalb  hier  noch  eine  andere  Construction  des  Beschleunigungs- 
poles  mitgetheilt  werden,  welche  diese  üebertragung  überflüssig  macht 
und  bei  welcher  auch  die  Construction  des  Wendepoles  J^  und  der 
Strecke  h  vermieden  werden  kann. 

Zieht  man  (Fig.  2)  E^J^Ay\{0^0^  und  bringt  diese  Gerade  zum 
Schnitte  E^  mit  F^Q^,  der  Linie,  welche  den  Beschleunigungspol  Q^  mit 
dem  zweiten  Schnittpunkte  F^  des  Wendekreises  mit  der  Polgeraden  0^0^ 
verbindet ,  ftllt  E^  t|  JL  .^lO  bis  zum  Schnitte  i|  mit  der  Geraden  J^  JP\  JL  0^  0„ 

80  ist  -r  •  A 

Jiti  =  a^.tang(p^. 
Führt  man  dieselbe  Construction  am  zweiten  Wendekreise  durch,  so  ist 
cTgta  =  a^.tangfp^. 

Es  kann  nun  gezeigt  werden,  dass  der  resultirende  Wendepol  /  den 
barycentrischen  Ausdruck  besitzt: 
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das  heisst»  dass  er  aas  den  Punkten  tji^Og  durch  dieselbe  Construction 
gefunden  werden  kann,  wie  J^  aus  JiJ^O^  gefunden  wurde.  Beachtet 
man  nämlich,  da^s  J^  den  barycentrischen  Ausdruck  besitzt 

und  bezeichnet  die  Abstände  der  Punkte  JiJ,/^»  i^i^J  Ton  der  Polgeraden 
OjOj  ^^^  PiPsPf   9t  9^2 9  so  liefert  die  Differenz  obenstehender  Ausdrttoke: 

oder,  da  ^^o      i.  ^  x  .  ^ 

h,  o'.  tang^  ^  aim\tangg>i  +  a^to^  tcmgtp^ 
welche  Gleichung  mit  2)  übereinstimmt. 

Man  construirt  also  zunächst  die  Punkte  i^i^  und  aus  ihnen  auf  ge- 
wöhnlichem Wege  den  Wendepol  /;  die  Construction  der  Strecke  JJ^ 
entfällt 

Um  den  Beschleunigungspol  Q  zweckmässig  zu  construiren,  beachte 
man  nun  folgenden  Hilfssatz,  auf  den  ich  schon  bei  anderer  Gelegenheit 
aufmerksam  gemacht  habe:* 

Bewegen  sich  n  mit  den  Gewichten  Pi . .  •  Pn  behaftete  Punkte  in 
einer  Ebene  derart,  dass  sie  stets  in  einer  parallel  zu  sich  fortrückenden 
Geraden  verbleiben,  jeder  derselben  aber  eine  beliebige,  gegen  die  erst- 
genannte unter  dem  Winkel  a„  geneigte  Gerade  beschreibt ,  so  bewegt  sich 
der  Schwerpunkt  dieser  Punkte  ebenfalls  in  einer  Geraden,  für  deren 
Neigung  o  zur  fortrückenden  Geraden  die  Beziehung  besteht: 
cotang  a .  £pn  =  2^ .  jPn .  cotung  an. 

Dieser  Hilfssatz  gestattet  im  vorliegenden  Falle  eine  bemerkenswerthe 
Anwendung.  Bezeichnet  man  (Fig.  2)  mit  FF^F^  die  zweiten  Schnittpunkte 
der  Wendekreise  mit  der  Polgeraden  0^  0^ ,  so  ist  F  der  Schwerpunkt  der 
Punkte  F^F^O^,  wenn  in  ihnen  die  Gewichte  g)\,  00%,  2a)|002  angebracht 
werden ;  denn  zu  allen  Wendepolen  J,  t/g,  die  beziehungsweise  auf  den  Geraden 
JiF^y  J^F^  angenommen  werden,  liegt  der  resultirende  Wendepol  auf  der 
Geraden  JF, 

Zieht  man  nun  die  Geraden  F^G^^  ^2^2»  O^Ä^  und  lässt  die  Pol- 
gerade Oj  O2  parallel  zu  sich  fortrücken ,  sucht  in  irgend  einer  neuen  Lage 
derselben  ihre  Schnittpunkte  B^B^Bq  mit  den  eben  erwähnten  Geraden  und 
bringt  in  ihnen  die  Gewichte  cö^i,  o)^,,  2a)ja),  an,  so  gilt  für  die  Gerade, 
in  welcher  der  Schwerpunkt  B  dieser  drei  Punkte  liegen  muss,  nach  obigem 
Hilfssatze  die  Gleichung: 

*  „Ueber  ^gleichzeitige  Bewegungen  eines  ebenen  Systems**,  Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik  88.  Bd. 


O.Do 

»     0,D„ 

OSj 

»    AA, 

08t 

»    A-»„ 

0,B, 

»     OjB,, 

OT 

»    AD„ 

rpunkt 

,;    denn    es 
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tfcaianga  =  of^eoUingüi^^+  a^^.eoianga^+  2mi(o^cotangaQ^ 

oder: 

Vergleicht  man  hiermit  Gleichung  1),  so  folgt  a  =  90  — 9>,  das  heisst, 
die  Gerade  DJP*,  in  der  sich  der  Schwerpunkt  D  bewegt,  geht  durch  den 
BeeeUennignngspol  G. 

Die  Bestimmung  des  Punktes  D  aus  D^D^D^  kann  in  folgender  Weise 
YOtgenommen  werden  (Fig  5) : 
Man  suche  die  Schnittpunkte: 

5i  von  OjDi  und  OgD^, 

St 

«i 

T 
D 

dann  ist  D  der  gesuchte  Schwerpunkt;  denn  es  bestehen  zwischen  den 
Ponkten  die  barjcentrischen  Ausdrücke: 

G)  0  =  a)|  Oj  +  <u^  Os , 

Diese  Construction  wird  besonders  einfach,  wenn  man  die  Polgerade 
bis  mm  Schnitte  von  zweien  jener  drei  Oeraden  D^F^^  ^%Ft%  -^o^s  ^^^' 
seliiebt,  z.  B.  bis  C^C^  (Fig.  2);  hier  fallen  C^C^B^  zusammen  und  es  ge- 
Dflgt,  folgende  Schnittpunkte  zu  bestimmen: 

5,  von  OjCi  und  O^Cq, 
Bi     n    0  8,     „     C,C^, 

C      ^    OT     ^     C,C,, 

dann  ist  C  ein  Punkt  der  Linie  DF,  die  durch  den  Beschleunigungs- 
pol a  geht 

Die  Construction  dieses  Poles  nimmt  also  folgenden  Verlauf:  Man 
sadie  zuerst  die  Punkte  i^tj,  sodann  den  Wendepol  /  und  ziehe  den  Wende- 
kreis Aber  OJ.  Hierauf  ermittle  man  den  Punkt  C  (oder  allgemein  D) 
und  verbinde  ihn  mit  F^  dem  zweiten  Schnittpunkt  des  Wendekreises  mit 
der  Polgeraden ;   dann  schneidet  CF  diesen  Kreis  im  Beschleunigungspol  O. 

3.  Ausser  dem  Wendekreis,  dessen  Punkte  keine  Normalbeschleunigung 
beeitsen  und  deshalb  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  durchlaufen,  dient  noch 
ein  anderer  Kreis  dazu,  den  Bewegungsznstand  eines  ebenen  Systems  in 
ganz  ausgezeichneter    Weise    darzustellen.     Es    ist    dies    der  zweite    der 
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Bresse'schen  Kreise  (Gleichenkreis  nach  Burmester*,  Tangentialkreis  nach 
Proell**).  Die  Punkte  dieses  Kreises  besitzen  keine  Tangentialbeschleunig- 
ung und  legen  somit  in  zwei  aufeinander  folgenden  Zeitelementen  gleiche 
Wegelemente  zurück. 

Der  Tangentialkreis  enthält  den  Drehpol  0  und  den  Beschleunigungs- 
pol G  (Fig.  3) ;  sein  Mittelpunkt  liegt  auf  der  Poltangente  und  schneidet 
diese  ausser  in  0  in  einem  zweiten  Punkte  H,  den  wir  Tangentialpol 
nennen  wollen. 

Zwischen  den  Durchmessern  des  Wendekreises  d  und  des  Tangential- 
kreises  e  besteht  die  Beziehung: 
5)  d««=eA. 

Der  Tangentialpol  spielt  bei  der  Bestimmung  des  Beschleunigungspoles 
eine  ähnlich  wichtige  Rolle,  wie  der  Wendepol.  Auf  diesen  Punkt  hat  zuerst 
W.  Schell  aufmerksam  gemacht***;  er  nennt  ihn  Mittelpunkt  der  Winkel- 
beschleunigung. 

Es  soll  hier  die  Aufgabe  gelöst  werden,  den  Tangentialpol  H  der 
resultirenden  Bewegung  zu  finden,  wenn  die  Tangentialpole  JET^  und  JET, 
der  führenden  und  der  geführten  Bewegung  gegeben  sind. 

Der  Tangentialpol  ist  jener  Punkt,  um  welchen  die  augenblicklich 
auftretende  Winkelbeschleunigung  zu  drehen  sucht. 

Die  um  JET,  auftretende  Winkelbeschleunigung  k^  (Fig.  6)  kann  in 
folgender  Weise  ersetzt  werden: 

a)  durch  eine  Translationsbeschleunigung  e^A^   in    der  Richtung   des 
Wendedurchmessers  Oj  J^  =  d^  und 

b)  durch  eine  Winkelbeschleunigung  X,  um  0^ 

Ebenso  kann  die  um  H^  auftretende  Winkelbeschleunigung  A,  ersetzt 
werden : 

c)  durch    eine  Translationsbeschleunigung  e^A^   in   der  Richtung    des 
Wendedurchmessers  0^  Jf  =  d^  und 

d)  durch  eine  Winkelbeschleunigung  A,  um  0,. 

Anderseits  sind  beide  Winkelbeschleunigungen  A^  und  X^  zusammen 
einer  dritten  A  =  Aj  -f  A,  um  Ä  äquiyalent,  wobei  Ä  den  barycentrischen 
Ausdruck  hat :  A  il  =  A,  ü,  +  A^  H^, 

Die  Winkelbeschleunigung  l  um  H  kann  in  folgender  Weise  ersetzt 
werden : 

e)  durch  eine  Translationsbeschleunigung  ^  y,X  senkrecht  z\iÄn  =  y, 

f)  durch   eine    Translationsbeschleunigung  eX    in    der  Richtung   des 
Wendedurchmessers  OJ=d, 

*  Lehrbuch  der  Kinematik  S.  809. 
**  Civilingenienr  1872. 
***  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  19.  Jahrgang. 
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eine  TrB&slationsbescMeanigüDg  Hf  senkreoM  zu  OB^b  ttilS 
h)  durch  eine  Winkelbescbleunigung  l  um  B* 

Die  unier  &}  bis  d)  angeführten  BeBchletinigQDgen  müssen  den  utiier 
•)  bia  h)  aafgezäblten   itquivalent  sein;   nun  sind   aber   in  Folge  des  Aus- 

^™'^^>  kB^X,Ö,  +  l^Ö^ 

die    tmter   b)  und  d)    erwtibnten    ohnediea    der   unter   h)    aogeftlhrten  Be- 
ecUennlgaiig  äquivalent;   es  mdsaen  also  auch  die  Translatiansbescbleiinig- 
Qfigeii  a)    und  c)  jenen  e),    f)    und    g)    äquivalent  sein,    das   heisst,    es 
die  Gleichheit  der  geometrischen  Summen  besteben : 

Benutzt  man  die  imaginäre  Einheit  i,  um  anzudeuten,  dass  die 
Strecke  ib  durch  Drehung  der  Strecke  b  um  90^  im  Sinne  der  Winkel- 
bcechleunigQiig  A  entsteht,  so  ist  mit  Berufung  auf  Gleichung  5): 

Vergleicht  man  hiermit  die  in  meiner  Abhandlung:  „Die  Wendepole 
der  absoluten  und  relativen  Bewegung"  gegebene  Gleichung  2j; 

•0  folgt  unmittelbar:  <o,  (jj«        a.a^    ta^ 

^  l  a       l 

Bttd 


Bttd  zwar  ist  diese  Strecke  senkrecht  zur  Polgeraden  O^0i-=a, 
Hieraus  folgt  der  Satz; 

Der    Tangentialpol  H    der    resultirenden    Bewegung 
Hegt  in  einer  Senkrechten,    die  man  aus  dem  Tbeilunge- 
punkte  ii  der  Geraden  H^II^  auf  die  Polgerade  0^0,  fällt. 
Der  Theilungspunkt  ^  theilt  die  Strecke  HjiTj  im  um- 
gekehrten Verhältniss  der  Winkelbescbleunigungen  ijAg. 
Dieser  Satz  kann  mit  Vortheil  zur  Construction   des  Bescbleunigungs- 
pole»  verwendet  werden. 

Zieht  man  nSmlich  in  Figur  1  BD  O^ll^  bis  zum  Schnitte  mit 
0,Hj,  sodann  I>A\OfH^  bis  zum  Schnitte  mit  H^U^^  so  ist  Ä  der 
Tbeiittngspnokt  ujid  die  von  ihm  auf  0^  0^  gefüllte  Senkrechte  trifft  die 
Poltangente  OH  J-  Oj  im  Tangentialpol  H  der  resultirenden  Bewegung. 
Sind  beide  Bewegungen,  die  führende  wie  die  geführte,  dauernde 
Rotationen,  so  fallen  die  Wendepole  und  Tangential  pole  mit  den  zu* 
gehörigen  Drehpolen  zusammen*  Der  Theilungspunkt  Ä  tUUt  dann  nach  B, 
Dieeer  Bpecialfall  hat  insbesondere  Bedeutung  für  kinematische  Ketten; 
wie  hier  die  Tangentiatpole  zu  construiren  sind,  soll  in  einer  folgenden 
Arbeit  gezeigt  werden. 

4«  Zum   Schlüsse    mdge  noch    der  Beweis   erbracht  werden,    dass   die 
mifpffebeoe  Construction  des  Beschleunigungspoles  einer  zusammengesetzten 
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Bewegung    in  yOlliger  üebereinstimmang  steht  mit  dem  Corioliff'selia 
Satze  ttber  die  Beschleunigung  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes. 

Es  seien  wieder  (Fig.  7)  O^O^O,  J^J^J,  Q^Q^G  die  Drehpole,  Wende 
pole  und  Besohleunigungspole  dreier  Bewegungen:  der  fUirenden,  der  ga 
führten  und  der  resultirenden  aus  beiden. 

Nennt  man  die  Abstftnde  eines  beliebigen  Punktes  M  der  Ebene  vq 
den  drei  Drehpolen  ^i^s^,  von  den  drei  Beschleunigungspolen  Tiffr^  i 
ist  die  Beschleunigung  y  des  Punktes  M  zusammengesetzt  aus  reo*  in  d< 
Richtung  MG  und  aus  rl  senkrecht  zu  MQ^  oder 

y  =  r.os*  — t.fiU 

Diese  beiden  Beschleunigungen  können  in  folgender  Weise   in  Com 

ponenten  zerlegt  werden:  

r©*  =  ?«"  +  5(0*  +  Jff .  a\ 

rl^MB.l-l.l+OG.l, 
somit  

y^Qt^+duf+JO.G^-i.MB.l  +  ill-i.OO.l. 
^'*"'  '^*  jG^i.OÖ.tangfp^i.OÖ'—^. 

'"""^^  jG.d^^i.Oä.k^O. 

Femer  ist  i    i       i 

endlich  nach  vorigem  Artikel: 

da>*+  ibk  =  di(»*,  +  d^.ca^  +  a.  a^ta^. 
Die  geometrische  Summe,  welche  y  darstellt,  geht  somit  ttber  in: 
y  =  pjoj^,  +  p,w*,  +  Wi  w,(?i  +  ?s  +  ^)  +  5i«*i  +  <^»*«— »(?i^'"*Pf^ 
und  da  die  Sirecke  a  die  Richtung  0^0^  besitzt: 

Nun  ist  aber  die  Beschleunigung  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  d« 
führende  System: 

und  da  auch  hier  gilt:     =r-zr  .  pr-^ 

71  =  ^1  <»i*  +  ^1  «*i  -»V.A,. 
Ebenso  ergiebt  sich  fQr  die  Beschleunigung  des  Punktes  im  geflihrtei 
System:  -     «    ■  3     «        -    , 

somit  bleibt  -    ,  _    ,  „- 

y  =  yi+y2  +  ^?2-»i«2. 

Jdr  bek&DDte  Satz  von  Coriolis. 


X. 

Oeber  einige  besondere  Curven  des  dritten  Grades 
und  solche  der  dritten  Klasse. 

Von 

Benedikt  Sporer 

in  Ulm  a.  D. 


I. 

1.  Sind  die  Kegelschnitte  C*  eines  Büschels  yon  Kegelschnitten, 
B(C^  durch  vier  Grnndpankte  p^f  p,  i  Pd  ^^^  1^4  ^^^  ^^^^  beliebige  Ge- 
nden  Q  und  H  gegeben,  so  bestimmt  jeder  Kegelschnitt  C*  auf  der 
Qeraden  G  zwei  Funkte  x^  und  x^  und  auf  der  Geraden  H  zwei  Funkte  y^ 
BBd  y|.  Durch  irgend  einen  Kegelschnitt  C*  sind  dadurch  vier  Gerade  xyy 
Dimlich  die  Geraden  a^i  y^ ,  ^i^si  ^^i  ^^^  ^^si  bestimmt »  und  zwar  gehen 
dorch  jeden  Funkt  x  auf  der  Geraden  G  zwei  Gerade  xy^  die  im  All- 
gjemeinen  ron  G  yerschieden  sind;  die  Gerade  xy  f&llt  aber  auch  einmal 
uf  die  Gerade  G  selbst  und  zwar  für  den  Funkt  x^^Xq^  den  der  Kegel- 
iduuti  C\  des  Büschels  durch  den  Schnittpunkt  a^^o  ^^^  Geraden  G 
ind  j?  mit  0  ausserdem  gemein  hat.  Ebenso  f&llt  xy  auch  einmal  auf 
lie  Gerade  ff,  oder  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Geraden  xy  ist  eine  Curye  der  dritten  Klasse, 
P,  mit  G  und  H  als  einfachen  Tangenten,  und  zwar  werden 
die  letzteren  yon  der  Curve  JT*  in  den  Punkten  berührt,  in 
denen  der  Kegelschnitt  C\  des  Büschels,  der  durch  den 
Schnittpunkt  a  der  Geraden  G  und  H  geht,  diese  nochmals 
schneidet. 

2.  Yon  der  Curve  K^  lassen  sich  (ausser  den  Geraden  G  und  H)  eine 
Beihe  Ton  Tangenten  angeben  oder  leicht  zeichnen,  so  z.  B.: 

o)  Die  Tangente  des  Kegelschnitts  C*q  im  Punkte  a. 

ß)  Die  sechs  Verbindungslinien   der  vier  Grundpunkte  p^,  1^2»  Pi 

und  p^. 
y)  Die  Geraden  xy,  die   durch  die  zerfallenden  drei  Kegelschnitte 
des  Büschels  bestimmt  sind. 
Ueberdies  können  die  Schnittpunkte   der  Ortscurve  K^  mit  jeder  der 
Genden  G  und  H  bestimmt  werden.    Die  mit  der  Geraden  G  sind  die  vier 
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Pnnkte,  in  denen  die  zwei  Kegelschnitte  des  Bttscbels»  welche  die  Genii 
H  berühren,  die  Gerade  O  schneiden.  Für  jeden  dieser  yier  Schnittpiuikh 
fallen  nämlich  zwei  Geraden  xy  auf  einander  und  die  Tanj^enten  in  dies« 
Punkten  an  f  schneiden  sich  also  zu  zweimal  zwei  auf  0,  oder  wir  findet, 
dass  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  an  f  paarweise  durch  die  Doppelpunkte 
der  Involution  auf  H  gehen ,  die  auf  H  durch  die  Schnittpunkte  der  Kegd- 
schnitte  (7*  bestimmt  ist.     Gleiches  gilt  auch  für  die  Gerade  H. 

3.  Irgend  zwei  Kegelschnitte  C  bestimmen  im  Ganzen  acht  Oeradei 
xy^  welche  mit  den  Geraden  O  und  H  zusammen  zehn  Tangenten  der 
Curye  K^  sind  und  wir  schliessen  daraus ,  das  wir  dieselbe  Curre  £'  er 
halten,  wenn  wir  durch  die  vier  Punkte  2x  und  2y  auf  dem  ersten  K^. 
schnitt  C*  einen  beliebigen  Kegelschnitt  M\  und  ebenso  durch  die  m 
Punkte  2x  und  2y  auf  dem  zweiten  Kegelschnitt  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt M\  legen  und  an  Stelle  des  Kegelschnittbttschels  B{C^  das  doreh 
die  Kegelschnitte  M^^  und  M\  bestimmte  Büschel  setzen.  Die  Cnr?e  1} 
ist  also  nichts  Anderes,  als  die  Einhüllende  der  zerfallenden  Kegelsebnitt» 
des  Netzes ,  das  durch  zwei  Kegelschnitte  C  und  die  Geraden  Q  und  H^ 
zusammen  als  Kegelschnitt  angesehen,  bestimmt  ist;  f  ist  also  die 
Cajlej'sche  Curye  dieses  Netzes. 

4.  Die  Kegelschnitte  irgend  eines  Büschels  B{C')  bestimmen  auf 
Kegelschnitt   N^^    der   dem    Büschel    nicht    angehört,    Gruppen    von 
Punkten  e,   deren   sechs   Verbindungslinien  die  zum  Netz,   das  dureh  IT* 
und    das  Büschel    bestimmt   ist,    gehörige    Curye  K^  umhüllen.    Soll  die 
Mitte  einer  Sehne  des  Kegelschnitts  JV*  auf  einer  Geraden  L  gelegen  sda« 
so  ist  aber  der  Ort  dieser  Sehne  eine  Parabel  P^,    Diese  hat  mit  der  Orte* 
curye  K^  im  Allgemeinen  sechs  Tangenten  gemein  und  auf  einer  beliebigexa 
Geraden  L   liegen  also  im  Allgemeinen  die  Mitten  yon  sechs  Sehnen,  die 
IP  mit  Kegelschnitten  des  Büschels  gemein  hat,  oder: 

Der  Ort  der  Mitten  aller  Sehnen,  welche  die  Kegelschnitt  e 
des  Büschels  B{C^)  mit  irgend  einem  Kegelschnitt  2V'  gemein 
haben,  ist  eine  Curye  des  sechsten  Grades  iS*. 

Die  Tangenten   der  Curye  K^  sind  zu   drei   und  drei  parallel  und  ^m 
liegen    also   die  Mitten  yon  je    drei    parallelen  Sehnen  auf  einem  Dureli- 
messer  yon  N\     Da  durch  den  Mittelpunkt  yon  N^  ebenfalls  drei  Tangenten 
yon  K^  gehen ,    so   ist   dieser   dreifacher   Punkt  des  Ortes  S^.     Für  jede 
Sehne  parallel  einer  Asymptote  yon  S^  föllt  die  Mitte  auf  die  unendlich  ferne 
Gerade  G«,  das  heisst,  die  Curye  S^^  hat  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
des  Kegelschnittes  IP  mit   diesem   drei  Punkte   gemein.    In  den  weiteren 
sechs  gemeinsamen  Punkten  yon  S^  und  2^^  wird  N^  yon  je  einem  Kegel- 
schnitt C^  berührt   und   es   giebt  also  auch  im  Allgemeinen  immer  sechs 
Kegelschnitte   eines    Büschels,    die   einen   dem   Büschel   nicht   angehOrigen 
Kegelschnitt  C  berühren.     Von  der  Curye  S^  lassen  sich  weiter  noch  die 
18  Punkte  bestimmen,  die  Mitten  solcher  Sehnen  yon  N^  mit  je  einem  der 
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perfallenden    Kegelscbnitie    des    Büscbeis   sind«     Tritt    an  8telle  des  Kegel- 

ichnitts  IP  ein  Oeradenpaar,  so   berühr b  die  obengeoaDtite  Parabel  P^  die 

iraden  und  F*  und  K^  haben  ausser  diesen  nur  noch  vier  weitere  Tangenten 

ein,  dag  heisst,  S'^  zerfallt  in  diese  Geraden  und  eine  Ctirve  des  vierten 

rades  SK 

5.  Ist  das  Büschel  Kegelschnitt«  B{Ü*)  ein  ßüschel  doppelt  berührender 
lUchnitte,    so   erleiden   die  Curven  K^  und  S^    folgende   Aenderungea: 
)  Die  Gurre  K^  hat  die  gemeinsame  Berührungssehne  E  zur  Doppel- 
te,   und   berührt  ausserdem  die  gemeinsamen  Tangenten  in  den  Be- 
ngspunkten.     Durch  irgend  vier  Punkte  2x  und  2f/  auf  den  Geraden 
&  tind  H  ist   dann  allemal   ein   neues  Büschel  von  Kegelschnitten  B{C^i} 
bestimmt    und  jeder  dieser  Kegelschnitte  C^j  bestimmt  auf  der  Geraden  H 
twei  Punkte f   die   die  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte   eines  Büschels 
doppelt  berührender  Kegelschnitte  des  Netzes  sind,  und  die  Ortscurve  K^ 
kiDD  jetzt  durch  die  Tangenten  erzeugt  werden,  die  man  an  die  einzelnen 
Kegelschnitte  C^   in   ihren   Schnitten   mit  B  ziehen  kann.     Die  Ctirve  K^ 
ist  also   dann   die   besondere  Cnrve,    die    wir    bereits   früher   (siehe  diese 
Zeitschrift  Bd.  38  S.  M^47)  eingebender  untersucht  haben. 

ß)  Ist  insbesondere  die  Berührungasehne  R  die  unendlich  ferne  Ge- 
n^e  G^f  die  Gerade  G^  also  der  Ort  aller  Asymptoten  eines  Büschels 
B{C\)y  so  berührt  die  Curve  K^  die  Gerade  G^  m  zwei  Punkten.  Zudem 
bat  sie  auch  die  beiden  Asymptoten  irgend  eines  Kegelschnitts  N^  des 
Keiles  zu  Tangenten.  Ihre  gemeinschaftlichen  sechs  Tangenten  mit  der 
Parabel  P*  (siehe  4)  bestehen  also  aus  der  doppelt  zu  zlüüenden  Geraden 
G«  lind  den  beiden  Asymptoten  des  Kegelschnitts  N^  und  zwei  weiteren 
Tangeßten.  Die  zu  dem  Kegelschnitt  N^  des  Netzes  gehörige  Curve  S^ 
urflUt  also  in  die  doppelt  zu  zählende  Gerade  G^^  die  beiden  Asymptoten 
TOD  JT*  und  eine  Curve  S^,  das  heisst,  wir  haben: 

Das  Büschel  Kegelscbnitte  B{C^^)j  das  durch  zwei  Ge- 
raden als  Asymptoten  bestimmt  ist,  hat  mit  einem  festen 
Kegelschnitt  Sehnen  gemein,  deren  Mitten  auf  einem  Kegel- 
scliDitt  S^  gelegen  sind. 

Irgend  ein  Kegelschnitt  dieses  Büschels  bestimmt  auf  dem  Kegeln 
lehaltt  N^  vier  Punkte  q  und  die  drei  Verbindungslinien  der  Mitten  der 
GegeDgeiten  des  vollstindigen  Vierecks  dieser  Punkte  q  schneiden  sich  dann 
allemal  in  einem  Punkt  S  und  halbiren  sich  in  diesem  Punkt,  und  zwar 
ist  der  Punkt  S  der  Schwerpunkt  der  Punkte  q.  Diese  drei  Verbindungs- 
lioien  sind  aber  zugleich  Sehnen  des  Kegelschnitts  S^  und  der  Punkt  8 
Biaas  noth wendig  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  sein,  oder: 

Jeder  Kegelschnitt  C*|  des  Büschels  B{C*^),  das  durch 
Ktei  Geraden  als  gemeinsame  Asymptoten  bestimmt  ist,  be- 
stimmt auf  einem  Kegelschnitt  N^  vier  Punkte,  die  einen  un- 
Teränderlichen  Punkt  S  zum  Schwerpunkt  haben. 

,  lütaaktiii  t  lUUidfiMtJ^  IL  PV«U   ^  Jahrg.  IS^$.  3  H&ü,  \\ 
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Sind  also  irgend  zwei  Kegelschnitte  2^*  nnd  C  gegeben  und  halten 
wir  den  einen  dieser  Kegelschnitte,  etwa  2^'  fest,  nnd  lassen  den  andern 
sich  ändern y  doch  so,  dass  er  seine  Asymptoten  beibehält,  so  bestimmt  er 
auf  N^  immer  vier  Punkte  g,  die  denselben  Funkt  8  zum  Schwerpunkt 
haben.  Halten  wir  ebenso  den  Kegelschnitt  C*  fest  und  lassen  gleicher- 
weise den  Kegelschnitt  N*  sich  ändern,  so  dass  die  Asymptoten  dieses 
Kegelschnitts  dieselben  bleiben,  so  folgt,  dass  auch  jetzt  die  vier  gemein- 
schaftlichen Punkte  des  Kegelschnitts  2^*  mit  dem  Kegelschnitt  C  dieselben 
bleiben,  oder,  dass  wir  jeden  der  Kegelschnitte  N*  und  C^  durch  einen 
anderen  ersetzen  dttrfen,  der  jedoch  mit  2^'  resp.  C*  die  Asymptoten  ge- 
mein hai  Solche  Kegelschnitte  sind  aber  auch  die  Asymptotenpaare  yon 
N^  und  C^  selbst;  das  heisst,  wir  finden: 

Der  Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen  Punkte  zweier 
Kegelschnitte  fällt  mit  dem  Schwerpunkt  der  vier  Punkte 
zusammen,  welche  die  Asymptoten  des  einen  Kegelschnitts 
auf  den  Asymptoten  des  anderen  bestimmen. 

Da  weiter  concentrische  Kreise  ebenfalls  ein  Büschel  von  Kegelschnitten 
sind,  die  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  0^  sich  doppelt  berühren,  so 
folgt  daraus  noch: 

Beschreibt  man  um  einen  festen  Punkt  als  Mittelpunkt 
beliebige  Kreise,  so  haben  die  vier  Punkte,  die  jeder  dieser 
Kreise  mit  einem  Kegelschnitt  gemein  hat,  einen  festen  Punkt 
zum  Schwerpunkt. 

Der  Kegelschnitt  S*  wird  für  diesen  Fall  zur  gleichseitigen  Hyperbel, 
die  auch  durch  die  Fusspunkte  der  vier  vom  Kreismittelpunkt  auf  den 
Kegelschnitt  gefüllten  Lothe,  den  Kreismittelpunkt,  den  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts  und  durch  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Achsen  des 
letzteren  geht 

IL 

1.  Soll  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  a,  5,  c  gehen  und  ge- 
gebene Achsenrichtungen  haben ,  so  geht  er  stets  noch  durch  einen  Punkt  ö 
auf  dem  Umkreis  des  Dreiecks  ahc\  alle  Kegelschnitte,  welche  den  ge- 
gebenen Bedingungen  gehorchen,  bilden  also  ein  Büschel  P(C^)  von 
Kegelschnitten  und  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  dieser  Kegelschnitte 
ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  H^,  deren  Asymptoten  den  gegebenen 
Achsonrichtungen  parallel  sind.*  Diese  Hyperbel  H^  geht  durch  die 
Mitten    der  Seiten    des  Dreiecks  ahc  und    den  Mittelpunkt  des  Umkreises 


*  Es  fol^'t  dies  aus  dem  Umstaud,  dass  die  Seiten  eines  Kreisvierecks,  daa 
einem  Kegelschnitt  einbeschrieben  ist,  gegen  die  Achsen  desselben  gleich  geneigt 
sind;  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  des  Büschels  durch  die  vier 
Ecken  de«  Kreisvierecki  ist  dann  nach  einem  bekannten  Sats  eine  gleich  »ei tige 
Hyperbel,  die  dnieh  den  Mittelpunkt  des  Kreiset  alt  eines  Kegelschnitta  des 
Büschelt  geht 
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des  Dreieeks  abe.  Geben  wir  also  den  Achsen  aller  Kegelschnitte  durch 
die  PoDkte  abe  nach  nnd  nach  alle  Bichtangen,  so  gehört  zn  jeder 
Biebtong  eine  Hyperbel  H*  und  alle  diese  Hyperbeln  H^  bilden  ein 
Bflsehel  B{H*)  von  gleichseitigen  Hyperbeln  durch  vier  Punkte.  Unter 
aUen  diesen  E^egelschnitten  sind  aber  auch  Parabeln  mit  inbegriffen  und 
swar  sind  die  Achsen  dieser  Parabeln  die  Asymptoten  dieser  Hyperbeln  H\ 
Diese  Achsen  nmhttllen  also  eine  Curve  der  dritten  Klasse  mit  G^  als 
Doppeltangente,  oder  wir  finden: 

Der  Ort  der  Achsen  aller  Parabeln,  die  durch  drei  Punkte 
gehen,  ist  eine  Curve  der  dritten  Klasse  P' mit  ff»  als  Doppel- 
ungen te. 

2.  Jede  der  Hyperbeln  JET'  bestimmt  auf  einer  festen  Geraden  G  zwei 
Paukte  X]  ziehen  wir  durch  diese  Punkte  x  Parallelen  zu  den  Asymptoten 
der  Hyperbel,  so  erhalten  wir  (nach  L,  1)  als  Ort  dieser  Parallelen  eine 
Car?e  der  dritten  Klasse  mit  G  und  der  Geraden  &ao  als  einfachen 
Tugenten,  indem  die  Gerade  ff«  an  Stelle  der  Geraden  IT  getreten  ist,  oder: 

Soll  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  gehen  und  seinen 
Mittelpunkt  auf  einer  Geraden  G  haben,  so  ist  der  Ort  der 
Achsen  aller  diesexKegelschnitte  eine  Curye  der  dritten  KlasseZ^^i 
mit  der  Geraden  G  und  der  unendlich  fernen  Geraden  als  ein- 
fachen Tangenten,  und  die  vier  Asymptoten  dieser  Curyen 
schneiden  sich  zweimal  zu  zweien  rechtwinklig  auf  der  Ge- 
raden G  in  den  Doppelpunkten  der  Inyolution,  die  durch  die 
gleichseitigen  Hyperbeln  durch  die  drei  Punkte  auf  der  Ge- 
raden (7  bestimmt  ist.  Die  Berührungspunkte  der  Curve  K\ 
mit  den  Geraden  G  und  G^  sind  durch  die  Hyperbel  bestimmt, 
die  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  G  und  G«  geht, 
das  heisst,  die  Gerade  G  wird  von  K\  in  der  Mitte  zwischen 
den  Doppelpunkten  obiger  Inyolution  und  die  Gerade  6r«  in 
einem  Funkte  berührt,  dessen  Richtung  senkrecht  zur  Bich- 
tnng  der  Geraden  G  ist 

Und  hieraus: 

Soll  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  ahc  und  eine  seiner 
Achsen  durch  einen  festen  Punkt  p  gehen,  so  ist  der  Ort 
seines  Mittelpunktes  eine  Curye  des  dritten  Grades  P^  mit  p 
als  Doppelpunkt. 

Durch  jeden  Punkt  p  gehen  nämlich  drei  Tangenten  des  Ortes  K  ^j, 
oder  auf  G  liegen  drei  Punkte ,  die  Mittelpunkte  yon  Kegelschnitten  sind, 
Ton  denen  eine  Achse  durch  p  geht.  Auf  jeder  Geraden  durch  p  liegt 
femer  nur  noch  ein  Punkt  yon  P\^  indem  jede  solche  Gerade  Achse 
eines  einzigen  Kegelschnitts  durch  ahc  ist,  der  Punkt  |7  ist  also  Doppel- 
pnnb  yon  P\  und  zwar  wird  er  zu  einem  solchen  für  den  Kegelschnitt 
durch  ahc^    der  p   zum  Mittelpunkt  hat,   und  die   Achsen   dieses   Kegel- 
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Schnitts  sind  Tangenten  an  P^,  und  die  Tangenten  an  P\  im  Doppel- 
punkt stehen  also  senkrecht  auf  einander. 

3.  Von  den  Ortscuryen  P\  K\  und  P\  lassen  sich  eine  Reihe  von 
Tangenten  resp.  Punkte  angeben  oder  doch  leicht  bestimmen,  so: 

o)  Die  Curye  P^  berührt  die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  Seiten 
des  Dreiecks  ahc^  in  dem  jede  dieser  Geraden  als  Achse  einer  Parabel 
durch  ahc  angesehen  werden  kann,  die  aus  zwei  parallelen  Geraden  be- 
steht; ebenso  berührt  die  Curye  P^  die  Halbirungslothe  der  Seiten  des 
Dreiecks  abe  und  zwar  ist  jede  dieser  Gerade  Achse  einer  eigentlichen 
Parabel  durch  aftc.  Die  gleichseitigen  Hyperbeln  H^  bestimmen  weiter 
auf  Cr«  eine  Rechtwinkel -Inyolution  und  die  Curye  P'  berührt  Gr«  in  den 
Doppelpunkten  dieser  Inyolution,  also  in  den  unendlich  fernen  Kreispunkten 
auf  £r«.  Die  Mittelpunkte  aller  Hyperbeln  H^  liegen  auf  dem  Feuer- 
b  ach 'sehen  Kreis  des  Dreiecks  abe  und  Tangentenpaare  yon  P\  die  auf- 
einander senkrecht  stehen,  schneiden  sich  also  auf  diesem  Kreise. 

ß)  Die  Curye  f  ^  berührt  ausser  den  drei  Verbindungslinien  der 
Mitten  der  Seiten  Dreiecks  abe  und  den  drei  Halbirungslothen  der  Seiten 
dieses  Dreiecks  noch  die  auf  diesen  sechs  Geraden  in  ihren  Schnitten  mit  G 
errichteten  Lothe,  indem  jedes  dieser  sechs  Geradenpaare,  die  ihren  Schnitt 
auf  G  haben,  die  Achsen  eines  zerfallenden  resp.  eigentlich  Kegelschnitts 
durch  ahc  sind. 

y)  Die  Curye  P^^  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  abe 
umschriebenen  Kreises,  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  a5c,  die  Punkte, 
in  welchen  die  Parallelen  durch  p  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  die 
Halbirungslothe  zu  diesen  Seiten  treffen,  durch  die  Fusspunkte  der  Lothe 
yon  p  auf  die  Verbindungslinien  der  Seitenmitten  des  Dreiecks  abe  und 
die  zwei  Punkte  auf  jeder  Seite  yon  abCy  in  welchen  die  Tangenten  yon 
den  Gegenecken  an  den  Kreis  die  Seite  treffen ,  der  p  zum  Mittelpunkt  hat 
und  die  Seite  berührt.  Alle  diese  Punkte  sind  nSmlich  Mittelpunkte  ein- 
zelner Kegelschnitte  durch  abe^  yon  denen  eine  Achse  durch  p  geht. 

Wählen  wir  für  den  Punkt  p  eine  besondere  Lage  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  o5c,  so  zerfällt  die  Curye  P*,  und  wir  erhalten  z,  B.: 

Auf  der  Verbindungslinie  a^c^  zweier  Seitenmitten  des 
Dreiecks  abe  (a,  auf  bc  etc.)  sei  ein  Punkt  p  angenommen;  yon 
p  werde  auf  die  Geraden,  welche  a^  und  c^  mit  der  Mitte  &,  yon 
ac  yerbinden,  die  Lothe  pa  und  pß  gefällt,  ebenso  auf  die 
Halbirungslothe  c^m  und  a^m  yon  ab  und  bc  die  Lothe  p6  und 
py]  um  p  werden  weiter  die  Kreise  £<,,  Kb,  Kr.  beschrieben, 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  ahc  berühren  {Ka  die  Seite  bc 
u.  s.  f.)  und  die  p  zum  Mittelpunkt  haben;  yon  a  werden  an  Ka 
die  beiden  Tangenten  gezogen,  welche  bc  in  a^  und  o,  schnei- 
den, und  ebenso  yon  c  an  den  Kreis  Ke  die  beiden  Tangenten, 
die  auf  ah  die  Punkte  c^  und  c^  bestimmen  und  endlich   yon  b 
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aii8  »n  den  Kreis  Kh  die  Tangente,  die  zu  ac  nicht  parallel 
ist,  und  die  auf  ae  den  Fnnkt  b^  bestimmt  Es  liegen  dann 
allemal  die  Punkte  jp,  o,  /?,  y^  '*  der  Mittelpunkt  tn  des  Um- 
kreises des  Dreiecks  ahe^  der  Halbirungspunkt  h^  von  ac^  die 
Punkte  a^y  o,,  &,,  e^  mit  c^  auf  einem  Kegelschnitt,  der  die 
Oerade  a^Ci  in  p  senkrecht  durchschneidet 

Und: 

Auf  dem  Halbirungslothe  a^m  der  Seite  hc  eines  beliebigen 
Dreiecks  ahe  sei  ein  beliebiger  Punkt  p  angenommen  und 
om  denselben  seien  als  Mittelpunkt  die  Kreise  K^j  Ky,  Kc  be- 
schrieben, die  die  Seiten  des  Dreiecks  ahc  bertthren.  Von  dem 
Pankte  a  seien  an  Ka  die  Tangenten  gezogen,  welche  auf  he 
die  Punkte  o,  und  o,  bestimmen,  von  h  ebenso  an  Kreis  Kb  die 
Tangente  gelegt,  die  (im  Allgemeinen)  mit  he  und  ae  kein 
gleichschenkliges  Dreieck  bildet  und  die  ae  in  5,  trifft,  und 
endlich  sei  von  e  auch  an  Ke  die  Tangente  gezogen,  die  mit  he 
and  ae  kein  gleichschenkliges  Dreieck  bildet  und  die  ah  in  c^ 
trifft;  auf  die  Halbirungslothe  ^t***  und  Cjm  der  Dreiecksseiten 
aenndab  und  die  Verbindungslinien  der  Seitenmitten  a^  von 
Ic  mit  den  Seitenmitten  yon  ah  und  ae  seien  von  p  die  Lothe 
PftiPß}  Py  ^i^d  pd  gefällt  Es  liegen  dann  immer  die  Punkte 
Pi ')  ßt  7^  'i  ^)  ^8'  ^s  ^°d  Ci,  die  Mitten  \  und  c^  von  ac  und 
a5  anf  einem  Kegelschnitt,  der  das  Mittelloth  von  he  in  p 
senkrecht  durchschneidet. 

4.  Sind  femer  irgend  vier  Punkte  ahci  gegeben,  so  können  wir  aas 
diesen  zwei  (Gruppen  von  drei  Punkten  ahe  und  ahi  auswfthlen.  Zu  jeder 
dieser  Qruppen  und  einem  Punkt  p  gehört  dann  eine  Ortscurye  P'^  Die 
gemeinsamen  Punkte  dieser  Curven  setzen  sich  dann  aus  folgenden  Punkten 
tnsammen: 

a)  Dem  Punkte  p^  als  Doppelpunkt  bei  den  Curven  vierfach  zählend. 
^)  Dem  Halbirungspunkt  von  a  h. 

y)  Dem  Fusspunkt  des  Lothes  von  p  auf  das  Halbirungsloth  von  a  h. 
S)  Drei  weiteren  Punkten,   welche  solchen  Kegelschnitten  angehören, 
die  durch  die  vier  Punkte  ahci  gehen  und  von  denen  eine  Achse 
durch  p  geht;  das  heisst  wir  finden: 

Der  Ort  der  Achsen  der  Kegelschnitte  eines  Büschels  durch 
vier  Punkte  ist  eine  Curve  der  dritten  Klasse  A?. 

Unter  den  Kegelschnitten  eines  Büschels  sind  weiter  zwei  Parabeln. 
Es  folgt  daraus: 

Die  Curve  A^  hat  die  unendlich  ferne  Oerade  zur  Doppel- 
tangente, sie  ist  also  von  der  vierten  Ordnung  und  unter  den 
Achsen  aller  dieser  Kegelschnitte  sind  keine  zwei  paralleL 
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Die  Carre  A?  bertthrt  die  Halbimngslotbe  der  Seiften  des  TollstB&digü 
Vierecks  der  vier  Pankte  nnd  die  drei  Geradenpaare,  welcbe  die  WvAA 
der  Gegenseiten  dieses  Vierecks  halbiren.  Sind  die  Kegelscbnitte  d« 
BOscbels  alle  gleichseitige  Hyperbeln,  oder  ist  jeder  der  GrandpimktB 
Höhenschnitt  des  Dreiecks  der  andern,  so  ist  die  Canre  P'  der  Cnnre  Jf 
congment  nnd  die  drei  Bttckkebrpnnkte  beider  Cnryen  bilden  zwei  gleieh- 
seitige  Dreiecke,  die  die  Mittelpunkte  gemein  haben,  nnd  von  denen  du 
eine  gegen  das  andere  nm  180^  gedreht  ist. 

UI. 

1.  Unter  den  Gurren  CP  eines  Büschels  yon  Cnnren  des  drittn 
Grades  B{C^)  giebt  es  im  Allgemeinen  immer  yier  solche,  die  eine  G«. 
rade  G  berühren.  Ziehen  wir  an  jede  der  Carren  C  in  ihren  drei  Schnitt- 
punkten mit  G  die  Tangenten,  so  erhalten  wir  als  Ort  dieser  Tangenten 
eine  Curve  der  fünften  Klasse  G^  mit  G  als  yierfacher  Tangente,  indem 
durch  jeden  Punkt  auf  G  nur  eine  einzige  solche  Tangente  geht,  die  tob 
G  yerschieden  ist,  diese  Tangente  aber  auch  yiermal  auf  G  zu  liegn 
kommt  Ist  ausserdem  noch  ein  zweites  Büschel  yon  Cunren  des  diittn 
Grades  B(P^^  gegeben,  und  ziehen  wir  auch  an  die  Curven  dieaes  Bflaeheli 
in  ihren  Schnitten  mit  derselben  Geraden  G  die  Tangenten,  so  ist  aoeh 
der  Ort  dieser  Tangenten  eine  Cunre  der  fünften  Classe  mit  G  als  yier- 
facher Tangente.  Beide  Curyen  haben  ausser  G  selbst  noch  5 . 5  —  4.4 »9 
Tangenten  gemein,  oder: 

Soll  eine  Curye  C  eines  Büschels'  yon  Curyen  durch  neun 
Grundpunkte  eine  Curye  C\  eines  zweiten  Büschels  durch  neun 
andere  Grundpunkte  berühren,  so  ist  der  Ort  des  Berührungs- 
punktes eine  Curye  des  neunten  Grades  8^. 

Darch  jeden  Grnndpunkt  des  einen  Büschels  geht  eine  Curye  des  an- 
deren Büschels,  und  die  Curve  8^  geht  also  namentlich  auch  durch  die 
Grundpunkte  beider  Büschel. 

2.  Haben  die  beiden  Büschel  sieben  Punkte  gemein ,  so  giebt  es  immei 
eine  Cunre  C,  welche  beiden  Büscheln  zugleich  angehört.  Jeder  Punkt 
dieser  gemeinsamen  Cunre  beider  Büschel  kann  aber  als  ein  Punkt  an- 
gesehen werden,  in  dem  eine  Cunre  des  einen  Büschels  eine  Curye  dei 
anderen  Büschels  berührt;  das  heisst,  die  Curye  8^  zerf&Ut  in  diese 
gemeinsame  Cunre  C^  beider  Büschel  und  in  eine  Curye  des  sechsten 
Grades  S®,  oder: 

Haben  zwei  Cnrvenbüschel  ^(C)  und  ^(C'|)  sieben  Punkte 
gemein,  so  ist  der  Ort  der  Punkte,  in  denen  eine  Curye  dei 
ersten  Büschels  eine  solche  des  zweiten  Büschels  berührt,  ein« 
Curye  des  sechsten  Grades  8^. 

Irgend  ein  Punkt  dieses  Ortes  8^  bildet  aber  mit  den  sieben  gemein- 
schaftlichen Grundpunkten    der   beiden    ersten   Büschel    acht  Grundpunkte 
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eines  neuen  Büschels  und  zwar  berühren  sich  in  diesem  achten  Punkte 
Kwei  CnrTen  C^  und  0^^,  die  dem  neuen  Büschel  angehören  und  eomit 
alle  Corren  dieses  Büschels.  Unter  diesen  Curven  ist  aber  auch  immer 
eine  solche,  die  in  diesem  gemeinsamen  Berührungspunkt  einen  Doppel- 
ponkt  hat,  das  beisst,  wir  finden: 

Soll  eine  Curve  des  dritten  Grades  durch  sieben  Funkte 
geheo  und  einen  Doppelpunkt  habeui  so  ist  der  Ort  dieses 
Doppelpunktes  eine  Cnrve  des  sechsten  Grades,  nämlich  die 
Corfe  Ä<*  (Steiner*8  G,  W,  Bd.  2  S.  526 A 

Da  jeder  der  sieben  Punkte  sei  bat  Doppelpunkt  einer  Curve  0^  durch 
diese  siebeu   Puukte  sein  kaun ,  so  folgt  daraus  noch : 

DU  CnrTe  S^  hat  die  sieben  festen  Punkte  zu  Doppel* 
paukten. 

Die  Curve  8^  geht  ausserdem  durch  die  42  Puokte,  in  denen  die 
Varbinduogslinien  von  je  zwei  Punkten  der  Kegelschnitte  durch  die  übrigen 
ftnf  Punkte  treffen ,  indem  jede  dieser  Geraden  mit  dem  zugehörigen  Kegel- 
aebitt  als  zerfallende  Curve  des  dritten  Grades  mit  zwei  Doppelpunkten 
angesehen  werden  kann. 

3.  Sind  irgend  sechs  Punkte  p  gegeben»  so  könneö  wir  jeden  Punkt  a: 
jer  Qeraden  G  als  Doppetpuukt  einer  Cnrve  des  dritten  Grades  anaeben ; 
diese  Corve  bestimmt  dann  auf  einer  zweiten  Geraden  H  drei  Punkte  y 
und  dareh  jeden  Punkt  x  auf  G  gehen  also  drei  Geraden  xy.  Die  Ge- 
rade x^  ftUt  aber  auch  viermal  auf  die  Gerade  G  selbst,  nämlich  für  die 
Foakte  2\),  in  denen  die  zu  den  sechs  Punkten  i?  und  dem  Schnittpunkt  a 
TOD  Q  und  H  gehörige  Ortscurve  8^  die  Gerade  G  ausser  in  a  noch 
edineidet  Der  Ort  der  Geraden  xy  ist  also  eine  Curve  der  siebenten  Klasse 
m\B  als  vierfacher  Tangente.  Lassen  v?lr  G  und  H  zusammeufallen,  so 
flUt  eine  der  drei  Geraden  xy  auf  die  Gerade  G  und  die  anderen  werden 
IQ  Taugenten  im  Doppelpunkt  x  auf  ff,  und  wir  erhalten: 

Süll  eine  Curve  des  dritten  Grades  durch  sechs  Punkte 
gehen  nnd  auf  einer  Gerade^  G  einen  Doppelpunkt  haben, 
80  iat  der  Ort  der  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkt  eine 
CarfB  der  siebenten  Klasse  G^  mit  G  als  fünffacher  Tangente. 

Durch  jeden  Punkt  q  ausserhalb  G  gehen  also  sieben  solche  Tangenten 
einzelner  der  Curven  C^  mit  Doppelpunkt  durch  die  sechs  Punkte  p,  die 
C^  in  einem  Doppelpunkt  berühren ,  der  auf  G  liegt»  oder: 

Soll  eine  Cure  des  dritten  Grades  durch  sechs  gegebene 
Punkte  p   gehen,  einen  Doppelpunkt    haben,   und  soll  die  eine 


*  Oaiix  ebenso  findet  man  allgemein: 

Soll  eine  Curve  dein*«»  Grades  durch -(n  -  l)(fi -f-4)  Punkte  gehen 

>iGd  einen  Doppelpunkt  haben,  ao  ist  der  Ort  des  Doppelpunkts  eine 
Curve  des  3(n  — 1)*««  Gradee. 
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der  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkt  dnroh  einen  gegebenen 
Punkt  gehen»  so  ist  der  Ort  dieses  Doppelpunktes  eine  Curye 
des  siebenten  Qrades  Q'^  (Steiner  a.a.O.)* 

Jede  Gerade  G  kann  ftlnfmal  zu  einer  Tangente  im  Doppelpunkt  einer 
Curye  C^  durch  sechs  Punkte  werden  und  auf  jeder  Geraden  durch  q  liegen 
also  ausser  q  nur  noch  fünf  weitere  Punkte  des  Ortes  Q^,  oder  q  ist  selbst 
Doppelpunkt  dieses  Ortes.  Ziehen  wir  in  ^  an  die  Gurre  C^  mit  Doppel- 
punkt, welche  durch  die  sechs  Punkte  p  geht  und  den  Punkt  q  zum 
Doppelpunkt  hat,  die  Tangenten,  so  wird  jede  dieser  Tangenten  nur  noch 
von  vier  weiteren  Curven  C  berührt,  die  auf  diesen  Tangenten  einen 
Doppelpunkt  und  die  diese  Geraden  selbst  zu  Tangenten  in  diesem  Doppel- 
punkt haben;  diese  beiden  Tangenten  sind  also  auch  Tangenten  an  Q^  im 
Doppelpunkt  A, 

Auch  von  dieser  Curve  lassen  sich  eine  Reihe  von  Punkten  leicht  an- 
geben; legen  wir  z.  B.  durch  fünf  der  sechs  Punkte  p  einen  Kegelschnitt, 
so  liegen  auf  diesem  14  Punkte  des  Ortes ;  nttmlich  die  beiden  Schnitt- 
punkte der  Geraden  von  q  nach  dem  sechsten  Punkt  p  und  die  Berührungs- 
punkte der  zwei  von  q  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten,  indem 
diese  ebenfalls  als  Doppelpunkte  von  Curven  C  auftreten,  die  in  diesen 
Kegelschnitt  und  eine  Gerade  von  einem  dieser  Berührungspunkte  nach  dem 
letzten  Punkt  p  zerfallen.  Ausser  diesen  vier  Punkten  und  den  fünf 
Punkten  p  kann  auf  dem  Kegelschnitt  kein  weiterer  Punkt  des  Ortes  Q'^ 
liegen  I  das  heisst,  die  Punkte  p  sind  Doppelpunkte  des  Ortes.  Auf  jeder 
Geraden  qp  liegen  ausser  dem  zweifach  zählenden  Punkt  q  und  den  Schnitt- 
punkten mit  dem  Kegelschnitt  durch  die  übrigen  fünf  Punkte  p  nur 
noch  der  sechste  Punkt  p;  dieser  ist  also  dreifach  zu  zählen,  oder  die 
Geraden  qp  sind  ausserdem  noch  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  p  des 
Orts  Q\ 

4.  Zu  irgend  zwei  Punkten  q  und  q^  gehören  in  Bezug  auf  die  obigen 
Curven  C^  (durch  dieselben  sechs  Punkte  p)  zwei  Ortscurven  ^  und  Q'^^ 
Die  gemeinsamen  Punkte  dieser  Carven  setzen  sich  zusammen  aus  24  Paukten, 
die  in  die  sechs  Punkte  p,  aus  fünf,  die  auf  die  Gerade  qq^  fallen  und 
aus  zwanzig  weiteren  Punkten,  das  heisst  wir  finden: 

Soll  eine  Curve  dritten  Grades  C  mit  Doppelpunkt  durch 
sechs  Punkte  gehen  und  sollen  die  Tangenten  im  Doppel- 
punkt an  C^  durch  zwei  feste  Punkte  q  und  q^  gehen,  so  giebt 
es  im  Allgemeinen  20  Lösungen.* 

Und: 

Soll  eine  Curve  des  dritten  Grades  C^  mit  Doppelpunkt 
durch   sechs  Punkte  p   gehen    und    soll   die  eine   Tangente    im 


*  Steiner  giebt  26  Lösongen  an,  indem  er  wohl  die  fünf  Punkte  von  Q^ 
und  Q\  auf  qqi  übersah  in  Abzug  zu  bringen. 
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Doppel pTinkt  dieser  C^  dnrcb    einen   festen  Punkt  q  gehen,  so 

iat  der  Ort  der  anderen  Tangente  in  diesem  Doppelpunkt  eine 
(jQfTe  der  swanzigsten  Klasse  Q^. 

Jeder  Tangente  von  q  an  diese  Carve  Q^  entspricht  eine  Curve  C^^ 
di«  aastatt  einem  Doppelpunkt  einen  Rück  kehr  p  unkt  hat.  Unter  den 
iwiniig  Tangenten  von  ^  an  ^^  sind  aber  die  zwei  mit  inbegriffen,  die 
&Q  die  C^  gezogen  sind,  die  q  selbst  tum  Doppelpunkt  hat,  und  wir 
fiadeo  also  in  Uebereinatimmung  mit  Steiner: 

Soll  eine  Carve  &  mit  Doppelpunkt  durch  sechs  Punkte  p 
gehen  nnd  soll  die  eine  Tangente  in  diesem  Doppelpunkt  durch 
eisen  festen  Funkt  q  gehen,  so  sind  unter  der  Schaar  von 
diesen  Curven  dritten  Grades  im  Allgemeinen  18,  die  einen 
fißekkebrpunkt  haben;  und  soll  eine  C^  dnrch  sechs  Punkte 
geben  und  einen  RUckkehrpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  der 
Rückkehrtangente  eine  Curve  der   18,  Klasse  M^K 

ä  Wir  salien  oben,  dass  es  im  Allgemeinen  fünf  Curven  C^  durch 
sechs  Funkte  p  giebt,  die  auf  einer  Geraden  G  einen  Doppelpunkt  und  Q 
v\  dem  zur  Tangente  in  diesem  Doppelpunkt  haben ,  und  es  giebt  also  auch 
fäaf  solche  Carven  C  durch  sechs  Punkte  p,  die  auf  G^  einen  Doppel- 
punkt haben  und  Q^  zugleich  zur  Tangente  in  diesem  Doppelpunkt,  Jeder 
dieser  ftinf  Doppelpunkte  auf  G^  kann  aber  als  Mittelpunkt  einer  C^  an- 
geeekfiii  werden ,  die  durch  die  p  geht ^  und  wir  schliessen  daraus : 

Soll  eine  Cnrve  C^  durch  sechs  Punkte  p  gehen  nnd  einen 
Mittelpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  dieses  Mittelpunkts  eine 
CiiTTe  des  fünften  Grades  M^. 

Diese  Curve  M^  geht  namentlich  durch  jeden  der  Punkte  p  selbst, 
durcb  die  Mitten  der  15  Yerbindungslinien  Ton  je  zwei  dieser  Punkte^ 
diaeh  die  Mittelpunkte  der  30  Kegelschnitte,  die  durch  vier  Punkte  p 
geben  und  ihren  Mittelpunkt  auf  der  Verbindungslinie  der  letzten  zwei 
Putikte  p  haben  f  und  dnrch  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  durch  je 
M  der  Punkte  p, 

6.  Die  in  3.  gefundene  Ortscurve  Cr'  bat  mit  der  Geraden  G  ausser 
den  ftlnf  Berührungspunkten  zwölf  weitere  Punkte  gemein ,  indem  ihr  Grad 
gleich  6  ,  7  —  5 . 4  ~  22  ist  Jedem  dieser  zwölf  Punkte  entspricht  aber 
ebe  Corvo  C*,  die  auf  6  einen  Eückkehrpunkt  hat,  oder: 

Soll  eine  Gurre  des  dritten  Grades  durch  sechs  Punkte  p 
gehen  nnd  einen  Eückkehrpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  dieses 
Rückkehrpunkts  eine  Curve  des  zwölften  Grades,  E^^  (Steiner 
M  0.  S.  526,  findet  eine  Curve  Jl^, 

Die  Curve  /?*  hat  die  Punkte  p  zu  vierfachen  Punkten  und  geht  ausser- 
dem durch  die  30  Punkte,  in  denen  die  Yerbindungalinie  von  je  zwaieu  yc 
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einem  Kegelßclinitt  durch  die  übrigen  vier  berlibrt  wird,  sowie  dorcli  die 
zwdlf  BerübruegspunktB  der  Tangenten  Ton  jedem  Punkt  p  an  den  Kegel- 
schnitt  durch  die  anderen  fünf  Punkle  p^  indem  alle  diese  Punkte  (ansier 
den  Punkten  p  selbst),  Rück  kehr  punkte  einzelner  (zerfallender)  Curvea  C 
durch  die  sechs  Punkte  p  sind. 

7.  Die  oben  (in  2»)  entwickelte  Ortacurye  S^  zerfällt  für  besondere 
Lagen  der  gegebenen  sieben  P linkte  p.  Sind  insbesondere  drei  der  sieben 
Puukte  in  einer  Geraden  gelegen  ^  so  kann  jeder  Punkt  dieser  Geraden  alg 
Doppelpunkt  einer  zerfallenden  Cutve  0^  angesehen  werden  oder  diese  Ge- 
rade ist  ein  Theil  der  Cnrve  S^.  Sind  also  sechs  der  gegebenen  Punkte  j? 
die  Schnitte  von  je  zweien  von  vier  Geraden ,  oder  sind  secbs  Punkte  ju  die 
Ecken  eines  vollständigen  Yiereeits,  so  enihSU  die  Ortscurve  S^  die  Seiten 
dieses  Vierseits  ^  zerfällt  also  in  diese  vier  Seiten  und  in  eine  Curve  des 
zweiten  Grades.  Die  letztere  niQSS  also  den  siebenten  Punkt  p  zum  Doppel- 
punkt haben ,  zerfällt  also  selbst  wieder  in  zwei  Geraden  L  und  L^ ,  die 
zu  dem  in  dem  siebenten  Punkte  p  Tangenten  an  eine  solche  C^  durch 
die  sechs  Ecken  des  Vierseits  sind,  die  den  siebenten  Pankt  p  lum 
Doppelpunkt  hat,  oder: 

Soll  eine  Cnrve  des  dritten  Grades  C^  mit  Doppelpunkt 
durch  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Yierseits  qqj 
einen  siebenten  beliebigen  Punkt  p^  gehen»  so  ist  der  Ort  dei 
Doppelpunkts  aus  den  Geraden  L  und  L^  znsammengesetit, 
die  Tangenten  in  p^  an  die  besondere  der  Curven  C^  in  p,  »iad, 
die  Pj  zum  Doppelpunkt  hat* 

Wir  sahen  weiter,  dass  auf  der  Curve  S*  die  Punkte  liegen,  in  denen 
ein  Kegelschnitt  durch  fünf  der  gegebenen  Punkte  die  Verbindungslinie  der 
letzten  zwei  Punkte  p  scbneidet,  oder  wir  finden: 

Legen  wir  durch  je  zwei  Paare  von  Gegen  ecken  eines  voll- 
stündigen  Vierseits  und  einen  beliebigen  Ponktj?  Kegelscbnitte, 
ao  schneidet  jeder  dieser  Kegelschnitte  die  Verbindungslinie 
des  dritten  Paares  von  Gegenecken  des  Vierseits  in  Ewei 
Punkten  a  nnd  die  so  erhaltenen  sechs  Punkte  a  liegen  dann 
allemal  auf  zwei  durch  den  Punkt  j)  gehenden  Geraden,  uKmlicb 
den  Geraden  L  und  L^. 

8.  Auch  die  Curve  M^  kann  in  Curven  niedrigeren  Grades  zerfallen; 
liegen  z*  B,  irgend  drei  der  gegebenen  Punkte  p  auf  einer  Geraden,  to 
hat  diese  Gerade  nach  Obigem  mit  M^  mebr  als  fünf  Punkte  gemein,  iit 
also  ein  Theil  von  M^  und  dieser  Ort  besteht  somit  aus  dieser  Geraden 
und  einer  Curve  des  vierten  Grades  M\  Sind  die  sechs  Punkte  p  z.  B, 
zu  je  drei  auf  drei  Geraden  gelegen,  so  folgt  daraus: 

Werden   auf  den  Seiten  p^p^f  PiP^   und  p^p^   eines  Dreiecks 
jPiPgPf  drei  beliebige  Punkte  j;^,  p^  und  j?^  angenommen  und  aind 


A 


EK EDIKT    SpOREft. 


I 

» 


9ii  9f  ^^^  Qt  d^^  Mitten  der  Beiten  des  Dreieoks  PiP^p^f  bo  liegen 
ftllemal  die  Mitten  der  Seiten  des  Breiecks  p^p^p^t  die  Mitten 
TOn  PiPi^  PtPf>t  P^Pg  ^^^  ^^^  Schnittpunkte  von  q^g^  mit  p^Pf,^  q^q^ 
mit  p^p^  und  ^^^j  mit  ^^ptj  anf  einem  Kegelschnitt  H^  und  dieser 
ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Curven  des  dritten  Grades 
mit  Mittelpunkt  durch  die  sechs  Punkte  p. 

Schneiden  sich  die  Geraden  j^^j?^,  PtPh  ^^^  PtP^  ^  einem  Punkt,  so 
geht  der  Kegelschnitt  H^  auch  durch  diesen  Punkt. 

Liegen  die  sechs  Punkte  p  auf  vier  Geraden,  oder  aiad  dieselben  die 
Ecken  eines  yollständigen  Vierseits,  so  zerfallt  M^  in  die  Seiten  dieses 
Vierseits  und  in  eine  Gerade,  welche  durch  die  Mitten  der  drei  Diagonalen 
des  VierseiU  geht.  Da  diese  Gerade  zugleich  der  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte  ist^  die  dem  Vierseit  einbeschrieben  sind,  so  folgt 
daraus  noch: 

Sali  eine  Curve  des  dritten  Grades  darch  die  sechs  Ecken 
eines  yoüständigen  Vierseits  geben  und  einen  Mittelpunkt 
habeUi  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  diejenige  Gerade, 
welche  durch  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  des  Vierseits 
geht  nnd  jede  dieser  Curven  hat  also  auch  mit  einem  Kegel* 
Bobnitt,   der  die  Seiten  des  Vierseits  berührt,   den  Mittelpunkt 
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L  Dwrcb  jeden  Funkt  x  gehen  im  Allgemetnen  zwei  Kegelschnitte 
eines  Systems  S{C*)  ron  Kegelschnitten,  die  vier  Gerade  bertlhren.  Lassen 
wir  den  Punkt  x  sich  auf  einer  Geraden  G  bewegen  und  ziehen  wir  in  x 
an  jeden  durch  x  gehenden  Kegelschnitt  C^  die  Tangenten,  so  ist  der  Ort 
diMer  Tangenten  eine  Cunre  der  dritten  Klasse  G^i,  indem  durch  jeden 
Punkt  auf  G  zwei  der  obigen  Tangenten  gehen,  diese  aber  auch  einmal 
mit  Q  :tusammenf)illt  und  zwar  für  den  Punkt,  in  dem  G  von  einem  Kegel- 
schnitt C*  berührt  wird.  Zudem  berührt  die  Ortscurve  die  vier  Tangenten 
der  Sohaar  und  zwar  in  ihren  Schnitten  mit  G  und  ebenso  die  drei 
Diagonalen  des  Vierseits  der  Schaan  Durch  jeden  Punkt  ausserhalb  G 
gebtn  also  auch  drei  Tangenten  an  einzelne  C,  die  ihren  Berührungspunkt 
auf  O  haben.     Wir  folgern  daraus: 

Ziehen  wir  an  alle  C*  der  Schaar  von  einem  Punkt  p^  die 
Tangenten,  so  ist  der  Ort  des  Berttbrungspunktes  eine  Curve 
d««  dritten  Grades  P\ 

Durch  Pq  selbst  gehen  zwei  Kegelschnitte  C^,  das  heisst,  P^  hat  den 
Pnnkt  Pf^  zum  Doppelpunkt  und  zwar  sind  die  beiden  Tangenten  in  p^  an 
dieta  Kegelschnitte  auch  Tangenten  im  Doppelpunkt  von  P\  indem  auf 
jtder   dieser   kein    weiterer  Punkt   des  Ortes   liegen    kann.     Die  Curve  P^ 
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geht  femer  aach  durch  die  sechs  Ecken  des  Yierseits,  das  heisst  wir 
finden: 

Die  Oeraden  L  und  L^  (yergl.  III.)  sind  Tangenten  in  |j^  u 
die  zwei  Kegelschnitte,  die  dem  Vierseit  einbesohrieben  siid 
und  die  durch  p^  gehen. 

Und  hieraus  wieder: 

a)  Soll  eine  Curve  des  dritten  Grades  dnrch  die  Ecba 
eines  vollständigen  Yierseits  gehen  nnd  anf  einer  Geraden  ff 
einen  Doppelpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  der  Tangenten  eis 
Doppelpunkt  an  diese  Curve  die  obige  Curve  G\\  soll  dagegen 
die  Tangente  im  Doppelpunkt  durch  einen  festen  PunktjpQ  gehen, 
so  ist  der  Ort  des  Doppelpunkts  die  Curve  des  dritten  Gradei, 
die  durch  die  sechs  Ecken  des  Yierseits  geht  und  p^  mm 
Doppelpunkt  hat. 

Und: 

b)  Geht  eine  Curve  des  dritten  Grades  mit  Doppelpunkt 
durch  die  Ecken  eines  vollständigen  Yierseits  und  dnrch  einen 
siebenten  Punktpo,  so  ist  der  Ort  der  Tangenten  im  Doppelpunkt 
aus  zwei  Curven  der  dritten  Klasse  zusammengesetit|  nftmliek 
aus  den  Curven  6r'i,  die  zu  L  und  L^  gehören. 

Ziehen  wir  von  p^  an  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  die  Tangenten,  n 
bilden  diese  ein  involatorisches  Bttsohel  mit  den  Geraden  L  nnd  J^. 
Irgend  ein  solches  Tangentenpaar  bildet  mit  einer  Seite  8^  des  Yiendi 
ein  Dreieck,  das  einem  Kegelschnitt  umschrieben  ist.  Da  aber  auch  dii 
Dreieck  aus  den  ttbrigen  Seiten  5^,  53,  8^  des  Yierseits  demselben  Kegel- 
schnitt umschrieben  ist,  so  geht  durch  die  sechs  Ecken  beider  Dreied» 
stets  ein  Kegelschnitt.  Alle  auf  diese  Art  erhaltenen  Kegelschnitte  hnbes 
aber  vier  Punkte,  den  Punkt  Po  nnd  die  drei  Ecken  des  zweiten  Dreieeb 
aus  52,  «g,  54,  gemein,  bilden  also  ein  Büschel  von  Kegelschnitten. 

Diese  Kegelschnitte  bestimmen  aber  auf  der  ersten  Seite  8^  eise 
Involution  von  Punkten,  die  von  p^  durch  das  obige  Strahlenbüschel  psojidit 
werden.  Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  aber  die  Punkte,  in 
denen  8^  von  Kegelschnitten  des  Büschels  berührt  wird,  oder: 

Legen  wir  durch  einen  Punkt  p^  und  die  Ecken  jeden 
Dreiecks,  das  drei  der  vier  Seiten  eines  Yierseits  bilden,  die 
zwei  Kegelschnitte,  welche  die  vierte  Seite  berühreui  so  liegen 
die  so  erhaltenen  acht  Berührungspunkte  auf  zwei  Geraden, 
nämlich  auf  den  Geraden  L  und  L^. 

V. 
1.  Kehren  wir  wieder  zu  der  in  I.  erhaltenen  Curve  K^  zurück  nnd 
wir  eine  der  Geraden,  etwa  £r,  und  irgend  einen  Punkt  q  fest,  eo 
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finden  wir,  da  für  jede  beliebige  Gerade  H  durch  den  Punkt  q  drei 
TttDgeaien  der  su  Q  und  H  gehörigen  Curve  K^  gehen,  und  wir  erbalten: 

Verbinden  wir  die  Schnittpunkte  eines  veränderlichen 
Kegelscbnitia  0*  durch  vier  Grundpunkte  p  und  einer  festen 
Geraden  G  mit  einem  Funkte  g,  so  ist  der  Ort  der  zweiten 
Schnitte  r  dieser  Verbindungslinien  mit  dem  zugehörigen  Kegel* 
schnitte  C*  eine  Curve  des  dritten  Grades  <^. 

Der  Punkt  r  fÄllt  auch  in  den  Punkt  q  und  zwar  ftlr  die  zwei  Schnitt- 
punkte des  Kegelschnitts  C^  durch  q  mit  der  Geraden  Q\  der  Punkt  «7  ist 
also  Doppelpunkt  der  Curve  <^^.  Ausserdem  geht  die  Ortscurve  durch  die 
vier  Gmndpunkte  p  und  die  sechs  Funkte  auf  den  Verbindungslinien  der 
vier  Punkte  p^,  die  sich  aus  den  drei  zerfallenden  Kegelschnitten  C  ab- 
leiten lassen.  Die  Verbindungslinie  der  zwei  Punkte  r  geht  weiter  ~- 
nach  einem  bekannten  Satz  über  die  Curven  dritten  Grades  —  durch  einen 
festen  Punkt  s  auf  der  Curve  Q^. 

2.  Geht  eine  beliebige  Curve  des  dritten  Grades  durch  sechs  Punkte 
{ip  und  2r)  und  hat  in  einem  siebenten  Punkte  q  einen  Doppelpunkt ^  so  kann 
aas  dem  Obigen  folgende  Construction  der  Tangenten  im  Doppelpunkte  ab^ 
geleitet  werden. 

Durch  vier  der  gegebenen  Punkte  und  je  einen  der  Übrigen  zwei 
(dorch  die  Ap  und  je  einen  r)  legen  wir  einen  Kegelschnitt  und  verbinden 
jeden  der  letzten  zwei  Funkte  (r)  mit  dem  Doppelpunkt  g,  so  schneidet 
jede  dieser  Verbindungslinien  den  zugehörigen  Kegelschnitt  nochmals  in 
einem  zweiten  Punkt,  wodurch  wir  zwei  neue  Punkte  (x  und  x^)  erhalten. 
Die  Verbindungslinie  dieser  letzten  Punkte  {xx^  ist  die  oben  auftretende 
Gerade  G.  Der  Kegelschnitt  durch  die  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  der 
beiden  Kegelschnitte  und  den  Punkt  q  schneidet  dann  die  Verbindungslinie  (a?X]) 
ta  iwei  Punkten»  die  auf  den  Tangenten  der  Curve  dritten  Grades  im  Doppel- 
pQnkt  liegen«    Die  Construction  der  Curve  selbst  ist  damit  ebenfalls  gegeben. 

3.  £s  ist  nur  eine  Folgerung  aus  Obigem,  wenn  wir  sagen: 

Soll  eine  Curve  C^  durch  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen 
Vierseits  gehen  und  einen  siebenten  Punkt  Pg  zum  Doppelpunkte 
babetip  80  liegen  auch  die  Projectionen  der  drei  Diagonal- 
lobatUe  ton  p^  auf  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  der  drei 
Diagonalen  aut  der  Curve  C^ 

Es  ist  hierbei  eine  Diagonale  zur  Geraden  G  und  der  Punkte  p^  zum 
Pnokt  q  gewftblt  worden. 

4i  Aue  den  hier  allgemein  entwickelten  Eigenschaften  können  wir 
folgende  Sitte  als  specielle  Fülle  ableiten: 

tt)  Projicirt  man  jeden  Schnittpunkt  der  sechs  Seiten  eines 
vollstHndigen  Vierecks  mit  ainer  Geraden  G  von  einem  Punkt  q 
amf   die    Gegenseite    des    Vierecks,    so    liegen    die    sechs    Pro- 
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jectionen  mit  den  vier  Ecken  des  Vierecks  anf  einer  GnrTe  dti 
dritten  Grades  mit  dem  Punkte  q  als  Doppelpunkt,  nnd  ist  um- 
gekehrt irgend  einer  Curve  des  dritten  Grades  mit  Doppelpunkt 
irgend  ein  Viereck  einbescbrieben,  so  liegen  allemal  die  Pro- 
jectionen  der  weiteren  Schnitte  der  Vierecksseiten  mitderCurre 
vom  Doppelpunkte  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecks  in  einer 
Geraden«  Die  Verbindungslinien  der  ersteren  Projectionen  tod) 
auf  den  Gegenseitenpaaren  schneiden  sich  zudem  in  einem  Punkte, 
der  gleichfalls  auf  der  Curye  liegt. 

Liegt  der  Punkt  q  auf  einer  Seite  a6  des  Vierecks  ahedf  so  serlUlt 
die  Gurre  dritten  Grades  in  eine  Cunre  des  zweiten  Grades  und  die  Seitest 
des  Vierecks  und  es  folgt  daraus: 

b)  Projicirt  man  von  einem  beliebigen  Punkt  q  auf  eine 
Seite  eines  Vierecks  die  Schnitte  der  fibrigen  fttnf  Seiten 
desselben  mit  einer  Geraden  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecke, 
so  liegen  die  fünf  Projectionen  mit  den  beiden  Ecken  dee 
Vierecks,  die  mit  dem  angenommenen  Punkt  nicht  in  einer 
Geraden  liegen,  auf  einem  Kegelschnitt  und  die  Verbindunge- 
linien der  zwei  Paare  der  fünf  Projectionen,  die  auf  Paaren 
▼on  Gegenseiten  liegen,  schneiden  sich  allemal  auf  der  an« 
genommenen  Seite  des  Vierecks.  Der  Kegelschnitt  berührt 
ausserdem  die  Gerade,  welche  q  mit  dem  Schnittpunkt  der 
Gegenseite  der  angenommenen  Seite  mit  der  Geraden  yer- 
bindet  und  zwar  in  q. 

Hierbei  ist  q  als  eine  der  obigen  fünf  Projectionen  angesehen. 

Ist  der  Punkt  q  der  Schnittpunkt  zweier  Gegenseiten  ah  und  ed  dee 
Vierecks,  so  zerföllt  die  Curve  dritten  Grades  in  drei  Geraden  und  min 
erhSlt: 

c)  Projicirt  man  von  dem  Schnittpunkt  q  zweier  Gegen- 
seiten eines  Vierecks  die  vier  Schnitte  der  übrigen  fier 
Vierecksseiten  mit  einer  Geraden  G  auf  die  Gegenseiten,  so 
liegen  die  vier  Projectionen  auf  einer  Geraden  J?,  welche 
ausserdem  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  G  mit  der 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Gegenseitenpaare  dee 
Vierecks,  die  nicht  durch  q  gehen,  geht. 

5.  Geht  eine  Curve  des  dritten  Grades  durch  fünf  Punkte  p  und  hat 
dieselbe  einen  sechsten  Punkt  q  zum  Doppelpunkt,  so  können  wir  dnich 
die  fünf  Punkte  p  einen  Kegelschnitt  C*  legen  und  ebenso  durch  vier 
Punkte  p  und  den  Punkt  q  einen  zweiten  Kegelschnitt  D*;  schneidet  die 
Verbindungslinie  von  q  mit  dem  fünften  Punkt  p,  der  nicht  auf  D*  liegt, 
in  einem  Punkt  r,  so  bestimmt  eine  beliebige  durch  r  gehende  Gerade 
(ab  Gerade  G)  auf  D*  zwei  Punkte  y  und  y,,  so  dass  qy  und  q^i  Tangenten 
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im  Doppelpunkt  an  eine  der  möglichen  Curyen  C^  sind.  Da  unter  den 
Qeradenpaaren  qy  und  qy^  auch  zwei  solche  sind,  die  zusammenfallen,  so 
toden  wir: 

Dnrch  fünf  Punkte  p  gehen  unendlich  viele  Curyen  C\  die 
einen  sechsten  Punkt  g  zum  Doppelpunkt  haben  unddieTangenten- 
piare  an  diesem  Doppelpunkt  an  alle  Curven  C^  bilden  eine  In- 
ToUtion  und  unter  den  Curven  sind  auch  immer  zwei,  die  den 
Ponkt  q  zum  Bttckkehrpunkt  haben. 

M. 

1.  Sind  irgend  zwei  Bttschel  von  Kegelschnitten  B{C^  und  B{D^) 
g^geboi,  die  auf  einer  Geraden  G  dieselbe  Involution  von  Punkten  be- 
stimmen, giebt  es  also  unter  den  Kegelschnitten  C^  und  2>^  dieser  Bttschel 
unendlich  viele  solche,  die  die  Gerade  O  zur  Sehne  haben,  so  erhalten 
wir  fftr  die  letzten  zwei  Schnittpunkte  x  und  x^  zweier  Kegelschnitte  C* 
und  D*,  die  auf  O  dieselben  Punkte  bestimmen,  einen  Ort,  den  wir  wie 
folgt  ableiten  können:  Zu  jedem  der  Bttschel  gehört  in  Bezug  auf  die 
Oerade  G  und  eine  zweite  Gerade  H  (nach  I.)  eine  Curve  K^.  Diese  beiden 
Corren  JT'  haben  die  Geraden  G  und  H  zu  Tangenten  und  zwar  bertthren 
ne  die  (Gerade  G  in  demselben  Punkte,  in  dem  die  beiden  Kegelschnitte 
beider  Bttschel  durch  den  Schnittpunkt  a  von  H  und  G  auf  G  noch  den- 
selben zweiten  Punkt  bestimmen.  Die  Gerade  G  ist  also  zweifach  als  ge- 
meinsame Tangente  und  die  Gerade  H  einfach  als  solche  zu  rechnen.  Die 
flbrigen  sechs  gemeinsamen  Tangenten  ordnen  sich  zu  drei  Paaren  von  Ge- 
raden, die  von  gemeinsamen  Punkten  von  Kegelschnitten  C^  und  D^  auf 
DMh  den  gemeinschaftlichen  Punkten  dieser  Kegelschnitte  auf  G  gehen. 
Der  Ort  der  letzten  Punkte  x  und  rCi  der  Kegelschnitte  C^  und  2>^  ist  also 
eine  Curve  des  dritten  Grades  Z^.  Diese  Curve  geht  femer  durch  die 
Onndpnnkte  beider  Bttschel  und  die  Gerade  xx^  dreht  sich  —  nach  einem 
bekannten  Satz  ttber  die  Curven  dritten  Grades  —  um  einen  festen  Punkt 
aof  F;  das  heisst  wir  erhalten: 

Bestimmen  die  Kegelschnitte  zweier  Büschel  auf  einer 
Geraden  G  dieselbe  Involution  von  Punkten,  so  ist  der  Ort  der 
leisten  gemeinsamen  Punkte  x  und  x^  zweier  Kegelschnitte  der 
Bttschel,  die  auf  G  dieselben  Punkte  bestimmen,  eine  Curve 
des  dritten  Grades,  X\  die  durch  die  Grandpunkte  beider 
Bttschel  geht  und  die  Verbindungslinie  xxi  dreht  sich  um  einen 
festen  Punkt  dieses  Ortes. 

2.  Insbesondere  folgt  daraus: 

Sind  abcd  unda^hiC^d^  zwei  Vierecke,  deren  Seiten  sich  paar- 
weise aaf  einer  Geraden  G  schneiden,  so  liegen  die  Schnitt- 
punkte: 
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X  von  ab  mit  C|d|,     Xi  von  a|6|  mit  cd, 

e    n     ad    n     ^iCi,     ifi     f)     a,cJi     n     &c 
mit    den    Ecken    der    beiden    Vierecke    anf    derselben    Car 
dritten  Grades  and  die  Geraden  xXi^  yp^undeßt  schneiden  8i 
in  einem  Punkte  dieser  Cnrye. 

Und: 

Haben   zwei    Vierecke   ahcd^   ^i^i^i^i   '^^^  Seiten,   etwa 
und    a,d|    auf  einer   Geraden   liegend,    so    liegen    die    fibrig 
Ecken    6,    c,   b^    und   d|  mit  den  Schnitten  x  und  x^  von  ahn 
C|d^,   a, &|   mit  cd,   y  und  ^i   yon  ac  und   &id|,   a^e^   und  5(1  a 
einem  Kegelschnitt  und  xXi  und  yy,  schneiden  sich  anf  äd. 
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XI  Bin  neuer  Satz  Aber  die  Betarmioanteii  einer  Matrix. 
Es  sei  gegeben  eine  Matrix 

»II  •  •  •  öl« 


1) 


M  = 


-  flu 


(«>m). 


werde, 


die 


irgend  welche  Indices  aus  der 
B^ihe  1 , . .  n  sind  ^  die  aas  den  Colonnen  t^  ^  »^  •  * ,  im  gebildete  Deter- 
minante m^^^  Grades  verstanden.     Wir  wollen  nun  voraussetsen ,    dasa  von 

ftUeo  1     j   Determinanten  in*"*  Grades  »  — tn  +  1  verschwinden ,  so  xwar, 

dae8>  wenn  wir  dieselben  in  der  oben  angegebenen  Bozeicbnung  achreiben 


nnd  etwa 


•ii»  *jii 


M  »*!♦  »t?-*  •♦*-  1  =  0 

haben,  wo  8  zur  Abkürzung  für  n  — w  +  1  gesetzt  ist,  sieb  eine  solche 
Anordnung  treffen  lägst,  dass  von  den  Indices  jeder  Zeile  in  2)  gerade 
m  —  1  in  den  vorhergehenden  Zeilen  schon  vorkommen.  Wir  wollen  an- 
nehmen, daea  in  dem  obigen  Schema  diese  Anordnung  bereits  getrofiTen 
tut  and  femer,  dass  die  neu  hinzutretenden  Indices  in  jeder  Zeile  an  erster 
Stelle  stehen«  Man  sieht,  dass  alsdann  in  der  ersten  Horizontal-  und  der 
ersten  Verticalreihe  von  2)  alle  n  Indices  vorkommen. 

Wenn  wir  nun  noch  die  weitere  Voraussetzung  machen,  dass  in  jeder 
der  $  Matrices,  welche  von  den  Colonnen  Ü2i  iks  -  -  *ikm  (/i:  =  1 . .  .^)  ge- 
bildet werden,  anter  den  je  m  Determinanten  (m—  1)*<*°  Grades  wenigstens 
eine  von  0  verschiedene  ist,  so  müssen  alle  Determinanten  m^^°  Grades  der 
MftiHx  IT  verschwinden.  —  Der  Beweis  hierfür  ergiebt  sich  leicht  folgender* 
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Der  Relation 
3)  I«,  »j„  »iB...ti«|  =  0 

wird  offenbar  genügt  durch  a;  =  »||,  i^n  t,,«  t||...»iM|  also  dnrcb  allein 
den  beiden  ersten  Zeilen  von  2)  vorkommenden  Indices,  and  zwar  folgt 
dies  ftlr  die  Indices  i^  und  i^i  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  von  2), 
während  für  die  anderen  Indices  die  Relation  3)  eine  Identität  ist.  Wählen 
wir  von  diesen  m  + 1  Werthen  ftlr  w  irgend  m  Werthe  aus,  welche  wir 
mit  »I,  i^..  .im  bezeichnen  wollen ,  stellen  fQr  diese  die  m  Determinanten- 
gleichungen von  der  Form  3)  auf  und  entwickeln  jede  derselben  nach  den 
ünterdeterminanten  der  ersten  Colonne,  so  haben  wir  offenbar  ein  System 
von  m  linearen  homogenen  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  m  Determinanten 
(m^  1)^*°  Grades  der  aus  den  Colonnen  »|^,  »,8...tim  gebildeten  Matrix. 
Da  nun  wenigstens  eine  dieser  Determinanten  (m  —  1)^*^  Grades  nach  unserer 
Voraussetzung  von  0  verschieden  ist,  so  muss  also  die  Determinante  des 
Systems  linearer  Gleichungen  verschwinden;  dies  ist  aber  nichts  Anderes  als: 

Bilden  wir  also  irgend  eine  Combination  zu  m  Elementen  von  den  in 
den  beiden  ersten  Zeilen  von  2)  vorkommenden  Indices,  so  verschwindet 
die  aus  den  durch  diese  Indices  bezeichneten  Colonnen  gebildete  Deter- 
minante mf^  Grades.  Es  verschwindet  daher  auch  die  Determinante 
\y^  ha  ^3  •  *  •  *3m  I  für  jedes  y^  welches  in  den  beiden  ersten  Zeilen  von  2) 
bereits  vorkommt,  da  ja  t,2,  ^33.  • .  t'sm  dort  auch  schon  vorkommen.  Hier- 
nach und  nach  der  dritten  Gleichung  von  2)  folgt,  dass  der  Gleichung 

Genüge  geleistet  wird  durch  die  Werthe  y  =  h^ ,  t],  . . .  t]  m ,  Hi  t  isi«  Wählen 
wir  also  irgend  m  dieser  m  +  2  Indices  aus  und  bilden  für  sie  die  Deter- 
minantengleichungen von  der  Form  4),  so  erhalten  wir  offenbar  wieder  ein 
solches  System  von  m  linearen  homogenen  Gleichungen  in  Bezug  auf  die 
m  Determinanten  (m  —  1)^*"  Grades  der  aus  den  Colonnen  i^^  i^  » -  -  hm 
bestehenden  Matrix.  Da  nun  von  diesen  Determinanten  (m  — 1)*^  Grades 
nach  unserer  Voraussetzung  wenigstens  eine  von  0  verschieden  ist,  so 
muss  die  Determinante  des  Gleichungssystems  verschwinden,  d.  h.  also:  jede 
aus  m  der  Colonnen  t^^,  ti2...tiiii,  tji,  »31  gebildete  Determinante  ist  =  0. 
Dies  geht  offenbar  so  fort  und  es  folgt,  dass  jede  Determinante  m**°  Grades 
der  Matrix  M  verschwindet. 

Dieser  Satz  lässt  nun  eine  Reihe  geometrischer  Anwendungen  zu,  von 
denen  wir  einige  anführen  wollen.  Wenn  nämlich  die  Grössen  a;,-,  y,-,  Zi,  Wi^ 
i=  1,  2,  3  die  homogenen  Coordinaten  von  drei  Raumpunkten  sind,  so  sind 
in  der  Matrix 


35, 

yi 

«. 

«>i 

at, 

y» 

't 

u>. 

«3 

% 

'$ 

Wj 
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die  drei  Determinaiiteii  dritten  Grades ,  welche  die  letzte  Colonne  enthalten, 
in  WesenÜichen  die  Projectionen  des  von  den  drei  Punkten  gebildeten 
Dreiecks  anf  die  Coordinatenebenen ,  nnd  wir  erhalten  durch  Anwendung 
noaeres  Determinantensatzes  das  bekannte  Resultat,  dass,  wenn  zwei  der 
Projectionen  eines  Dreiecks  anf  die  Coordinatenebenen  yerschwinden,  die 
diüte  anch  yerschwinden  mnss.*  Sehen  wir  dagegen  in  dieser  Matrix  die 
Semente  der  einzelnen  Colonnen  als  Bichtnngscosinus  Yon  (Geraden  an, 
welche  dnrch  einen  Punkt  gehen,  so  kommen  wir  zu  dem  Satz,  dass, 
wenn  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade  Xy  y^  g  in  einer  Ebene 
liegen  nnd  eine  vierte  Gerade  to  mit  zwei  der  früheren  x^  y  gleich- 
fillg  in  einer  Ebene  gelegen  ist,  alsdann  alle  yier  Geraden  in  derselben 
Ebene  liegen  mflssen,  ausser  wenn  die  beiden  Geraden  x^  y  coincidiren. 
Oelien  wir  von  dieser  Matrix  von  drei  Zeilen  nnd  vier  Colonnen  zu 
einer  solchen  yon  vier  Zeilen  nnd  fünf  Colonnen  über: 


Vi     y%     Vz     Vi     Vb 


Hx 


tPt 


h     H 

m       Wa 


Wa 


^6 


nnd  ferstehen  unter  den  Xi,  yt,  Bi,  Wi  homogene  Punktcoordinaten ,  so 
liefert  unser  Determinantensatz  das  Resultat,  dass,  wenn  vier  Punkte 
(1,  2,  3,  4)  in  einer  Ebene  liegen  und  ein  fünfter  (5)  mit  drei  (1,  2,3) 
dieser  vier  wieder  in  einer  Ebene  liegt,  alle  fünf  Punkte  in  derselben 
Ebene  gelegen  sind,  ausser  wenn  die  drei  Punkte  (1,  2,  3)  auf  der 
Scbniticarre  zweier  Ebenen ,  einer  Geraden,  liegen.  Ein  entsprechender 
Satz  iSsst  sich  natürlich  für  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  der  Matrix 


-'ii 


Xi^i  x^z^ 


X,Wr    X9W9 XuW, 


«.jW, 


n^ii 


e,Wt  Z.W, 


W,' 


8 


W, 


Wt 


herleiten,  und  man  erhält  so: 

*  Auf  diese  geometrische  Anwendung  machte  mich  Herr  Prof.  Staude  be- 
reite im  Sommer  1894  gütigst  aufmerksam. 
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Wenn  zehn  Punkte  (1 ,  2 . . .  10)  aaf  einer  Flftche  zweiter  Ordnung 
gelegen  sind  und  ein  elfter  Punkt  (11)  mit  9  (1...9)  der  zehn  Punkte 
gleichfalls  auf  einer  Flftche  zweiter  Ordnung  liegt,  so  liegen  alle  elf 
Punkte  auf  derselben  Flftche  zweiter  Ordnung,  ausser  wenn  die  neun 
Punkte  (1 ...  9)  auf  der  Durchsohnittsounre  zweier  Flftchen  zweiter  Ord- 
nung liegen. 

Allgemein  ergiebt  sich  natfirlich  der  Satz:    Wenn 

(n  +  l)(n  +  2)(fi  +  3) 
N{n)  = J--273 

Punkte  auf  einer  Flftche  n*^  Ordnung  liegen  und  ein  weiterer  Punkt  liegt 
mit  N{n)  —  1  dieser  Punkte  auf  einer  Flftche  n*^  Ordnung,  so  liegen  alle 
N(n)  +  1  Punkte  auf  derselben  Flftche  n^  Ordnung,  ausser  wenn  die 
N{n)  —  1  ausgezeichneten  Punkte  auf  der  Schnittcurve  zweier  Flftchen 
n^'  Ordnung  (resp.  auf  ein-  oder  mehrfach  unendlich  vielen  solchen 
Schnittcunren)  liegen. 

Rostock.  W.  Ahrens. 


XTT.  Beitrage  zur  Integralrechnung. 
1.  üeber  den  zweiten  Mittel werthsatz. 
Im  Folgenden  will  ich  einen  neuen  Beweis  für  den  zweiten  Mittel - 
werthsatz  der  Integralrechnung  geben,  der  ihn  als  Consequenz  des  ersten 
erscheinen  Iftsst,  sobald  noch  die  Stetigkeit  des  bestimmten  Integrals,  als 
Function  seiner  oberen  Grenze  angesehen,  zu  den  Voraussetzungen  tritt. 
Die  gebräuchliche  Form  des  Salzes  lässt  sich  (vergl.  Harnack:  Differential- 
und  Integralrechnung  S.  270)  sofort  aus  der  besonderen  Form 

X  x' 

Jf{x)q>{x)dx - f{a^J(p(x)dx  {%<x  ^ x) 

ableiten,   wie   sie   zuerst  0.  BoDuet  (Liouv.  Journ.  XIV)   aufgestellt   hat; 
und  diese  Form  wollen  ¥rir  beweisen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  f{x)  von  a^  bis  h  stets  positiv  und  ab- 
nehmend und  (was  keine  Beschränkung  involvirt)  fUr  x  ^  a^  gleich  1  sei. 
Die  Integrale 

X  X 

f<p(x)dx,    ff(x)(p(x)dx  {gq  ^x<b) 

sollen  eine  Bedeutung  haben. 

Wir  bezeichnen  mit  a^,  o,,  o^,  ...  die  Punkte,  in  denen  (p{x)  zwischen 
a^  und  b  verschwindet,  in  denen  also  die  Curve  y  ^  q>{x)  die  x- Achse 
•fllnieidei    Zar  Abkürzung  sei  femer: 


1) 
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ff{x)g>{x)dx  -  K(x)i    f<pix)dx  -  i(x); 
f(p{x)dx 


2) 


3) 


gesetzt  Um  die  Anschanmigen  zu  fiziren,  nehmen  wir  an,  dasB  ^(x) 
jwiBchen  Oq  iu>d  o^  positiv  sei.     Dann  ist: 

i(a«*+i)  —  ^(«2*)  —  J%k, 

^(«0  -  «^0-  «^1  +  «^2 +  (-  l)*-'e^*-i. 

Der  erste  Mittelwerthsatz  gilt  dann  für  jedes  A  «  0,  1,  2,  . . .  in  der 
Ansdelmong: 

//'(*)9>(«)^«  —  9i(x)f(p(x)dx  {ai  <x^  ax+i) 

n  («)  -  /•  [ai  +  0  (aj  -  da)]      (0  <  0  <  1). 
Der  Abkürzung  halber  setzen  wir 

4)  «i(«i+i)  "-  «1 

und  können  ans  der  Annahme,  f  sei  positiv  nnd  abnehmend,  den  Schluss 
liehen,  dass 

^)  l       ..>.a+i 

sei 

Gesetzt   nnn,    die   den  zweiten   Mittelwerthsatz   darstellende 
Oleicliang 
6)  E(x)^L((xf)  K<a^^^^^) 

wSre  für  alle  x  von  a^  ab  bis  za  einer  Qrenze  x  ^  ^^  zxx  der 
0^»^  gehört,  richtig,  dann  würde  sie  im  Allgemeinen  auch  noch 
weiter  über  x  ^  ^  hinaus  richtig  sein«  Denn,  wenn  für  wachsende  x 
die  linke  Seite  von  6)  zu-  oder  abnimmt,  kann  man  bei  hinlänglich  kleinen 
Aendenmgen  auch  sf  nach  der  einen  oder  der  anderen  Seite  sich  so  Ondem 
lassen,  dass  L(a/)  ebensoviel  zu-  oder  abnimmt. 

Nor  in   folgenden   Fällen   könnte    die   Fortsetzbarkeit   durch  stetige 
Aendenmg  des  a/  unterbrochen  sein: 

I.  £  liegt  zwischen  Osa— i  nnd  asa,  ^(x)  nimmt  also  mit  wachsen- 
dem X  ab;  I'  ist  »  asib(A;  <  0,  ^i^)  ^^^  ^^  ^^^  wachsendem 
und  abnehmendem  a/  grösser, 
n.  £  liegt  zwischen  Osa  und  (isa-fiy   ^{^)  nimmt  also  mit  wachsen- 
dem rr  zu;  5'  ist  —  atk+iQo  <  k),  L(p!f)  wird  also  bei  wachsen- 
dem und  abnehmendem  af  kleiner. 
Man  erkennt,  dass,  wenn  6)  überhaupt  noch  weiter  gilt,  der  Werth 
^  sich  in  den  beiden  Fällen  sprungweise  ändern  musa. 
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Wir  behandeln  den  Fall  L;  der  zweite  Usst  eioh  genau  ebenso  durch- 
führen.   I.  wird  offenbar  dorch  die  Gleidiang 

1)  *oJo-«i«^i+--«ti-i(Ö/tit.i(l)-/o-«^i+-----'i*-i(» 
dargestellt 

Gfind  hier  beide  Seiten  positiv,  dann  ist  die  rechte  Seite 

<  •'o  —  «'i  +  •  •  •  +  •'•*-«  —  -^'(öt*-i)- 
Lftsst  man  nnn  ^  Ton  atk—i  abnehmend  Ms  a^  lanfeni  dann  geht 
dabei  L{af)  Ton  £(asft-i)  bis  L(a^  '^  0  Aber,  gelangt  also  einmal  za 
einem  X(|"),  welches  der  linken  Seite  Ton  7)  bei  S''  <  l'  gleich  ist;  ist 
dieses  ^'  das  leiste,  welches  o/  in  der  Bichtnng  Ton  Oti^-i  bis  Oq  passirt^ 
so  kann  i'^  nieht  '^  ot^  sein,  weil  sonst  dieselbe  Sehlassweise  noch  auf 
ein  ^"  <  i"  fiihren  wQrde.  Oleich  Oq  kann  aber  ^'  offenbar  auch  nicht 
werden.  Wir  haben  also  das  (^  in  6),  welches  eine  stetige  Fortsetsnng 
nicht  znlftsst,  durch  ein  kleineres  ^'  ersetst,  bei  dem  eine  stetige  Fort- 
setzung möglich  ist. 

Zweitens  mOgen  in  7)  beide  Sei^n  negativ  oder  Null  sein.    Wenn 
dann  eine  der  Ungleichungen 

t^s*— Js*4-i<0, 

Q\  J«*—  Js*+i  +  Ji*+i—  Ji*+8<  0, 

Jfk  -  /f *+i  +  •  •  •  +  Jii-8  -  /f  a-i(Ö  <  0 
erfüllt  ist,  so  kann  man  af  m  6)  von  ast  an  wachsen  lassen;  zuerst 
ist  dann  die  rechte  Seite  von  6)  nach  Hinzufügang  von  +  Jtk  grösser 
als  die  linke  von  7),  dann  einmal  wegen  8)  kleiner  als  die  linke  von  7), 
also  giebt  es  ein  |",  ftlr  welches  6)  auch  erfüllt  ist,  und  welches  zwischen 
£'  und  X  ^  i  liegt.  Nimmt  man  das  in  dieser  Richtung  zuletzt  auf- 
tretende, 80  kann  es  nicht  wieder  ein  (hk  seb,  und  also  ist  die  Fort- 
setzung Ton  $"  ans  möglich;  oder  die  Voraussetzung  8)  ist  ungiltig. 

Es  ist  daher  nur  noch  zu  untersuchen,  was  eintritt||  wenn  keine  der 
Ungleichungen  8)  erfüllt  ist.     Dann  folgt^aus 

dass,  wegen  5),  ^fk-J.k^i^O 

ist,  femer  aus  '"•^"  ~  ^"+^-^"+*>  ^ 

wiederum  wegen  5),  dass 

>  ^tk+t(j%k  —  «^8*4-1  +  J8*  +  8  —  e/jÄ  +  a) 

+  («84  +  8  —  *8*  +  8)«^8*+S+  (*8*+l""  *8*+s)(«^8*—  «^8«+l) 

>0 
ist,  und  in  toMlben  Wttae  weitoR.    FolgUeh  ist: 
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+  [SikJik ««Z-l(|)c/'2l»i(5)], 

^  heisEti  man  bekommt  für  die  linke  Seite  von  7) 
9)  ir(a*)<ir(|)<0. 

Fttr  dieses  akK^  gilt  aber  der  Yoraussetzong  gemftss  der  zweite 
llitielwerthsatz,  nnd  da  auf  dem  Wege  von  o? «  a^  bis  o: «  ajb  die  Function  K 
Yon  Null  bis  K{ak)  lSuft|  so  giebt  es  dazwischen  ein  in  der  eingeschlagenen 
Biehinng  letztes  l^  mit  zugehörigem  £'|,  für  welches 

jr(l)-js:(i,)-i(l'0  (l'x<l.<l) 

wild.  Da  femer  K{ak)  noch  kleiner  als  K{^  wird,  so  ist  auch  in  diesem 
Falle  die  Fortsetzbarkeit  der  Gleichung  6)  nachgewiesoD,  da  ja  £*($]  +  dl^\ 
i;(^j+  c^l'i)  noch  geringere  Werthe  annehmen«  Wir  erkennen  dabei,  dass 
aneb  hier  die  Aenderung  des  Werthes  |'  sprungweise  erfolgt. 

Die  Oleichung  6)  gilt  also  in  jedem  Falle  auch  noch  über  den 
Pnnkt  x^  l  hinaus,  und  da  sie  zwischen  a^  und  a^  selbstverständlich  ist, 
80  hat  sie  für  das  ganze  Intervall  von  o^  bis  &  hin  Giltigkeit.  üeber 
die  Anzahl  der  Stellen  a|,  o,,  ...  ist  keine  beschränkende  Voraussetzung 
gemacht  worden. 

2.  Berechnung  bestimmter  Integrale  aus  der  Summen-Definition. 

In  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  wird  nach  der  Besprechung  der 
bestimmten  Integrale  als  Ghrenze  von  Summen  meist  nur  als  einziges  Beispiel 


/—^r- 


daftr  abgeleitet,  dass  die  Definition  auch  zu  wirklicher  Berechnung  des 
Integral -Werthes  benutzt  werden  kann.  Am  Ausführlichsten  ist  noch  das 
Werk  von  Q.  F.  Mejer,  welches  ausser  dem  Angeführten  auch  die 
beiden  Integrale         &  „ 

J(fdx^    Jlog{\  —  2acosx  +  a^)dx 

a  0 

bebaDdelt.  Es  ist  deshalb  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  zu  sehen,  dass  die 
Definition      6  6 

jy{x)dx'^limyj(xx^i-xx)f{hl     ixx<h<oci+i) 

*»  a 

zur  Berechnung  jedes  Integrals  verwendet  werden  kann,  falls  das  unbestimmte 
Integral //'(a;)(la;  bekannt  ist. 
sei  i     ^ 
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9(0) 

9ca+i)<n 
SKx)dx  -  iJ  -  [q>{{l  +  1)|J)  -  fp(iS)-\ .  f(ii  +  Oii),    (0  ^  Bi^l). 

Nnn  setsen  wir: 

«b— 9(0)  — o,     «1— g>(J),...     X2— g>(iJ),...     oc,— ^(nJ)  -  6. 
Daraas  folgt 

ff(x)dx  -  KmZ[9((l  + 1)8)  -  vHmXhh 

nimmt  man  daher  I2-"  ^^  +  Oi^t  ^  S^^  ^®  Summe  Aber  in 
l$m£i  -  n  J  -  F(6)  -  F(a). 
So  hat  man  z.  B.  für 

^(x)'^  aresin x;    ä^j—O,    a^j  —  ^mJ,...    rca— mAj,...    h^amnt, 

b 

I  /"^      -  Km2;[m(X  +  l)iJ  -  5mid]-pi= 


—  IimJ?2m^eo5 — k —  i 


Nim  ist 


2        2        vT^::Ti 

fmAJ<fci<«m(i  +  l)J, 


(sinXi 


21  +  1 
und  da  — ^ —  zwischen  X  und  A  +  1  ^^1  luuui  man  I2  so  wihlen, 


«„2i+li.yrr|ii 


wird.     Dies  ergiebt  dann 


*  StHTZ 


t  2  2 

,  —  iim^Z5iiiÄ  —  Umnd—r—  —  orc m 5 .  Kw  — r" 

Vl-x«  2  d  d 

=  arc  5111 6.  2  2 

In  derselben  Weise  kann  man  viele  Integrale  behandeln,  z.  B.: 

b  b 

dx 

0  0 

lo  anderen  Fallen ,  in  denen  die  inyerse  Function  des  unbestinunieo 
Integrals  nicht  einfach  genug  ist,  kann  man  mitunter  auf  folgende  Weiie 
zum  Saiele  gelangen. 


/[dx_        r  dx 
CO^X       t/   1  +  i 
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Es  sei  ^(re)   die   inverse  Fanotion  von  f(x)  and  a  —  ^(a).     Dann 
dunen  wir: 
ä^o-  ♦(«)»     «!-*(«  +  ^)i     «"2  -  *(«  +  2d),...     Ä,  -  ♦(«  +  n*), 

f (Ü  -  «1       Kli)  -  «  +  *i      /({,)-«  +  2 <J, .. .      /•(S.)  ^a  +  nd 
od  erhalten: 


//•(*)<ix  -  Mm 2:[if»(a  +  (1  +  l)d)  -  ^»(«  +  l*)](a  +  W) 
-  hfQ>)  -  a/-(a)  -  lim  d^VC«  +  ^*)- 

2-1 

Sobald  also  die  Summe  in  dem  letzten  Ansdracke  sich   bilden  Iftsst, 

gben  wir  den  Werth  des  bestimmten  Integrals. 

Beispielsweise  sei  gegeben:     i 

Jlogxdx. 

Hier  wird  xa-6«+*^    /•(&)-«  + Ad, 

6 

3  d 

—  hlogh  —  aloga  —  aZfm(c"'^—  e^)  i_  ^ 

—  5lfl^6  —  a?o^ö  —  (5  —  a). 
Ebenso  ergiebt  sich  für 


6 


farcsinxdx  -=  harcsinh  —  2imd[md  +  •••  +  ««(»  —  l)dj 
0  1 

—  5  arc  sin  h  —  2««*  ^  (arc  ««  5) 

-  harcsinh  +  l/l-6»-l. 
Giessen.  Prof.  E.  Netto. 

Xm.  Zur  Wärmeleitnng  in  der  Erde. 
Im  Torigen  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift  S.  124  flg.,  dann  &192  und  in 
Jahrgange  S.  60  flg.  sind  thermische  Studien -Ergebnisse  Ton  mir 
dtgetheilt  worden,  welche  ich  jetzt ,  nach  yölliger  Durchnahme  der  vor- 
Iglichen  Vorlesungen  Kirch  ho  ff 's  (herausgegeben  durch  Planck)  noch 
»rtsetie,  aber  auch  unter  den  speciellen  Titeln,  die  das  spätere  Wieder- 
uffinden  solcher  Notate  erleichtern  sollen. 

In  der  zweiten  Vorlesung  (§  2)  handelt  Kirch  hoff  von  der  Anwendung 
ler  bekannten  Gleichung 
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dt       *   de^ 


auf  das  Erdinnere   und   vergleicht   deren  Ergebnisse  mit  Beobaclitang«ii, 
welche  Quetelet  in  Brüssel  angestellt  hat.    Das  Integral 

Iftsst  ersehen,  dass  sich  das  Maximum  oder  Minimum  der  Periode  r  in  die 
Tiefe  0  fortpflanzt  mit  der  Geschwindigkeit  2a7/— • 

Quetelet  fand  für  die  tSgliche  Periode  (t  =  1)  diese  Qeschwindigfait 
gleich  1  Meter  und  in  der  Tiefe  ^  ^  j-  Meter  als  AmplitudenTerhftltniai 
(yerglichen  mit  der  Erdoberflftche)  1  :  6.     Aus 

2al/^  =  l     oder    a ^      i??*^ 

r     r  2/7t    Tag* 

wird  also  das  genannte  Verhältniss  c~'**,  oder  c"*»**,  oder  e'if  oder  1 :3A 
das  ist  beinahe  doppelt  so  gross  als  1  :  6. 

jyZuverlttssiger  sind  die  Beobachtungen  der  jährlichen  Periode*  Tes>365, 
wofür  Quetelet  die  (Geschwindigkeit  0,0464  Meter  pro  Tag  fimd.  Die 
Theorie  liefert  demnach 


^«/Ä"««' 


044 
,0464    oder    a  =     '      i 


05 

was   dem  vorigen  Werthe  a  =  -j=  nur  um  12  Procente  nachsteht 

yn 

Ich  berechnete   nun  mit  ersterem  Werthe  von  a  die  Amplituden  der 

obigen  zweiten  Gleichung  für  die  jährliche  Periode  und  für  die  von  Kirch* 

hoff  nach  Quetelet  angegebenen  Tiefen 

Meter  0,188    0,75     1,95    3,90    7,80 

und  fand  beziehungsweise 

1  :  1,07     1  :  1,32     1  :  2,07     1  :  4,27     1  :  18. 

Angegeben  sind  die  jährlichen  Schwankungen  der  Temperatur 

Grade:     13,28     11,30    7,69    4,49    1,43. 

Es    muss    also   beispielsweise   für   das   erste  Paar  der  beiden  letsten 

Zahlenreihen  1,32  :  1,07  =  13,28  :  11,30,  oder  überhaupt,  es  mflssten  die 

Quotienten  je  zweier  Zahlen  dieser  Reihen  gleich  sein.     Diese  sind  aber 

beziehungsweise  143     14^9     15^9     19^2!    25,7! 

Man  sieht,  dass  eine  ziemlich  gute  üebereinstimmung  nur  herrscht  in 
den  drei  ersten  dieser  fünf  Producte,  aber  nicht  mehr  hinsichtlich  der  beideii 
letzten.  Kirch  ho  ff  hat  yielleicht  nur  bei  jenen  eine  Controle  yorgenommen, 
da  er  diese  Unterscheidung  nicht  macht. 
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Oder  ich  will  einmal  annehmen ,  dass  statt  der  letzten  Reihe  ein  und 
liewlbe  Zahl  ^5 

(otreffen  wfirde;  so  wtirden  statt  der  vorletzten  Reihe  dnrch  Mnltiplication 
ier  15  mit  den  betreffenden  Zahlen  der  drittletzten  Reihe  kommen 
Grade:     14,0    11,4    7,2    3,6    0,8. 
Die  im  Buche  erwähnten  „ wenigen  Zehntel  you  l^C*  als  Abweichung 
treffen  also  auch  nur  wenig  zu. 

XIV.  Erwärmung  des  Wassers  durch  Zusammendrücken. 
Geschieht  diese  Erwärmung  adiabatisch ,  was  bei  genauer  Betrachtung 
ohnehin  TOrausgesetzt  werden  muss,  so  findet  die  Thermodynamik 

n.Cp   dt 
wo  pvx  den  Druck  auf  die  Fläche  1,  das  specifische  Volum,  die  absolute 
Temperatur,  Cp  die  specifische  Wärme    des  Körpers  bei  constantem  Druck 
ond  X  das  mechanische  Wärmeäquivalent  bedeuten. 

Kirchhoffs  Vorlesungen  bringen  diese  Gleichung  in  VI  §  7  kurz 
Tor  dessen  Schluss,  und  in  VIT  §  2,  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen, 
weiden  Joules  Versuche  mit  Wasser  angeführt,  bei  welchen  djp  =  25 
Atmosphären  war  und  beobachtet  wurde 

dT  =  -  0,008  C. ,    +  0,020,    +  0,054 

r=  274,2,  284,7         303,0, 

,in  (iast  völliger  üebereinstimmung  mit  der  Theorie^. 

Es  interessirte  mich,  diese  theoretische  Rechnung  anzustellen,  und  ich 
werde  hierOber  jetzt  berichten. 

Da  sich  bei  diesen  Resultaten  Unterschiede  von  vier  Promille  als 
anstandslos  erweisen,  so  nehme  ich  Cp  =  1  in  den  drei  Fällen.  Und 
h  auch  ein  Prozent  nichts  gilt,  so  sei  auch  das  Volum  von  ein  Kilo- 
gramm Wasser  durchweg  t;  =  0,001  Cubikmeter;    dasselbe  kommt  durch 


\vdx)^ 


herein,  worin  ich  fllr  die  eingeklammerte  Grösse  den  aus  der  Volkmann- 
sehen  Tabelle  bei  der  Temperatur  -  Erhöhung  um  V  von  den  drei  fraglichen 
Temperaturen  aus  sich  ergebenden  Ausdehnungs  -  Coefficienten  setze 
a  =  -.  0,00003,    +0,00011,    +0,00047. 

Fttr  eine  Atmosphäre  ist  10334  gesetzt  und  x=:425;  das  bei  beiden 
bermetzende  g  (Erdbeschleunigung)  entfernt  sich  aus  dem  Ausdrucke. 
Der  für  die  drei  Fälle  constante  Factor 

—  'V.dp    oder    ;rj=.  0,001. 25. 10334 
x.Cp   '  425     * 

ergiebt  den  Logarithmus  (mit  unnöthig  vielen  Decimalen) 
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0,783819-1 
und,   das  Prodact   der  je  zwei  sich  ändernden  Factoren  x.a  (siehe  oben) 
hinzugefügt,  es  findet  sich  nach  der  Delogarithmirong  beziehungsweise 
dx  berechnet  =  -  0,005 ,    +  0,019,    +  0,087. 

Vergleicht  man  diese  Zahlen  mit  den  beobachteten,  die  oben  angegeben 
sind,  so  findet  man  eine  „fast  völlige  üebereinstimmung^  bei  der  mittleren, 
während  die  beiden  anderen  berechneten  um  fast  gleichviel  höher  sind 
(60  Procent)  als  die  beobachteten. 

Oleichwohl  kann  man  auch  da  noch  von  einer  gewissen  üeber- 
einstimmung  sprechen  (hinsichtlich  der  Vorzeichen  und  der  Decimalstellen), 
und,  dass  die  Beobachtung  hinter  der  Berechnung  zurttckbleibt,  ist  bei  der 
Schwierigkeit  der  anzustellenden  Messungen  nicht  verwunderliclL 

Interessant  ist  auch  noch  für  den  gegenwärtigen  Betreff,  was  Kirch - 
hoff  sogleich  im  nächsten  Paragraphen  (VII  §3)  folgen  lässt  Aber  die 
Abkflhlung  von  Drähten  durch  Zug  und  das  durch  Joule  ziemlich  bekannt 
gewordene  Gegenfheil  beim  Kautschuk,  wovon  ich  unter  besonderem  Titel 
noch  handeln  will. 

ZV.  AbkUdnng  von  Drähten  durch  Zug. 
unmittelbar  auf  die  Formel  von  der  (adiabatischen)  Erwärmung  eines 
Körpers   durch   Druck   folgt   in   Kirchhof fs   Buch   (herausgegeben   von 
Planck)  die  Formel  (VII  §3) 

xCp     dt 

wo  Plt  den  Zug  (nicht  auf  die  Fläche  1,  sondern  absolut),  die  speci- 
fische  Länge,  die  absolute  Temperatur,  Cp  die  specifische  Wärme  des  Körpers 
bei  constantem  Druck  und  x  das  mechanische  Wärmeäquivalent  bedeuten. 
Clausius  hat  dieselbe  Gleichung  in  VIII  §9  seiner  „mechanischen 
Wärmetheorie"  (2.  Aufl.  1876)  und  sagt,  dass  „ihre  Richtigkeit  durch  Ver- 
suche von  Joule  bestätigt"  wurde  (1859).  Kirchhoff  berichtet  genauer, 
dass  die  Formel  in  „besonders  auffallender  Weise  an  Streifen  vulkanisirten 
Kautschuks  bestätigt^  wurde.     Hierbei   kommen  bekanntlich  negative  ther- 

mische   Längsdehnungs •  Coefficienten  zum  Vorschein,   und  die   somit 

gemäss    der  Formel  resultirende   Erwärmung    statt  der   Abkühlung  durch 
Zug  hat  sich  experimentell  ergeben. 

Aber  Kirch  ho  ff  fthrt  fort:  „Was  die  Grösse  der  beobachteten 
Temperaturänderungen  betrifft,  so  stimmte  diese,  auch  bei  den  Metallen, 
nicht  ganz  mit  den  theoretisch  berechneten  überein;  ja  bei  den  Versuchen 
mit  Metalldrähten  fand  Edlund  diese  Temperaturänderungen  nur  etwa 
gleich  zwei  Drittel  der  theoretisch  berechneten.  Der  Grund  hierfür  ist  noch 
nicht  aufgeklärt.'  und  nun  folgen  acht  Zeilen  Text  über  die  muthmass- 
liehen  störenden  Einflüsse. 


Daxu  kann  ich  nun  Zweierlei  hinzufügen. 

Fürs  Erste  habe  ich  auch  bei  den  von  Kirch  hoff  erwähnten  drei 
MesfiQngen  Jonles  über  die  ErwärmuDg  des  Wassers  durch  Druck  nach- 
gevri^sea,  dass  zwei  derselben  ein  Zurückbleiben  der  beobachteten  Tem* 
peratur&nderung  hinter  der  berechneten  ergeben  haben  und  zwar  zufEliig 
sQcb  gerade  um  denselben  Betrag. 

Zweitens  kann  man  bei  den  gezogenen  Drähten  noch  gans  bestimmt 
eine  Ursache  angeben,  welche  die  beobachtete  Temperatur- Minderung  kleiner 
iDMht,  als  die  nach  obiger  Formet  berechnete,  Durch  den  Zug  nach  der 
liliige  des  Drahtes  werden  nämlich  die  Querdimensionen  desselben  ver- 
mindert,  also  gewissermaassen  zusammengedrückt  und  der  Draht  in  Folge 
dessen  auch  erwärmt.  Dieser  Einfluss  kommt  von  der  durch  die  Formel 
berechneten  Wirkung  in  Abzug, 

Dürfte  maa  für  die  zweite  Elasticitätsconstante ,  die  sogenannte  Quer- 

eoDtraction,    genauer    deren  Verhältniss    £ur  Längsdiktaiion ,    die  Zahl  -z 

1 
reebien,  so  wäre  das  für  den  Querschnitt  vom  doppelten  Erfolge,    ^»  und 

es  ergSbe  sich  als  Resultat  der  Erkaltaug  und  Erwärmung  eine  Erkaltung 
Iftlb  80  gross  als  die  oben  geuannte  theoretische.  Bei  geringerer  Quer- 
contraction,  wie  sie  an  den  schon  mehrmals  gezogenen  Drähten  nicht  auf* 

ßllig  ist,  wird  der  besprochene  Abzug  ^  und  noch  weniger  der  theoretischen 

GrkaltuDg  betragen.  Abgesehen  vod  den  sonstigen  Gründen,  welche  die 
Beobachtung  hinter  der  Theorie  zurückbleibend  erwarten  lassen. 

Ich  benutze  diesen  Anlass,  um  für  die  Aufnahme  der  zweiten  Elasticitäts* 
constanten  neben  der  ersten  (dem  Elaaticitätsniodul}  in  die  Pbjsikbticher 
neuerdings  das  Wort  zu  nehmen  (siehe  die  letzten  Jahrgänge  des  im 
Jahre  1891  abgeschlossenen  Eepertoriums  der  Physik),  So  z,  B.  reproducirt 
fl.  A.  auch  der  Leitfaden  der  Physik  von  Beetz-Henrici  (IL  Aufl.  1893) 
die  Vergleichnng  der  thermischen  mit  der  mechanischen  Längsdehnung 
(§161).  Und  doch  haben  beide  nur  diesen  äusseren  Schein,  machte  ich 
mick  ansdrQcken ,  gemein.  Denn  thermisch  ist  mit  der  Längsdehnung  auch 
dieVergrOsserung,  mechaniBch  dagegen  die  Verkleinerung  der  Querdimenaionen 
lerknüpft 

Wenn  man  einen  solchen  Vergleich  anstellen  will ,  wie  er  ja  didaktisch 
gm  empfehlenswerth  ist,  so  muss  man  die  cubische  thermische  Aus- 
dehniißg  mit  der  mechanischen  bei  dreiseitigem  und  gleichem  Normalzug 
äe«  isotrop  und  etwa  würfelförmig  gedachten  Körpers  vergleichen.  Man  erhält 
dann  einerseits  aHl  +  Kt)     oder     a^{l  +  3kt), 

wo  K  der  cubische  und  Je  der  lineare  Äusdehnungs  -  Coefflcient ;  andererseits 


d^^'ii^-t)} 
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wennp,  wie  der  Elasticit&tsmodnl  c,  beispielsweise  Kilogramme  dnrehQoa. 
dratmillimeter  and  n  >  2  die  zweite  Elasticitftisconstante  bedentei 
Bei  gleich  gross  gedachter  Yolnmznnahme  ist  dann 

2> 


^04)='*^-' 


die  Nichtberücksichtigung  von  n  bedeutet  die  Annahme  n  =  co,  ansserdem, 
dass  hier  der  Zug  p  auf  alle  drei  Würfelseitenpaare  aasgeflbt  wird.  Bü  bloi 
einem  dieser  Zttge  würde  der  Factor  3  bei  p  wegfallen;  aber  wie  schon  gongt 
sind  dann  der  thermische  and  mechanische  Vorgang  wesentlich  Yerschieden. 

XVI.  Vachtrag  snr  barometrischen  HöhenmeMnngafomel 
(im  Yorigen  Jahrgänge  der  Zeitschrift). 
Kohlrausch  giebt  in  seinem  Leit&den  der  praktischen  Physik  ab  Ai- 
nähemngsformel,  bis  za  1000  Metern  giltig, 

Ä  =  16000^^^^- 

In  einer  Mittheilang  aber  diesen  Gegenstand  (Rep.  d.  Phys.  1889)  seMe 
ich  einfacher  statt  des  Nenners  25^;  dann  wird  im  ftnssersten  Falle 

"  1000  =  8000. 5^^^    oder    ho-h,==^h,,    5,  =  |^V 

Setzt  man  dagegen  2^0  im  Nenner,  so  wird 

1  7 

Der  unterschied  dieser  beiden  Werthe  von  h^  betrftgt  also  hOehstni 
10  Millimeter,  wenn  5^  über  700,  also  der  unterschied  der  obigen  Formel  Ton 

Ä  =  8000-^*^^,   oder  von  Ä  =  8000-^*^-=^ 

Ol  Oq 

höchstens  5  Millimeter. 

In  einer  spftteren  Mittheilang  (Rep.  d.  Phys.  1890)  kam  ich  aof  diew 
Annfthernng  nicht  zu  sprechen;  desgleichen  nicht  in  der  letzten»  die  kh 
im  vorigen  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  veröffentlichte.  Diesem  Naehtnge 
ftlge  ich  hente  noch  den  Temperatarfactor 

(1+0,0040 
für  die  rechte  Seite  der  Oleichung  von  h  bei. 

Aogsbarg.  Prof.  Dr.  Kürz. 

XVn.  Preisanfgaben  der  mathematisch -naturwissenschaftlichen  Seotion 
der  Fflrstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft  in  Leipiig. 

1.  Für  das  Jahr  1895. 
Die  Oesellschaft  wflnscht 

eine  kritische  Zasammenstellang  der bisherigenHanpt- 
ergebnisse  über  die  anKrystallen  beobachteten  kflnst- 


litlieilunl 


I 


lieh  erzeugten  niid  nattlrlioh  Torkommenden  Aetz- 
erscbeinnngen,  sowie  die  Ausführung  weiterer  Unter- 
encbnageD,  welche  geeignet  sind,  das  Zustandekommen 
and  die  speciellere  Ausbildungaweise  derselben  zu  er- 
läutern, und  insbesondere  die  Beziehungen  zwischen 
Aetzerscheinungen   und  Molecularstructur  aufzuklären. 

Preis  1000  Mark. 

2.  Für  das  Jahr  1896. 

Wenn  man  sich  heute  —  und  es  geschieht  das  mit  Recht  —  einer 
n  und  tieferen  Kenntniss  der  Entwickelungsgeschichte  berühmt,  als 
BI8D  sie  früher  besass  ^  eo  gilt  das  doch  zu  nächst  nur  in  Bezug  auf  die 
issiere  Erscheinung  und  die  Reihenfolge  der  Vorgänge,  welche  den  Auf- 
Imo  dee  thierischen  Organismus  armöglichen.  Die  physiologischen  Be- 
dingniigen  dieser  Vorgänge  sind  bis  bis  jetzt  erst  wenig  erforscht  worden. 
Nor  so  Tiel  steht  fest,  dass  letstere  nicht  ausschliesslich  durch  gewisse 
Gnindfunctionen  bestimmt  sind,  sondern  auch  tüu  äusseren  Hfiizur&achen 
abhängen I  und  durch  Veränderung  derselben  in  dieser  oder  jener  Weise 
nelbst  abgeändert  werden» 

In  der  Hoffnung  nun,   die  physiologische  Morphologie  zu  f^ördem  und 
^mr  Lösung  ihrer  Probleme  anzuregen,  wünscht  die  Gesellschaft 
^M  eine   durch    Darstellung    der   bisher   gewonnenen  Ergeb- 

^^^^  nisse    eingeleitete    Experimentaluntersuchung    über    den 

^^^H  £tnflusS|  den  die  verschiedentlich  abgeänderten  Lebens- 

^^^P  bedingungen      auf      die     Entwickelungsvorgänge     eines 

^  (höheren  oder  niederen)  Thieres  ausüben. 

H         Preis  1000  Mark. 
■  3«  Ftir  das  Jahr  1S9T. 

Die  von  Monge^  Ampore  und  Darboui  herrührenden  Integrations- 
meihoden  der  partiellen  Diferentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ord- 
nutig  finden  bekanntlich  nur  für  solche  Gleichungen  Anwendung^  die  mit 
anderen  Gleichungen  Lösungen  gemein  haben ,  welche  nicht  nur  von  arbiträren 
CoB^tanten  abhängen.  Es  geht  andererseits  aus  Lie's  Untersuchungen 
über  tmendliche  Gruppen  hervor,  dass  Gleichungen,  die  eine  unendliche 
Gruppe  von  fierUbrungB- Transformationen  gestatten,  im  Allgemeinen  zu 
khnngen  in  der  soeben  besprochenen  Beziehung  (Involutions- 
hen*  Die  Gesellschaft  wünscht, 
dass  die  ans  dieser  Bemerkung  fliessenden  Integrations- 
msthoden  entwickelt  und  an  möglichst  instructiven 
und  vollständig  durchgeführten  Beispielen  illustrirt 
werden. 
Preis  1000  Mark. 


•  Vergl  Darboux:  Journal  de  r^cole  normale  1870.   -  Lie:    Benchte  der 
kOaigL  itch«.  Go«eIUthaft  der  Wi«9enEchaften  1891  —  1894. 
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4  Far  das  Jahr  1898. 
Da  die   toq   PoissoDf    Green,    Gauss,   Dirichlet  n.  A.  gegebene 

Theorie  der  dem  Newton 'sehen  Gesetze  entsprechenden  Kräfte  einen  der 
wichtigsten  Theile  der  ganten  mathematiEchen  Physik  repräsentirt ,  anderer* 
seita  aber  die  absolute  Giltigkeit  des  New  tonischen  Gesetzes  (namentlich 
für  sehr  kleine  und  für  sehr  grosse  Entfernungen)  mancherlei  Bedenken 
ausgesetzt  ist,  so  liegt  der  Gedanke  nahe^  die  Theorie  der  Fernwirkangen 
in  grösserer  Allgemeinhieit  zu  entwickeln  und  dabei,  neben  dem  Newton- 
schen  auch  andere  Gesetze  der  Fern  Wirkung  in  Betracht  zu  ziehen. 

Ein  solcher  Versuch  ist  schon  im  Jahre  1832  von  Green  gemacht 
worden  in  seiaen  Mathematical  Investigations  coDcemiog  the  Laws  of  the 
Equilibrium   of  Fluids  analogous  to  the  Klectric  Fluid.*     Statt  der  New- 

l 
tonischen  Kräfte  vom  Gesetze  —^  werden  dort  ganz  allgemein  Krlifte  vom 

Gesetz  —  in  Betracht  gezogen.  Doch  zeigen  sich  in  jener  ebenso  wich- 
tigen wie  scharfsinnigen  Abhandlung  mancherlei  Lücken  und  ünklarheiteni 
auf  welche  Green  zum  Theil  schon  selbst  aufmerksam  gemacht  hat.  Auch 
sind  daselbst  gewisse  Aufgaben  (wie  z,  B.  die  Aufgabe  der  elektrischen 
Vertheilung  in  einem  Ellipsoid  oder  in  einer  Kreisscheibe)  nur  ganz  bei- 
läufig besprochen  worden.     Demgemäas  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  wirkliche  Lösung  dieser  von  Green  in  seiner  Ab- 
bandlaug nur  angedeuteten  Aufgaben,  sowie  auch  die 
Ausfüliung  und  AufkUrting  der  in  der  genannten  Schrift 
vorhandenen  Lücken  und  Dunkelheiten. 

Preis  1000  Mark.  — 

Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besonderen  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  anderen 
Sprache  gestattet,  in  deutscher^  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  za  verfassen»  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  femer 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  eiuem  versiegelten  umschlage 
begleitet  sein,  welcher  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit 
trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede 
Bewerbungsschrift  muss  auf  dem  Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  ent- 
halten, an  welche  die  Arbeit  für  den  Fall,  dass  sie  nicht  preiswürdig  be- 
funden  wird,  zurückzusenden  ist  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem 
30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist  an 
den  Becretär  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1895  Geb.  Bergrath  Professor 
Dr.  F.  Zirkel,  Tbalstrasse  Nr.  33)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfung 
der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  „Leipziger  Zeitung'^  im  M&rz 
oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht.  Die  gekrdnten  De« 
werbongsscbriften  werden  Eigen thum  der  Gesellschaft. 

— Hofrath  Prof.  E.  Lkdosa&t,  FrEses, 

•  Transactiona  of  de  (;jm)bridge  Philo».  Society  1833,  wieder  abgedruckt  ia 
den  Mathematical  Papers  of  0.  Green  p.  117  — ift 
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Metrische  Strahlenoongruenzen  bei  einer  oubischen 

Baumoarve. 

Von 

Dr.  H.  Krüger 

in  Pless  0.-8. 


Bei  einem  Kegelschnitt  liegen  bekanntlich  die  Mitten  paralleler  Sehnen 
auf  einer  Geraden ,  nnd  die  Gesammtheit  dieser  Geraden  bildet  das  Strahlen- 
bOsehel  der  Dorchmesser.  In  analoger  Weise  gelangt  man  zu  gewissen 
Strahlencongnienzen,  wenn  man  die  singnlSren  Punkte  von  Schnittpunkts- 
dreieeken  einer  oubischen  Baumourye  betrachtet,  deren  Ebenen  einander 
parallel  sind.    Als  ausgezeichnete  Punkte  eines  Dreiecks  bezeichnen  wir  dabei 

1.  den  Schwerpunkt, 

2.  den  HOhenpunkt  (Schnittpunkt  der  drei  Höhen), 

3.  den  Mittelpunkt  des  Umkreises. 

I.  Schwerlinie,  Höhenpunktslinie,  Mittellinie 
einer  cubiscben  Banmcnrye. 

1.  Der  Theorie  der  Kegelschnitte  entnehmen  wir  folgende  Sätze: 
In  einem  System  Poncelet*scher  Dreiecke,  die  einem 
allgemeinen  Kegelschnitt  (S*  eingeschrieben  und  gleichzeitig 
einer  Parabel  $'  umschrieben  sind,  beschreiben  1.  die  Höhen- 
punkte, 2.  die  Schwerpunkte,  3.  die  Mittelpunkte  der  Umkreise 
je  eine  Gerade.^) 

Im  Fall  1  erhalten  wir  bekanntlich  als  Ort  der  Höhenpunkte  die  Leit- 
linie der  Parabel.  Um  den  Fall  2  zu  beweisen,  setzen  wir  vorerst  als 
omechriebenen  Kegelschnitt  &  einen  Kreis  voraus.  Nun  theilt  der  Schwer- 
punkt jedes  Dreiecks  den  Abstand  zwischen  dem  Mittelpunkt  des  Umkreises 
und  dem  Höhenpunkt  im  Verhftltniss  1  : 2  (die  drei  singulären  Punkte  liegen 
auf  der  Euler'schen  Geraden).  Da  also  die  Höhenpunkte  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  so  erfüllen  auch  die  Schwerpunkte  aller  Poncele tischen 
Dreiecke  eine  zweite  Gerade,  welche  der  Leitlinie  parallel  läuft  und  ihre 
Entfernung   vom  Mittelpunkte   des  Umkreises   im  Verhältniss   1 :  2  theilt. 

Zeitaehrifl  f.  Mmthematilc  n.  Pbjraik.  40.  Jahrg  1B96.  4.  Heft.  \^ 
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Prqjicirt  man  jetzt  die  ganze  Figar  in  der  Ebene  f,  durch  ParallelstrahleQ 
auf  eine  andere  Ebene  f ,  i  ^^  S^^^  ^^^'  nmscbriebene  Kreis  in  eine  EUijpdie, 
die  Parabel  in  eine  andere  Parabel  über,  und  jeder  Schwerjiunkt  eine» 
Dreiecks  in  €,  wird  in  den  Schwerpunkt  des  entsprecb enden  Dreiecks  in  i^ 
projtcirt  Falglich  bleibt  die  Eigenschaft  der  Schwerpunkte,  eine  Gerade 
zu  bilden,  auch  für  eine  umschriebene  Ellipse  erhalten,  und  wir  können 
sie  nach  dem  Pnncip  der  Cantinuität  auf  einen  allgemeinen  Kegelschniit  ans^ 
dehnen. 

Der  Höhenpunkt  und  der  Schwerpunkt  beschreiben  weiter  auf  ihren 
bezüglichen  Geraden  zwei  projectiv  ähnliche  Piiuktreihen,  und  die  Euter- 
sehen  Geraden,  welche  je  zwei  entsprechende  Punkte  verbinden,  uQ:ihttllen 
daher  eine  Parabel,  zu  deren  Tangenten  die  Schwerpunktslinie  und  Höhen- 
piinktalinie  gehören.  Die  Mittelpunkte  der  Umkreise  aller  Dreiecke  liegen 
aber  derart  auf  den  Eule  raschen  Geraden^  dass  der  Schwerpunkt  den  Ab- 
stand zwischen  Kreismittelpunkt  und  Höhenpunkt  im  Verhältnias  1  :2  theilt 
Folglich  beschreiben  diese  Mittelpunkte  eine  dritte  feste  Tangente  der 
Parabel,  womit  auch  der  Fall  3  bewiesen  ist 

3.  Die  vorstehenden  Sätze  lassen  eich  jetzt  unmittelbar  auf  ein« 
cnbische  Rautncurve  C^  übertragen,  als  welche  wir  im  Allgemeinen  eine 
cnbische  Hyperbel  mit  drei  reellen  unendlich  fernen  Punkten  a^^  bj»,  c* 
voraussetaen.  Legt  man  zu  einer  beliebigen  Ebene  t  ein  Büschel  paralleler 
Ehenen,  so  schneidet  dieses  aus  C^  eine  Schaar  Dreiecke  aus.  Wir  pro- 
jiciren  die  letzteren  von  einem  unendlich  fernen  Punkt  a«  der  Rauin- 
curve  0^  auf  die  feste  Ebene  f ,  dann  bilden  die  Projectionsstrahlen  den 
einen  (bjperboliscben)  Cylinderi  welcher  sich  durch  C"^  legen  lässt,  oder 
die  cnbische  Raumcurve  wird  in  einen  Kegelschnitt  6^  (Hyperbel)  in  t 
projicirt,  die  Schnittpunktsdreiecke  auf  C^  aber  in  ein  System  von  jenen 
bez.  congrnenten  Dreiecken,  welche  dem  Kegelschnitt  6*  eingeschrieben 
sind.  Die  Seiten  der  Schnittpunktsdreiecke  auf  der  Raumcurve  C^  sind 
Secanten  derselben,  welche  zu  der  Ebene«  parallel  laufen,  das  heisst  ihre 
unendlich  ferne  Gerade  ^^  schneiden;  die  Seiten  erzeugen  daher  eine  Regel- 
fläche vierter  Ordnung  Ü*  mit  C^  als  Doppellinie,*)  Diese  RegelflÄche  J2' 
wird  aber  von  dem  Doppelpunkte  Ojr  aus  in  einen  parabolischen  Cylinder 
zweiter  Ordnung  prqjicirt,  das  heisst,  die  Seiten  der  Schnittpunktsdreiecke 
nrahlillen  einen  parabolischen  Cylinder,  ihre  Projectionen  in  i  folglich  eine 
Parabel  ?JJ*.  Das  räumliche  System  der  Schnittpunktsdreiecke  auf  C^  ist 
somit  übertragen  in  ein  congruentes  ebenes  System  PoQcetet*6cber 
Dreiecke,  die  dem  Kegelschnitt  6'  eingeschrieben  und  der  Parabel  $*  nm- 
schrieben  sind.  Mit  den  Dreiecken  werden  aber  zugleich  ihre  eingelären 
Punkte  bezüglich  projicirt^  so  dasa  wir  ftlr  diese  aus  dem  unter  1.  he- 
wiesenen  Satze  folgern:  die  Schwerpunkte,  Höhenpunkte  und  Mittelpunkte 
der  Umkreise  in  den  Sehnittpunktsdreiecken  auf  ü^  liegen  in  je  einer 
Ebene   durch  o^.     Derselbe  Schluss   wiederholt   sich   ftlr    den    zweiten  QO- 
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eodlicb  ferDen  Ponkt  h^  der  Raumcurve  C^  als  ProjeciionBcenirum;  die 
<|«t  Lioien,  welche  die  drei  attsgezeichneten  Fankte  der  Sebnittpankts- 
drdeeke  erfüllen^  gehören  auch  je  einer  Ebene  durch  h^,  &n>  Die  so  con- 
stroirten  drei  Ebenenpaare  durch  a^  und  b»  schneiden  sich  beztlgUch  in 
drei  Geraden,  und  wir  erhalten  den  SaU: 

Ein  Büschel  paralleler  Ebenen  schneidet  aus  einer  cubi- 
schen  RaumcurYe  C^  ein  System  von  Dreiecken  aua.  Die  Schwer- 
pankte,  die  Höhenpunkte«  die  Mittelpunkte  der  Umkreise  in 
des  Schnittpunktsdr  eiecken  beschreiben  dabei  je  eine  Gerade, 
die  wir  kurz  bezüglich  als  Schwerlinie  s,  Höhenpunktslinie  h  und 
Mittellinie  m  bezeichnen.^) 

Diese  drei  Geraden  bilden  drei  Erzeugende  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids,  dessen  andere  Regelschaar  die  Euler* 
scbeD  Geraden  der  Schnittpunktsdreiecke  darstellt,  und  die  von 
jeoon  drei  Geraden  im  Verhältniss   1  :  2  getbeilt  wird. 

n.  Das  System  der  Schwerlinien  einer  cebischen  Ranmcurve. 

U  Jedem  BQacbel  von  Parallele benen  oder  auch  jeder  Achse  x^  eines 
Solchen  in  der  unendlich  fernen  Ebene  (^  ist  nach  1 ,  2  eine  Schwerlinie  s 
der  Raomcurve  C^  zugeordnet.  Die  Gesaramtheit  der  Schwerlinien  bildet 
daber  eine  oo'  Mannigfaltigkeit  im  Räume  oder  eine  Strahiencongruenz. 
dm  den  Charakter  derselben  zu  ermitteln ,  projiciren  wir  in  der  obigen 
Weise  das  veränderliche  System  der  Scbnittpunktsdreiecke,  welches  das  be- 
liebige Parallelebenenbüachel  [x^]  ans  der  Curve  C^  ausschneidet,  sowohl 
?0D  ibrem  unendlich  fernen  Punkte  a^^,  als  auch  von  ihrem  unendlich 
fernen  Punkte  h^  auf  eine  beliebige,  aber  feste  Ebene  f.  Das  Projectiona- 
bild  u  f  ist  dann  bez.  a^  eine  Bcbaar  Poncelet'scher  Dreiecke,  die  einem 
Kegelacbnitt  S'ö  eingeschrieben  und  einer  Parabel  ^^3*^  umschrieben  sind, 
UAd  deren  Schwerpunkte  eine  Gerade  a^  beschreiben,  anderseits  bez.  b^ 
eine  entsprechende  Schaar  von  Dreiecken,  die  einem  Kegelschnitt  ^h  ein- 
geschrieben  und  einer  Parabel  ^\  umschrieben  siod  mit  der  Schwerpunkts- 
geraden  5|,  Und  zwar  sind  die  Geraden  a^  und  h^  die  Projectionen  der 
Scbwerlinie  5j<  welche  dem  Ebenenbüschel  [x,^]  zugeordnet  ist,  oder  um- 
gekehrt:   die    Schwerlinie    s^    ist    die    Schnittlinie    der  Yerbindungaebenen 

Lassen  wir  jetzt  die  Achse  x^  in  der  Ebene  t^  sieb  verändern,  so 
bleibea  die  beiden  Kegelschnitte  (|'a  nnd  g\  fest  als  D urch seh nittsB garen 
der  Ebeoe  i  mit  den  beiden  Cylindern,  die  von  a,:^  nnd  h^  aus  durch  die 
Httamcurve  C^  gehen.  Dagegen  verändern  sich  die  beiden  Parabeln  ^^  und 
$t  als  Projectionen  der  veränderlichen  RegelÜäche  B^^  die  x^  zur  Leitlinie 
bat  (rergl,  I,  2)  und  mit  ihnen  die  beiden  Schwerlinien  a^  und  h^.  Dabei 
bleiben  für  jede  Parabel  5ßa  einerseits  und  ^^3^  anderseits  ausser  der  unend- 
lich fernen  Geraden  g^  ihrer  Ebene  £  noch  je  zwei  Tangenten  unverändert: 
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die  Asymptote  der  RaamcnrYe  C^  in  a««  ia  schneidet  nftmlich  den  Kegel- 
schnitt (S'a  ^  einem  Punkte  a,  nnd  die  beiden  Strahlen  von  a  ans  nach 
den  unendlich  fernen  Punkten  des  Kegelschnitts  &a  bilden  mitp«  ^^^ 
Projection  des  Schnittpunktdreiecks  a«6<x»Cae,,  berühren  daher  die  Parabel  $a; 
das  Analoge  gilt  für  die  Parabel  $(.  Die  einzelnen  Parabeln  $a  uncl  $b 
sind  also  je  einem  festen  Dreiseit  eingeschrieben  oder  bilden  je  ein  specielles 
Kegelschnittgewebe,  so  dass  die  Glieder  der  beiden  Gewebe  eindeutig  auf 
einander  bezogen  sind.  Femer  entspricht,  wie  leicht  ersichtlich,  jeder 
Schaar  ($a)  eine  Sohaar  ($b)i  zwischen  den  beiden  Parabelgeweben  be- 
steht daher  eine  collineare  Verwandtschaft.  Durch  die  beiden  so  definirten 
Parabelgewebe  werden  nun  auch  die  den  einzelnen  Parabeln  ißa  und  $( 
zugeordneten  Schwerlinien  a^  und  h^^  welche  das  Strahlenfeld  der  Ebene  e 
erfüllen,  projectiv  auf  einander  bezogen,  indem  jeder  Parabelschaar  (^a) 
nnd  ($b)  ein  Strahlenbüschel  (a^)  und  (5^)  entspricht.  Das  Letztere  folgt 
daraus  y  dass  zunSchst  die  Leitlinien  einer  Parabelschaar  (die  einem  Dreiseit 
eingeschrieben  ist)  ein  zu  ihr  projectives  Strahlenbttschel  bilden,  was  die- 
selbe Eigenschaft  für  die  Schwerlinien  der  umschriebenen  Poncele tischen 
Dreieckssysteme  nach  sich  zieht.  Die  beiden  Strahlenfelder  «(Oj)  und  t{h^) 
sind  somit  coUinear  verwandt;  folglich  gilt  dasselbe  für  die  sie  projieiren- 
den  Ebenenbttndel  a^C^)  und  bao(^)-  Fflr  die  Schnittlinien  entsprechender 
Ebenenpaare  der  beiden  collinearen  Bündel,  das  heisst  fdr  die  Schwer- 
linien 5(  der  Raumcurve  C^,  gilt  daher  der  Satz: 

Die  Schwerlinien  s^  einer  cubischen  Raumcurve  C^  bilden 
eine  Strahlencongruenz  erster  Ordnung  und  dritter  Klasse  oder 
das  Secantensystem  einer  anderen  cubischen  Raumcurve  S^, 

2.  Die  gefundene  Leitcurve  S^  geht  zunächst  durch  die  Mittelpunkte 
a^  und  b:r  der  beiden  collinearen  Bündel,  daher  nach  Analogie  auch  durch 
den  dritten  unendlich  fernen  Punkt  c^  von  (P.  Femer  gehört  zu  ihren 
ßecanten  die  singulare  Schwerlinie,  welche  die  Schroiegungspunkte  der 
beiden  einzigen  parallelen  Schmiegungsebenen  von  C^  verbindet,  da  eine 
Schmiegangsebene  die  Raumcurve  C^  in  einem  Null- Dreieck  mit  coincidentem 
Schwerpunkt  schneidet.  Diese  besondere  Schwerlinie  ist  also  zugleich 
Secante  der  Raumcurve  C^;  sie  geht  durch  den  Mittelpunkt  m  derselben 
und  soll  kurz  als  Mittelsecante  von  C^  bezeichnet  werden. 

Für  die  Lage  der  Leitcurve  S^  ergiebt  sich  demnach: 

Die  LeitcurvciS^  hat  mit  der  ursprünglichen  Raumcurve  C^ 
die  drei  unendlich  fernen  Punkte  und  die  Mittelsecante  gemein. 

Zur  vollständigen  Bestimmung  der  Curve  S^  genügt  es,  noch  ihre 
Sdbmttpnnkte  mit  der  Mittelpunktsebene  ß  von  C^  aufzusuchen  (Ort  der 
aller  der  Raumcurve  C  eingeschriebenen  Flächen  zweiter 
la  der  Ebene  fi  besteht  folgende  Configuration  von  Punkten^): 
[  fft  tchneidet  die  Raumcurve  C^  in  drei  Punkten  Oo»   bo,  c^  und 
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Asymptoten  f^,  /^,  f^  bez,  in  drei  Punkten  a, .  6,,  q,  so  daaa  die 
b«ldeD  Dreiecke  a^boC^y  and  a^&iCj  in  Bezug  auf  ibreu  gemeijisamen  Scbwer- 
frtinkt  m  (den  sogenannten  Mittelpunkt  von  €^  perßpectiv  liegen,  und 
iwor  verh&H  sich: 

m  Oi :  m  ao  =  m  ^1 :  m  b(j  =  m  Cj :  m  Cq  =  1 :  —  3. 

Die  Gerade  ^^^i  ferner  (ebenso  h^h^  und  c^q),  von  Schröter  ala 
, Durchmesser*'  von  0*  bezeichnet,  ist  der  Schnittlinie  der  entsprechenden 
A&ymptotenebene  t^,  mit  f^,  t7"af^|  conjugirt  und  enthält  die  Mittelpunkte 
aller  zu  Tq  paralleler  Sehnen  der  Eaumcurve  C^.  Jede  Ebene  |  dtircb  einen 
lolebdü  Darchmesser  a^^i  trifft  daher  die  Cur?e  C^  in  einem  Dreieck^ 
degsen  Schwerpaukt  auf  dem  Durchmeääer  %a^  liegt,  das  heisst,  dem  zur 
Ebeac  |  parallelen  Ebenenbtischel  ist  eine  Sehwerlinie  s^  zugeordnet,  welche 
deu  Darchmesser  ü^h^  schneidet^  Anderseits  muss  eine  derartige  Schwer- 
liaiä  #1  in  f^  der  zu  agöj  conjugirten  Geraden  |  r^f^p  |  begegnen,  auf 
welcher  der  harmonische  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  von  |  in  Bezug 
auf  daä  Dreieck  a^b^c^  liegt  (der  Grenzfall  des  Schwerpunktes)»  Dreht 
msi  jetzt  die  Ebene  |  um  den  Durchmesser  i\^<\^  als  Achse,  so  durch- 
boKrfta  die  entsprechenden  Schwerlinien  s^^  die  beiden  Geraden  a^a^  und 
It^i^I  in  zwei  projectiven  Punktreiheu  und  beschreiben  daher  die  eine, 
zweifach  schneidende  Regelschaar  eines  hyperbolischen  Farabotoidsj  welches 
durch  die  Leitcurve  S^  der  Schwerlinien  geht. 

Folglich  gehört  a^^d^  und  analog  h^hi^  ebenso  wie  CoCj,  zu  den  Geraden, 
welche  die  cabiache  Eaumcurve  8^  in  je  Einem  Funkte  treffen ,  das  heisst» 
die  drei  Durchmesser  enthalten  die  gesuchten  Schnittpunkte  der  letzteren 
mit  der  Ebene  f«. 

Weiter  ist  jede  Asymptote  t^  der  Raumcurve  O^  als  eine  besondere 
Schwerlinie  derselben  zu  betrachten:  eine  beliebige  Ebene  ti  durch  t^  sebnei- 
dei  niLmlich  die  Ciirve  C^  noch  in  einem  endlichen  Punkte)),  und  für  das 
atog^lfire  Schnittpunktsdreieck  Ot^ado))  stellt  jeder  Punkt  auf  /q  den  Schwer* 
pQQkt  dar,  während  die  zur  Ebene  n  planparallelen  Schnitipunktsdreiecke 
ilmmllich  ihren  Schwerpunkt  in  a^  besitzen.  Die  Asymptote  i^  von  C^  ist 
daher  eine  Bisecante  der  Raumcur?e  jS^,  und  da  diese  Secante  die  einfach 
schneidende  Gerade  OptSj  i»»  dem  Punkte  a^  trifft,  so  liegt  ^^  auf  der  Curve  Ä^ 
QBd  nach  Analogie   gilt  dasselbe  von  den  Punkten  b^  und  C|i   das  heisst: 

Die  Leitcurve  S^  schneidet  die  Mittelpunktsebene  fi  von  C^ 
itt  den  drei  Punkten  a^  bp  Cj»  worin  die  drei  Asymptoten  der 
ßaumcurve  C^  der  Ebene  ^  begegnen. 

Dorch  diese  drei  Punkte,  in  Verbindung  mit  den  drei  unendlich  fernen 
^«  h«f  C^  ist  somit  die  cubische  Raumcurve  S^  eindeutig  bestimmt,  und 
iwar  ergebt  sich  aus  der  peispectiven  Lage  der  beiden  Dreiecke  UjtiCi 
^'^^  hK^Q  folgender  einfache  Zusammenbang  der  beiden  Raumcurven  8^ 
und  Ch 
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Die  Leitcurve  5'  nnd  die  arsprüngliche  RaamcnrTe  C^ 
werden  von  ibrem  gemeinsamen  Mittelpunkt  m  ans  durch  ein 
und  denselben  Kegel  dritter  Ordnung  JT'  projicirt,  so  dass  die 
Projectionsstrahlen  in  m  nach  dem  constanten  Yerhältniss 
1  :  —  3  getheilt  werden,  oder,  anders  ausgedrückt: 

Die  beiden  Baumcurven'iS^  und  C  sind  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  in  Bezug  auf  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  m,  so  dass 
sich  entsprechende  Strecken  wie  1:  — 3  verhalten. 

3.  Noch  von  anderer  Seite  her  gelangt  man  zu  der  Leitcurre  5^ 
wenn  man  von  den  drei  Asymptoten  der  Raumcurve  C^  ausgeht.  Ein 
Büschel  von  parallelen  £benen  schneidet  die  letzteren  in  Dreiecken,  deren 
Ecken  drei  projective,  und  zwar  ähnliche  Punktreihen  durchlaufen.  Daraus 
folgt  ohne  Weiteres:  die  Schwerpunkte  dieser  Schnittpunktsdreiecke  be- 
schreiben ebenfalls  eine  Gerade,  eine  Schwerlinie  in  Bezug  auf  die  drei 
Asymptoten  tat  h,  tc  ^'^^  so  definirte  Gerade  hat  aber  mit  der  ent- 
sprechenden Schwerlinie  bezüglich  der  cubiscben  Baumcurve  C  den  unend- 
lich fernen  Punkt  und  ausserdem  den  diesem  unendlich  nahen  Punkt  auf 
der  Geraden  gemeinsam;  die  beiden  Schwerlinien  sind  daher  identisch,  oder: 

Das  System  der  Schwerlinien  in  Bezug  auf  die  cubische 
Baumcurve  C^  ist  identisch  mit  demjenigen  bezüglich  ihrer  drei 
Asymptoten  ta,  h,  h.^) 

Im  Anschluss  daran  ergeben  sich  noch  die  Sätze: 

Eine  beliebige  Ebene  schneidet  eine  cubische  Raumcurve 
und  ihre  drei  Asymptoten  in  zwei  cobarycentrischen  Dreiecken, 
das  heisst  mit  gemeinsamen  Schwerpunkt. 

Jede  Schmiegungsebene  einer  cubiscben  Raumcurve  schnei- 
det die  drei  Asymptoten  derselben  in  einem  Dreieck,  dessen 
Schwerpunkt  der  zugehörige  Schmiegungspunkt  auf  der  Raum- 
curve ist. 

Legt  man  jetzt  eine  Gerade  g,  welche  die  drei  Asymptoten  fa»  'b»  ^c  bez. 
in  r,  9f  i  trifft,  so  stellt  die  Punktgruppe  {x\)i)  mit  ihrem  Schwerpunkte 
ein  in  eine  Gerade  degenerirtes  Schnittpunktsdreieck  der  drei  Asymptoten 
vor.  Jede  Ebene  durch  g  begegnet  daher  nach  vorigem  Satze  der  Raum- 
curve C  in  einem  Dreieck,  dessen  Schwerpunkt  mite  zusammenföllt,  oder 
auch:  Die  QO*  Schwerlinien,  welche  dem  Ebenenbüschel  g{^)  durch  eine 
solche  Gei*ade  g  zugeordnet  sind^  gehen  sämmtlich  durch  ^.  Der  Punkt  d 
ist  hiernach  ein  singulärer  Punkt  der  durch  die  Schwerlinie  von  C^  ge- 
bildeten Sirahlencongruenz  und  liegt  auf  der  Leiicurve  S^  derselben. 

Dies  führt  zu  dem  Satze: 

Die  Geraden  g,  welche  die  drei  Asymptoten  einer  cubiscben 
Rautticurve  (^  schneiden,  bilden  die  eine  Regelschaar  eines 
Hyp»rboioidi  AK  Dabei  beschreibt  der  Schwerpunkt  i  zu  je 
dr»i  S^kittiU^^i^kttn  einer  Erkeugenden  g  mit  den  Asymptoten 
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eine  iwaite  cnbiscbe  Eaumcurye  S\  die  LeitcurTe  zu  dem  System 
der  Scbwerlinien  yon  0^. 

Die  Leitcurve  S^  liegt  also  aaf  dem  Asymptoten  -  Hyperboloid  Ä^,  uüd 
twar  trifft  sie  die  ErzeugeDden  ff  einfacb,  dagegen  die  drei  Asymptoten  bez. 
ausser  io  ibren  unendlicb  fernen  Punkten  in  den  drei  Dorcbbobrungspunkten 
der  Mittelpunk tsobene  fi.  Die  letzteren  sind  daber  zugleicb  die  Mitten  der 
drei  Strecken ,  welche  dorcb  je  einen  dieser  Punkte  geben  nod  die  betreffenden 
beiden  anderen  Asymptoten  scbneiden. 

Damit  ist  zugleich  eine  neue  Construction  einer  cubiscben 
Baumcurve  (Hyperbel)  gewonnen:  als  barycentriacbe  Curve  einer 
B$gelaehaar  mit  drei  festen  Leitlinien. 

Daa  erhaltene  Resnltat  lELsst  sich  noch  in  anderer  Weise  ausdrücken^ 
wie  folgt: 

Durch  einen  Funkt  p  im  Räume  lässt  sieb  im  Allgemeinen 
EiDe  und  nur  Eine  Ebene  legen,  die  aus  der  cubiscben  Raum- 
cur?e  C  ein  Dreieck  mit  p  als  Schwerpunkt  ausschneidet. 

Durch  jeden  Punkt  S  dagegen  auf  der  Leitcurve  S^  der 
Sehwerlinien  gehen  die  Ebenen  Ton  oo^cobarycentrischeo  Schnitt- 
ptiükisdreiecken,  die  alle  ibren  Schwerpunkt  in  ä  haben,  und 
zwftr  bilden  diese  Ebenen  ein  Büschel  um  eine  Achse  g^  welche 
die  drei  Asymptoten  von  C*  schueidet. 

4.  Wir  können  jetzt  auch  die  projective  Verwandtschaft  der  Strahlen- 
coQgruenz  der  Schwerlinien  von  C^  mit  dem  Strablenfelde  der  uuendüch 
FeraeD  Ebene  r«  näher  begdinden.  Die  ScbwerÜnie  s^^  welche  nach  1 .  der  Achse 
$^  Zugeordnet  ist»  schneidet  die  Ebene  t^  in  dem  harmonischen  Pole  r„  der 
Oeraden  x„  in  Bezug  auf  das  Schnittpunktsdreieck  aoel^*c^.  Die  Beziehung 
iwisehcn  Pol  r«  und  Polare  Xa^  ist  dabei  quadratisch,  das  beisst,  wenn  die 
ößfftde  ar<»  sich  um  einen  festen  Punkt  in  t^  dreht,  so  beschreibt  der  zu- 
gehörige Pol  r«  einen  Kegelschnitt  X^,  der  dem  Fundamental -Dreieck 
uhütm  amschrieben  ist.^)  Die  entsprechenden  Sehwerlinien  gehen  mithin 
darcb  die  Punkte  des  Kegelaclmitta  Z*,  und  da  sie  anderseits  Secanteo  der 
L«itcar?e  S^  sind,  so  folgt  daraus: 

Jedem  StrahlenbüBcbel  in  der  unendlich  fernen  Ebene  r^o  ist 
im  Allgemeinen  eine  Hegelscbaar  zweiter  Ordnung  ¥on  Schwer- 
Üniea  zugeordnet. 

Liegt  insbesondere  der  Mittelpunkt  eines  solchen  Strablenbüschels  in 
dem  unendlich  fernen  Kegelschnitt  des  Asymptoten -Hyperboloids  A^^  so 
degenerirt  die  entsprechende  Hegelscbaar  in  einen  durch  die  Leitcurve  S^ 
gelegten  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Die  Ebenen  eines  beliebigen  EbenenbUscbels  sind  dadurch  projectiv 
belögen  auf  die  Erzeugenden  einer  Regelschaar  zweiter  Ordnung  als  cou- 
JQgirte  Schwerlinien  t  and  das  Erzeugnis^  beider  Gebilde  ist  somit  eine 
Raamcurve  dritter  Ordnung,  oder: 
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Die  Schwerpunkte  aller  Schnittpanktsdreiecke  einer  cabi. 
sehen  Raumcarve  C^,  deren  Ebenen  durch  eine  endliche  Oeradel 
gehen,  erfüllen  eine  andere  cubische  Baumcurve,  welche  mit 
der  ersteren  die  drei  unendlich  fernen  Punkte  gemein  hat  und 
die  Gerade  l  zweifach  schneidet 

Ebenso  ergiebt  sich  als  Erzengniss  eines  Ebenenbttndels  und  der  data 
projectiven  Congruenz  der  Schwerlinien  von  C^  eine  FlSche  dritter  Ord> 
nung,  oder: 

Die  Schwerpunkte  aller  Schnittpunktsdreiecke  einer  cabi* 
sehen  Baumcurve  C,  deren  Ebenen  durch  einen  festen  endlicheD 
Punkt))  laufen,  beschreiben  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche 
durch  den  Punkt  )>  geht  und  die  drei  unendich  fernen  Punkte 
von  C^  zu  Knotenpunkten  hat. 

Es  mögen  noch  die  beiden  dualen  Sätze  dazu  hier  Platz  finden: 

Die  Ebenen  aller  Schnitt  punktsdreiecke  einer  cubischen  Baumcurre  C\ 
deren  Schwerpunkte  auf  einer  Geraden  l  liegen,  osculiren  eine  cubische 
Parabel,  welche  l  zum  Schmieguogsstrahl  hat. 

Die  Ebenen  aller  Schnittpunktsdreiecke  einer  cubischen  Raumcurre  C, 
deren  Schwerpunkte  in  einer  Ebene  c  gelegen  sind,  umhüllen  eine  Fliehe 
dritter  Klasse,  welche  die  Ebene  e  berührt  und  die  unendlich  ferne 
Ebene  f«  z^i'  Doppelebene  hat 

m.  Das  System  der  Höhenpunktslinien 
einer  cubischen  Baumcurve. 

1.  Projiciren  wir  in  der  obigen  Weise  unter  1 2.  ein  System  von 
Schnittpunktsdreiecken,  das  ein  Parallelebenenbüschel  aus  C  ausschneidet, 
von  a«  auf  eine  Ebene  e  des  Büschels,  so  wird  die  entsprechende  Höhen- 
punktslinie h  von  C  in  die  Directrix  d  der  dort  gefundenen  Parabel  $' 
projicirt  Die  Directrix  d  trifft  nun  den  Kegelschnitt  6^  das  Projectione- 
bild  der  Baumcurve  C^  in  zwei  Punkten  \>  und  q,  die  zugleich  Höhen« 
pankt  und  Ecke  von  zwei  Poncelet'schen  Dreiecken  vorstellen;  das  heiflst, 
)>  und  q  sind  die  Spitzen  der  beiden  einzigen  rechtwinkligen  Dreiecke  in 
der  Poncele tischen  Figur.  Die  beiden  Punkte  p  und  q  sind  aber  ent- 
standen durch  Projection  von  zwei  entsprechenden  Punkten  p'  und  q'  aaf 
der  Baumcurve  C^  die  daher  ebenfalls  die  Spitzen  von  zwei  rechtwinkligen 
Schnittpunktsdreiecken  von  C^  ergeben.  Jede  Höhenpunktslinie  einer  Raom- 
curve  C  ist  folglich  gleichzeitig  Secante  derselben,  oder: 

Die  Höhenpnnkte  einer  Schaar  planparalleler  Schnittpunkts- 

dreieeke  einer   cabisohen  Baumcurve  C^   erfüllen   eine  Secante 

dernri^^v.  Die  Bohnittpankte  der  letzteren  mit  C^  sind  die  Spitzen 

m  reehtwinkligen  Schnittpunktsdreiecke  in 


3.  Sei  jetzt  g  eine  beliebige  Secanta  der  Eaumcurve  C^  welche  der 
Ittslareo  in  den  Ponkten  p  nnd  q  begegnet ,  bo  wird  C^  von  den  beiden 
Pimkiea  ans  bes,  durch  zwei  quadratiscbe  Kegel  p'  und  q^  projicirt  Die 
Ebenen,  welche  diese  beiden  Kegel  in  rechten  Winkelu  oder  aus  der  Raum- 
carre  C^  rechtwinklige  Dreiecke  schneiden,  nmhülIeD  daher  je  einen  Kegel 
tireiter  Klasae  p'  und  q^,  welche  ihrerseits  die  unendlich  ferne  Ebene 
£.  in  je  einem  Kegelschnitt  tl  und  t§  treffen.*)  Den  vier  gemeinsamen 
Tittgeoten  der  letzteren  entäprechen  folglich  vier  Paar  parallele  Tangential- 
ebenen der  Kegel  p*  und  q*,   oder: 

Jede  Secante  der  Raumcurve  €^  ibt  gemeinsame  Höhen- 
pQjiktslinie  zu  vier  Schaaren  planparalleler  Schnittpunkts- 
dreiecke  von  C"\ 

Da  durch  jeden  Punkt  im  Räume  Eine  und  nur  Eine  8ecant6  an  die 
tabische  Raumcurve  C^  geht,  so  folgt  daraus: 

Dareh  einen  beliebigen  Punkt  r  lassen  sich  im  Allgemeinen 
Tier  Ebenen  legen,  deren  Schnittpunktsdreiecke  mit  einer 
cübtsclien  Raumcurve  ihren  gemeinäamen  Höhenpunkt  in  i 
besits&en. 

Durch  einen  Punkt  p  auf  der  Raumcurve  0^  gehen  oo*  recht- 
winklige Schnitt  p  unk  tsdreiecke  (deren  Höhenpuukt  in  p  liegt),  deren 
Ebenen  einen  Kegel  zweiter  Klasse  p'  umhüllen. 

3*  Die  Congruenz  der  Höhenpunktslinien  einer  €^  ist  mithin  identisch 
mit  dem  Secante nsjstem  derselben  und  den  Geraden  der  Ebene  tm  derart 
Eitgeorduet,  dass  jedem  Strabl  a^c»  in  t^  als  Achse  eines  Parallel  ebenen - 
btUcbek  Eine  Secante  h  von  Ü^  als  Höbeupunktölinie  entspricht»  dagegen 
Qi&gekehrt  zu  jeder  Secante  h  vier  Geraden  in  f«  gehören,  das  heisst,  die 
HöbeEpunkt«linien  Ä  von  ü^  sind  ein- vierdeutig  auf  das  Strahlenfeld  der 
Ebene  c»  belogen,  oder  bilden  mit  diesem  eine  CorreapondenÄ  [1»4].^  Um 
den  Grad  dieser  ein-vierdeutigen  Verwandtschaft  zu  ermitteln,  betrachten 
wir  ei D  Strahlenbüschel  p(ic«)  in  der  Ebene  i^.  Jeder  Geraden  x^  ent- 
spricht als  Höhenpunkt  bez.  des  unendlich  fernen  Scbnittpunktsdreiecks 
AcUc«  voci  G^  ein  Punkt  r«»  von  folgender  Construction: 

Die  Gerade  ^«  mag  die  Seiten  CsoCt«  und  CödB«»  bez.  in  Vü  und  o 
ireffen.  Zu  jedem  dieser  beiden  Punkte  ist  dann  auf  Xm  bez.  des 
imKgin&ren  Kreises  fi|>  je  ein  Punkt  xo  und  ü'  conjugirt,  und  die  beiden 
Verbmdangslinien  a«t>'  und  ti«otp  trefi'en  sich  in  dem  zu  Xm  zugeordneten 
U5hetipunkte  r«.  Dreht  sich  jetzt  der  Strahl  x<x>  um  p«»  so  beschreiben 
<iie  Punkte  x^'  und  xo  je  einen  Kegelschnitt  W  und  5B*,  deren  Punkte 
projectiv  auf  einander  bezogen  sind.  Der  Strahl  x«  gebt  ntimlich  durch 
den^  beiden  Kegelschnitten  gemeinsamen  Punkt  p^o  und  schneidet  daher 
beide  Curven  in  projectiven  Punktreihen.  Die  Geraden  a«ü'  und  hmXo^ 
welcb«   bez.   nach    den    entsprechenden    Punkten    der    beiden    projectiven 
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krummlinigen  Punkireihen  S'  und  SB'  gehen,  beschreiben  daher  bei  der 
Bewegung  des  Strahles  x»  zwei  Strahlenbflschel  von  der  Correspondenz  [2,2]. 
Das  Erzeuguiss  derselben  oder  der  Ort  des  Höhenpunktes  x«  ist  folglich 
eine  Curve  von  der  Ordnung  2  +  2  »  4 ,  ^,  welche  ersichtlich  die  drei 
Punkte  a»»  b»;  c«  zu  Doppelpunkten  hat: 

Jedem  Strahlenbüschel  in  der  unendlich  fernen  Ebene  f»  ist  als  Ort 
der  zugehörigen  HOhenpnnkte  in  Bezug  auf  das  Schnittpunktsdreieck  aoobaoC« 
der  Baumcurve  C  eine  Curve  vierter  Ordnung  (sechster  Klasse)  ^\  mit  drei 
Doppelpunkten  in  a«,  b«,  c«  zugeordnet,  oder  auch: 

Die  Geraden  der  unendlich  fernen  Ebene  e«  bilden  mit  den 
Punkten  derselben  als  entsprechenden  Höhenpunkten  bez.  des 
Dreiecks  aoobooCoo  eine  vier-eindeutige  Verwandtschaft  vierten 
Grades,  in  der  aaobaoCao  ein  Fundamentaldreieck  vorstellt. 

In  dieser  Verwandtschaft  ist  insbesondere  der  imaginäre  Kreis  St»  sich 
selbst  zugeordnet,  so  dass  jeder  Tangente  desselben  ihr  Berührungspunkt 
mit  fil,  entspricht. 

Die  entsprechenden  Höhenpunktslinien  der  Baumcurve  C  erhalten  wir 
jetzt,  indem  wir  an  diese  von  den  Punkten  einer  derart  ermittelten  Curve  $^ 
bezüglich  die  Secanten  legen.  Letztere  erfüllen  als  Gerade,  die  einer  Curve 
vierter  Ordnung  $^  einfach  und  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  0' 
zweifach  begegnen,  eine  Regelfläche  vom  Grade  4.4  =  16;  indessen  er- 
niedrigt sich  der  Grad  durch  die  drei  Doppelpunkte  der  Curve  $4:0», 
6«,  Coo,  die  auf  C^  liegen,  um  3.2.2  =  12,  das  heisst: 

Die  Höhenpunktslinien  der  Baumcurve  C^  die  einem 
Strahlenbüschel  p{x»)  in  der  unendlich  fernen  Ebene  f«  zu- 
geordnet sind,  beschreiben  eine  B egelfläche  vierten  Grades  22^ (/i) 
mit  der  Baumcurve  C^  als  Doppellinie. 

Die  so  erhaltene  Begelflächei?^(^)  ist  zugleich  der  Ort  der  Höhenpunkte  in 
den  Schnittpunktsdreiecken  von  C^,  deren  Ebenen  durch  den  Punkt  p« 
gehen,  oder: 

Die  Hübenpunkte  aller  Schnittpunktsdreiecke  der  Baumcurve  C^,  deren 
Ebenen  einer  festen  Geraden  parallel  laufen,  erfüllen  eine  Begelfläche  vierten 
Grades  mit  der  Baumcurve  C^  als  Doppellinie. 

Anderseits  schneidet  jedes  Ebenenbüschel  durch  eine  Gerade  g  die  un- 
endlich ferne  Ebene  £<»  in  einem  Strahlenbüschel  p{x»)j  welchem  als 
Höhenpunktslinien  bezüglich  der  Baumcurve  C^  die  Erzeugenden  einer 
solchen  Begelfläche  22^(70  zugeordnet  sind.  Jeder  Ebene  £  durch  g  ent- 
spricht daher  eindeutig  eine  Erzeugende  h  der  Fläche  B^{h)  als  Höhen- 
punktslinie, welche  die  Ebene  e  in  dem  Höhenpunkt  ihres  Schnittpunkts- 
dreiecks mit  der  Baumcurve  C^  trifft  Das  Erzeuguiss  des  Ebenenbüschels 
g{e)  mit  der  eindeutig  darauf  bezogenen  Begelschaar  E*{h)  ist  aber  eine 
Baumcurve  von  der  Ordnung  1  +  4  =  5,  H\  so  dass  sich  ergiebt: 
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Die  HGhenpuiikte  der  SchnittpunktsdreieDke  der  Eaum- 
etirte  C^  deren  Ebenen  durch  eine  feste,  endliohe  Gerade  g 
gebtiDi  beschreiben  eine  Ranmcurre  fÜDfter  Ordnung,  U^, 

Dieselbe  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  f«  in  den  beiden  Punkten, 
in  wftlchen  die  beiden  Berühningsebenen  durch  die  Gerade  g  an  den  ima- 
gislren  Kreis  fil  diesen  berühren  und  ferner  in  den  drei  unendlicb  fernen 
punkten  der  Normalen  txi  den  drei  Ebenen»  welche  die  Gerade  g  mit  den 
diti  oneDdlich  fernen  Funkten  a«,  h^r  c«   von  C^  verbinden. 

4  Insbesondere  musä  auch  die  Raumcurve  H^  der  Raumcurve  C^  be- 
gegnen, da  sie  mit  dieser  auf  derselben  ßegelEäche  2^  (/t)  liegt  um  die 
Scbnittpunkte  beider  Curveu  zu  ermitteln,  projicireo  wir  die  ilaumciirve  C^ 
fon  einem  ihrer  Punkte  r  durch  eiuen  Kegel  zweiter  Ordnung  r**  Dieser 
Kegel  r*  trifft  die  Raumcurve  H^  in  2  . 5  ^=  10  Punkten ,  von  denen  zwei 
auf  den  beiden  Erzeugenden  der  Regelfiäcbe  E^{h)  liegen,  die  von  dem 
Punkte  r  auf  C^  ausgehen.  Die  übrigen  10  —  2  =  8  Funkte  stellen  da- 
gegen die  den  beiden  Curven  C^  und  H^  gemeinsamen  Punkte  vor  (als 
Sthnittpnnkfce  von  je  zwei  SecaDten  der  Raumcurve  C^).  Das  einem  solchen 
Pnnktß  entsprechende  Schnittpunktadreieck  von  G^  hat  folglich  seinen  H^hen- 
pQnkt  in  einer  Ecke  oder  ist  rechtwinklig,  das  heisst: 

Durch  eine  Gerade  g  gehen  die  Ebeneo  von  acht  rechtwinkligen 
Sebnittpunktsdreiecken  der  Raumcurve  0^  was  zu  dem  Satze  führt: 

Alle  Ebenen,  welche  ans  einer  cubischen  Raumcurve  C 
rechtwinklige  Dreiecke  ausschneiden,  umhüllen  eine  Fläche 
achter  Klasse,  <J>*. 

Dieselbe  enthält  die  drei  unendlich  fernen  Secanten  der  Raumcurve  C* 
als  zweifache  Gerade ,  die  uueudlick  ferne  Ebene  als  secbsfache  Berührtings- 
ebene  (durch  eine  unendlich  ferne  Gerade  gehen  die  Ebenen  von  zwei 
rechtwinkligen  Schnittpunktsdreiecken ,  vergl,  III,  1). 

Iq  dieser  Flüche  <P^  stellt  femer  die  zugehörige  Raumcurve  C*  eine 
singnlftre  Curve  vor,  indem  der  Tange ntialkegel  von  jedem  Punkte  der 
E&umcurve  C^  an  die  Fläche  ^  in  einen  Kegel  zweiter  Klasse  und  einen 
lolchen  sechster  Klasse  zerfällt  (vergl.  III  ^  2)*  Insbesondere  osculirt  die 
Raumcurve  C^  die  Fläche  <I>^  in  den  acht  imaginären  Punkten  auf  C^, 
deren  Tangenten  den  imaginären  Kreis  fiS,  treffen  ( gleich  wer  tb  ig  mit  8. 3  =^24 
geaeiasamen  Ebenen) :  Denn  die  Schmieg ungsebene  in  einem  solcben  aus- 
gweichaeten  Punkte  (  von  0^  als  Null -Dreieck  derselben  aufgefasst,  hat 
ihren  enl sprechenden  H5henpunkt  in  dem   Schmiegungspunkte  C  selber* 

5.  Wir  gelangen  damit  zu  einem  Grenzfall  des  Höhenimuktes,  der, 
80  ?iel  ich  weiss,  noch  nirgends  behandelt  worden  ist  und  der  auch  bei 
jeder  anderen  Cnrve  sich  darbietet.  Drei  unendlich  nahe  Punkte  p,,  pg,  ^3 
einer  (ebenen  oder  räumliehen)  Curve  bilden  nämlich  ein  Null^  Dreieck  der* 
selben^  fär  das  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  bekanntlich  in  das  KrUmmungs- 
centrum  m   übergeht  (Schnittpunkt  von  zwei  sich  folgenden  Normalen  der 
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Carve).  In  analoger  Weise  gehOrt  aber  auch  zu  jedem ^ull- Dreieck  pi)),)), 
ein  HGhenpunkt  1^,  den  wir  kurz  als  „KrümmungshGhenpunkt'^  be- 
zeichnen wollen:  der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  nahen  Lothe  bez. 
von  )>|  auf  die  benachbarte  Tangente  p^p^  und  von  p^  auf  die  unendlich 
nahe  Secante  p^p^.  Da  femer  der  Schwerpunkt  eines  solchen  NuU- Dreiecks 
mit  dem  betreffenden  Cur?enpunkt  p  zusammenfallt,  so  führt  der  Euler- 
sche  Satz  Ober  die  drei  singulftren  Punkte  eines  Dreiecks  zu  folgendem 
Ergebniss : 

Jedem  Punkte  p  einer  Baumcurve  ist  in  seiner  Schmiegungs- 
ebene  ein  KrOmmungshOhenpunkt  ^  zugeordnet  (als  HGhenpunkt 
des  entsprechenden  Null  «Dreiecks).  Derselbe  liegt  auf  der  Haupt- 
normalen derCurve  in  p,  und  zwar  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung Tom  Krümmungsmittelpunkt  m,  so  dass  sich  Torhält 

pm  :  p^  =  1  :  -  2. 

Eine  Schmi^gungsebene  einer  cubischen  Baumcurre  C^  wird  hiemach 
von  der  ihrer  unendlich  femen  Geraden  conjugirten  Hühenpunktslinie  in 
dem  zugehörigen  KrümmungshOhenpunkt  geschnitten,  und  wir  erhalten 
folgende  einfache  Construction  des  letzteren,  sowie  des  Krümmungs- 
mittelpunktes : 

Sei  n  die  Schmiegungsebene  einer  cubischen  BaumcurTe  C^ 
im  Punkte  p,  so  legt  man  eine  Parallelebene  zu  n  und  sucht 
den  Höhenpunkt  r  des  Schnittpunktsdreiecks  mit  C\  Die 
Secante  vonr  an  die  RaumcurveC^  trifft  dann  die  Schmiegungs- 
ebene 71  in  dem  gesuchten  Krümmungshöhenpankt  f).  und  die 
Verlängerung  von  \)p  um  die  Hälfte  dieser  Strecke  ergiebt 
den  Krümmungsmittelpunkt  m.  Diese  Construction  Iftsst  sich  noch 
vereinfachen,  wenn  man  die  drei  Asjmptotenrichtungen  von  C  als  bekannt 
voraussetzt. 

Die  Krümmungshöhenpnnkte  der  Raumcurve  C^  erfüllen  eine  gewisse 
Curve ,  deren  Ordnung  sich  wie  folgt  ermitteln  lässt.  Die  Scbmiegungsebeneu 
der  Räume arve  C  treffen  die  unendlich  ferne  Ebene  £x  in  den  Tangenten 
einer  Curve  dritter  Klasse  £^,  denen  als  Höhenpunkte  in  Bezug  auf  das 
Schnittpunktsdreieck  a«b»€»  von  C^  in  der  oben  behandelten  Verwandt- 
schaft vierten  Grades  die  Paukte  einer  Curve  3.4  =  12.  Ordnung,  6*',  zu- 
geordnet sind  mit  a»,  b«,  c»  als  sechsfachen  Punkten.  Daher  beschreiben  die 
entsprechenden  Höhenpunktslinien,  das  heisst  die  Secanten  von  den  Punkten 
der  Curve  (S^-  an  die  Raumcurve  C^  eine  Regelüäche,  deren  Grad  in  Felge 
der  drei  sechsfachen  Punkte  von  6*^  auf  C^  sich  auf  4.12  —  3.6.2=12 
erniedrigt.  Jede  Erzeugende  dieser  Regelfläche  zwölften  Grades  R^^  ist  als 
Höhenpunktslinie  auf  eine  Schmiegungsebene  von  C^  eindeutig  bezogen 
UAd  trifft  sie  in  dem  zugehörigen  Krümmungshöhenpunkt ;  der  geometrische 
Ort  der  letzteren  ist  somit  eine  Raumcurve  von  der  Ordnung  12  +  3  =  15, 
das  keiast: 


Von  Dr.  H*  Krögeb. 

Die  Krümmungsböbenpunkteeizier  cubischen  Raumcurve  C^ 

erfüHen  eine  Raumcurve  fünfsehnter  Ordnung,  0^^ 

Die  60  erhaltene  Curve  C^^  begegnet  offenbar  der  unendlich  fernen 
ßbenfi  t^  in  denselben  6  +  3,3  Punkten,  in  denen  diese  von  der  Cürve 
^  Krdmmnngsmittelpnnkte  geschnitten  wird,  und  beide  Cnrven  haben 
überdies  noch  mit  der  Raumcurve  C^  die  nämlichen  acht  Punkte  f  gemein, 
dftreD  Tangenten  den  imaginären  Kreis  S%  treffen J°) 

6.  Wir  bestimmen  endlich  noch  den  Ort  der  Hölienpunkte  eines  Bündels 
fOü  Schnittpunktsdreiecken.  Die  Ebenen  durch  einen  festen  endlichen 
Pankt  p  schneiden  die  Raumcurve  O*  in  Dreiecken,  deren  Höhenpunkte 
eine  Flliche  erfüllen,  welche  die  Raumcurve  C^  als  Doppellinie  enthalt; 
denn  dnrch  jede  Gerade,  die  p  mit  einem  Pnnkte  r  von  C^  verbindet, 
geb^  iwei  rechtwinklige  Schnittpunktadreiecke  mit  r  als  Spitzen,  Ander- 
seits ist  jede  Secante  von  C^  der  Ort  der  Höhenptinkte  für  vier  Büschel 
berOglich  einander  paralleler  Schnittpunktsdreiecke  ^  das  heisst .  jede  Secante 
TOD  C^  trifft  die  fragliche  Fläche  der  Höhenpunkte  ausser  in  den  beiden 
äIs  Doppelpunkten  zu  zählenden  Schnittpunkten  mit  C^  noch  in  vier  an- 
deren Punkten.    Wir  schliessen  daraus: 

Die  Höhenpunkte  aller  Schnittpunktsdreiecke  einer  cubi- 
scheD  Raumcurve  C^  deren  Ebenen  durch  einen  festen  endlichen 
Pnokt  p  laufen,  erfüllen  eine  Fläche  achter  Ordnung,  F^. 

Dieselbe  hat  den  Punkt  p  zum  vierfachen  Punkt,  enthält  die  Raum- 
curve C^  als  Doppellinie  und  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  ausser 
dem  itnaginÄren  Kreise  fii  einmal  in  dem  unendlich  fernen  Schnittpunkts- 
dreiseit  von  C  und  ferner  in  dem  Folardreiseit  des  letzteren  in  Bezug 
auf  Äl, 


IV.  Das  System  der  Mittellinien  einer  cubischen  Raumcurve. 

1,  Die    Mittelpunkte    der    Umkreise    von    einer   Scliaar    planparaUeler 

Schnittpunktsdreiecke    der    Raumcurve  C'^   erfüllen   nach  I,  2    eine  Gerade, 

die  als  Mittellinie    bezeichnet   wurde.     Die    umschriebenen    Kreise    selber 

aber  beschreiben  dabei   eine  durch  die  Raumcurve  C*  gehende  Regelfläche 

zweiler  Ordnung  -F^,    oder  ihre  Ebenen  bilden  das  eine  System  cyklischer 

Ebenen  von    1^^.     Denn    die   unendlich    ferne    Achse    des   entsprechenden 

Büschels   von  Parallelebenen    schneidet   den    imaginären   Kreis  fii  in  swei 

PtinktcB,   und    durch    diese    geht   Ein©  Regelfläehe  J"*,    welche  die  Raum- 

cone  C^  enthält,    und    die   von  den  Parallelebeuen  in  Kreisen  geschnitten 

wird.    Wir   gelangen   damit   zu  folgender  neuer  Definition  der  Mittellinie: 

Die  Mittellinien  der  Raumcurve  (7^  sind  identisch  mit  dem 

Sjatem  von   Durchmessern»   die   den   cyklischen   Ebenen   aller 

durch  C'  gelegten  Flüchen  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  diese 

conjngirt  BindJ*) 
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Die  Verhältnisse  der  dadurch  bestimmten  Strahlencongnenx  sind  dem- 
nach wesentlich  complicirter,  als  die  oben  abgeleiteten,  ni|d  wir  b^gnUget 
uns  damit,  blos  Ordnung  und  Klasse  der  Congraenz  festzustellen. 

2.  Ein    beliebiger    Punkt  p    des    Raumes    ist  Mittelpunkt   eines  eoi|. 

centrischen   Kugelbttschels ,    das   auf   einer   RaumcurYe  C^   eine  Involntioi 

sechsten  Grades  erster  Stufe  einschneidet.^')    Die  Ebenen ,    welche  je  dni 

Punkte  einer  Gruppe  von  sechs  Punkten  Yerbinden,   umhüllen  daher  (nach 

dem  Princip   von  der  Erhaltung   der  Anzahl)  eine  Curve  Ton  der  Elssie 

5.4.3 

^  \^\   =  10.    Folglich  gehen  durch  den  Punkt  p  zehn  Darchmesserebenen 

von  Kugeln  des  Büschels,  das  heisst: 

Ein  Punkt  p  ist  im  Allgemeinen  gemeinsamer  Mittelpunkt 
von  zehn  Kreisen,  welche  bezüglich  eine  cubische  Baum- 
curve  C  in  je  drei  Punkten  schneiden. 

Zu  jedem  dieser  zehn  Kreise  ist  aber  eine  Mittellinie  durch  p  cot. 
jugirt,  woraus  folgt: 

Die  Congruenz  der  Mittellinien  einer  cubischen  Eanm* 
curve  ist  zehnter  Ordnung. 

3.  um  auch  die  Klasse  derselben  zu  ermitteln,  beschränken  wir  nni 
auf  die  Untersuchung  der  Mittelpunktsebene  ^  von  der  Baumcurve  C.  Dis 
Ebene  ^  enthält  die  drei  Durchmesser  doOi,  6ob|,  CqCx  von  C\  die  sich  im 
Mittelpunkte  m  der  Raumcurve  begegnen.  Ein  solcher  Durchmesser  ^^ 
ist  der  Ort  für  die  Mittelpunkte  aller  zu  der  entsprechenden  Schmiegongs- 
ebene  Tq  parallelen  Sehnen  an  die  Raumcurve  C;  jeder  Punkt  auf  Oqüi 
ist  aber  zugleich  Mittelpunkt  einer  durch  die  Raumcurve  C  gelegten 
Fläche  zweiter  Ordnung.  Das  Strahlentripel  der  drei  Durchmesser  in  der 
Ebene  (i  stellt  daher  den  vollständigen  Schnitt  der  letzteren  mit  der  Fliehe 
dritter  Ordnung  F^  vor,  welche  die  Mittelpunkte  des  durch  die  Raom- 
curve  C^  gelegten  Flächenbündels  zweiter  Ordnung  enthält 

Und  zwar  ist  jeder  Durchmesser  o^a^  Mittelpunktslinie  eines  Bttscheb 
von  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  durch  die  Raumcurve  C  gehen,  da 
alle  Flächen  F*  mit  dem  Mittelpunkt  auf  ÜQa^  die  Secante  Oqü»  an  (P 
gemeinsam  haben.  In  jeder  Fläche  F^  des  vorliegenden  Büschels  giebt  es 
nun  sechs  cjkliscbe  Richtungsebenen  und  dementsprechend  sechs  dazu  con- 
jugirte  Durchmesser  oder  Mittellinien,  die  sich  in  dem  Mittelpunkte  fon 
F*  auf  a^ai  schneiden.  Soll  daher  eine  solche  Mittellinie  m  in  die  Ebene  fi 
fallen,  so  muss  der  unendlich  ferne  Punkt  von  m  auf  die  unendlich  ferne 
Gerade  gf  der  Ebene  (n  zu  liegen  kommen,  oder  die  Ebene  fi  zu  einer 
cjklischen  Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  F*  des  Büschels  conjugirt  sein. 
Die  Pole  der  Ebene  ^  bezüglich  der  Flächen  des  Büschels,  das  dem  Durch- 
messer Oott^  zugeordnet  ist,  beschreiben  nun  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
€m  eine  gerade  Punktreihe  a,  nämlich  die  Durchschnittslinie  der  Schmiegongs- 
ebene  rg  (in  a»)   mit  der  Ebene  («.    Anderseits   schneiden  die  cjkliicben 
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Elbeaeo  des  Flficbenbüschels  in  f«  eine  CurTe  dritter  Klasse  ft'  eio:  das 
je^ietieyBiem ,  welches  dem  entsprecbendeu  KegelscbniUbüschel  in  f »  mit 
fem  imaginSren  Krois  Ä*  gemeinsam  ist,  sodass  jeder  Fläche  F^,  bezUg- 
ich  ibrem  Kegelschnitt  in  ^«1  sechs  Secanten  oder  Tangenten  von  fi*  ent- 
rprecb«ii»  Da  weiter  von  jedem  Punkte  auf  a  drei  Tangenten  an  die 
Jorffl  fi*  ausgeben,  so  wird  dadurch  eine  Verwandtschaft  [3,6]  unter  den 
Pmgenteii  von  Ä^  begründet*  lu  dieser  Correspondenz  giebt  ea  3  +  6  =  9 
>incidenzen,  das  heisst,  9 mal  gebt  eine  cyklische  Ebene  einer  Fläche  i^^ 
lorch  den  Pol  der  Ebene  fi  in  Bezug  auf  dieselbe  Fläche.  Davon  sind 
Ddeseen  als  illnsorisch  auszuschliessen  die  beiden  Asymptotenebenen  des 
lyperbolischen  Cylinders  aj,  durch  die  Raumcurve  0^»  welche  die  Ebene  f«> 
a  den  beiden  Secanten  a^b»,  a,„CQD  treffen. 

Dementsprechend  bleiben  9  —  2  =  7  Mittellinien,  die  von  dem  Durch- 
tener  o^cii  ausgeben  ond  in  die  Ebene  ^  fallen.  Derselbe  Scbluss  wieder- 
foh  eich  für  die  beiden  anderen  Durchmesser  h^h^  und  Cf,Cj^  so  dass  im 
lanieu  3.7^^21  Mittellinien  der  Ebene  |t  angehören.  Indem  wir  dies 
Irgebniss  für  eine  beliebige  Ebene  verallgemeinern,  gelangen  wir  tu 
em  Satz: 

Die  Congrnenz  der  Mittellinien  einer  cubischen  Raum- 
tir?6  ist  21,  Klasse. 


V.  Besondere  Schnittpunktsdreiecke  einer  cubischen  Raumcurve. 
1,  Die  oben  behandelten  Strahlencongruenzen  führen  schliesslich  dazu, 
üe  Gestalt  der  Scbnittpunktsdreiecke  auf  der  Kanmcurve  C^  in  ihrer  Ab- 
lingigkeit  von  der  Lage  der  Schnittebene  zu  ermitteln.  So  ergab  sich 
jiter  111,4  ab  Ort  der  rechtwinkligen  Scbnittpunktsdreiecke  eine 
liehe  achter  Klasse,  <l^.  Ebenso  lässt  sich  die  Enveloppe  der  Ebenen 
eatimmen,  die  gleichschenklige  Dreiecke  ans  der  Raumcurve  C^  ans- 
iboeideu,  indem  wir  als  Kriterium  dafür  feststellen:  Die  Kuler'sche 
erade,  das  beisst  die  Verbindungslinie  von  Schwerpunkt  und  Höhenpunkt, 
fikt  durch  eine  Ecke  (die  Spitze)  des  Dreiecks,  ohne  dass  diese  selber 
Cbeopunkt  ist. 

Betrachten  wir  zu  dem  Zwecke  ein  Ebenenbüschel  dnrch  eine  be- 
ftbige  Gerade  l^  so  beschreiben  die  Schwerpunkte  der  betreffenden  Schnitt- 
mktsdreiecke  mit  der  Raumcurve  C**  ein©  Raumcurve  dritter  Ordnung 
*/*  die  mit  C^  die  drei  unendlich  fernen  Punkte  a«,  b»,  c«  gemein  hat 
%A)i  dagegen  die  bezüglichen  Höhen  punkte  eine  Raumcurve  fünfter  Ord- 
mig  H*  (111,3).  Durch  das  Ebenenbtlscbel  1(1)  sind  die  Punkte  beider 
laamcurven  perspectiv  auf  einander  bezogen ,  die  Verbindungslinien  ent- 
pTwbeöder  Punktepaare  anf  S^i  nnd  H\  das  heisst  die  Eule  raschen 
ieraden  der  Scbnittpunktsdreiecke,  erzeugen  daher  eine  Regelflücbe  vom 
ytade  3  +  5  ^  8 ,  iP,  welche  die  Gerade  l  zur  Leitlinie  bat  und  drei  nn- 
mdlicb  ferne  Erzeugende   bezüglich   durch    Ot»,  b»^  c«>  besitzt.    Die  Regel- 
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flftche  B?  schneidet  jetzt  die  Banmcorre  C  ausser  den  drei  gemeinBohafk- 
liehen  unendlich  fernen  Punkten  in  8.3  — 3  =  21  Punkten.  Von  diesen gind 
acht  die  Spitzen  der  acht  rechtwinkligen  Schnittpanktsdreiecke,  dem 
Ebenen  darch  die  Gerade  l  gehen,  es  bleiben  also  übrig:  21-*8eal3 
Punkte  als  Spitzen  gleichschenkliger  Schnittpunktsdreiecke ,  mit  andern 
Worten: 

Alle  Ebenen,  die  aus  einer  cubi sehen  BaumcnrYe  C gleich- 
schenklige  Dreiecke  ausschneiden,  umhüllen  eine  Fliehe 
13.  Klasse,  0^\  Dieselbe  enthält  die  drei  unendlich  fernen  Secanten  TonC' 
als  dreifache  Gerade ,  die  unendlich  ferne  Ebene  als  neunfache  Berühnmgi. 
ebene  (in  jedem  Parallelebenenbüschel  giebt  es  folglich  Tier 
gleichschenklige  Schnittpunktsdreiecke  mit  derBaumcnryaC^ 
Endlich  gehört  die  Ranmcurve  C^  selber  durch  ihre  Schmiegungsebenen  der 
Flftche  O^^  an. 

2.  Von  besonderem  Interesse  ist  hierbei  noch  der  Fall  der  gleich- 
seitigen Schnittpunktsdreiecke,  deren  Ebenen  ersichtlich  eine  dreifache 
Curve  in  der  Fläche  O^^  bilden,  da  ein  gleichseitiges  Dreieck  auf  drei* 
fache  Art  gleichschenklig  ist.  Ein  gleichseitiges  Dreieck  ist  dadurch  ge- 
kennzeichnet, dass  sein  Schwerpunkt  und  Höhenpunkt  zusammenfallen,  und 
die  vorliegende  Frage  Iftsst  sich  somit  dahin  formuliren :  Den  Ort  der  Ebenea 
zu  finden,  für  welche  die  zugeordnete  Schwerlinie  und  Höhenpunktelinie 
sich  schneiden.  In  dem  fraglichen  Ort  zählt  zunächst  die  unendlich  ferne 
Ebene  («  vierfach,  das  heisst,  es  komnt  viermal  vor,  dass  für  eine  Gerade 
in  s»  der  zugeordnete  Schwerpunkt  und  Höhenpunkt  in  Bezug  auf  dae  tib- 
endlich  ferne  Schnittpunktsdreieck  a»6«c»  coincidiren;  denn  aus  einem 
Dreikant  wird ,  wie  leicht  zu  zeigen ,  durch  eine  Ebene  in  vier  verschiedeneD 
Stellungen  ein  gleichseitiges  Dreieck  ausgeschnitten. 

Legen  wir  jetzt  durch  einen  Punkt  p  der  unendlich  fernen  Ebene  ein 
Strahlenbüschel  pCx«)»  so  beschreiben  die  den  Geraden  x^  in  Bezog  auf 
die  Baumcurve  C^  zugeordneten  Schwerlinien  eine  Begelfläche  zweiten 
Grades  B^(s\  dagegen  die  zugeordneten  Höhenpunktslinien  eine  Begelfllehe 
vierten  Grades  R^(h)  (II,  4  und  III,  3).  Die  beiden  Begelflächen  ff{8)  nnd 
i2* (A)  schneiden  sich  dann  in  einer  Curve  von  der  Ordnung  2.4  =  8,  (/*, 
so  dass  jede  Erzeugende  s  von  S^{s)  vier  Punkte,  jede  Erzeugende  k  von 
i^(7i)  zwei  Punkte  mit  der  Curve  C^  gemein  hat.  Da  nun  die  Erzeugenden 
s  und  h  durch  das  Strahlenbüschel  )>(ar«>)  eindeutig  auf  einander  bezogen 
sind ,  so  entsteht  zwischen  den  entsprechenden  Punkten  auf  der  Baumcurre  C^ 
eine  Correspondenz  [4,2]  mit  4  +  2  =  6  Coincidenzen ,  das  heisst,  fllr  eeche 
Strahlen  durch  einen  Pankt  p  in  der  Ebene  («  schneiden  sich  bezfiglieh 
die  zugeordnete  Schwerlinie  und  Höhenpunktslinie  in  einem  Punkte  aof 
der  Banmoarva  C^  Eine  Ebene,  die  einen  solchen  singulftren  Strahl  mit 
Ooincidenzpunkte  auf  C^  verbindet,  schneidet  folglich 
"^^  in  einem  gleichseitigen  Dreieck. 
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Wir  seblie&sen  daraus: 

Darch  einen  tmendlicli  fernen  Funkt  gehen  die  Ebenen  von  sechs 
gleichseitigen  endlichen  Schnittpunktsdreiecken,  und  da  die  unendlich  ferne 
Ebeoe  selber  als  vierfache  Schmiegungsebene  der  gesnehten  Haumcurve 
yt,  so  ergiebt  eich  als  Endresultat: 

11  Alle  Ebenen,  die  ans  einer  cubischen  Raumcnrve  gleich* 
peitigeDreiecke  ansschneiden^  umhüllen eineEaumcurve  zehnter 
Klaase,  welche  die  unendlich  ferne  Ebene  vierfach  osculirt. 
I  D^r  letzte  Satz  ist  übrigens  nnr  ein  apecieller  Fall  von  der  all- 
neioalen  Aufgabe  dieser  Art,  deren  Lösung  aber  andere  Mittel  als  die 
(b&n  angewandten  erfordert,  nämlich:  „Den  Ort  der  Ebenen  zu  finden, 
lle  aus  einer  cubischen  Raumcurve  Dreiecke  von  constanter  Gestalt  (die 
gegebenen  Dreiecke  ähnlich  sind)  aussöhne iden**. 
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Im  25.  Bande  der  ^  Mathem&ti&cben  Annalen''  S.  293  (1885)  bat 
H.  Schröter  eine  grosse  Anzahl  von  metrischen  Eigenecbaften  derjenigen 
Baumcnrven  dritter  Ordnung,  für  welche  die  anendlicb  ferne  Ebene 
Bcbmiegnngsebene  ist,  also  der  sogenannten  cu bischen  Parabeln,  abgeleitet. 
Da  es  bei  diesen  Eigenschaften  sich  wesentlich  um  die  Eaaminhalte  von 
Tetraedern  handelt,  welche  zu  einer  cubiscben  Parabel  in  bestimmter  ße- 
ziehong  stehen,  der  Inhalt  eines  Tetraeders  aber  bei  projectiven  Umformungen 
bis  anf  gewisse,  von  der  Lage  der  Ecken  des  Tetraeders  abhängende 
Factoren  erhalten  bleibt,  so  ist  von  vornherein  klar,  dass  jene  SchrÖter- 
schen  Sätze  projectiv  verallgemeinert,  das  heisat  auf  eine  Form  gebracht 
werden  können,  in  der  sie  für  jede  Raumcurre  dritter  Ordnung  gelten, 
wobei  an  Stelle  der  unendlich  fernen  Ebene  eine  beliebige  Bchmiegungt- 
ebene  der  Curve  tritt,  Diese  Verallgemeinerung  könnte  auf  ziemlich 
mechanische  Weise  mit  Hilfe  der  für  jede  Collineation  bestehenden  Tranj- 
formationsformeln  für  projectiv  «metrische  Grössen  vorgenommen  werden« 
Ich  siehe  jedoch  eine  directe  Entwickelung  vor,  weil  ich  die  frag- 
lichen Sätze  von  Schröter  nicht  blos  zu  verallgemeinern,  eoates  Amk 
e  Eeihe  neuer  Sätze  verwandter  Art ,  in  denen  zum  Theil  Amit  Bsqoi- 
uhalten  bezw.  Massen  und  Abständen  auch  noch  andere  metrische 
vorkommen ,  zu  vermehren  wünsche.  Vielleicht  darf  ich  aaf  am  M 
Paragraphen  7,  8  nnd  9  mitgetheilten  üebertragungsprincipw 
hinweisen,  durch  deren  Anwendung  sich  aus  jeder  Bezidm^ 
Strecken  einer  und  derselben  geraden  Linie  etliche  meirMm  Mfmmkmti^u 
einer    beliebigen    cubiscben   Raumcurv9    ergeben,*     Da«  Fnaä^  dm  Beci- 

*  Nachdem  ich  (vor  einigen  Jahren)  diese  Debertn 
Latte,  wurde  durch  das  „«^^hrbuch  der  Fortschritte  der 
merkiamkeit  auf  ein^  Abhandlung   des   Herrn  Gino  Lerle 
pheti^  mctriche  delia  cubica  gobba  osculatrice  al  piano 
d^Lla  R,  Accademia  dolle  Scieuze  Fis.  e  Mat.  di  Napoli , 
Loria   war  so    liebenawiirdig^   mir  eineu  Abdruck 
welch««m  ich  ersah,  üastt  ihm  das  dritte  der  fragücbes 
wenn   auch  in  der  ^peciellen  Form,  die  ea  bei  der 
»choo  bekannt  war. 
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procität  oder  Dualität,  welches  in  Sühröter's  Arbeit  nicht  zum  Ausdruck 
gekommeti  ist,  wird  hier  volle  BerllcksichtiguDg  Enden.  AehDlicbe  Unter- 
sucbuDgen,  wie  die  folgenden,  kann  man  schon  bei  den  KegelscbnitUa 
und  weiterbin  bei  dea  Curven  n*"  Ordnung  im  Eaam  von  ti  -  DimensioDea, 
dann  auch  bei  den  Flächen  zweiten  Grades  u.  &,  w.  anstellen,  worauf  ich 
anderwärts  näher  eingehen  werde. 

§  L    Bemebnungan. 

Wir  wollen  Punkte  immer  mit  kleinen  lateinischen»  Geraden  mit  groswo 
lateinischen,  Ebenen  mit  kleinen  griechischen  Buchstaben  bezeichnen. 

Es  bedeute  —  Ich  werde  im  Folgenden  Grassmanu^s  Rechnung  mit 
Funkten,  Geraden  und  Ebenen  anwenden*  —  ll^t»  |^|i  1^1  ^^^  Coetfi- 
cieuten  (metrischen  Werth  oder  das  Gewicht)  des  Punktes  p  bezw.  der 
Geraden  G^  der  Ebene  «,  so  daas 

p  G  € 

Um"'    W\'    M" 

den  Funkt  p  bezw«  die  Gerade  G,  die  Ebene  t  mit  dem  Gewicht  Eins  ver- 
seben  vorstellt     Ferner   bezeichne  pi    die  Entfernung    des  Punktes  p  Toa 
der   Ebene  i\    fnornGG^    das   Moment   der    beiden    Geraden  G    und   ff,**; 
mom  ppi^  G  das  Moment  der  als  Kraft  anfgefassten  Strecke  pp^^  in  Besag 
auf  die  Gerade  G  als  Achse;    mom  ^^if  G  die   zur   vorhergehenden  duv 
listiscbe  Grösse,    nämlich  das  Froduct  aus  dem  sin  des  von  den  Ebenen  f 
und  i^   gebildeten  Winkels   und    dem  Moment   ihrer  Schnittlinie   in   Besug 
auf  die   Gerade  G^    welche  Grösse   das  Moment  des  Flächen winkels  ffj  in 
Bezug  auf  G  genannt  werden  mag;  pp^PiP^  den  seclisfacben  Eauminbalt 
des  Tetraeders  mit  den  Ecken  p,  PiiP^^p^y  »md  dualistisch  dazu  sin  h^I^ 
den  „Sinns*'  des  durch  die  vier  Ebenen  *,  «j ,  f,,  t.^  gebildeten  Vierflacb, 
welcher  u,  A*  gleich  dem  Froduct  aus  den  sin  der  Plächenwinkel  an  irgend 
zwei    gegenüberliegenden  Kanten    des  Vierflachs    und    dem   Moment  dieser 
Kanten  ist.    Auf  die  Bestimmung  der  Vorzeichen  dieser  metrischen  Gr(Sss«a 
einzugehen,    ist    für    das  Folgende    nicht    nöthig.     Wenn  wir   mit  Graaa- 
mann  bei  äusseren  Froducten  eckige  Klammern  benützen,  so  erbalteii  wir: 

[6G^]  =  mömGG,.\G\.\G^\, 


\pPtG]^mompp,,  G.\p\.\p,\4G\ 


»fu 


l,} 


lebnungslebre  **    von  t8a2  (Öefiammelte  Werk» 
5. 
TAcademie  des  ScienccB  t.  61  p,  829,  1866: 
^  disttLUce  perpendiculaire  de  ces  droitei^ 
mutuelle." 


^^|B  IpPiPiPsl  =  pPiPfPiAplA  PilA  Pi\A  Pn\^ 

^m  Hat  man  irgend  eine  Gleichung  zwischen  üusseren  Frodücien,   welche 

^m  in  Bezog  auf  alle  in  ihr  enthaltenen  Ponkte,  Geraden  und  Ebenen  homogen 
■  ist.  und  führt  man  statt  der  äusseren  Producte  die  zugehörigen  metrischen 
GrÖSBen  ein,  so  heben  sich  offenbar  die  als  Factoren  heraustretenden  Gewichte 
jener  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  gegenseitig  auf,  das  heisst,  man 
kann  in  jeder  solchen  Gleichung  ohne  Weiteres  die  I&usaeren 
Producte  darch  die  entsprechenden  metrischen  Grössen  er- 
setzen. Hierauf  beruhen  alle  Ergebnisse  der  vorliegenden  Abhandlung.  Wie 
Orassmann  schon  in  seiner  „Äusdehnungslehre"  von  1844  (Gesammelte 
Werke  Band  1,  Theil  1,  §  165)  bemerkt  hat,  bleibt  jede  Gleichung  der 
besprochenen  Art  bestehen ,  wenn  statt  der  darin  vorkommenden  Elemente 
die  entsprechenden  Elemente  eines  beliebigen  collinear- verwandten  Systems 
gesetzt  werden.  Daher  sind  alle  metrischen  Eigenschaften  der 
allgemeinsten  cobischen  Eaumcurvenj  die  ich  im  Folgenden 
ftbleiten  werde«  projectiv.* 

^^^v  §  2»    Darstellung  der  Curve ,  ihrer  Tangenten 

^^^^B  und  Schmiegnngsebenen, 

^^^^^Eine  beliebige  Baumcurve  dritter  Ordnung  lässt  sich  durch  die  Gleichung 

^  darstellen ,  in  welcher  x  einen  mit  dem  Parameter  A  veränderlichen  Punkt 
der  Curve  bezeichnet.  Die  Punkte  a  und  d  gehören  der  Curve  an  —  sie 
entsprechen  den  Werthen  0  und  od  des  Parameters  —  und  können  beliebig 
aof  ihr  gewählt  werden.  Es  ist  b  der  Punkt,  in  welchem  die  in  a  an  die 
Cnrve   gelegte  Tangente  ab   die   zum   Punkt  d  gehörige  Schmiegungsebene 

fbed  der  Curve  schneidet»  ebenso  c  der  Schnittpunkt  der  »um  Punkt  a  ge- 
bOrigen  Schmiegungsebene  abc  mit  der  Curventangente  cd  zum  Bertihrungs- 
ptinkt  dt  oder  es  bilden  die  Punkte  a,  b^  c,  d  ein  sogenanntes  Schmiegungs* 
tetraader  der  Curve  (Schröter  a,a.  0.  8.  294).«« 

^r  *  ^cb  verstehe  hier  unter  projectiven  Eigenschaften  geometrischer  Gebilde 

dattehjt*^   wie  Poncet  et,    der  Schöpfer   dieaes  Begriffs,    MöbiuB    und    Andere. 

^_    Sehr  mit  tJnrecbt,  wie  mir  scheint^   wird  gegenwärtig  von  vielen  Geometeru  das 

^P    Wort  projeetiv  im  Sinne  von  i.descriptiv^   graphisch «   situell,   lagengeometrijsch" 

^^    angewendet,   also  um   dai  Gegentheil  von  metrisch  auszudrücken ^   wahrend  man 

doch  «rine  Uniald  projectiver  Eigenschaften  und  Ausdrucke  kennt  —  ich  erinnere 

bloi  ao  da«  VLThClUmas  der  GausB^Hchen  KrilmmntigHmaaRBe  Eweier  eich  berühren- 

^      4<Mi  FIAehen  im  Beröhrnngspunkt  —  die  entschieden  metrischer  Natur  sind. 

^^ft    *«  Yergl  Möbiuit  ,, BarycentHicher  Calcul**  (Oesammelte  Werke  Hd.  t)  §  m. 
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Durch  Ahleitang  der  Gleichung  1)  nach  X  erhftlt  man 

and  darch  äussere  Multiplication  dieser  Gleichnngen  mit  1),  wenn  man  notk 

setzt:  3L*drJ  =  ^'     FsL^-dT   dl^j= « 

2)  X  =  [ah]  +  2l[ac]  +  l*  \ad  +  Uc]  +  2X^[hd\  +  X*[cd], 

3)  S  =  [ahc]  +  X[ahd]  +  X^[acd]  +  X^bcd]. 

Offenbar  ist  X  die  Tangente,  §  die  Schmiegungsebene ,  welche  die  Garw 
im  Punkt  x  hat.     Wir  setzen  nun 

4)  [abc]==a,     [ahd]==3ß,     [acd]  =  3y,     [hcd\=^8. 
Werden  die   Punkte  a,  b,  c,  d  alle  mit  einer  und  derselben  willkflr- 

lichen  Zahl  multiplicirt,  so  ändert  sich  die  Lage  dieser  Punkte  nicht,  und 
ebenso  wenig  die  Lage  des  durch  die  Gleichung  1)  gelieferten  Punktees, 
seiner  Tangente  X  und  Schmiegungsebene  $.  Wir  dürfen  daher  Tonu»- 
setzen,  die  Gewichte  der  Punkte  a,  5,  c,  d,  auf  deren  VerhUtniBae  ei 
allein  ankommt,  seien  so  gewählt,  dass  das  äussere Pioduct  [abed},  welches 
nicht  Null  sein  kann ,  irgend  einen  bestimmten  Werth  erhält  Wir  machen 
die  Annahme: 

5)  [ahcd]  =  3. 

Unter  Berücksichtigung  derselben  ergiebt  sich  aus  den  Gleichnngen  4) 
durch  äussere  Multiplication: 

e,         { 

ferner : 

4')  [aßy^^a,     [a^5]  =  36,     [ay5]  =  3c,     [ßY^]  =  d. 

Die  Gleichungen  3),  2),  1)  können  jetzt  in  der  neuen  Form  geschrieben 
werden: 

1')  S  =  a  +  3A/3  +  3AV  +  A»tJ, 

2-)  X  =  [aß]  +  2A  [ay]  +  X'[a8  +  3^y]  +  2X^ßS^  +  A*[y*J, 

3')  X  =  [aßy]  +  Xlaßö]  +  A«[«y5]  +  X^ßyö]. 

Es  stimmen  die  Gleichungen  1)  und  1'),  2)  und  2^},  3)  ond  3')  der 
Gestalt  nach  Tollständig  überein,  woraus  wir  schliessen,  dass  in  jeder, 
doreh  eine  Gleichung  zwischen  äusseren  Producten  darstellbaren  Beziehnqg 
.awiaehfiB  izfend  wekhea  Punkten,  Tangenten  und  Schmiegnngaebenen  d«r 
•*  und  dieser  Art  sind  alle  metrischen  Eigenschaftas 
Baxuncurvenf    die   später   entwickelt  werden 


[aß]  =  [ahl     [ayl  =  [ac],     [ad]=3[6c], 
3[^y]  =  [ad],    lß6]  =  [hd],    [y6]  =  [cd]; 
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sollen  —  eine  dnalistische  vorhanden   ist,    die  dadurch  ans  der  ersten  ab- 
geleitet werden  kann,   dass    man   statt   eines  jeden  Punktes  der  Curve  die 
zugehörige  Schmiegnngsebene ,    statt   einer  jeden  Schmiegangsebene  ihren 
Berflhrangs-  oder  Anschmiegnngspnnkt  setzt,  eine  jede  Tangente  der  Carve 
aber  beibehält.*     Natürlich    mnss    zugleich    statt  der   Entfernung  zweier 
beliebigen  Punkte    der  8m  des  Winkels  der  entsprechenden  Ebenen,    statt 
des  sechsfachen   Inhalts   eines  Tetraeders  der  sin  des  entsprechenden  Vier- 
üaelis  n.  s.  w.  genommen  und ,  falls  in  dem  betreffenden  Satz  das  Schmiegungs- 
tetraeder   abed   vorkommt ,    b  mit  /},    c  mit  y  und   umgekehrt  vertauscht 
werden. 

§3. 

Da  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  bestimmt  ist,  wenn  von  ihr  ein 
beliebiges  Schmiegungstetraeder  ah  cd  und  noch  irgend  ein  Punkt  x  ge- 
geben sind,  so  müssen  sich  beim  Hinzutreten  der  Tangente  X  und  der 
Schmiegungsebene  $  der  Curve  in  diesem  Punkt  bereits  Beziehungen  er- 
geben. Um  solche  zu  finden,  multipliciren  wir  zunSchst  Gleichung  1)  der 
Beihe  nach  mit  den  Seitenflächen,  Gleichung 2)  mit  den  Kanten,  Gleichung  3) 
mit  den  Ecken  des  Schmiegungstetraeders  ahcdy  wodurch  wir  erhalten: 

\[xhcd]  =  [abcd]y  [axcd]  =  3X[ahcd], 

[[ahxd]  =  3X»[a5cd],     [ahcx]  «=  k^[abcd]\ 

[ahX]  =  l^lahcd],        [acX}=^-'2k^[ahci], 
[adX\  =  3X^[abcä],      [bcX]  =  X^[abcä\, 
[bdX]=^2X[abcd],    [cdX]  =  [a6cd]; 

[a|]  =  X^[abcd],  [b^]  =  -  X^[abcd], 

[c5]  =  X[abcd],  [di]  =  -  [abcd]. 

Wir  fügen  noch  die  aus  4)  und  7)  folgenden  Gleichungen 

g.  i[xii]^^X^[abcdl    [xßl^xnabed], 

\  [«y]  «=  -  k[abcd],      [xd]  =  [abcd] 

hinzu,   sowie  die  ans  4)  durch  äussere  Multiplication  mit  a,   bj  c,  d  her- 
vorgehenden: 

10)  [a8]  =  -  3[by]  =  3[ciS]  =  -  [da]  =  [abcd]. 


'>    I 

8) 
9) 


*  Offenbar  ist  die  Ebene  «,  welche  aus  den  Ebenen  o,  ß,  y,  d  mittelst  der- 
selben Zahlen  (Coordinaten)  abgeleitet  wird,  wie  ein  beliebiger  Punkt  p  aus  den 
Punkten  a,  5,  c,  d  die  Nullebene  des  Punktes  p  in  dem  durch  die  betrachtete 
Banmcorve  dritter  Ordnung  bestimmten  Nullsystem.  Es  erweisen  eich  auch  manche 
der  später  aufzustellenden  Sätee  bei  näherer  Betrachtung  als  besondere  Fälle 
von  metrisdien  ^tsen  über  Nullsysteme,  worauf  jedoch  hier  nicht  eingegangen 
werden  soll 


MetriBche  Eigenscliaften  der  cnbiecben  Baumei 
Ana  den  GlelcbuDgen  7)  bis  10)  folgt: 

-lau]  [cß]  \by]     ^g|   lai] 

S|a;l»edl|ö|]  =  "  {ast€ä']\bi]  =  [al^:rfd][e4]  ^  «  B\ahrx][(n]    ^ 

l2[ahX][cdX]  =  B[acX][häX\  =  4[ödX][&cZ] 

e[abX][cl][dk]  =  3[afZl|  feil  [(141  =  2[adX]\bl][H] 
=  6[feeJlLoll[d£l  =  3[fedJrl[all[ct]  =  6[€dXl  [a|l[fe|] 
-  {=-Gk^ahcd]% 

P       Da  diese   QleicfaTiiigeE    alle    homogen    sind,    so   dürfeia  (nacli  §  1)  die^ 
äusseren  Prodaete  darin   d^rcb  die  zugebörigeu  meirischen  0 rossen  eraebt 
werden;   auch  vergteht  es  sich  nach  §  2  von  selbst ,  dass  die  dtaalistischeiiJ 
Gleichungen  ebenfalls  gelten,    Wir  haben  somit  den  Satz:  I 

Bai  jed«r  JUnuneurve  driiUr  OrdMi^  iat,  waia^«  sinmm 
beliebigea  Fu&kt  darselba&i  ji[die  Taii|fente,  {  diaSobmiegmiga* 
ebaita  in  dias'am  Pniikt,  üftadlirgend  ein  Sohmiägtt&gatatraaidari 
Ton  welchem  die  Boken  a  und  d  anf  derCürve  liegen,  nnd  a,  ß, 
y^  5  beziehentlich  die  der  Ecke  d»  c,  5,  a  gegenüberliegende 
Seitenebene  diesee  Tetraeders  bezeichnet: 


da  eß  hy  A^ 


3  osbcd .  a{  =  —  aopcd .  &|  =  a  5xd .  c|  =  —  3a5ca; .  d|; 


12momab,  Xmamed,  X  =  Smamac^  Xmam  bd^  X  «=  Amomad^  Xmam  &c,  X; 


12momaß,XmomydfX^Smomay,Xm(>mß5^X^4inamadyXfnamßy,X] 


6mamab,  X.ci.d^^Smomac^  X.5|.d|  =  2ifiomad,  2.5|.c{ 


'=^6m(mbc,X,ai.di^3mombdy  Z.af  .c|s=6ifiomcd,  X.a^,bi\ 


6motnaßyX,yx.8x==3fnomayf  X,ßx.6xssi2momitöf  X.ßx.yx 

m  _______     

=  6 momßy,  X.ax.öx  =  Stnom ßdjX.ax.yx=6 mom y6^  X.ax. ßx. 

Anmerkung.     Die  erste  der  obigen  Reihen  von  Gleichungen,  welche 
übrigens    daalistiscb   zu    sich   selbst  und  der  folgenden  gleichwerthig  ist, 
kann    dazu   benützt   werden,    die    Schmiegungsebene   in  einem  gef^^^^^% 
Punkt  X  der  Curve  oder  den  Berührungspunkt  einer  gegebene 
.abana  {  in  conatmireai  da  aia  die  YarhMtniaaa  dar  / 
Ton  den  Ecken  dae  als  bekannt  angasahanan  I 
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beiw.  die  VerhSltnisse   der  AbstSnde   des  Punktes  x  von  den  Seitenebenen 
Jones  Schmiegnngstetraeders,  kennen  lehrt.    Aehnliches  gilt  für  die  übrigen 

OlBiehnngexL 

§4. 

In  diesem  nnd  dem  folgenden  Paragraphen  wollen  wir  eine  Reihe 
loetriseher  Eigenschaften  der  cnbischen  Baumcurven  zusammenstellen,  in 
welchen  ausser  einem  beliebigen  Schmiegungstetraeder  ab  cd  der  Curve  noch 
iwa  willkürliche  Punkte  derselben  mit  den  zugehörigen  Tangenten  und 
Sehmiegnngsebenen  vorkommen.  Einem  beliebigen  Werthe  fi  des  Parameters 
entspreche  auf  der  Gurre  der  Punkt  y,  und  es  sei  T  die  Tangente,  17  die 
Schmiegangsebene  in  diesem  Punkt.  Schreibt  man  in  den  Gleichungen  1), 
2],  3)  fi  statt  l  und  verbindet  die  neuen  Gleichungen  mit  den  ursprüng- 
liehen  durch  äussere  Multiplication,  so  ergiebt  sich: 

11)  M  =  [Sy]  =  (^-x)naM, 

12)  [Xr]  =  (^-A)*[a6(rci]. 

Hit  Hilfe  der  Gleichungen  7)  bis  12)  und  derjenigen,  die  aus  7)  bis 
10)  dnreh  Yertauschung  von  k  mit  fi,  x  mit  y  u.  s.  w.  entstehen^  bilden 
wir  folgende  Proportionen : 

[xa]  [dn] .  [xß]  [cy]  .  [xy]  [hrj]  ^  [x6]  [aiy]  ^ 


13) 


[da]      '~Wr'      V>y]      *      [aii] 
^  m[aß  ,  \tf7m]  .  [yß][cj]  ^  \ya][dß  ^  j^ ^^ 


[ad]      •       [hy]      •       [Cß]      '       [da] 

[xbcd][afi\ :  [axccf]  [5i?]  :  [ahxd[][cfi]  :  [ahcx][dvi]  :  [abcdJfÄi?] 

14)  j=[a&cy][(l|] :  [ahyd]  [c$] :  [aycd\  [6^  :  [yhcd][ai] :  [ahcd][yk] 
l  =r  fi»  :  -  3f4«A  :  3fi  A^  -  A» :  (^  -  A)»; 

[abX][cdY] :  [acX][bdT\ :  [adX]lbcT]  :  [bcX][adT] 

15)  :  [bdX][acY]  :  [cdX][abY]  :  [abcd][XY] 
=  A*  :  4AV  :  3AV*  :  3AV*  :  ^k^i^  :  f**  :  (A  -  (ti)*; 

[abX:][cri][dri]  :  [acX][bfi][dri]  :  tadX][ftiy][c.,] 

16)  :  [bcX][afi][dfi]  :  [bdX:][afi][crj]  :  [cdX][afj][bri] 

==A*:  2AV:  3AV*  :  ^V*  •  2Afi»  :  ^*. 

Man  kann  aus  diesen  Proportionen  auf  eine  Anzahl  verschiedener 
Arten  A  und  fi  eliminiren^  indem  man  die  einzelnen  Glieder  lediglich  durch 
Moltiplication  verbindet  Die  sich  ergebenden  Gleichungen  sind  homogen, 
weshalb  sofort  metrische  Grössen  statt  der  äusseren  Producte  eingeführt 
werden  kOnnen.  Wo  sich  durch  Anwendung  des  Princips  der  Reciprocitttt 
n«ne  Gleichungen  ergeben,  fügen  wir  diese  hinzu,  lassen  dagegen  solche 
Oleichungen  weg,  die  aus  bereits  vorhandenen  entweder  durch  Vertauschung 


I 


arle"  oer  Cübi 


BeaeBijjettscnänea  oer  cuDiieQen  Eamncurre«, 


ton  ^^  Xj  I  mii  Pf  r,  ij,  oder  durch  ¥er tauschung  von  a  mit  d  und- 
gleichzeitige  Tertauachang  iroQ  b  mit  c,  a  mit  d,  ß  mit  y  ahg@leitet  werden 
können.    Wir  erb  alten  ao; 

lat  abed  irgend  ein  Schmtegungetetraeder  einer  Hanmcnfve 
dritter  Ordnung  allgemeinster  Art,  wobei  die  Ecken  a  und  d 
diejenigen  sein  mdgen^  welche  auf  der  Cuttb  selbst  liegen^  und 
die  den  Ecken  d»  c^  d,  a  gegenllberliegenden  Seitenebenen  des- 
selben besiehentlich  mit  e^  ß^  y^  6  bezeichnet  werden  sollen; 
sind  ferner  x  und  ^  zwei  beliebige  Punkte  dieser  Cnrve,  X 
und  T  bezw.  ^  und  ij  die  Tangenten  bezw.  Scbmiegungsebenen 
der  CurTe  in  jenen  FnukteUj  io  hat  man: 


9xei.^ä.aff  ^dfi.hy,cß^=^  wß.ssf.h  flucti,  ui  ,  dm^ 
Sza.xf.bii^dfi  cß^  =  itß\  €  ij^  by ,  der, 


^ 


xbed.a  17.^1  =  ahcp  .d^^m^^ 


mn^ßyd  .  &if  ,  fix  =  sinaßyji  *  6x ,  ipt 


Qxed .  hti .  |f|  =  abifd  .  c|  *  xif^ 


Hnaiyö  .ßy  .r^x^  sinußrid  .yx.iy^ 


9xhed.ahcx.afi.dfi  ^  axcd.ahxd.hfi.ei^, 


Qsin^ßyd . stf^aßy^  . «y . ^y  =  sinaiyö.sinaßiö . ßy.yy% 


Sxhcd.ahxd.afi.ci^  «  axcd?hri\ 
Ssin^ßydsinaßiö.tty.yy  =  sina^yfißy*^ 


fnatnady  Xnumhc^  r=  fnofnbe^  Xniomadj  T, 


fnofnai^  Xfnomßy,  Y ^  tnofnßyt  Xnunnad^  T, 


IGfnofnab^  Xmomad^  Xnwfnhc^  Yfnam cd,  T 


=  3(iiiomac,  XfNombd,  r)^ 


]ßfnofn€tß^  Xmomad^  Xmotnßy,  Tfnofnyö,  T 


=  3(fiiomay,  XmofnßSj  F)*, 


momad^  X.bi].Cfi  =  Stnombe,  X.aij.dfjf 


num aöf  X.ßy.yy  ^  Snum  ßy,  X.ay.  dy, 


Afnotnabf  Xnumadt  Z.cij'ca  Siftomac,  Z'ii^.di}, 


4fli0iitt|li:ZMMMdU^X:»jgifliiiiftfi0ii«|i^ Mfly^iy^^  ^  -i'^.:.ij-i^> 
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momah^Xmomcd.Y   \       (  momaß,  Xmamyö,  Y 


med,  r   y^  / 
XY  )       \ 


abcdmam  XY  f       \    sinaßyömomXY      / 

o«-/     xa.xS.avi.dri     \*_  /    momad,  Xmomhc,  Y  \ 

V         xrj^aö.da         /       \         abcdmomXY  ' 

(mom ad,  XmomßYi  Y  \^ 

sinctßyömomXY  ' 

Die  gefnndenen  Stttze  gelten  natOrlich  auch  für  die  cubische  Parabel; 
«oige  besondere,  dieser  letzteren  eigentbümlicbe  Sätze  ergeben  sieb  aber, 
wenn  man  die  Scbmiegungsebene  r\  ins  ünendlicbe  rücken  Iftsst,  was  zur 
Folge  hat,  dass  die  Verbttltnisse  der  Abstände  ar{^  hti,  Cfi^  drj  den  Grenz- 
werth  1  annehmen  nnd  daher  diese  Abstände  in  gewissen  der  obigen  Gleich- 
oDgen  sich  gegenseitig  anfheben.  Weitere  Beziehungen  erhält  man  durch 
Division  der  ursprünglichen  Gleichungen  mit  den  neuen.  Die  Ergebnisse 
sind  folgende: 

Bezeichnet  ahcd  irgend  ein  Schmiegungstetraeder  einer 
cubischen  Parabel,  von  welchem  die  Ecken  a  und  d  der  Curve 
angehören,  a,  /3,  y^  6  beziehentlich  die  der  Ecke  d,  c,  5,  a  gegen- 
überliegende Seitenebene  dieses  Tetraeders,  x  einen  willkür- 
lichen Punkt  der  Curve,  17  eine  willkürliche  Scbmiegungsebene 
derselben,  so  ist: 

9xa  ,xö  .hy.cß  =  xß  .xy^aö  .da, 


3xa  .  xy.  cß*  =  xß\  hy.da, 


9xhcd,ahcx  =  axcd.ahxd, 


Saxcd.  abxd  =  axcd?^ 
avi .  dtj  =i  hfl . cvi, 
arj  ,crj  =^  bif, 


mamadj  X  =  Smombc,  Xy 


4titoma5,  Xmomad,  X  =  SmomaCyX^. 

§5. 

Auch  durch  Addition  bestimmter  Glieder  der  Proportionen  13),  14) 
and  15),  oder  gewisser  Wurzeln  aus  denselben,  kOnnen  auf  mannigfache 
Weise  l  und  fi  eliminirt  werden.  So  erhält  man  z.  B.  aus  14),  wenn  man 
gleich  die  betreffenden  metrischen  Grössen  nimmt: 


also: 


^xbcd.ari  irabcx/dri^  r  a6cd  .a;iy  =  fi :  —  i:  (f4  —  X), 
Vxbcd  .  atj  +  y abcx  .dfi  =  Vabed  .  xti, 
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welches  die  projective  Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Schröter  ist 
(siehe  a.  a.  0.  S.  298).  Die  Gleichungen  13)  werden  wir  meistens  un- 
berücksichtigt lassen,  weil  sie  doch  nur  eine  andere  Form  von  14)  dar- 
stellen. Im  üebrigen  aber  in  der  bisherigen  Weise  Yorgehendi  fassen  wir 
die  Ergebnisse  zusammen  wie  folgt: 

Bei  jeder  cubischen  Baumcurve  ist,  wenna5ecl  irgendeines 
ihrer  Schmiegungstetraeder  yorsteIlt|  Yon  welchem  die  den  Ecken 
d,  c,  hy  a  gegenüberliegenden  Seitenebenen  beziehentlich  a^  /), 
y^  ö  heissen  und  die  Ecken  a  und  d  auf  der  Curye  liegen  mögen; 
wenn  ferner  x  einen  beliebigen  Punkt  der  Curve,  $1  eine  be- 
liebige Schmiegungsebene  derselben,  X  die  Curventangente  in 
x^  Y  diejenige  in  ri  bezeichnet: 

Vxhcd  .afj+  Vahcx.dri  =  Vahcd.xii^ 
(Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Schröter,  a.  a.  0.  8.  298), 

Vsinjßyö.^  +  Vsinaßy^.dy  =  Vsinaßyö.^y^ 


3xhcd.ari  +  axcd.brj  =  3  ^xhcd^atj^abcd.xti, 
Ssin^ßyö  .  ^  +  sinäfyö.  ßy=^^  Vsin  IßyS^ay^sinaßyd.  {y , 

8^  -= —  ■ 

^xhcd.ari^ahxd  ,  cfi  =  SYxbcd  .a-q  .abcd^xif 

.{y^bcd.ari  —  r  atcaj.diy), 

3. —  — - 

Ssin^ßyö.ay—  sinaßid.yy  =  5V  sin^ßyd ,  aysinaßyö^^y^ 

Xi^sin^ßyS.ay-  ^sinaßy^.dy)^ 

axcd  hfi  +  ahxd.cri  =  3V xbcd . ahcx , abcd ,  arj.dti.xrif 
(Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Schröter,  a.a.O.  S.  300), 


sinot^yö.ßy  +  sinaß^ö  .yy  =^  Vsin^ßyö.sinaßy^.sinttßyd.ay.öy.iyt 

ferner  4/ === ==-    Aj ==: ==^ 

Ymomab^  Xmomcd^  F—  Vmovncd,  Xmamaby  Y 


-n 


bcdmom  XY, 


Amomab^Xfnomcd,  T—  momaCf  Xmomhd,  Y 

=  4  Kmoiwa[>,X*niomcä,  Y^abcdmomXY^ 


Smom ab y  X mom cd^  Y  —  momad^  Xmomhc,  Y 

=  Symomabj  Xmamcd,  YyabcdmomXY 
.  V  wiom «6,  Xmomcd^  Y+  Ymom  cd^Xmomab,  YJ, 
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Snumac^  Xmambd^  T^Amamady  Xmambc^  Y 
=  12rifM)ma5,  Xmamcdy  YVfnamcd,Xmomahy  YmomXY.abcdy 


3(mamac,  Xmamld,  Y—  mamhd,  XmomaCy  Y) 
^AYSmomad,  Xmombc^  YVabcdmomXY 

.{VmomabpXnwmcd,  r+  rmomcd,  Xmomabf  Yj^ 

n  weleli'  letsteren  ftlnf  Beziehangen    die  reoiproken  durch  Yertanschnng 
im  Qf  bf  Cy  d  mit  o  bezw.  ß^  y^  i  erhalten  werden  können. 

Es  ist  wieder  zu  bemerken  ^  dass  man  specielle,  nur  für  die  cubische 
Fftrabel  giltige  Sätze  erhttlt|  wenn  man  die  Sohmiegnngsebene  ^  ins  Un- 
endliche verlegt,  wodurch  die  Abstände  aiy,  ftiy,  ci},  dti^  xti  in  Wegfall 
kommen  und  die  Bedeutung  der  Grössen  mam  XY  n.  s.  w.  sich  etwas  ändert, 
weil  r  ebenfisdlfl  ins  Unendliche  rückt,  also  durch  eine  Stellung  ersetzt 
werden  muss  (vergl.  den  Schlussparagraphen). 

§6. 
Die  Einführung  der  Momente  in  Bezug  auf  die  beliebige  Tangente  X 
der  cabischen  Baumcurve  lässt  sich  umgehen,  wenn  man,  wie  dies 
H.  Schröter  a.  a.  0.  gethan  hat,  die  Schnittpunkte  von  X  mit  den  zu  den 
Punkten  a  und  d  gehörigen  Schlhiegungsebenen  abc  =  a  und  bcd^^i 
—  wir  wollen  dieselben  x^  und  x^  nennen  —  in  Betracht  zieht.  Da  X 
proportional  [x^x^  ist,  so  kann  bei  allen  in  Bezug  auf  X  homogenen 
Gleichungen  [x^x^]  an  Stelle  von  X  treten,  wodurch  z.  B.  das  äussere  Pro- 
dact  [alX]  sich  in  das,  dem  Inhalt  des  Tetraeders  abx^x^  proportionale 
[alXiX^  verwandelt.  Auf  diese  Weise  folgen  z.  B.  aus  den  in  §  4  ge- 
fundenen Beziehungen 

niümad,X.bfi.Cfi  =  Smambc,  X.ati.dti, 

imomabf  Xmamad^  X,cri'=  dmamaCy  X?bfi.dfi 
die  gleichwerthigen 

adXiX^.btj .ci]  f=SbcXiX2*afl>dri 

AabXj^x^ .  adx^x^ .  cti^  =  Sacx^x^Hti .  dti, 

welches  Verallgemeinerungen  Schrot  er 'scher  Sätze  (a.  a.  0.  S.  302  und  303) 
sind.  Natürlich  leisten  in  dem  besprochenen  Falle  zwei  beliebige  Punkte 
der  Tangente  X  dieselben  Dienste,  wie  die  ganz  speciellen  x^  und  x^^  aber 
wir  können  nach  Schröter's  Vorgang  auch  Sätze  aufstellen,  bei  denen 
du  nicht  zutrifft 

FOr  die  Punkte  x^  und  x^  kann  man  die  Ausdrücke  nehmen: 

2kb  +  A«c. 

2Ac  +  A«d. 
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Denn,  weil  -    , 

1  dx 

ist,   so  liegt  dieser  Pankt  jedenfalls  auf  der  zum  Ponkt  x  gehörigen  Tan- 
gente X,  und  wegen  der  o£fenbar  vorhandenen  Beziehung 

»I  +  IX^es  X 

auch  der  Punkt  x^ ,  während  andererseits  der  Anblick  der  Oleiohungen  17) 
lehrt I  dass  x^  in  der  Ebene  ahc^  x^  in  der  Ebene  bed  sich  befindet. 

Multiplicirt  man  die  obigen  Gleichungen  beide  mit  der  Schmiogungs- 
ebene  17,  so  ergiebt  sich,  da  nach  9) 

[ari]  s=  ii^[abcd},     [hii]  =  —  ^*[ahcd]^     [eti]  =  (*[a6cil, 
.g^.  [dv]  =  -  [ahcd] 

18)  [x,fi]  =  (i(ii-'Xy[abcd],     [a?,iy]  =  -(^-A)«[a6ccf]. 

Weiter  folgt  aus  den  Gleichungen  17)  durch  äussere  Muttiplication  mit 
bcdf  cad  u.  s.  w.:        r    .    jn       r         ji       r  1.   ^ 

[ax^cd]  =  [abx^d]  =  2A[a&cd], 
[abx^d\  ==  [abcx^  =  l^[abcd}. 
Daher  hat  man  die  Proportionen: 

[Xibcd][afß  :  [ax^cdWbri]  :  [abx^djlcri] :  [abcd][Xifi] 

19)  =  [aa:,cd][ü>ij]  :  [a6a:^(l][ci7] :  [abcx^lldfj]  :  [aü>ccri[ar,i|] 
=  ^^-2A|i4:i«:(|^-A)«. 

Femer  liefern  uns  die  Gleichungen  8),  wenn  wir  darin  [xiX^]  statt 
X  schreiben  und  18)  benützen: 

[cdx^x^][ari][bri]  :  [bdXiX^][afi\[cri']  :  [bcXiX^][ari][dT{] 

:  [a(IXia:2][5T?][ci?] :  [acXiX^][bri][dri] :  [afta^iX,]  [ci7][di?]  :  [abcd][Xifi][x^fi] 

=  ^*  :  2 Af4»  :  iV*  :  3AV*  :  2AV  U*  :  (f*  -  A)*. 

Man  kann  wieder  auf  mannigfaltige  Art  X  und  11  eliminiren  und,  weil 
die  entstehenden  Gleichungen  homogen  sind ,  ohne  Weiteres  für  die  äusseren 
Producte  Tetraederinhalte  bezw.  Abstände  einführen.  Es  ergiebt  sich  so 
folgende  neue  Reihe  von  Beziehungen: 

Wenn  irgend  eine  Tangente  einer  beliebigen  oubischen 
Eaumcurve  die  zu  den  Punkten  a  und  (2  gehörigen  Schmiegungs- 
ebenen  abc  und  bcd  eines  beliebigen  Schmiegungstetraeders 
abcd  derselben  in  den  Punkten  x^  und  x^  trifft,  während  ^  eine 
willkürliche  Schmiegungsebene  jener  Curve  bezeichnet,  so 
ist  u.  A.: 
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x^bcd.ati.a^ri  =  aXiCd.bi^.Xii], 


ax^ed,hri.Xifi  =  abx^d.Cfi.Xitiy 


al)x^d,ci].Xifl  =  abcx^.dfi.Xifj, 


4xibcd,abcx^,afl.dfi  =  aXiCd.abXid,  bri.cri^ 


ix^bcd.abxid.ati  cti  =  axicd^bif. 


4  ax^ed .  abcx^  ,bfj .  dfi  =  abx^d^cti^j 


Vxilcd.ati.XiTi  —  VabcXi.di^.XiTi  =  rabcd^x^ri 

(Verallgemeinerang  eines  Satzes  von  Schröter,  a.  a.  0.  S.  302), 


Vx^bcd.af|  —  Vabx,d.Cf|  =  Vabcd.Xiti, 
Vax^cd.bti  —  VabcXi.drj  =  Vabcd.x^fif 


2  Xibcd .  ari  +  ax^cd  .bri  =  2yx^bcd,abcd.ari.Xiri^ 
2ax^cd.bri  +  abx^d.  cri  =  2k a^cd.a&cd.&ij.o;,^) 


axicd.b'q  +  2abx^d.cin  =  --^Vabxid.abcd.  cri.Xitiy 


abx^d.  ori  +  2abcx^.dri  =  —^Vabcx^.abcd.di^.x^fi, 

Ycdxfy.ati.bfi—  rabx^x^,  ciy .diy  =  r  atcd.iCjiy.a^iy, 

(Verallgemeinerang  eines  Satzes  von  Schröter,  a.  a.  0.  S.  302), 


bdXiX^.arj.di]  —  aeXiO^.bfi.dri 
=  2ybeXiXi.ari.dfivabcd,  Xifi.x^ri 
.[rcdXiX^.ari.bfi+Vabx^x^.  cij.  dri), 
2cdXiXi.ari.bfi  —  bdx^x^.ari  .crj  =  2V cdx^x^^abcd.ari^bri^Xiri.x^ri^ 


bdXiX^.afi.cti  —  2bcXiX2.ari.dri 
=  2VcdXiX2 .arj.bri  Vabx^ x^.crj.dri . abcd . a?, r^. a?^i/. 


cdXiX^.ari . bri  —  bcx^x^.ari  .drj 
-YcdXiX^.ari.briVabcd.Xiri.XiriyVcdx^x^.ari.bri  +  Vabx^Xi.cri.dri)^ 


2cdxiX2.ari.brj  —  acXiX^.brj.dfj 
=  2 K  c dxi x^ . a5cd .arj  .brj.Xirj.  x^rj 
^yV cdXiX^.ari.btj  +  VbcXiX^.ari  ,drj  +  V abXiO^.cri.dri), 
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Ans  jedem  der  obigen  Sätze  folgt  eine  besondere,  nnr  fllr  cnbisdie 
Parabeln  giltige  Beziehung  darch  Weglassen  der  auf  die  Ebene  i|  beiQg. 
liehen  Abstände  (vergl.  den  Schlnss  von  §  4).  Die  ersten  drei  Gleichnngea 
z.  B.  ergeben 

Xihcd  =  ax^cdf    ax^cd  =  a}>x^d^    ahx^d  =  aheXf^ 
and  letztere  im  Verein  mit  jenen : 

aiy :  &iy  =  hfl :  cri  ^  cti :  dti  =^  Xitj :  x^fi» 

Um  schliesslich  noch  die  zu  den  obigen  dualistischen  Sätze  formuliren 
zu  können,  muss  man  die  Yerbindungsebenen  1^  und  £y  der  Tangente 
X=iXiX^  mit  den  Curvenpunkten  a  und  d  einführen.  Bei  Benfltznng  der 
früheren  Bezeichnungen  ist  dann  z.  B.: 


5in|i/3yd.ay.|gy=>«n«|,ya./3y.giy,    u. 


rsinyö^ii^.Vy.Jy^VHnaß^^^^y.Jy^f^sinaßYd.J^.J^^      u,8.w. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  4)  und  10)  kOnnte  übrigens  ein  Theil  aller 
dieser  Sätze  auf  eine  andere  Form  gebracht  werden,  so  dass  nur  Abstände 
zwischen  Punkten  und  Ebenen  vorkämen;  der  erste  mit  seinem  reciproketi 
z.  B.  auf  die  folgende: 

Xid .ari.x^ri.by  =  x^y.bri  .Xifi^ad, 

kxd.ay  .l^y.ßc=-  liC . ßy ,  i^y . ad. 

§  7.    Erstes  Uebertrag^ngsprincip. 
Zufolge  11),  9)  und  d')  hat  man 

oder,  da  nach  §  1  [xf{\  ^  xti  .\x\.\ri\  u.  s.  w.  ist, 

=JVl -^ =  (f» - A)'[a6c(l]-', 

,      x6.rid.\i\.\d\       ^d.yS.\d\.\i\       ^'^       'L     .    J 
also : 

21)     y     ^Z»         ^y^^ {^-l)f/\d\.\6\.\aHd\-K 

Wir  bilden  nun  die  betrachtete  Baumcurye  dritter  Ordnung  auf  eine 
gerade  Linie  ab,  indem  wir  auf  letzterer  einen  Anfangspunkt  and  die 
positive  Richtung  beliebig  wählen  und  dem  zum  Parameterwerth  l  gehörigen 
Punkt  X  der  Curve  denjenigen  Funkt  x'  der  Geraden  zuordnen,  dessen  Ent- 
fernung vom  Anfangspunkt  gleich  l  ist.  Bezeichnet  ebenso  y  das  Bild  des 
zum  Parameterwerth  (a  gehörigen  Curvenpunkts  y,  so  ist  demnach  die  Ent« 
femung  der  Bildpunkte  x'  und  y  gleich   (fi  —  l).     Sieht  man  d  als  einen 
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|egt0D  Punkt  der  Cnrre  an ,  so  erscheinen  die  Gewichte  |  d \  und  \ö\  als 
Constanien  nnd  es  wird  folglich  die  Strecke  xy  den  in  21)  angegebenen 
dritten  Wurzeln  proportional.    Wir  haben  somit  folgendes 

1.  üebertragungsprincip:  Aus  jeder  homogenen  Beziehung 
jwischen  Strecken  einer  und  derselben  Geraden  ergiebt  sich 
ein  Satz  über  die  cubische  Rauracurve,  wenn  man  statt  einer 
beliebigen  Strecke  xy  der  Geraden  den  Ausdruck 

3  , 


xri 


oder  den  ihm  gleichen 


xd  .rid 


setzt,  wo  X  und  y  zwei  beliebige  Punkte  der  Curve,  $  und  ni 
ihre  Schmiegungsebenen  in  diesen  Punkten  sind,  d  dagegen 
einen  willkürlichen  festen  Punkt  der  Curve,  ö  die  Schmiegungs- 
ebene  in  demselben  bezeichnet. 

Betrachten  wir  das  einfachste  Beispiel  für  die  Anwendung  dieses 
Princips.    Bei  n  beliebigen  Punkten  1,  2,  3,...n  einer  Geraden  ist 

12 +  23  +  34  +  . ..  +  nl  =  0. 

Dies  liefert  den  Satz: 

Sind  o^ii  JTg,  x^,,..Xn^  d  (n  +  1)  beliebige  Punkte  einer  Raum- 
corve  dritter  Ordnung  und  £,,  ^g,  l,,...!«,  d  die  zugehörigen 
Schmiegungsebenen  derselben,  so  ist: 

/^  ^     +//    ^"^    +...  +  7/^^^^^   +7y„^lL^n 

Darob  die  vorhin  eingeführte  Abbildung  der  Curve  dritter  Ordnung 
auf  eine  Gerade  werden  offenbar  beide  Linien  projectiv  auf  einander  be- 
zogen, 80  dass  Gleichheit  zwischen  dem  Doppelyerhältniss  von  vier  be- 
liebigen Punkten  o^i,  x^f  rr,,  x^  (oder  den  zugehörigen  Schmiegungsebenen) 
der  Curve  und  demjenigen  ihrer  Bildponkte  besteht.  Schreibt  man  aber 
mit  Hilfe  des  gefundenen  Uebertragungsprincips  den  Ausdruck  hin ,  welcher 
dem  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  einer  Geraden  entspricht,  so  heben 
sich  darin  die  auf  d  und  ö  bezüglichen  Abstände  gegenseitig  auf  und  man 
erhält  für  denselben: 


Aa^enscheinlich  ist  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  linker 
Hand  z.  B.  gleich  dem  Doppelverhältniss ,  welches  die  Punkte  x^^ ,  x^  und 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  x^x^  mit  den  Ebenen  ^,  I4  (oder  auch  die 
Verbindongsebeiien  der  Punkte  o^j,   x^  mit  der  Schnittlinie  von  I3  und  $4 

Zeitmbiiflf.  Mmtbemmtik  u.  Pbjtik.  40.  Jmhrg.  1895.  i.  Heft  ^^ 
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sowie  die  Ebenen  £3  und  ^)  zusammen  liefern.  Wir  wollen  dasselbe  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Elemente  ^^^^sfi  nennen  und  können  dann 
folgenden  Satz  aussprechen: 

Das  Doppelverhältniss  von  vier  beliebigen  Punkten  einer 
oubisohen  Baumcurve,  oder  dasjenige  der  zugehörigen 
Sohmiegungsebenen  (das  heisst  das  Doppelverhältniss  der  vier  Ebenen, 
durch  die  jene  vier  Punkte  aus  irgend  einer  Sehne  der  Cnrve  projieirt 
werden,  bezw.  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  in  denen  jene 
Schmiegungsebenen  von  irgend  einer  n^^^^s^**  —  Schnittlinie  zweier 
Schmiegungsebenen  der  Curve  -^  geschnitten  werden),  ist  gleich  der 
Cubikwurzel  aus  dem  Doppelverhältniss,  welches  die  ersten 
beiden  Curvenpunkte  zusammen  mit  den  Schmiegungsebenen 
in  den  beiden  anderen,  oder  die  ersten  beiden  Schmiegungs- 
ebenen zusammen  mit  den  Anschmiegungspunkten  der  beiden 
übrigen  bestimmen.* 

§  8.    Zweites  TTebertragungsprinoip. 
Aus  den  Oleichungen  12)  und  8)  folgt,    wenn  man  die  zum  Punkt  d 
gehörige  Tangente  cd  der  Curve  mit  D  bezeichnet: 

— — = = =  (f*—  iy[abcd]-\ 

[XD][YD]        momXDmomYD.\D\^        vr       /  i 

oder: 


y ^^^ =  (^  _  x)y'\D\*[aebd]-K 


22) 

'     mom  XD  mom  TD 

Durch  eine  ähnliche   Betrachtung,  wie   die  im  vorhergehenden  Para- 
graphen angestellte,  findet  man  daher  folgendes 


i  a  kann  diesen  Satz  einfacher  und  directer  beweisen,  wenn  man  di« 
Packte  a  und  d,  die  ja  zwei  beliebige  Punkte  der  Curve  sind,  und  zwei  be- 
liebige andere  Punkte  x  und  y  derselben  zusammen  betrachtet.  Durch  aussen 
MuItipUcation  der  Oleichangen 

x  =  a  +  Blh-hSX*c  +  X^d 
und 

mit  der  Sehne  ad  der  Curve  erhält  man 

[adx]  =  -  Sl([ahd]  -f  l[acd)), 

[ady]  =  -Sfi{[abd]  +  ß[acd])f 
das  heisst  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  a,  d,  x^  y  ist  gleich  ^:X. 
Multiplicirt  man  aber  jene  Oleichangen  mit  der  Schnittlinie  h  c  der  za  den  Punkten 
a  und  d  gehörigen  Schmiegangsebenen  a  =  abc  und  9  =  bcdy  so  kommt 

[6ca;]  =  [a6c]-t-X»[6cd], 
lbcy]  =  [abc]-^(i*[bcd], 
wonach  das  durch  die  Elemente  a^  8^  x^y  bestimmte  Doppelverhältniss  den  Werih 
/*» ;  1»  hat. 
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2.  Uebertragungsprincip:  Aus  jeder  homogenen  Beziehang 
zwischen  Strecken  einer  and  derselben  Geraden  ergiebt  sich 
ein  Satz  über  die  cubische  Raumcnrye,  wenn  man  statt  einer 
beliebigen  Strecke  der  Geraden  den  Ausdruck 

4, 


f: 


momXT 


m(mi^  XDmom  TD 

setzt,   wo  X  and   Y  zwei    beliebige  Tangenten   der  Curve  sind 
und  D  eine   willkürliche   feste  Tangente   derselben   bezeichnet. 

Dabei  hat  man,  wie  leicht  einzusehen  ist,  den  zu  zwei  Tangenten- 
paaren  X  T  and  X^  T^  gehörigen  vierten  Wurzeln  dann  und  blos  dann  gleiches 
Yorzeichen  zu  geben,  wenn  eine  veränderliche  Tangente,  die  stetig  und 
ohne  umzukehren  an  der  Curve  so  hingleitet,  dass  sie  aus  der  Lage  X  in 
die  Lage  T  ohne  üeberschreitung  der  Lage  D  kommt,  durch  dieselbe  Be- 
wegung auch  aus  der  Lage  X,  in  die  Lage  7|  gelangen  kann,  ohne  durch 
die  Lage  D  hindurchgehen  zu  müssen. 

Benützen  wir  als  Beispiel  wieder  die  einfachste  Streckenbeziehung,  zu 
der  n  Punkte  einer  Geraden  Anlass  geben.     Wir  erhalten  den  Satz: 

Wenn  Xj,  ^,  X,, ...  X„,  2)  («  +  1)  beliebige  Tangenten  einer 
Baamcnrve  dritter  Ordnung  vorstellen,  so  ist 

1/  mom  X,  Xg 7/  momX^X^ 

^     momXtBmamX^D      ^     momX^DmonX^D 

,  j/        momXnX,         ^^ 
'     momXnDmomX^D 

Ist  die  Streckengleichung,  von  der  man  ausgeht,  in  Bezug  auf  die 
Endpunkte  der  darin  vorkommenden  Strecken  homogen,  so  werden  in  dem 
Satz,  den  das  besprochene  Uebertragungsprincip  liefert,  die  Momente  in 
Bezog  auf  die  feste  Tangente  D  herausfallen.  So  ergiebt  z.  B.  die  bekannte 
Beziehang  12.34+13.41  +  14.23  =  0 

zwischen  vier  beliebigen  Punkten  1,  2,  3,  4  einer  Geraden  den  Satz: 

Zwischen  vier  beliebigen  Tangenten  X|,  X^,  JS^,  X4  einer 
cobischen  Baumcurve  besteht  die  Beziehung 

V — ^^^^- —     V — = — 

^  iiuwi  XjXg  »10111X5X4+^  mom  XiXjWomX^Xi 

+y  momX^X^ mom ^X,  =  0. 

(Dieser  Satz    kann   übrigens    leicht  auf  den  vorhergehenden  zurückgeführt 

werden  and  ist  eigentlich  schon  in  §  5  vorgekommen.) 

Endlich  erbalten  wir  noch  (vergl.  den  Schluss  von  §  7)  den  Satz: 
Das  Grassmann^sche  Doppelverhältniss  von  vier  beliebigen 

Tangenten   einer  Baumcurve    dritter   Ordnung    ist    gleich   der 
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vierten  Potenz  des  Doppelverh&ltnisses  der  zugehörigen  Be- 
rtthrangspnnkte  (oder  der  vier  Schmiegnngsebenen,  in  welchen 
jene  Tangenten  liegen).* 

§  9.    Drittes  Uebertragungsprincip. 

Wenn  x  und  y  zwei  beliebige,  den  Parameterwerthen  k  und  ft  eni* 
sprechende  Punkte  der  untersuchten  Baumcnrye  dritter  Ordnung  sind,  so 
wollen  wir  den  sechsfachen  Inhalt  des  zur  Sehne  xy  gehörigen  Schmiegnngi- 
tetraeders  der  Curve  mit  V{xy)  bezeichnen.  Um  zunttchst  für  die  beiden 
noch  nicht  bekannten  Ecken  dieses  Tetraeders  ^  die  wir  x^  und  yi  nennen 
wollen,  eine  Darstellung  zu  finden,  schlagen  wir  folgenden  Weg  ein.  Jeder 
Punkt  der  in  x  an  die  Curve  gelegten  Tangente  X  lässt  sich  in  der  Form 

dx 

schreiben.  Damit  dieser  Punkt  in  der  zum  Punkt  y  gehörigen  Schmiegangt- 
ebene  i}  liegt,  muss  sein  Süsseres  Product  mit  i;  verschwinden,  also 

sein.     Nach  11)  ist  aber     -     ,       ,        ,,.,,,, 

[xri\  =  {ii-kY[abcd], 

mithin: 

Ebenso  findet  man  fdr  den  Schnittpunkt  der  zum  Punkt  x  gehörigen 
Schmiegungsebene  £  mit  der  Curventangente  Y  im  Punkt  y  den  Ausdruck: 


*  Zu   dem   von    Graasmann   aufgestellten   Doppelverhältniss  von  vier  «i 
einander  windschiefen  Geraden  vergleiche  man  die  interessanten  Ausftthnmgen 
von   E.  Study   in  Grassmann's   gesammelten   Werken  Band  3  Theil  1  8.409 
(Anmerkung  zu  S.  272).     Man  beweist  übrigens  den  obigen  Satz  am  einfachsten 
so :   Wie  wir  in  der  Anmerkung  auf  S.  226  sahen ,  ist  das  Doppelverhältniss  der 
vier  beliebigen  Ourvenpunkte  a,  d^  Xj  y  gleich /u:  X.   Durch  äussere  Multiplioation 
der  Gleichung  2)  und  der  entsprechenden  für  Y  mit  den  zu  den  Punkten  a  und 
d  gehörigen  Tangenten  Azz[dh]  und  D=i[cd]  erhält  man  aber 
[AX]z=zX*[ahcd]y    \XD]  =  [ahcd\, 
[AY]=(ii*[abcd],    [YD]  =  [abcd\, 
also  ist  das  Doppelverhältniss  der  vier  Geraden  A^  2>,  X,  Y^  nämlich: 
r^X]   ,   [AY]    _  niomJX.  viomÄY' 
[XD]   '   [YD]        momYT)'  moniYD* 
gleich  fi* :  V.    Wie  ich  nachträglich  bemerkt  habe,   hat  Sturm  den  fraglicbeD 
Satz,  als  von  Voss  herrührend,  in  etwas  anderer  Form  schon  in  „Grelle's  Jonntl 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik"  Bd.  86  S.  130  (1879)  mitgetheilt 
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dv 


"''  ,=   *-" 


3 

Das  Sossere  Prodnct  der  Ecken  des  fraglichen  Schmiegungstetraeders 
wird  daher 

also,  weil  nach  §  2 

['S]'".  ['%\-''- 

and  nach  12)  r-^-^      ,        ..it  ,     ,i 

[XT]  =  {^i-lY[abcd] 

lSt| 

[s^Xfiyiy]  =  U  -  A)«[a6c(i]. 

Bestimmen  wir  noch  die  ftasseren  Prodacte  der  Pnnkte  Xft,  und  yx  mü 
der  Schmiegnngsebene  6.    Nach  9')  ist 

und  daher 

\Xßö]  =  [xö]  =  [ah  cd]. 

Denselben  Werth  hat  offenbar  [yiS], 
Also  wird 

— [???M] ^J!?),, =  (^-A)n«6cdi-». 

oder 
23) 


r         xö  .  Xßö .yiö  .yö 
Wir  erhalten    somit   (vergl.  die   beiden  vorhergehenden   Paragraphen) 


3.  Uebertragangsprincip:  Aas  jeder  homogenen  Beziehung 
i  xwischen  Strecken  einer  und  derselben  Geraden  ergiebt  sich 
ein  Satz  über  die  cubische  Baumcurve,  wenn  man  statt  einer 
beliebigen  Strecke  der  Oeraden  die  sechste  Wurzel  aus  dem 
Inhalt  eines  beliebigen  Schmiegungstetraeders  der  Curve, 
diyidirt  durch  die  sechste  Wurzel  aus  dem  Product  der  Ent- 
fernungen der  Ecken  dieses  Tetraeders  von  einer  willkürlichen 
feiten  Schmiegnngsebene  der  Curve,  oder  dualistisch  die 
Beehste  Wurzel  aus  dem  Sinus  des  Schmiegungstetraeders, 
dividirt  durch  die  sechste  Wurzel  aus  dem  Product  der  Ent- 
fernangen  der  Seitenebenen  des  Tetraeders  von  einem  will- 
Hrliehen  festen  Punkt  der  Curve,  setzt 
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üeber  die  Vorzeichen  der  fraglichen  sechsten  Wurzeln  iBssk  sieh 
ähnliche  Regel,  wie  in  §  8,  aufstellen. 

Wir  beschränken  uns  auf  ein  Beispiel,  das  dem  ersten  der  in  den 
§§  7  und  8  vorgefahrten  entspricht. 

Sind  Xi,  d^,  x^.,.Xuf  d  (n+l)  beliebige  Punkte  einer  Baum- 
cnrve  dritter  Ordnung  und  $^,  g,,  $s...|«,  6  die  zugehörigen 
Schmiegungsebenen,  bezeichnet  ferner  Fj^i  resp.  Siiiai  den  eeehs- 
fachen  Inhalt  resp.  den  Sinus  des  zur  Sehne  XkXi  (oder  dem 
Schmiegungsstrahl  ^k^i)  gehörigen  Schmiegungstetraederi; 
Xki  resp.  ^ki  den  Schnittpunkt  der  Curventangente  in  Xk  mit 
der  Schmiegungsebene  &  resp.  die  Verbindungsebene  jener 
Tangente  mit  dem  Punkt  Xi^  so  ist 

'       Xi6  »X^2^»^%1^»^2^         '       X^ö  ,X^^Ö  ,X^2^'^i^ 


^V^.---'"' 


y.i_ 


« 


V — ' 


Bei  der  cubischen  Parabel ,  welche  unter  ihren  Schmiegungsebenen  die 
unendlich  ferne  Ebene  hat,  kann  man  letztere  statt  der  beliebigea 
Schmiegungsebene  d  nehmen,  wodurch  bei  der  Anwendung  des  ersten  Theils 
des  obigen  üebertragungsprincips  die  Entfernungen  der  Ecken  der  Schmiegangi- 
tetraeder  von  6  in  Wegfall  kommen  (vergl.  den  Schluss  von  §  4).  Man 
erhält  so  das  specielle  üebertragungsprincip,  das  Gino  Loria  in  seineri 
in  der  Einleitung  angeführten  Abhandlung  ausgesprochen  hat,  und  welches 
auch  leicht  aus  einem  Satz  von  Schröter  (a.  a.  0.  S.  308)  folgt 

§10. 

üeber  die  Inhalte  bezw.  Sin  der  Schmiegungstetraeder  einer  cubischen 
Raumcurve  sollen  jetzt  noch  einige  Sätze  abgeleitet  werden,  die  zum  Theil  in 
der  besonderen  Form,  die  man  ihnen  bei  der  cubischen  Parabel  geben  hann,  in. 
Schröter 's   mehrfach  erwähnter  Arbeit   (a.  a.  0.  auf  S.  307)  vorkommeD«. 
Wir  dürfen  annehmen,  die  Parametervertheilung  auf  der  Curve  sei  so  vor — 
genommen,   dass  irgend  einem  bestimmten  Werthe  des  Parameters,    üiw 
A  =  —  1,  ein  willkürlicher  Punkt  e  der  Curve  entspricht.   Die  Tangente  beiiv« 
Schmiegungsebene  in  diesem  Punkt  heisse  E  bezw.  s.    (Solche  willkürlid^«^ 
aber  als   fest  betrachteten  Elemente   kamen  schon  in   den  früheren  Purm« 
graphen  vor;  in  den  §§7—9  waren  es  der  Punkt  d  mit  der  Tangente  Jf 
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und  der  Sehmiegungsebene  6).     Zur  Vereinfachung  des   sprachlichen  Aus- 
dmcka   werden  wir  einige    Benennungen  anwenden,   die  bisher  schon  mit 
Nniien   hStten    gebraucht  werden   können.     Unter  der  reducirten  Ent- 
fernung   zweier  Punkte  oder  eines  Punktes  von  einer  Ebene^  dem  redu- 
cirten sin  eines  FlSchenwinkels,  dem  reducirten  Moment  zweier 
Geraden,   dem    reducirten    Inhalt   eines  Tetraeders    (als  bestimmt 
durch  seine  vier  Ecken),    dem  reducirten  Sin  eines   Tetraeders  (als 
bestimmt   durch  seine  vier  Seitenebenen)  u.  s.  w.  wollen  wir  den  Quotienten 
verstehen,  der  snm  Zfthler  die  betreffende  metrische  OrCsse  hat,  zum  Nenner 
di^egen  das  Product  der  Entfernungen  der  jene  Grösse  bestimmenden  Ele- 
mente —  wenn  es  Punkte  oder  Ebenen  sind  —  vom  festen  Punkt  e  bozw. 
der  festen  Schmiegungsebene  f,    oder  das  Product  der  Momente  in  Bezug 
aaf  die  feste  Tangente  E,  wenn  es  Geraden  sind.    Es  mögen  die  reducirten 
metrischen  Grössen  durch  Vorsetzen  des  Buchstabens  9t  bezeichnet  werden. 
Hiernach  ist  z.  B.  die  reducirte  Entfernung  des  Punktes  x  von  der  Ebene  rj 

3i^ — Ji_. 

xs  ,rie 
das  reducirte  Moment  der  Geraden  X  und  T 


^         T=r^  momXY 

SUmornZF: 


mamXEmomYE 
der  reducirte  sechsfache  Inhalt  des  Tetraeders  ah  cd 


abcd 


«a6cd=     _  —  1.  _  , 
as.hs . ce ,ds 

Q.  8.  w.  (Wenn  $  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammenfällt ,  gehen 
die  reducirten  Entfernungen  yon  Punkten  und  die  reducirten  Inhalte  in  die 
gewöhnlichen  über.)  Bei  der  oben  gemachten  Annahme,  dass  den  festen 
Elementen  e,  E^  s  der  Parameterwerth  A  =  — 1  entspreche,  erhält  man 
am  den  Gleichungen  11),  12)  und  9): 

24)  [xs]  =  [^e]=^{l  +  knabcd], 

25)  [XE]=^(l+ky[abcd\, 

26)  [as]  =  [6£]  =  [cb]  =  [de]  =  -  [abcd]. 

Seien  x  und  y  die  Punkte ,  in  welchen  die  Schmiegungsebenen  §  und 
1}  den  beliebigen  |,Schmiegungsstrahl^  oder  die  „Achse*'  bc  (die  Schnitt- 
linie der  beiden  Schmiegungsebenen  a  und  ö)  schneiden.     Man  kann  setzen 

x^b  +  lc,    y  =  b  +  (AC, 
denn  es  ist  i.  B. 

WS]  =  m]  +  A[c|]  =  (-  A«  +  k')[abcd]  =  0 

(lielie  Gleichnng  9),  also  liegt  in  der  That  x'  in  |.    Wegen  26)  erhält  man 

[x'i]  =.  [bi]  +  X[ci]  =  -  (1  +X)[abcd], 

fy«l-=-(i+f*)[aM. 


Ifetriflbh«  Eigensctiafleii  ^#r  sabisabsii  HaumeiirTeit. 


Ferner  bt  .  ,  „       .        ....   , 

Man  juaUtplicire  diese  ßleichung  mit  einem  Feld  F  (äusaeren  Prodtict 
zweier  StreckeQ),  dessen  Inhalt  I  und  dessen  Bteltung  senkrecht  tut  Qe- 
raden  bc  oder  dff  lat,  und  dividire  dann  durch  däs  Predoet  der  beiden 
vorhergehenden  Gleiehnngen.     Eg  kommt 


2T)  gtxV- 

Oualisliscli  diua  ist 
27') 


xg 


^-l 


X  (.  g  f 


[bcF\\i\\ 


fi.V«       (i  +  i)(i  +  f) 


\ßrr\\e\\ 


WO  1^  nnd  ff  die  beiden  Ebenen  bezeichnen ,  durch  welche  die  Carren- 
pankte  x  und  ^  aue  der  beliebigen  Sehne  ad  oder  ^y  der  Curire  projicirt 
werden  fund  F'  ein  lu  ad  senkrechtes  Feld  vom  Inhalt  l  Torsteltt). 

Da  I  an  Stelle  der  in  §  10  benütiten  festen  Schmiegnngsehene  6  ge- 
treten isi ,  mttisen  jetst  statt  [Sß  d}  und  [^^  d j  die  Ias;seren  Producte  [Xf^  ij 
^nd  [jrii]  berechnet  werden.     Nun  iet  nacb  34}  S 


somit 

und  entsprechend 


[x^ 0  =  [(«  +  ^  jf)t]  =  -  (1  +  im+ii)[abcdl 


In  §  9  wurde  gefanden 


Daher  ist 


*^^yiy 


[xi][x^i][yit]y«] 


_         (t^-lf 


.[abcd\ 


-» 


mithin  der  reducirte  sechsfache  Inhalt  des  xur  Sehne  xff  gehörigen  Schmie- 
gungstetraeders 

28)«r(xy)  =  «:^i;:^y=   _  *JL^'^  _   =^I^X^^ \,\*[alcd]  '\ 

Einen  enteprechendon  Ausdruck  glebt  e«  f&r  den  r«duoirten  Sinns  eineg 
Schmie^agstetmeders,  nlmlich 


28*) 


8Iä3iii<|ij) 


((•-1)' 


^i  +  iy{\  +  fif 


k(*["PHl-' 
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Durch  VergleiohnDg  von  27)  und  28)  ergiebt  sich  zunftohst  folgender 
Sats  (vergL  den  besonderen  Fall  bei  Schröter  a.  a.  0.  S.  308): 

Die     bezttglich    einer    willkürlichen    festen    Schmiegnngs- 

ebene  einer   cnbisohen   Baumoarve   redncirten    Inhalte    der   zn 

iwei  beliebigen  Sehnen   dieser  Curve   gehörigen  Schmiegungs- 

tetraeder  verhalten  sich  zu  einander,  wie  die  sechsten  Potenzen 

der     redncirten    Lftngen     der     beiden     Strecken,     welche     die 

Sehmiegungsebenen    in    den    Endpunkten    je    einer    Sehne    auf 

einem    beliebig    gewftblten    Schmiegungsstrahl    (der    Schnittlinie 

Irgend  zweier  Sehmiegungsebenen  der  Cunre)  ausschneiden. 

Auf  Grund  yon  27')  und  28')  können  wir  hinzufügen,  dass  die  frag- 
lieben  redncirten  Inhalte  sich  auch  verhalten  wie  die  sechsten  Potenzen 
der  sm  der  Flächen winkel ,  durch  welche  die  beiden  Sehnen,  zu  welchen  die 
Schmiegnngstetraeder  gehören ,  aus  einer  beliebig  gewählten  Sehne  der  Curve 
projicirt  werden,  sowie,  dass  die  redncirten  iSin  jener  Schmiegungstetraeder 
iB  demselben  Verhältniss  stehen. 

Die  Oleichungen  11),  12),  24),  25)  liefern  uns  femer: 

[xy]     _     [ly]  ii^-^f        r,^  , 

[zt][r,e]  -  [|e][yt]  "  (1  +  i)»(l  +  ^)'  ^'''"'^'  ' 


oder: 


[XT]_  __     (f  -  i.y     . .  ,, , 

[xji:][TE]  -  (1  +  A)'(i  +  (.y  ^""'"J  ' 


29)  8t».?-gl|y=   ^i^lyf^^l^y  \B\.\e\.\abcdy^, 

30)  mfmmXY^-^^^^^^^^-^\E\nabcd]-K 

Sonach  besteht  noch,  wie  die  Gegenüberstellung  von  28)  und  30) 
bezw. 29)  zeigt,  der  weitere  Satz: 

Die  Quadrate  der  redncirten  Inhalte  (wie  auch  der  redn- 
cirten Sinus)  der  Schmiegnngstetraeder,  die  zu  zwei  beliebigen 
Sehnen  einer  cubischen  Raumcurve  gehören,  verbalten  sich 
wie  die  dritten  Potenzen  der  redncirten  Momente  der  Tangenten 
in  denEndpunkten  je  einer  Sehne,  und  wie  die  vierten  Potenzen 
der  redncirten  Entfernungen  eines  Endpunktes  je  einer  Sehne 
von  der  Schmiegungsebene  im  anderen  Endpunkt. 

§11. 

H.  Schröter  hat  a.  a.  0.  S.  305  den  Satz  bewiesen: 

Irgend     vier    Punkte     einer    cubischen    Parabel     sind     die 

Ecken  eines    derselben    einbeschriebenen   Tetraeders;  die   vier 

Sehmiegungsebenen  in  diesen  Punkten  bilden  ein  zugehöriges, 

der  cubischen  Parabel    umschriebenes  Tetraeder;    das  Volumen 
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des  einbeschriebenen  Tetraeders  ist  das  nennfache  von  dem 
Volumen  des  umschriebenen« 

Nach  allem  Vorhergegangenen,  man  vergleiche  namentlich  §  10, 
dflrfen  wir  bestimmt  vermathen,  dass  dieser  Satz  auch  fttr  beliebige 
Ranmcnrven  dritter  Ordnung  gilt,  voransgesetzt,  dass  man  statt  der  Banm- 
inhalte  selbst  die  bezüglich  einer  beliebigen  Schmiegnngsebene  der  Corve 
reducirten  Rauminhalte  nimmt.  Die  folgende  üntersnchong  wird  das 
bestätigen  und  ausser  dem  dualistischen  Satze  auch  noch  eine  neue  Eigen* 
Schaft  der  cubischen  Parabel  ergeben.  Wir  nehmen  zu  Ecken  des  ein« 
geschriebenen  Tetraeders  die  zu  den  Parameterwerthen  0,  X^  fi,  oo  ge- 
hörigen Curvenpunkte  a,  x^  y,  d,  von  welchen  der  erste  und  letste  ja  * 
auch  als  willkttrlich  zu  betrachten  sind.  Fasst  man  das  Süssere  Produet 
der  Gleichungen:  x^a+3lh  +  3A»c  +  X^d, 

zwischen  die  Factoren  a  und  d,  so  foUen  die  a  und  d  enthaltenden  Olieder 
weg  und  es  kommt       |-^^y^j  ^  g;^^^^  _  l)[ahcd]. 
Daher  ist: 

31)   ^^a^  _  i^^      =.  a+täly  i'l-[a^cd]-'- 

Wir  haben  jetzt  die  Ecken  des  durch  die  vier  Schmiegungsebenen  a, 
£,  i}>  H  bestimmten  Schmiegungstetraeders  auszudrücken.  Zwei  derselben 
bestehen  in  den  Schnittpunkten  x  und  y  des  Schmiegungsstrahles  ai  oder 
hc  mit  §  und  17,  für  welche  in  §  10  gefunden  wurde: 

[xb]  =  -  (1  +  })[ahcd],     [yB]  =--  -  (1  +  f*)[a6cd] 

Die  beiden  übrigen  Ecken  —  sie  mögen  a  und  i  heissen  —  liegen 
auf  der  Schnittlinie  von  l  mit  1}  und  ausserdem  der  erste  in  der  Ebene 
a^  ahc^  der  andere  in  der  Ebene  ^  ^hcd^  können  also  durch  Oleichungen 
der  Form:  a'=^a  +  Qh  +  cc,    ä'=h  +  xc  +  vd 

dargestellt  werden.  Drückt  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  9)  die  Süsseren 
Producte  der  Punkte  a  und  cf  mit  den  Ebenen  |  und  17  aus  und  setzt 
dieselben  gleich  Null,  so  kommt  nach  Weglassung  des  bekanntlich  immer 
von  Null  verschiedenen  Factors  \ahcd]', 

X^  -  qX^  +  tf  A  =  0,      fi»  -  (»fi*  +  tf ^  =  0, 

-A«+rA  -  t;  =  0,     -/[**+ t/ia  -  t;  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich 
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Somit  hat  man 

[axy*d]  =  Xfi{(i  —  k)[abcd] 
und  wegen  26) 

[a'B]  =  [ets]  =  -  (1  +  A)(l  +  (,)[ahcd]. 
Daher  wird 

32)  ir7^=  V  f^--^-  a'lim'L)  \^nai>cä]-^. 

Folglich  ist  in  der  That 


fHaxyd^^dfUaxyd:. 

Der  reciproke  Satz  bedarf  nach  §  2  keines  besonderen  Beweises.  Er 
ISast  sich  folgendermassen  aussprechen: 

Der  bezflglich  einer  beliebigen  Schmiegungsebene  einer 
enbischen  Raamcarve  reducirte  Sinus  irgend  eines  der  Curye 
umschriebenen  Tetraeders  ist  das  neunfache  von  dem  redu- 
eirten  Sinnsdesjenigen  der  Curve  einbeschriebenen  Tetraeders, 
dessen  Ecken  in  den  Anschmiegungspunkten  der  Seitenebenen 
des  ersten  Tetraeders  bestehen. 

Gehen  wir  zu  dem  ersten  Satz  zurück  und  wenden  ihn  auf  eine 
cabische  Parabel  an,  so  ist  also,  wenn  c  eine  beliebige  Schmiegungsebene 

ae  .xs.ye,  de  ae  x'e.ye.d^e 

aber  andererseits  nach  dem  Schr9*ter*schen  Satz  (der  sich  hieraus  ergiebt, 
wenn  man  f  die  unendlich  ferne  Schmiegungsebene  der  cubischen  Parabel 
bedeuten  Iftsst),  — ^  ^  97^7^. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

ai.XB  .ye  .  ds  =  ae  ,xe.  y  €,d's, 
oder  in  Worten : 

Steht  ein  beliebiges,  einer  cubischen  Parabel  einbeschrie- 
benes  Tetraeder  zu  einem  derselben  umschriebenen  Tetraeder 
in  der  Beziehung,  dass  die  Ecken  des  ersteren  die  Anschmieg- 
nngspnnkte  der  Seitenebenen  des  letzteren  sind,  so  haben  die 
Prodacte  der  Entfernungen  der  Ecken  des  einen  und  des  an- 
deren Tetraeders  von  irgend  einer  Schmiegungsebene  der  cubi- 
schen Parabel  beide  denselben  Werth. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  reducirten  Inhalt  eines  beliebigen,  einer 
allgemeinen  cubischen  Baumcurve  einbeschriebenen  Tetraeders  berechnen, 
dessen  Ecken  o;^,  x^^  x^,  x^  heissen  und  zu  den  Werthen  A|,  A,,  A,,  k^  des 
Parameters  gehören  mögen.  Der  Einfachheit  wegen  lassen  wir  die 
Schmiegungsebene  e  jetzt  mit  8  zusammenfallen.     Es  ist  dann 

Xi=  a  +  5Xib  +  3AV  +  X\d,      (i  =  1,  2,  3,  4) 
also: 
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[xiX^x^x^]  =  9 


^ 
^ 


X  2     A-, 


^3       *  8       ^8 
A4       A4       A4 


|(i,-i,)(A,-A,)(a,-i,)[a6c«q, 


folglich  [siehe  9')]: 
33) 


x^x^x^x^ 


x^ö  .x^ö  .x^ö  ,x^ö 

=  Hh-h)ih-h)iK-h)(J^-h)(h-KX^-K)\m^bcä\-\ 

Der    sechsfache   Inhalt   des    zur    Sehne    XiXk  gehörigen  Schmiegnngs- 
tetraeders  werde  mit  Vik  bezeichnet     Man  hat  (siehe  §  9) 

fHVik=^(kk-lif\ö\'[abca]'^. 


Daher  ist 


(9^1^8^8^4) 


«F,o.«F,,.«F, 


13  • 


SlFgj.  8IF24.  8IF34, 


das  heisst: 

Die  sechste  Potenz  des  darch  neun  getheilten  redncirten 
Inhalts  eines  beliebigen,  einer  cubischen  Baamcarve  ein- 
beschriebenen  Tetraeders  ist  gleich  dem  Prodnct  aus  den  re- 
dncirten Inhalten  der  zu  den  Kanten  dieses  Tetraeders  gehörigen 
Schmiegungstetraeder  der  Curve. 

(Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Schröter  a.  a.  0.  S.  308.) 
Den    reciproken    Satz    zu    formuliren,    kann    dem    Leser    flberlassen 
bleiben. 

§12. 

Es  finden  sich  in  der  schon  wiederholt  angeführten  Abhandlung  von 
Schröter  (a.  a.  0.  S.  314  —  318)  auch  einige  (zum  Theil  von  Hurwits 
herrtthrende)  Sätze  über  Inhalte  von  Körpern,  zu  deren  Begrenzung 
Stücken  der  Tangentenfläche  einer  cubischen  Parabel,  oder  Stücken  von 
Kegelflächen,  welche  eine  cubische  Parabel  zur  Leitlinie  haben,  gehören. 
Ohne  die  in  Betracht  kommenden  metrischen  Eigenschaften  der  Collineationen 
genauer  zu  untersuchen,  können  wir  doch,  auf  die  Ergebnisse  der  letzten 
Paragraphen  gestützt,  die  Regel  entwickeln,  nach  welcher  die  projective 
Verallgemeinerung  derartiger  Sätze  vorzunehmen  ist.  Es  hat  sich  gezeigt, 
dass  bei  der  projectiven  Verallgemeinerung  von  Sätzen  über  eine  cubische 
Parabel  an  Stelle  des  Inhalts  eines  Tetraeders  der  „reducirte*  Inhalt  tritt, 
das  heisst  der  Quotient  aus  dem  Inhalt  und  dem  Product  der  Entfernungen 
der  Ecken  des  Tetraeders  von  einer  willkürlichen  Schmiegungsebene  €  der 
Raumcurve  dritter  Ordnung  allgemeinster  Art,  welche  die  Stelle  der 
cubischen  Parabel  einnimmt  Handelt  es  sich  um  einen  beliebig  begrenzten 
Körper^  so  wird  man  denselben  in  tetraedrische  Elemente  zerlegen.    Denkt 
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ona  dich  ein  jedes  dieser  Elemente  mit  einer  Masse  versehen,  die  der 
TJerien  Potenz  der  Enfemang  eines  mittleren  seiner  Pankte  von  der 
Schmiegungsebene  e  umgekehrt  proportional  ist,  so  hat  man  offenbar  beim 
Oebergsog  von  der  cnbiscben  Parabel  zur  allgemeinsten  cubischen  Baum- 
eom  die  gesammte  Masse  des  Körpers  statt  seines  Inhaltes  einzuführen. 
Die  fraglichen  Sätze  von  Hurwitz  und  Schröter  nehmen  dann  folgende 
Form  an: 

1.  Bezeichnet  ahcd  irgend  ein  Schmiegungstetraeder  einer 
beliebigen  cubischen  Baumcurve,  von  welchem  die  Ecken  a 
ond  d  auf  der  Curve  liegen,  so  begrenzen  die  Schmieguugs- 
ebeneo  ahc  und  hcd  nebst  den  Stücken  von  Kegelfl&chen  dritter 
Ordnung,  durch  welche  der  Curvenbogen  ad  aus  den  Ecken 
h  andc  projicirt  wird,  einen  Körper,  dessen  Masse  ein  Zehntel 
von  der  Masse  des  Schmiegungstetraeders  beträgt,  voraus- 
gesetxt,  dass  man  jedem  Element  dieser  Körper  eine  Masse 
ertheilt,  die  der  vierten  Potenz  der  Entfernung  eines  mitt- 
leren seiner  Punkte  von  einer  willkürlichen  Schmiegungs- 
ebene  i  der  Curve  umgekehrt  proportional  ist.* 

2.  Zieht  man  von  aundd  nach  sämmtlichen  zwischenliegenden 
Pankten  der  cubischen  Baumcurve  Strahlen,  so  schliessen  die 
erhaltenen  Kegelstttcken  einen  Körper  ein,  dessen  Masse  [bei 
derselben  Voraussetzung  über  die  Massenvertheilung  wie  unter  1)]  drei 
Zehntel  von  der  Masse  des  Schmiegungstetraeders  ahcd  ist. 

3.  Die  geradlinige  abwickelbare  Fläche  vierter  Ordnung» 
welche  von  sämmtlichen  Tangenten  der  cubischen  Baumcurve 
gebildet  wird,  theilt  das  Schmiegungstetraeder  ahcd  in  zwei 
solche  Stücken,  deren  Massen  [bei  der  unter  1)  getroffenen  Festsetzung 
über  die  Massenvertheilung]  sich  zu  einander  verhalten,  wie  29:  1, 
wobei  das  Stück  mit  der  grösseren  Masse  an  der  Kante  ad  liegt. 

Um  vorstehende  Sätze  direct  zu  beweisen,  berechnen  wir  zuerst  die 
Masse  des  Schmiegungstetraeders  ahcd.  Wir  denken  uns  die  Parameter- 
▼eriheilung  auf  der  Curve  so  vorgenommen,  dass  den  positiven  Werthen 
des  Parameters  X,  die  Punkte  des  zwischen  a  und  d  innerhalb  des  genannten 
Tetraeders  verlaufehden  Curvenbogens  entsprechen.  Ein  beliebiger  Punkt  z 
innerhalb  jenes  Tetraeders  ist  dann  durch 

if  =  a  +  u(6  -a)  +  t;(c— a)  +  io{d—a) 
mit  der  Beschränkung  ^  ^      . 

O^U  +  V  +  iO<l 

dargestellt     Durch   drei  Schaaren  von  Ebenen,   welche  durch  je  zwei  der 

*  Will  man  das  Auftreten  unendlich  grosser  Massen  vermeiden,  so  muss  die 
Schmiegnugsebene  <  natOrlicb  so  gewählt  werden,  dass  sie  die  betrachteten  Körper 
nicht  ichnddet. 
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drei  Punkte  (&  — a),  {c^a)^  {d  —  a)  gehen,  zerlegen  wir  das  Tetraeder 
in  (nnregelmässig  hexaedrisohe)  Elemente.  Den  Inhalt  des  an  den  Punkt  $ 
stossenden  Elementes  kann  man  unter  Vernachlässigung  unendlich  kleiner 
Grössen   höherer  Ordnung   gleich    dem  seohs&chen  Inhalt  des  Teiraeden 

mit  den  Ecken  j»,   jj  +  ^-du,   ß  +  -^dVy    e  +  ^—dw,  das  heisst  gleich 
ou  CV  VW 

i — 7-ä dudvdw    oder    -L — ^J^dudvdtP 

setzen.  Daher  ist,  wenn  die  Masse  dieses  Elementes  mit  dM  bezeichnet 
und  die  specifische  Masse  gleich  1  genommen  wird: 

ef*\e\*  iit*\g\*\t\* 

oder  weU  [vergl.  26)]  [et]  =  [as]  =  [bt]  =  [et]  =  [dt]  =  -  [abceC], 

,„  [abcd].\t\'      ^    ,    , 

dm—        irx  ir    \r,  -.äudvdw. 

Folglich  hat  man,  weil  das  über  die  fraglichen  Werthe  von  w,  v,  w 
erstreckte  dreifache  Integral  von  dudvdw  gleich  1/6  ist,  fttr  die  Hmm 
des  ganzen  Tetraeders  ahcd: 


6    [af][6£]Lc«][dt]         Q  äs.bi.cT.d^' 

ein  nach  dem  Früheren  allerdings  selbstrerstttndliohes  Ergebniss. 

Sei  nun  x  ein  beliebiger,   zum  Parameterwerth  il  gehöriger  Punkt  des 
Currenbogens  ad,  dann  bildet  das  Tetraeder  mit  den  Ecken 

b,  c,  X,  x  +  -^di. 

ein  Element  des  im  Satz  unter  1)  beschriebenen  Körpers.    Das  VerhSltniss 
der  Masse  dieses  Elementes  zur  Masse  des  Tetraeders  ab  cd  hat  (wegen 

ri.ca;(a;+  ^di)]  =  [«'««gx]'**  ""  3[ab'cd]l*dl, 

[xs]  =  (1  +  iy[abcd\,     [ae]  =  [bt]  =  -  [abcd]) 
den  Werth  3i*dk 

Jy+W 

Da  jedoch  r    )?dk  1 


./- 


,     (l  +  A)«        30 
ist,  so  wird  in  der  That  die  Masse  des  betrachteten  Körpers  gleich  jr-M^ahed^, 
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Von  dem  unter  2)  namhaft  gemachten  Körper  bildet  das  Tetraeder  mit 

den  Ecken: 

dx 
a,  X,  x+  —dk,  d 

ein  Element     Da  nun 


[a«^d]  =  3[«6a:^] 


ist,  so  hat  dieser  Körper,  ganz  der  Behauptung  entsprechend,  eine  dreimal 
80  grosse  Masse  als  der  im  Satz  unter  1)  vorkommende. 

Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Tangente  X  der  cubischen  Raum- 
enne  mit  den  Schmiegnngsebenen  abc  und  hcd  sollen  wie  früher  x^  und 
$^  genannt   werden.    Ferner   mögen    die  Schmiegungsebene  §  und  die  ihr 

unendlich  benachbarte  £  +  tt<2^}  welche  sich  beide  in  der  Tangente  X  schnei- 

dx 
den,  die  Kante  hcin  x'  und  x'  +  'T7dX  tre£fen.  Wenn  l  von  0  bis  oo  wttchst, 

oder  der  Berührungspunkt  x  der  Tangente  X  von  a  bis  d  fortschreitet ,  so 

setzen  die  verschiedenen  Lagen  des  unendlich  schmalen  Tetraeders  mit  den 

,      »     dx 
Ecken  x,,  ^,  x,   ^~i"77^^    einen    Körper   zusammen,    der    durch    die 

Schmiegongsebenen  ahe  und  2) cd,  sowie  die  Tangentenfittche  der  Curve  be- 
grenzt  wird  (vergl.  Schröter  a.  a.  0.  S.  317).    Nun  ist  zufolge  17) 

und  nach  §10  x^h  +  Xc, 

«^^  dx 


nnd  somit 


dX^'^ 


\^i^%^'\^'  +  Jj^^^)\  =  [a?ia:jrr'^J=  i«[a6c(J]. 


Femer  erhält  man  mit  Hilfe  von  26): 

[x,,]  =  [x^,]  =  -  {\  +  XY\ahcd],     [X,]  =  -  (1  +  X)[ahci\. 

Daher  ist  die  Masse  des  in  Rede  stehenden  unendlich  schmalen 
Tetraeders  gleich  ^g^-^ 

und  folglich  die  gesammte  Masse  des  oben  genannten  Körpers  oTv-S^Ca^^^)» 
was  zn  beweisen  war. 

Die  zu  den  obigen  dualistischen  Sätze  würden  sich  nicht  ohne  Ein- 
fühnmg  neuer  geometrischer  Begriffe  formuliren  lassen,  weshalb  hier  von 
deren  weiterer  Verfolgung  Abstand  genommen  werden  soll. 


MetriBcho  Eigenscfanften  der  cnbischen  Raumcarren. 


§13. 

Bs  wurde  einigemal  des  besonderen  Fallea  gedacht,  iu  welebein  eine 
SßhmiegUDgaebetie  der  cubiscben  Raamear^e  unendlich  fern  liegt ^  die  Gurre 
also  eine  cubigche  Parabel  iat.  Auch  ohne  eine  besondere  Beschaffenheit 
der  Curve  voratiSEUietzen ,  kann  man  vielen  der  aufgestellten  Sätze  dadurch 
eine  besondere  Form  geben,  dass  man  einzelne  der  darin  vorkommenden 
Punkte  im  Unendlichen  annimmti  Dm  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  wollen 
wir  uns  auf  einige  kiirse  Andeutungen  darüber  beschränken ;  für  den  Kenner 
der  Grassman naschen  Methoden  versteht  es  sieh  obnehin  von  selbai,  wie 
solche  Ffille  £u  behandeln  sind. 

Ist  ein  Punkt  p  in  Unendliche  gerttcki,  m  kann  derselbe  nach  Grass« 
mann  durch  eine  nach  ihm  gerichtete  Sirecke  p  ersetzt  werden.  Da  es 
sich  hier  um  lauter  homogene  Gleichungen  handelt,  ao  dtlrfen  wir  p'  die 
Länge  1  beilegen.  Es  tritt  dann  an  die  Stelle  der  Entfernung  pi  des 
Punktes  p  von  irgend  einer  Ebene  e  (vom  Gewicht  1)  der  metrische  Werth 
deg  äusseren  Products  [p's],  welcher  gleich  Binp'i^  das  heisst  gleich  dem 
sin  des  Winkels  ist,  den  p  und  i  mk  einander  bilden.  Nehmen  wir  z.  B< 
Yon  der  ersten  Gleichnngsreihe  des  Satzes  in  §  3  blos  das  erste  und  letzte 
Glied,  was  die  Gleichung 

liefert  *T   und  verlegen  wir  die  drei  Curvenpunkte  a,  d,  a?  ins    Unendliche^ 

80  entsteht  (bei  Verftnderung  der  Buchstaben)  folgender  Satz: 

Sind  die  Strecken  Oj,  Ogy  a^  den  Asymptoten  einer  cnbischen 

Hyperbel   parallel   und   bezeichnet  oti,   a^,  a^  die  zugehörigen 

Asymptotenebenen,  Tv^  den  Neigungswinkel  von  a<  gegen  a^t 

so   ist         .  .   .   ,     .  .    .   ^ 

stna^a^ stn a^a^stn a^a^  +  stna^a^stnei^a^stna^a^^^  0. 

Eine  unendlich  ferne  Gerade  Q  kann  man  durch  ein  Feld  &  von  be- 
stimmter Stellung  ersetzen,  dessen  Flächeninhalt  gleich  1  angenommen 
werden  mag.  Wenn  dann  H  eine  endliche  Gerade  (vom  Gewicht  1)  be- 
zeichnet, so  ist  statt  des  bedeutangslos  gewordenen  Ausdrucks  momGH 
der  metrische  Werth  des  äusseren  Products  [Cr'jET],  das  heisst  sin&H^ 
der  sin  des  durch  die  Stellung  von  G'  und  die  Richtung  von  H  bestimmten 
Winkels,  zu  nehmen;  ebenso  statt  mompq^  G  der  metrische  Werth  des 
äusseren  Products  [pqG']^  das  heisst  die  Länge  der  Projection  der  Strecke 
pq  auf  eine  zur  Stellung  von  G'  senkrechte  Gerade,  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  Differenz  der  Entfernungen  der  Punkte  p  und  q  von  einer  die  Stellung 


*  Dieser  Sats  könnte  übrigens  leicht  unmittelbar  aus  der  Thatsache  ab- 
geleitet werden,  dass  je  drei  Schmiegungsebenen  einer  cubiscben  RAumcurve  sich 
in  einem  Punkte  der  Verbindungsebene  ihrer  Anschmieguugspunkte  schneiden,  also 
der  folgende  Sats  daraus,  daes  die  Asymptotenebenen  einer  cubiscben  Hyperbel 
ein  Prisma  bilden. 
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von  Or  besitzenden  Ebene.    So  können  wir  z.  B.  in  der  dritten  Gleichangs- 
reihe  des  Satzes  in  §  3,  nämlich: 


\2momah^  Xmomcd^  X=39nomao,  Xmomhd,  X 


\  =  imomad^  XmombCy  X, 

die  Annahme  machen ,  dass  X  die  unendlich  ferne  Tangente  einer  cabischen 
Panbel  vorstelle,  und  erhalten  dann  den  Satz: 

Ist  abcd  ein  beliebiges  Schmiegangstetraeder  einer  cubi- 
schen  Parabel  and  bedeuten  a,  6,  c,  d  die  Entfernungen  der 
Ecken  dieses  Tetraeders  von  einer  Ebene  mit  Achsenstellung  (das 
heisst  einer  Ebene ,  deren  unendlich  ferne  Gerade  mit  der  unendlich  fernen 
Tangente  der  Curre  zusammenfällt),  so  hat  man: 

12(i  -  6)(c -  d)  =  3(a  -  c)(6  -  d)  =  4(ä-  d)(6  -  c). 


itiUchnftf.MMihem*tiku.Phx8ik.  40  Jmhrg.  1895.  4.  Heft  \^ 


xm. 

Ueber  die  meotaanische  ErEeugniLg  der  ortbogoBalen 
Projectionen  ebener  Curven,   der  Ellipsen  und   der 

Trochoiden. 

Von 

Dr,  N.  Deläcnäy, 

^fQt^MMi^  MecbAuüik  iiu  dem  lAudwlrtliEUbsiftlicbüii  liuLitut  in   Nuto- Alcixxiiridrt«« 

naitlancl,  üouvisrneoiout  Lubllii. 


Hia-su  Tafel  ¥111  Figur  1— IL 


§  1,  Nehman  wir  auf  4tn  vier  Seüen  dm  iu  Figur  1  Taf,  VIII  geieicb- 
neteB  GeleDkrbombus  AB  CD  die  vbr  in  einer  festen  Geraden  mn  liegenden 
Punkte  Mf  Pj  Q,  N^  so  bleiben  diese  vier  Puukte  während  der  Ver- 
änderung deäselben  gtet&  Buf  dieser  Geraden,  und  die  Aebnlicbkeit  der 
Dfitecke  FDJ  und  MBJ  giebt: 


,,  JB       MB 

Wenn  die  Punkte  M  und  N  so  genommen  sind,  dass 
BM=BN, 


80  wird  auch 

DP=DQ 

sein,  und  die  Gerade  BD  wird  der  Geraden  mn  perpendicul&r. 

Indem  wir  also  die  Gerade  mn  als  eine  Abscissenacbse  ansehen,  können 
'wir  sagen:  Die  Ordinalen  der  Punkte  B  und  D  eines  Gelenk- 
rhombus ABCD  (Fig.  2),  in  welchem  ^JKf  =  ^^  und  die  Punkte 
M  und  N  längs  der  Abscissenacbse  mn  gleiten,  bleiben  in 
einem  constanten  Verhältnisse  während  der  Veränderung  des 
Rhombus. 

Wenn  der  Punkt  B  eine  Curre  a  beschreibt,  so  beschreibt  der  Punkt 
D  eine  Curve  o\  deren  Ordinalen  in  einem  constanten  Verhältnisse  mit  den 
Ordinalen  der  Curve  c  sind. 

Wenn  man  die  in  einer  Ebene  xoy  (Fig.  3)  liegende  Curve  o  auf  die 
Ebene  xoy  orthogonal  projectirt  und  die  gemeinschaftliche  Gerade  ox 
dieser  Ebenen  als  die  Abscissenacbse  der  orthogonalen  Systeme  xoy  und 
xoy  ansieht,  so  sind  auch  die  Ordinalen  sp  und  sp  der  Curve  6  und 
ihrer  orthogonalen  Projeclion  c   in  einem  constanten  Verhältnisse 


wo  a  der  Projectionswinkel  ist. 


cos  er, 

sp 
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Der  in  Figur  4  gezeichnete  Mechanismus,  in  welchem  AB  CD  ein 
Rhombus  ist,  BM^  BN  und  die  Punkte  M  und  N  längs  einer  Geraden 
Reiten,  ist  also  ein  Projector,  und  wenn  der  Punkt  B  des  Pro- 
jectors  eine  ebene  Curye  a  beschreibt^  so  beschreibt  der 
Fonkt  D  die  orthogonale  Projection  der  Curye  a.* 

Der  Projector  kann  bei  Webe-  und  Tapetendruckerei  gute  Dienste 
leisten,  sowohl  als  in  allen  demjenigen  Fällen,  wo  eine  Zeichnung  in  einer 
gegebenen  Richtung  verlängert  oder  verkflrzt  werden  muss. 

§  2.  Bekanntlich  ist  die  orthogonale  Projection  des  Kreises  eine 
Ellipse.  Wenn  also  der  Punkt  B  eines  Projectors  einen  Kreis  beschreibt, 
10  beschreibt  der  Punkt  D  eine  Ellipse.  Damit  der  Punkt  B  einen 
Kreis  um  0  beschreibe,  braucht  man  nur  den  Radius  OB  (Fig.  6) 
des  Kreises  durch  eine  Kurbel  zu  ersetzen,  die  sich  um  die  feste  Achse  0 
dnht. 

So  bekommen  wir  einen  Eilipsograph  (Fig.  6),  in  welchem  der 
Ponkt  D  Ellipsen  beschreibt 

Nebenbei  ersieht  man  daraus,  dass: 

1.  Wenn  AB  =  ÄM^  die  Ellipse  in  eine  Gerade  mn  degenerirt.  In 
dem  Falle  einer  gleichmässigen  Drehung  der  Kurbel  OB  wird  die 
geradlinige  Bewegung  des  Punktes  D  eine  harmonische. 

2.  Wenn  AB  <AM<BM^  ist  die  grosse  Achse  der  Ellipse  der 
Geraden  mn  parallel  und  dem  Diameter  20i9  des  Kreises  gleich. 
Die  Punkte  B  und  D  durchlaufen  ihre  Bahnen  in  demselben  Sinne. 

3.  Wenn  AM<  AB  <BM  ist,  so  ist  ebenfalls  die  grosse  Achse 
der  Ellipse  der  Geraden  mn  parallel  und  gleich  der  2 OB,  aber 
die  Punkte  B  und  D  durchlaufen  ihre  Bahnen  in  entgegengesetzter 
Richtung. 

4.  Ist  aber  BA^  BM{¥ig.  7),  so  ist  die  grosse  Achse  der  Ellipse 
der  Geraden  mn  perpendiculär  und  die  kleine  Achse  =  2 OB. 

5.  In  dem  Falle  AB  =  BM  (Fig.  8)  beschreibt  der  Punkt  D  einen 
Kreis,  so  dass  man  den  Radius  desselben  durch  eine  Kurbel  ffD 
ersetzen  kann.    Diesen  Mechanismus  habe  ich  Reversor  benannt. 

In  dem  Reversor  entsteht  die  Transformation  der  Drehung  der  Kurbel 
OB  in  eine  Drehung  der  Kurbel  ffD^  als  ob  diese  Kurbeln  mit  gleichen 
Stirnrildem  versehen  wären. 

Diese  Eigenschaft  des  Reversors  lässt,  in  analoger  Weise, 
wie  es  im  Watt 'sehen  Planetenrade  geschieht,  eine  Verdoppelung  der 
Drehungen  erhalten. 

§3.  Theorem.  Die  Mitte  des  Abstandes  zweier  Punkte, 
welche  zwei  Kreise    mit  einem    constanten    Verhältnisse    der 


*  Die  Geradführang  der  Punkte  M  und  N  ist  in  Figur  6  vermittelst  zwei 
Hart^Bcher  Mechanismen  erzeugt. 


ieiier  die  mechanische  Erzen gtiDi?  «te. 


GescbwiDdigkeit&ii  durohlaufeB,  besehreibt  ei  ue  Tro^h  oi  d@i 
die,  je  nachdein  die  Drehungen  in  gleichem  oder  in  entgegen* 
geaetatem  Sinne  erfolgenj  Epitrocboiden  oder  Hypotroohoiden 
sind» 

Nehmen  wir  an,  dasä  die  Punkte  M  und  N  die  Ereiae  0  und  0' 
(Fig,  9)  mit  einem  constanten  Verbältnisse  der  Qesehwindigkeiten  durch- 
lanfen,  und  dasa  C  die  Mitte  des  Äbstandes  der  Centra  0  und  &  ist 
Bilden  wir  ferner  die  Famllelogramme  00 AM  und  &GBN^  so  sind  AM 
und  BN  einander  gleich  und  parallel  EbeESO  kann  mau  auch  die  Pa* 
raUelogramme  AM  BN  und  AÜBD  bilden.  Da  p  die  Mitte  der  Diagoniüe 
Jf ^  istf  30  muss  es  auch  die  Mitte  der  Diagonale  AB  und  degwegeu 
auch  die  Mitte  der  Diagonale  CB  sein.  Die  Strecken  CA  und  CB  drehen 
sieh  in  Folge  ihre»  Parallelismus  mit  den  Badien  OM  Bud  0*N  nm  den 
Fnnkt  ü  mit  einem  congtanten  Yerhältnisse  der  Geschwindigkeiten,  und 
uaeh  einem  bekannten  Satz  muss  der  vierte  Eckpunkt  D  des  Parallelo- 
gramms ACBD  eine  Trochoide  beschreiben.^  Wenn  aber  der  Punkt  B 
eine  Trochoide  beschreibt ,  so  beschreibt  der  Punkt  |>,  als  die  Mitte  des 
¥eetors  CD,  auch  eine  Trochoide.  Wir  haben  gei^eigt^  dass  der  Funkt  p 
die  Mitte  des  Abstandes  MN  ist;  deshalb  können  wir  sagen;  dass  die  Mitte 
des  Abstandes  MN  eine  Trochoide  beschreibt,  was  %\x  beweisen  war. 

Man  ersieht  leicht,  dass: 

L  der   Punkt  p   eine    Hjpotrocböide   erzeugt,    wenn   die   Kadien  OM 
und  üfN  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  drehen; 

2.  der   Punkt  p   eine    Epitrochoide    erzengt ,   wenn    die   Badien  OM 
und  OfN  sich  in  gleicher  Richtung  drehen; 

3.  der  Punkt  p  eine  Epicjkloide  oder  Hypocjkloide  erzeugt ,   wenn 
die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  M  und  N  einander  gleich  sind. 

4.  Wenn  einer  der  Kreise   in  eine  Gerade  degenerirt,  so  degenerirt 
die  Bahn  der  Mitte  des  Abstandes  MN  in  eine  Cjdoide. 

Um  die  Mitte  des  Abstandes  MN  kinematisch  zu  erhalten,  kann  man 
die  Punkte  itf  und  N  durch  einen  gleichschenkligen  Pantograph  pqrsMN 
(Fig.  10)  verbinden. 

Nach  dem  oben  Gesagten  kann  man  die  graphische  Construction  der 
Cykloiden  auf  folgende  Weise  erzeugen: 

Man  nimmt  auf  einem  Kreise  0  (Fig.  11)  die  Punkte:  1,2,3,4... 
in  gleichem  Abstände  von  einander  und  die  Punkte:  T,  2^,  3',  4'...  auf 
einer  Geraden  auch  in  gleichem  Abstände  von  einander;  man  verbindet  die 
Punkte  1,  1';  2,  2';  3,  3'...  Der  geometrische  Ort  der  Strecken  1  1',  2  2', 
33'...  ist  eine  Cjkloide,  welche  verschlungen,  gestreckt  oder  gespitzt  ist^ 
je  nachdem  die  Kreisbogen  12,  2  3,  3  4...  kleiner,  grösser  oder  gleich 
den  Strecken  r2',  2' 3',  3'4'. ..  sind. 


I 


*  L.Bnrmester:  „Lehrbuch  der  Kinematik".    1888.   Bd.  I  8. 186. 


:^^^ 


Kleinere  Mittheiliingen. 


Z7III.  Veber  einen  zahlentheoretischen  Satz  des  Herrn  Schubert. 

Die  vorliegende  Mittheilung  bezweckt  eine  Erweiterung  eines  zahlen - 
tbeoretischen  Satzes,  welchen  Herr  Schubert  angegeben*  und  zu  dem 
Herr  Busche  einen  Beweis  geliefert  hat.** 

Ist  a  eine    positive  ganze  Zahl  und  q  =  —  {m  und  n  relativ  prim) 

n 

ein  positiver  unechter  Bruch ,  so  mag  Fq  (a) ,  wenn  a .  q  eine  ganze  Zahl  ist, 

eben  diese  ganze  Zahl  und  wenn  a,q  ein  Bruch  ist,  die  nächst  grössere  ganze 

Zahl  bezeichnen.    Die  Operation,  welche  von  a  zu  Fq{a)  führt ^  mag  kurz  als 

Operation  Fq  bezeichnet  werden.    Die  zu  der  Operation  Fq  inverse  Operation 

werde  mit    Oq  bezeichnet    und    das    Resultat   dieser   auf    a    angewandten 

Operation  mit  Oq{ä). 

Die  Operation  Fq  kann  man  sich  auf  die  Zahl  a  nun  offenbar  in  der 

Weise  angewandt  denken,   dass  zu  ma  eine  positive  Zahl  k,   welche  <  n 

ist,  so  addirt  wird,  dass  ma  +  k=Omodn  ist,  alsdann  ist 

Hieraus  folgt  nun ,  dass  die  Operation  Oq  dadurch  ausgeführt  werden  kann, 
dass  von  dem  n- fachen  der  vorgelegten  Zahl  a  eine  positive  Zahl  k  «[  n) 
so  subtrahirt  wird,  dass  na-^k^Omodm  ist;  dann  ist 

_    ,  .         na-k 
<^«(«)= 

Hiermit  ist  auch  zugleich  die  Unmöglichkeit  einer  Mehrdeutigkeit  der 
Operation  Oq  bewiesen.  Man  sieht  jedoch  auch,  dass  die  Operation  0q 
auf  solche  Zahlen  a  unanwendbar  ist,  für  welche  der  kleinste  positive  Rest 
TOD  n.a  nach  fn'^_n  ist.  Dem  entsprechend  wollen  wir  eine  Zahl,  auf 
welche  die  Operation  Oq  anwendbar  ist,  reducirbar  in  Bezug  auf  den 
Quotienten  q^  eine  solche  dagegen,  auf  welche  diese  Operation  nicht  an- 
wendbar ist,  unreducirbar  nennen,  und  man  sieht  alsdann  leicht ,  dass  jede 
einer  reducirbaren  Zahl  modm  congruente  Zahl   selbst   wieder  reducirbar, 

*  MittheiloDgen  der  Mathematischen  GeselUcbaft  in  Hamburg  Bd.  lll  S.  223. 
••  Ib.  p.  225. 
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^F  Jede  emer  mnreditcirbareii  Zahl  modm  congrueDto  salbst  unredacirb^r  iii 
H  Worden  also  alle  Zahlen  zu  m  arithmetischen  Reihen  von  der  gleicheu 
H  Dififerenz  m  angeordnet ^  ao  wird  jede  der  Eeiben  entweder  nur  reducirbare 
H  oder  nur  unreducirbare  Zahlen  enthalten,  und  zwar  sahen  wir  nach  deoi 
H  oben  Gesagten  iinmittelbEkr ,  dass  es  fi  solche  Reihen  reducirbarer  und 
H  tu  —  n  Reihen  unreduoirbarer  Zahlen  giebt.  Die  Trennung  der  reducirbaren 
tind  un  reducirbaren  Zahlen  lässt  sich  nun  leicht  folgen  der  massen  bewerk* 
gteiligen:  Man  nehme  die  Zahlen  1,  .«m  — 1  und  stelle  Ton  den  aos  diesen 
durch  MultipUcation  mit  fi  herTorgeb enden  Zahlen,   welche  ja  auch  wieder  ■ 


unter  sich  alle  I ncon gruen t  mac{ m  sind,  die  kleinsten  positiven  Reste  nach 
491  auf  f  dann  sind  diejenigen  Zahlen  ^  deren  n  *  Faches  einen  kleinsten  Rest 
nach  m  besitzt,  welcher  <  n  Ist,  die  Anfangsglieder  der  arithmetischen  Reihen 
der  reducirbaren  Zahlen ,  %n  denen  dann  noch  die  Reihe  der  durch  in  theil- 
baren  Zahlen  hinzukommt ,  während  die  übrigen  m  —  n  Zahlen  die  Anfangs- 
glieder  der  arithmetischen  Reihen  der  nn reducirbaren  Zahlen  sind. 

Berücksichtigt  man  nun ,  dass  sieh  jede  reducirbare  Zahl  ihrem  ßegrif 
nach  durch  ein  -  oder  mehrfache  Anwendung  der  Operation  Fq  aus  einer 
unredncirbaren  Zahl  ergeben  mtiss^  wegen  der  Eindeutigkeit  der  inversen 
Operation   ^^  aber  auch  nur  aus  einer ^  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

,Zu  einem  beliebigen  unechten  Bruch  ^  =  -^  laiaen  sieh  stet« 

m  —  n  Zahlen  ans  der  Reihe  l...m— 1  so  auswählen,  dass,  wenn 
man  mit  diesen  m  —  n  Zahlen  als  Anfangsgliedem  arithmetische 
Reihen  von  der  Differenz  m  bildet  und  man  auf  alle  Zahlen  dieser 
m  —  n  Reihen  die  Operation  Fq  anwendet,  auf  die  hierdurch  er- 
haltenen Zahlen  wieder  dieselbe  Operation  u.  s.  f. ,  man  jede  Zahl 
einmal  erhält,  aber  anoh  nur  einmal." 
Der  Satz  des  Herrn  Schubert  beschränkt  sich  auf  den  Fall 

m  —  n  =  1. 

Schliesslich  betrachten  wir  noch  das  Beispiel  m  :=  7,  n  =  5.  Da  die 
fünffachen  Werthe  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6  nach  7  die  kleinsten  Reste 
5,  3,  1,  6,  4,  2  besitzen,  so  stellen  die  Reihen: 

2,  9,    16,    23,    30,    37,    44... 

3,  10,     17,    24,    31,    38,    45... 

5,  12,     19,    26,  33,  40,  47... 

6,  13,    20,    27,  34,  41,  48... 

7,  14,    21,    28,  35,  42,  49... 
alle  reducirbaren  und  die  Reihen: 

1,      8,    15,    22,    29,    36, 
4,    11,    18,    25,    32.    ÄQ 


I 
\ 
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alle  nnredocirbaren  Zahlen  dar.  In  der  That  liefert  nun  eine  iterirte  An- 
wendung der  Operation  F^  auf  die  Zahlen  der  zweiten  Serie  jede  Zahl 
eiomil,  aber  auch  nur  einmal,  wie  nachfolgendes  Schema  zeigt: 

1,  2,  3,  5,  7,    10,    14,    20.    28,    40... 

A,  6,  9,  13,  19,    27,    38... 

8,  12,  17,  24,  34,    48... 

11,  16,  23,  33,  47... 


15, 

21. 

30, 

42... 

18, 

26, 

37.. 

■ 

22, 

31, 

44.. 

, . 

25, 

35. 

49.. 

, . 

29, 

41. 

32. 

46. 

36. 

39. 

43. 

46. 

50. 

ck. 

den  6. 

,  April 

1896. 

W.  Abrens. 


XIZ.  Kurze  Ableitung  der  Bedingungen,  dass  zwei  algebraische 
Gleichungen  mehrere  Wurzeln  gemein  haben. 

Mein  College,  Herr  Prof.  Stickelberger,  hat  mir  gelegentlich  be- 
merkt, dass  man  die  Sätze  über  die  Theilung  von  ganzen  Zahlen  oder  von 
ganzen  Functionen  besser  auf  den  Begri£f  des  kleinsten  gemeinsamen  Viel- 
fachen statt  auf  den  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  gründe.  Um  näm- 
lich zu  wissen  I  dass  zwei  ganze  rationale  Fanctionen  von  x,  f(x)  vom  in^®° 
wig[x)  vom  «^^  Orade,  einen  gemeinsamen  Theiler  besitzen ,  der  min- 
destens vom  p^^  Orade  ist,  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dass  ein  gemein- 
sames Vielfaches,  das  heisst  eine  durch  f  und  durch  g  theilbare  Function, 
Tom  Grade  m  +  n— p  existirt. 

Ist  nämlich  M  ein  gemeinsames  Vielfaches  niedrigsten  Grades  von  f 
und  g^  80  muss  fg  durch  Jtf  theilbar  sein ,  weil  sonst  ein  gemeinsames 
Vielfaches  niedrigeren  Grades  als  M  existirte.  Setzt  man  fg^Mh,  so 
zeigen  die  Gleichungen : 


weil  M  dnrch  f  und  durch  g  theüb&r  ist  t  dafis  f  üod  g  den  Tbeikr  h  habeiL 
Giebt  es  ein  gemeinsameä  Yidfacbea  Tom  Grade  m  +  n^Pi  so  iäi  M 
hdcbfitans  Tom  Grade  m  +  fl  —  p ,  also  der  Grad  vob  h  gtös&er  oder  gleich  i?. 

In  den  folgandoii  Zeilen  gollen  mit  Hilfe  dieseg  Satzes  die  bekaonten, 
notbwendigeti  and  b  iure  lebenden  ßedingungan  abgeleitet  werden  dafür, 
dmB  die  beiden  Functionen  f{x)  und  g{x)  einen  gemeinsamen  Tbeiler  baben. 

%h 
Bollen    zwei  gaiue   Fanctionen  Jn-^«    Bm^p  (die   Indicea  bezeichnen 
stets  den  Gmd)  Yon  den  Graden  n  —  p  und  t«  — j?   gefunden   werden,  so 
dasi  die  Fonetion 

1)  An-pf-B^-pg  =  Cp^i 

höchstens    vom   Grade  p— I   werde,    30   hat  man   n  —  p  +  1 -hfn  —  p  4"  ^ 

Coefficienten  zu  besiimnjen  und  für  sie  m  +  *i  —  2p  +  1  Gleicbußgea,  10* 
dem  die  Fotemen  s"'+""^,  3;™  +  "-!'-^.  ,,g^  in  dem  Äiisdniek  linker  Hand 
Yersch winden  mUssen.  Da  die  Gleicbangen  linear  und  homogen  In  den  Sil 
bestimmenden  Coefücienten  eind  und  ilire  Anmbl  kleiner  als  die  der  letz- 
teren iit)  lassen  sich  diese  Gleichungen  durch  Werthe  der  UoefEcienteti  be- 
friedigen >  die  nicht  alle  Null  sind^  so  dass  also  solche  Functionen  Am^^f 
JBm.p  stets  sicher  ezistiren. 

Werden  aber  zwei  Functionen  2>A-p  und  Em^p  von  den  Graden  n—p 
und  m  —  p  gesucht,  die 

2)  Bn-pf-En^.pg^Fp^^ 

zu  einer  Function  vom  Grade  p  ~  2  höchstens  machen,  so  hat  man  zwischen 

den  unbekannten  Coefficienten  jetzt  eine  Gleichung  mehr  wie  vorhin,   so 

dass  die  Zahl  der  Gleichungen  der  der  unbekannten  gleich  ist. 

Schreibt  man 

/•=  ao  a:^  +  aj  a?"» -*+...  + a^ , 

^  =  &oa;"  +  6,ic»-^  +  ...  +  6„, 

2>„-p  =  roa?"-P  +  r,fl;»-P-»  +  . .  +  r„-p, 

^^.p  =  5o«™-''+5,ir'^-P->  +  ...  +  s„-p, 

so  werden  diese  Gleichungen: 


3) 


0  =  00*^0  —^0^0' 

0  =  fli^'o  —  ^^o+öon-^o^i» 


wo  fi  fttrm  +  M-^Sp  +  l  gesetzt  ist  und  hier  wie  im  Folgenden  angenommen 
wird;  dass  alle  a,  h,  r,  s,  deren  Indices  bezw.  grösser  als  m,  n, n— j^ 
m— p  sind,  Null  gesetzt  werden.  '    vi    «  *:, 
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Sollen    also    nicht  alle   r  und   s   Null    sein,    in   welchem  Falle  auch 
Di-P)  ^—p  identisch  Null  wären ,  so  muss  die  Determinante 


A^  = 


OoO  0  5oO  0 

«i  flo  0  hl  ho  0 


ton  ^  +  l=in  +  fi  —  2p  +  2  Zeilen  und  Reihen  Null  sein.  Und  um- 
gekehrt, wenn  diese  Determinante  verschwindet ,  giebt  es  sicher  Werthe 
der  Coef&cienten  r,  s,  die  nicht  alle  Null  sind  und  also  Functionen  der 
gewflnschten  Eigenschaft  liefern.  Weiss  man  andererseits,  dass  es  solche 
FimctioDen  giebt,  dass  also  die  r  und  s  nicht  alle  Null  sind,  so  muss 
Äp  =  0  sein.    Kann  man  daher  Functionen  finden,  für  die 

Dn..pf-E„^,pg 
Yom  j?  — 2**°Grade  höchstens  ist,   so  ist  Ap  =  0;  und  umgekehrt, 
wenn  Ap=0  ist,  giebt  es  solche  Functionen. 

Dies  hat  nur  einen  Sinn ,  wenn  p  >  2  ist.  Für  p  =  1  ist  aber  A^  =  0 
die  Dothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  dass  es  Functionen  Dn— i 
and  £m-i  giebt,  die  nicht  identisch  Null  sind  und  die  Gleichung 

4)  Dn-xf-=E„,^tg 

erfüllen. 

§2. 

Gesetzt,  es  hätten  f  und  g  einen  grössten  gemeinsamen  Theiler  h  vom 
j^ Grade.  Stellt  man  sich  die  g- Gleichungen  auf,  die  für  p=  1,  2,...^ 
der  GleichuDg  1)  entsprechen,  so  sind  die  Functionen  Cq,  Ci^.,.Cg^t  o\\e 
dorch  den  Theiler  h  vom  Grade  q  theilbar  und  daher,  weil  sie  niedrigeren 
Grades  sind,  alle  gleich  Null.    Die  Gleichung  4)  ist  daher  durch 

Dn-l=-4„_i,      Em—l  =  Bm-l 

erfüllt,  und  den  Gleichungen  2)  wird  durch 

genOgt;  deswegen  müssen  die  Determinanten  A^ ,  A, . . .  A^  alle  Null  sein. 

Seien  nun  diese  Determinanten  alle  Null,  dagegen  A^^-i  nicht  Null. 
Dann  können  f  und  g  keinen  Theiler  haben,  dessen  Grad  q  überstiege. 
Das8  sie  aber  einen  Theiler  g**^  Grades  haben  folgt  so : 

Weil  Ai  =  0  ist,  gilt  die  Gleichung  4),  die  zeigt,  dass  die  Function 
^u-xf^Em.ig  vom  Grade  m+  w—  1  sowohl  durch  f  wie  durch  g  theil- 
bar ist  Folglich  haben  f  und  g  sicher  mindestens  einen  gemeinsamen 
Theiler  ersten  Grades.    Wegen  A^  =  0  besteht  eine  Gleichung : 

Dn-^f-E^^^g^F^,  • 

Weil  aber  f  und  g  einen  Theiler  ersten  Grades  haben,  muss  die  Con- 
gtante  Fq  =  0  sein.     Daher  ist: 
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ein   gameinaamas  Vielfaches   tdh  f  and  p  vom  Grade  m^n—  2   und  die 

beiden  FuBctioneti  haben  also  sicher  iDind&BtetiB  einen  gemeinsamem  Theiler 
zweif6D  Gradea»     Deswegen  wird  in  der  Gleichung: 

die  wegen  A^^O  besteht,  ^^  =  0,  weil  es  h5chsiens  70iii  ersten  Grade 
ist  und  durch  eine  Fanetion  zweiten  Grades  iheilbar  sein  muss.  Dia 
flieiehung  I),.,ME^.,g 

leigt    dann,    dasa  f  und  §    mindestens    einen  gemeinsamen  Theller  dritten 

Grades  haben  n.  s.  w. ,  bis  schiiesslieh  A^  ^  0  auf  einen  Theiler  q^"^^  Grades 
fthrt. 

Also  si&d  die  ÖleiGhuugen  ^    ^^^^^M 

Aji«0,    Aj^«0,...A,«0 

die  noih wendigen  und  hinreiebenden  Bedingongen  dnfflri 
dass  die  beiden  Functionen  f  und  §  einen  grOeeten  gemein- 
Bsmen  Theiler  h  vom  g^  Grftde  haben. 

§8. 

Bildet  man  nun  die  Gleichung 

80  mu8S  Cq  darch  h  theilbar  sein.  Wäre  es  nicht  vom  q^^^  sondern  von 
einem  niedrigeren  Grade,  so  müsste  es  also  identisch  Null  sein.  Dann 
wäre  aber  m  /•     » 

ein  gemeinsames  Vielfaches  von  f  und  g  vom  Grade  m  +  w  —  g— 1,  f  hätte 
also  mit  ^  einen  Factor  {q  +  ])*•"  Grades  gemein  und  A^+i  wäre  Null  gegen 
die  Annahme.  Da  Cg  vom  q^^^  Grade  und  durch  h  theilbar  ist,  kann  es 
sich  von  h  nur  um  einen  constanten  Factor  unterscheiden.     Setzt  man 

so  ist  Co  =1=0  und  man  hat  zur  Bestimmung  der  u,  v  und  c  die  Gleichungen 
0  =  a^Wo  -  ^t'o  +  «o»*!  -  ^o^'i » 


in  denen  fi  =  m  +  n  —  2g  —  1  ist,  neben  den  Gleichungen: 
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füri=l,  2...g. 

Eliminirt  man  aus  den  ersten  (i  Gleichungen,  der  für  Cq  nnd  der  für 
Cj^  die  u  und  die  v,  so  folgt 

wo  Fl  wieder  eine  Determinante  ans  den  a  und  den  h  ist.    Weil  Co=|=  0 
nnd  A«  4.1=1=  0.  ist  demnach  ^ 


Co      N+i 
80  dass  der  grösste   gemeinsame  Theiler   von  f  und  g  sich  in  die  Form 
bringen  iSsst: 

^9  +  i  ^7  +  1  ^7  +  i 

Frei  bürg  i.  Br.,  Januar  1896.  J.  Lüroth. 


XX.**  Wärme -Capacitäten 

sind  mehr  als  zweierlei  zu  unterscheiden.  Oder  bleibt  man  zunächst  bei 
den  beiden  bekannten  stehen,  der  specifischen  Wärme  Cp  bei  constantem 
Drncke  und  bei  der  specifischen  Wärme  Cp  bei  constantem  Volum,  so  habe 
ichfUr  Wasser  nach  dem  Vorgange  von  Clausius  im  vorigen  Jahrgange 
dieser  Zeitschrift  S.  126  c^  bei  25^  und  bei  50^  um  etwas  höher  gefunden 
als  Clausius,  beziehungsweise  aber  erst  in  der  vierten  und  dritten  Decimale. 
^  "^*  bei      00  25^  500  iqq^ 

cp=  1,0000    1,0016    1,0042    1,0130, 
c,  =  0,9995    0,9917    0,9675    0,8689? 
Das  Fragezeichen  bei  der  letzten  Zahl  bedeutet ,  dass  ich  diesmal  auch 
f&r  100^  die  Rechnung  nach  der  Formel 

%  ß 
ontemahm,  wo  t  =  373,   x  ^  425,  a  der  von  Clausius  bei  der  Berech- 
nnng  einer  anderen  specifischen  Wärme  (wovon  unten***)  benutzte  thermische 
AusdehnungBcoefficient  0,00080,    v  =  0,001 043   das  Volum  von   1   Kilo- 
gramm  in   Cubikmetem.     und    für  /?,    den    mechanischen  Ausdehnungs- 

*  Vergl.  WeierstraBB  Abhandlung  aus  der  Functionenlehre,  S.  120  und  121. 
Berlin  1886. 

**  Für  die  beiden  folgenden  Mittheilungen  dient  als  Einleitung  der  vorletzte 
Absatz  von  S.  185,  iwie  fQr  die  Mittheilnngen  S.  186,  187  und  188. 

***  Siehe  auch  8. 126  1.  c.  und  die  Anmerkung  8.  64  in  diesem  Bande,  von 
welcher  aber  die  drei  Zeilen  über  die  Zahlen  0,946  und  0,969  wegfallen  sollen, 
indem  entere  richtiger  ist  als  letztere.    Ueber   die  Reihe  c»  siehe  auf  S.  192  1.  c. 
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Coefficienten ,    extrapolirte    ich  (auf  eigene  Rechnung  und  Gefahr)    zu   den 

von  C laus i US  VIII  §  5  angegebenen   drei  Werthen   für  eine  Atmosphäre, 

die  also   noch   mit  10334  zu  dividiren  sind,    beziehungsweise  den  vierten: 

/3  =  0,000  050    0,000  046    0,000044    0,000042? 

Die  vorige  Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit 

__  T     dv    dp 

d,  —  Cp  •  -z      •  -z —  1 

worin  beide  Difift^rentialquotient^n  partielle  sind. 

Hiervon  wohl  zu  unterscheiden  ist  eine  dritte  specifiscbe  Wärme  c'» 
die  man  neuerer  Zeit  auch  berechnet  hat,  nämlich: 

T    dv    dp 

C^  Cp -r—  •  -r- » 

n     öx     ax 

worin  der  Differentialquotient  —  nicht  partiell,  sondern  total  zu  verstehen 

ist.    Gl  aus  ins  berechnet  denselben  für  das  Wasser  vonO^  (siehe  S.  126 
des  vorigen  Bandes  dieser  Zeitschrift) 

c'=  0,945* 
und  Rirchhoff  hat  dasselbe  Resultat  in  IX  §  5. 

Für  Wasser  von  100^  ist  nach  Clausius  c'=  1,0130-0,0003,  also 
nahe  gleich  dem  betreffenden  Cp,  wovon  ich  S.  126 I.e.  schon  gesprochen  habe. 

Aber  für  Eis  von  0®  hat  Clausius  und  mit  ihm  Kircbhoff  an 
der  letztgenannten  Stelle  den  cubischen  Ausdebnungs-Coefficienten  zu 
0,000153  genommen,  wUhrend  in  den  Tabellen  von  Landolt  und  Börn- 
stoin  (1.  und  2.  Auflage)  der  merklich  kleinere  Werth  O/JOOll  steht,  so 
dass  statt  c'=  Cp  +  0,151  =  0,48  +  0,15  =  0,63 

sieben  muss :  o'=  Cp  +  0,1 1    =  0,48  +  0,1 1  =  0,59. 

Zieht  man  diese  beiden,  für  Wasser  und  Eis  von  0^  erhaltenen  Zahlen 
von  einander  ab,  so  erhält  man  0,36  statt  0,32  (0,314  bei  Clausius  und 
Kirchhoff),  und  diese  Differenz  ist  zu  verwenden  bei  der  Gleiclninp 

(IT  T 

in     welcher    r    die     latende    Schmelzwärme    bedeutet      welche    bekanntlich 
79  Calorien  beträgt.     Da  also  r  :  t  =  79  :  27:'>  =  0,29,  so  wird 

dr        ,..., 

ar 
statt  0,60  bei  Clausius  und  Kirch  hoff.** 

♦  Praktisch  ist  das  speciti^rho  Volum  (),0Ol(K)()l-j  von  0,001  nicht  zu  unter- 
scheiden. 

**  r  bedeutet  Calorie  durch  Gowicljt  1,  also  so  viel  wie  Tcnipcraturgra«! ; 
oder,  wenn  man  lieber  will:  r :  1  .  r  ist  eine  reine  Zahl,  wie  die  8j»ecifischen  Wärme- 
zahlen. 
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Znm  Schiasse  will  ich  nochmals  anf  den  thermischen  Ausdehnungs- 
Coeffieienten  ^^ 

vdx 

hinweisen,  oder  a,  der  beim  Wasser  von  0^  nach  Kopp  zu  —  0,000061 
aogenommen  wird,  während  er  in  den  Tabellen  von  Landolt  and  Börn- 
stein  gleich  —  0,000055  ist  zwischen  (fi  und  P.  Ich  habe  in  den  letzten 
Jahrgängen  des  „ Repertoriums  der  Physik**  aus  dem  Volum  1,00012  von 
1  Gramm  Wasser  bei  0®  und  8^  während  l  bei  4®  gilt,  gemäss  der 
AnnShernngsformel ,  die  bis  zu  20®  sehr  genügende  Werthe  gicbt, 

das  (»  =  0,000060  und  6  =  0,0000075  berechnet,  wonach  also 
(-^)  =  -a  =  - 0,000060 

sich  ergiebt,  mit  fast  völliger  üebereinstimmung  gegenüber  dem  von  Kopp 
angegebenen  Werthe. 

Wegen  der  auch  hierher  gehörigen  specifischeu  Wärme  des  gesättigten 
Wasserdampfes,  wie  sie  Clausius  genannt  hat,  verweise  ich  auf  ihn 
(VI)  and  auf  Kirchhoff  (VIII),  worüber  auch  unter  meinem  folgenden 
Titel  noch  theilweise  die  Rede  kommen  wird. 

XXL  Gemisch  von  Flüssigkeit  und  Dampf. 

Im  vorigen  Titel  kam  das  Gemisch  aus  Wasser  und  Eis  vor;  in  XII  §  2 
baDdelt  Kirchhoff  wie  auch  in  VIII  vom  Gemisch  aus  Wasserdampf  und 
Wasser.    Es  ist  dafür  analog 

..       ,      dr       r 
Ä  —  c  =  3 » 

worin  r  die  Verdampfungswärmo    und    h'  die    specifische  Wärme    des  ge- 
sättigten Wasserdampfes  ist,  während  /  sich  auf  das  Wasser  bezieht. 
Statt  des  vom  Buche  in  XII  eingeschlagenen  Weges  dünkt  mir  kürzer 

der  folgende : 

dQ  =  rdx  +  [h'x  +  c'(l  -  x)]dx 

ist  die  Wärmemenge  für  die  Einheit  des  Gemisches,  von  welchem  der 
Tbeil  X  aus  Dampf  besteht.     Wegen  der  Adiabase   wird   sie  gleich  Null 

gesetzt  und  für  h'— c  gemäss  Obigem  »^(-)  •  ^^  substituirt.     Man  erhält 

dann 

rdx  +  cdT  +  Td(*^yx=:0, 

oder?      » 
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oder  /     .  , 

Ich  habe  dazu  ein   Beispiel  gerechnet:   Dampf  von  15Ü^  Gels,   (niohi 
ganz  sechs  Atmosphären)  ströme  in  die  freie  Lnft  (eine  Atmosphftre).   Da 

r=r  607 -0,708^ 

nach  Clansius,   wo  t  vom  gewöhnlichen  Nullpunkte  aus  gezählt  wird,  so 
ist  in  der  durch  Integration  entstandenen  Gleichung  (c'constant  angenommen) 


zu  setzen: 


607  -  0,708  .  100 
r.  =  — 


373 

o;,  wird  gesucht,  607-0,708.150 


r.  = 


423 

x^=  l  (da  nur  Dampf  ausströmen  soll);  für  c  setzte  Clausius,  der  in 
VI  §  12  eine  Tabelle  mit  mehreren  solchen  Rechnungsresultaten  mittheilt» 
die  specifische  Wärme  des  Wassers  bei  constantem  Druck  Cp  und  findet 

Äj  =  0,911; 
ich  habe  statt  Cp  =  1,013  (bei  100^)  nur  mit  dem  Factor  1  gerechnet  und 

0,92  ... 
gefunden,  das  ist  genügende  üebereinstimmung. 

Die  Dichtigkeitszahlen  des  gesättigten  Wasserdampfes,  welche  Kircb- 
hoff  in  YIII  §  3  mittheilt;  gegenüber  Luft  als  Einheit,  differiren  von  den 
durch  Clausius  mitgetheilten  (VI  §  9)  nur  in  der  dritten  Decimale;  mit 
Ausnahme  derjenigen  bei  0®,  wo  Kirch  hoff  0,606,  Clausius  0,622  an- 
giebt.    Für  das  specifische  Volum  (Centimeter'  durch  1  Gramm)  giebt  Kirch- 

hoff  ebendaselbst 

bei  ^  =  0  50      100, 

„    5  =  210600    12050    1650, 

gegen    welche     das    specifische    Volum    des  Wassers  o   das    Wasser  ver- 
schwinden muss.** 


*  Im  Buche  fehlt  bei  dem  r  durchweg  der  Factor  x ,  das  mechanische  Wärme- 
äquivalent, was  in  meinem  Texte  gar  nicht  auftritt. 

**  Demnach  fällt  die  „  genügende  Annäherung  **  (F  =:  1  weg.    Aber  wegen  des 

Gliedes  1^^   in  VIII  §  4  ist  besondere  Betrachtung  und  Erwähnung  nöthig;  bei 
dem  nachher  gerechneten  Beispiele  des  Quecksilbers  fällt  es  auch  fort. 

Augsburg.  Prof.  Dr.  KUBI. 
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XXn.    Zwei  Aufgaben  ans  der  Perspective. 
Herr  Oeheimrath  Schlömilch  hat  im  39.  Bande  S.  245—247  der  vor- 
liegenden Zeitechrift  zwei  Aufgaben  aus  der  Perspective  in  kürzester  Weise 
gelöst:  im  Folgenden  will  ich  diese  Aufgaben  in  etwas  erweiterter  Fassung 
nach  rein  geometrischer  Methode  besprechen. 

1.  Erste  Aufgabe.  Gegeben  sei  ein  Kreis  JT^  Man  bestimme  eine  cen- 
trisebe  Collineation  in  der  Weise,  dass  dem  Kreise  K^  wieder  ein  Kreis  K^j 
eotspreche  (siehe  die  Figur). 

Wir  nehmen  an,  dass  der  unendlich  fernen  Geraden  u^  eine  beliebige  Ge- 
rade u  entspreche.  Wir  zeichnen  den  Pol  U  von  u  in  Bezug  auf  K^  und  die 
lüTolution  harmonischer  Polaren  — /— 
nm  U.  Ihr  correspondirt  die  Durch- 
messer-Involution von  E*i.  Soll  nun 
P^  ein  Kreis  sein,  so  muss  diese 
Dorebmesser- Involution  eine  recht- 
winklige sein.  Dann  ist  aber  auch 
die  Involution  der  Parallelstrahlen 
doreh  das  Collineationscentrum  recht- 
winklig. Diese  Involution  liegt  per- 
gpeetifisch  zu  /  mit  u  als  Perspectiv- 
acbse.  Zeichnen  wir  also  über  den 
Pftaren  der  Pnnkteinvolution ,  welche 
nans  J  schneidet,  Kreise,  so  bilden 
diese  ein  Büschel.  Von  jedem  seiner 
zwei  Grundpunkte  ans  erscheinen  die 
Paare  der  Involution  unter  rechtem 
Winkel  Also  kann  jeder  dieser  Grund- 
ponkte  als  Collineationscentrum  C 
angesehen  werden.  Wählen  wir  irgend 
eine  Parallele  o;  zu  u  als  Achse  der  Collineation^  so  ist  diese  bestimmt. 
Dieiweite  Gegenachse  h  ist  parallel  x  und  erfüllt  die  Bedingung:  C^h^u^x. 

Betrachten  wir  h  als  Horizont,  x  als  Grundlinie  einer  Perspective,  so 
ist  der  Abstand  des  Punktes  C  von  h  gleich  der  Distanz.  Die  Normale  y 
dorcb  0  auf  h  trifft  h  im  Hauptpunkte  0. 

Die  zwei  möglichen  Lagen  von  C  werden  stets  reell,  wenn  u  den 
Kreis  E}  nicht  schneidet. 

2.  Wir  knüpfen  an  die  LOsung  der  Aufgabe  einige  Schlüsse. 

Haben  wir  zu  einer  Linie  u  ein  Centrum  (7|  gefunden ,  so  können  wir 
zur  Festsetzung  der  Collineation  noch  eine  Annahme  machen.  Wir  ver- 
langen z.  B. ,  dass  der  Mittelpunkt  von  K^^  mit  dem  von  K^  zusammen- 
&lle.  Dann  entspricht  sich  der  Kreis  K^  selbst.  Die  Collineation  geht 
in  InYohtion  über.  Die  Polare  p  von  C  in  Bezug  auf  K^  ist  Achse  der 
loYolntioD.    Ihre  Gegenachse  u  liegt  in  der  Mitte  zwischen  C  und  p. 
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Oben  haben  wir  gefuodeti ,  das?  die  zwei  Lagen  ü^  C^  dea  Collmeations- 
e&üirnwdM,    welche   zu  einer  Geladen  u  gehören^    ejmmetriii^h  %u  u  liegen. 
Folglich  muRS  C^  m  p  gelegen  seia.     Mit  addenen  Worten  hebit  dies: 
C^C^  sind  m  Bezug  auf  K*  tu  einander  conjugirL 
Mit  Hilfe  dieses  Satzes  Itot  eich  im  Constmetion  der  Centra  lo  eiDer 
beliebigen  Geraden  u  fio  aussprechen : 

Wir  zeichnen  in  der  Involution  harmonischer  Pole  auf  y 
da«  Paar,  welehee  tu  u  symmetriseh  Hegt.  Jeder  Punkl  dieiet 
Piinroa  kann  als  ein  Oentrtim  C  angeiehen  werden« 

Wahlen  wir  G  beliebig,  so  ergiebt  sich  u  in  folgender  Weise: 
Wir  construiren    zu  C   die    Polare  p    in  Bezug  auf  K^     Dia 
Gerade,  welche  in  der  Mitte  zwiachen  G  und  p  liegt,  ist  «. 

3.  Zwüie  Aufgmbe,  Gegeben  seien  £wei  Kreise  K^^E^.  Man  ancht  eine 
oentriBcb^  Colüneation,  in  der  beiden  Kreisen  wieder  Kreise  entsprechen. 

Wir  müssen  u  so  beöümmen,  dass  die  Involution  harmonii^her  Pole 
»uf  u  fdr  beide  Kreige  identisch  ist.  Dann  muss  u  beide  Kreise  in  den* 
treiben  Punkten  schneiden,  u  ij@t  also  die  Potenzlinie  beider  Kreise.  Zu  ihr 
^beitimmen  wir  die  Centra  C^C^  wie  bei  L  Wir  erhalten  die  Centra  directj 
wenn  wir  auf  der  Centrale  ^  beider  Kreise  die  Involutionen  harmonisoher 
Pole  jeelchnen.  Ihr  gemeinsamtrtr  Paar  atclH  6*|0t  for.  Diese  Punkte 
werden  nur  dann  reell,  wenn  die  Involatioa  harmonischer  Pole  auf  der 
Potenzlinie  elliptisch  ist^  das  heisst,  wenn  die  Kreise  K*^K\  sich  nicht 
reell  schneiden. 


Zürich. 


Dr.  Chr.  Betel. 
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XIV. 

üeber  eine  gewisse  Klasse  von  übergeschlossenen 
Mechanismen. 

Von 

Dr.  R.  Müller, 

Professor  an  der  Technischen  Hoohtchnle  in  Braunschweig. 


Hienu  Tafel  IX  Fig.  1— Jl. 

Durch  die  Arbeiten  von  Hart,  Eempe,  Darboax,  Burmester  sind 
wir  tor  Eenntniss  einer  Reihe  von  übergeschlossenen  Mechanismen  gelangt, 
die  alle  dadorch  entstehen,  dass  ein  gewisser  Punkt  in  der  Ebene  eines 
Geknkyierecks  an  die  vier  Glieder  desselben  in  bestimmter  Weise  gelenkig 
angeschlossen  wird.*  um  einen  systematischen  Zusammenhang  zwischen 
den  einzelnen  hierher  gehörenden  Mechanismen  herzustellen,  werden  wir 
zweckmSssig  Ton  der  Curve  ausgehen,  die  ein  Punkt,  der  nur  mit  zwei 
gegenaberliegenden  Gliedern  des  Vierecks  durch  Gelenke  verbunden  ist, 
in  Bezug  auf  eines  der  beiden  anderen  Glieder  beschreibt.  Bei  jedem 
flbergescblossenen  Mechanismus  zerftllt  dieselbe  in  einen  Kreis  und  eine 
gewisse  andere  Cnrre,  und  dann  liefert  die  jeweilige  Art  des  Zerfallens 
ein  charakteristisches  Merkmal  des  betreffenden  Mechanismus.  Im  weiteren 
Verlauf  wird  es  sich  fragen,  ob  wir  durch  Einfügung  eines  viergliedrigen 
Qelenks  aus  dem  Gelenkviereck  noch  andere  übergeschlossene  Mechanismen 
bilden  können ,  oder,  ob  mit  den  bisher  bekannten  Formen  die  Anzahl  der 
mSgücben  Mechanismen  dieser  Art  bereits  erschöpft  ist. 

1.  In  Figur  1  ist  OCfSB  ein  beliebiges  ebenes  Gelenkviereck;  in  der 
Ebene  desselben  sind  an  die  starren  Dreiecke  OBS^  O'SS'  die  Glieder  8K^ 
SK'vDi  den  Punkten  5,  5' drehbar  angeschlossen,   und   diese  wieder  sind 

*  VergL  im  Folgenden  die  Figuren  2,  4,  6,  7,  8«  sowie 

Hart:  Proeeedings  of  the  London  Mathemaücal  Society  vol.  VIII  p.  288; 

Eempe:  daselbst  vol.  IX  p.  138; 

Darboux:  Bulletin  deR  sciences  math^matiques  et  astronorniques  2ömo  se^r. 

T.  m  p.  144; 
Burmester:  diese  Zeitschrift  38.  Jahrgang  S.  193;   femer:  Kinematik  I 
8.  671,  695,  598. 
Zeitachzift  t  MAlhemstik  n.  Fhjaik.  40.  JAhrg.  1895.  6.  Heft.  \1 
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im  Punkte  K  sq  einem  gelenkigen  Knie  BKS'  Terlrnnden.  In  dem  so  ent- 
stehenden zwangUnfigen  Meehanismos  beeehreibt  der  Pnnkt  K  in  Bexng 
anf  das  feste  Glied  Off  eine  Gurre  h^  die  wir  im  Folgenden  knn  als 
KnieenrTe  beieiolmen  wollen.  Die  Gleiehong  derselben  soll  snntcbst  er- 
mittelt  werden. 

Es  sei  Off^m,  Bg^n^  OB^r,  ffK^r\  08^8,  ffS'=8\ 
Winkel  2tOfif»a,  Winkel  ]B^ff8'^a\  K8^l,  KS^T.  Wir  beliehnen 
femer  mit  x^  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  Ton  K  in  Besng  anf  0  als 
Anfiemgsponkt,  OO  als  «-Achse,  mit  d,  d'  bes.  die  Winkel,  welche  OB, 
O'Bl  mit  der  Bichtang  Off  einschliessen«    Dann  ist 

[«  •  «I  -  /«w(d  -  o]'+  [»  -  "«»(♦-  a')]«  =  r  •. 

Betten  wir  sor  AbkOrxnng: 

OPCM«  — yfma  =  a, 

«nf»a  +  ycofasb, 
(«  —  m)  cw  «'+ jf  sm  c/a=  a , 
(«  —  ffl)Mfl  a'-i-y  C09  «'=  6', 

»•  +  y*  +  s*-P=P, 

80  gehen  die  vorigen  Gleicbangen  über  in: 

1)  2a5cosO  +  26sMnO  =  P, 

2)  2oVa>sd'+2&V«n#'=P', 

3)  2rr'{cos  0  «w  »'+  sin  O  ««  d*)  +  2mr  aw  d  —  2  »nr'cos  d'=  g*. 

Hieraas  ergiebt  sich  dnroh  Elimination  von  9,  9'  die  Gleichung  der 
Corve  h  in  der  Form: 

4)  AB+C*=0, 
wobei 

A  =  r»r  *PP'+  2mrr'(rs'a'P  -  rsaP')  +  2rr'ss'  |2m«66'-  g»  (aa  +  bb')\ 

B=  PP'|«»»[r»s'*(a'«+  6''')P*+r'«s»(o''+6«)P'*-2rr»»'(ao'+  66')PP'| 
+  imrrss'ifl  V-  ab)  {r's'b'P  +rsbP') 

-  2mss'q*[rsa{a*+b'*)P-rsa'{a*+  6*)?-] 
+  s*s*q*(a^+  b*){a*+b'*)  -  Ar*r'*s*s\ab'- a'iy- 

-  4m»«»s'»[r»6*(a'»+ 1>'*)  +  r'»6'»(o«  + 6*))  j 
+  2rr  [«' »(a'»+  b'*)P*+t>'ia*+V)P'*-is*8*(fl*+b*)(fl'  +  b*)] 

>:lm{r8aP-r'saP')  +  2m*88bb'-88q*(aa'+bb')], 
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-  Amrrssiah'"  a'b)  {r8h'P+  rsbP') 

+  2m8sq*  [rsa  {a  ^+b'^)P-  rsa  (a«  +  6») P'] 

-s»5'V(a*+5«)(a'«  +  6'«)--4rW5'«(aa'+62>')» 

Nm  ist  1  I  J.S      ^  I     « 

aa  +  &&'=  (x*+y*— »na:)co5(a  — o')  +  «»y«»»(ff—  «')» 
a6'— a'6  =  —  («•  + y*—»»»)«w(a—a')  +  myco5(a-  «'), 

B  =  m^[r*8^  +  r'«5«-  2rr 5/oos(« - a)] (a?«+  y«)»+ . . ., 
wShreiid  C  einen  Ausdrnck  sechsten  Grades  darstellt.     Der  Factor 

fencbwindet  nur  für  asa,  r^s^rs;  die  Eniecurve  ist  also  von 
der  yierzehnten  Ordnung,  sobald  nicht  die  Dreiecke  OBS  and 
0X8'  gleichsinnig  ähnlich  sind. 

2.  Wir  nehmen  znnttohst  an,  die  Dreiecke  OBS  nnd  (XB^S'  seien 
nicht  gleichsinnig  ähnlich.  Setzen  wir  dann  in  Gleichnng  4t)  a^  +  y^  gleich 
einer  ganzen  linearen  Function  von  x  und  y^  so  wird  Ä  vom  zweiten, 
£  Yom  fünften,  C  vom  dritten  Grade;  die  Kniecurve  hat  also  die 
imaginären  Kreispunkte  zu  siebenfachen  Punkten,  und  ihre 
Focalcentra  —  das  beisst  die  reellen  Schnittpunkte  der  zweimal  sieben 
Tangenten  in  den  imaginären  Ereispunkten  —  sind  identisch  mit  den 
zwei  bez.  fünf  Focalcentren  der  Curven  ^1  =  0,  B  =  0. 

Ist  nun  der  Punkt  x^^,  y=^V  ei°  Focalcentrum  der  bicircularen 
CoTTe  vierter  Ordnung  ilsO,  so  hat  die  Gerade 

die  den  Pankt  £,  i;  mit  einem  der  imaginären  ICreispunkte  verbindet,  mit 
i=OnQr  einen   endlichen  Schnittpunkt  gemein;    durch  die  Substitution 

y^i{x-^)  +  ri 

renichwindet  also  in  il  =  0  das  Glied  mit  x\    Setzen  wir  noch 

|  +  ii^  =  t, 
also 

y  —  i{x-t), 

80  wird: 

\1* 


MB    TJtiber  dh»  gwriw  Thüi  t 

|M<«r^4*.^  •     .,•■  ,    •■    •  ;h'  •.  I 

und  dann  TaMhwiiidet  in  Ä^O  der  ^aetor  ▼(«  o^i  we^n  ^  n.. 

das  heisat.  w«m  ,  ,^j^  «,^^^«0, 

oder,  wenn  ,     /«^|pi)  +  «i/e^ü^«0 

iet    Beteichnen  wiv  ^emateh  adt  J*!,  JF^  die  beiden  VocakeidaDMi  der 
Canre  il »  0,  so  exüalten  wir  flbr  F^: 

^      m«                          WS   . 
§  =  — cos«,    12  = stnoty 

und  für  JF,: 

'  y  ms         ,  ms    .     , 

Es  ist  also  AOO'i^jgleichsinnig  ähnlich  mit  AOJRS^  und  AO'OF, 
gleichsinnig  fthnlich  mit  AO'RS\ 

In  ganz  derselben  Weise  ergiebt  sich  für  die  fünf  Focalcentra  der 
Curye  ^  =  0  die  Gleichung : 

(  (r«V'«-r«e-'«'){:(f-m)|iiit(f-m)[r5V*--r5(f-iii)c'«'] 

-ms5'[rVfc-'«'-r5(J:-m)c-««]|  =  0. 

Die  Curve  ^  =  0  hat  folglich  zu  Pocalcentren  die  beiden 
Punkte  0,  0'  und  drei  weitere  Punkte  ffj,  öj,  öj,  deren  Co- 
ordinaten  bestimmt  sind  durch  die  im  Allgemeinen  irreductible 
Gleichung  dritten  Grades: 

+  ms[8\m*^ !»«+  H+  /»)  -  mW«'  +  rs/e"'«-  rV'e"'«'-  2rr  5c- («-  *]  J; 
+m«r««e-'«(/e'«^-  «0  =  0. 
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Die  Lage  der  sieben  Focalcentra  0,  0',  JP\|  F,,  G^^  O^,  Q^  der 
Corve  h  ist  hiemach  vollkommen  unabhängig  von  den  Oliedlftngen  l,  t] 
sind  also  die  Dreiecke  OBS  und  0'R8'  nicht  gleichsinnig  fthn- 
lich,  80  beschreiben  die  sämmtlichen  oo^  Punkte  K,  die  man  in 
gundS'an  das  Oelenkviereck  00'12^i{  anschliessen  kann,  sieben- 
faeb  concentrische  Kniecurven. 

Ist  a=  a  =  0,  das  heisst,  liegen  die  Anschlusspunkte  8,  8'  auf  den 
Vierecksseiten  OiZ,  (XE',  so  wird  die  Curve  k  symmetrisch  in  Bezug 
auf  OCf.  Dann  sind  alle  Coefficienten  der  Gleichung  5)  reell  und  von  den 
drei  Punkten  ff^,  Q^,  0-^  liegt  wenigstens  einer  auf  der  Geraden  Off, 

In  Bezug  auf  das  Glied  BSf  beschreibt  der  Punkt  K  eine  Eniecurve  ( 
mit  den  Pocalcentren  B,  B',  §„  g,,  ®i,  (S,,  ©s-  Die  Punkte  §i,  §, 
werden  analog  construirt,  wie  vorher  ^i,  ^^,  Betrachten  wir  B  als  An- 
&ng8pnnkt,  BS  als  d;-Achse  und  bezeichnen  die  Strecken  B8,  B^8'  bez. 
mit  <,  C,  die  Winkel  Oi2S,  Ö'Ä'S'  mit  /J,  /J*,  so  erhalten  wir  die  Coordi- 
naten  der  Punkte  ©j,  ®2i  ®8  9  indem  wir  in  Gleichung  5)  die  Grössen 
M,  II,  Sf  8,  a»  a  bez.  mit  n,  m,  ^,  ^,  /?,  ß'  vertauschen.    Dabei  ist: 

3.  Es  sei   ferner    A0B8  gleichsinnig  fthnlich  mit  AffB^8\ 

iiao  a^a  und  —  =  -y«    Setzen  wir 

r       r 


ond 


so  geht  die  Cnrvengleichung  4)  über  in 
6)  9lS3+««6«=0. 

Gegenwärtig  ist: 

fl'?-aP'=  {xca8a-ysin(*){2mx  -  m«+  «V«-  «V»-  P+  Z'«)  - mPcos«, 

a(a»+  6'«)P-  aV+  &^P'=  «i(««+  y^P'cosa 

mithin  verschwinden    in    Gleichung  6)   die   Glieder  vierzehnten  und  drei- 
zehnten Grades I  und  das  Glied  zwölften  Grades  lautet: 

[m*-2«m«(m«-fi«)cosa+€«(m«-n«)«](««+yT 


8  _ 

r  ~ 

Hr'»  =  ^' 

/TT 
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Die  CurTe  wird  also  —  durch  Ablösung  der  doppelt  zählenden  un- 
endlich fernen  Geraden  —  zu  einer  sechsfach  circularen  Curve 
zwölfter  Ordnung,  falls  nicht  gleichzeitig 

ist.  •«•-♦»'' 

um  die  Focalcentra  zu  bestimmen,  bringen  wir  den  mit  93  bezeich- 
neten Ausdruck  auf  die  Form : 

»  =  PP'\m^[(a^+  5'«)P«+  (a*+  5*)P'*- 2(aa  +  66')PP'J 

-2Bmq^[aia*+  V*)P''a'{a*+  V)P'] 

+  «V(a*+  ^•)(ö'*  +  &'*)  -  4«W«(a&'-  a  6)«} 

^8i^f^r'\a*+V){a'^+h'^[m{aP-aP')+2€mnh'--$q\aa+bh')] 
+  2£mj[r  V*+  fe'*)P*+  f^{a*+V)P'*]l2fn{a*+h^)co8(*  -  mPcosa 

+a(€V-£«f'«-P+r«-m«)]  +  2ni6y[r'^(€»r'«-r«)P«+rV^-P)^''] 
-2mV«yP»P'«inaj 

+  mr«(a2+2>*)-PP'5ma(26-m5ino)}. 
Durch  die  Substitution  .,         . 

verwandelt   sich  6)   in    eine  Gleichung   sechsten  Grades   in  ir;   in  derselben 

bat  x^  den  Factor: 

(S-€mc-'«)(f-m+  fmc-'") 

.t[m*-e(tn«-n«)c«1f(J-m)  +  m[rn~^MS-m]l. 
Wir  erhalten  also  die  folgenden  sechs  Focalcentra: 
I.  Zwei  Punkte  F,,  F,,  die  wie  früher  construirt  werden ,  indem  wir 

AOO'F|  und  AO'OF^  gleichsinnig  ähnlich  machen  zu  AORS. 
II.  Zwei  Punkte  ö, »  O^^  entsprechend  der  Gleichung: 

'^        1  +  £mVe-"«(l-  €6-'«)  =  0; 

dieselbe  geht  aus  5)  hervor  für  a  =  a\  5  =  «r,  5'=  sr\ 
III.  Zwei  Punkte -ffj,  H^\  die  Coordinaten  derselben  werden  gefunden, 
indem  wir  in  der  Gleichung 

den    reellen    und    den    imaginären    Theil   der   linken   Seite   einzeln 
gleich  Null  setzen. 


[ILLBR. 


VertauschcB  wir  in  den  letzten  Gleichungen  die  Grössen  i»,  n,  rc'«,  f  €"'** 
bes«  mit  n,  m,  1—  ic'^"  1  —  ee'**!  so  ergeben  sich  die  Focalcentra  §4,  g^. 
®, ,  @j,  Sju  ^j  der  Knieciirye  f,  die  der  Puakt  K  in  Bezug  aaf  das 
Glied  RR'  beschreibt. 

4«  In  dem  bereits  erwähnten  Sonderfall 


9) 


a  ^=  o'^O,      f  = 


m" 


ist  £  entweder  negativ  oder  grösser  als  1;  die  Anschloasptinkte  S,  S*  liegen 
demnach  ausserhalb  der  Strecken  OR^  O'K.  Daun  reducirt  sieh  Gleichung  6) 
auf  eine  Gleichung  zehnten  Grades  mit  dem  Anfaogsglied : 

m»(i^+y«r![iU-l)(r*-r«)-(P-r«)]V 

+  [Ke-l)(r^-r'^)  +  (i^-r^)]Vl, 
dieCurve/c  wird  zu  einer  vierfach  circularen  Curve  zehnter 
Ordnung   mit  den  vier  auf  der  Geraden  00*  liegenden  Focalcentren  J'',, 
Fj,  ff,,  2/^,  wobei 

OF^  =  em,  OF^  =  (l-()m. 


00^^ 


mr' 


r^^i 


OH  ^_^!Ü_ 


hat  mit  der  unendlich  fernen  Geraden,  von  den  Kreispunkten  ab- 
gisMfaen,  noch  zwei  im  Allgemeinen  imaginäre  Punkte  Q, ,  Q^  gemein,  die 
dnrch  das  Geradenpaar  bestimmt  sind: 

Iflt  r  =  r',    oder  i  —  f,    so   fallen    Qi ,    Qj   mit  den  Kreispunkten  zu- 
umen«  und  die  Kniecurve  berührt  in  diesen  die  unendlich  ferne  Gerade. 
Die  Punkte  ^j,  Q^  sind  nur  reell,  wenn 

2«-?»^+  e(f^l)(rs_/*) 

ist,   und    dann   vereinigen  sich  Q^  \ind  Q^  im  unendlich  fernen  Punkte  der 
y-  bez.  a;- Achse«    Wir  wollen  beide  Fülle  getrennt  betrachten. 

L  Int  Z'*— r*=^~*  t(e  —  l)(r*^r  ")»  so  verwandelt  sich  Gleichung  6) 
durch  die  Substitution  y-  =  u^  —  o:^  in  eine  Gleichung  vierten  Grades  in 
Hozug  auf  u*  mit  dem  Anfangsglied 

die  Curve  k    hat    folglich   im  unendlich  fernen   Punkte  der  ^- Achse  einen 
Selbstberübrungspunkt  mit  der  Asymptote: 

10)    2£(i-l)(r*-r'*)fnÄ  +  m»[£(e-l)r*«-r*]-€«U-l)(rS-f'«)«  =  a 

8M  k  mit  dieser  Geraden  nicht  nur  vier,  sondern  sechs  unendlich 
benachbarte  Punkte  gemein  haben  ^  so  finden  wir  als  nothwendige  und  bin* 
reichende  Kedingang; 
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11)  r«=«(«-l)r«, 
also 

12)  P=«(6-l)r'«, 

und  dann  geht  Oleichang  10)  über  in 

13)  2ina?  =  m*+«(H-r'«). 

Nun  zeigt  aber  die  weitere  DurchfÜhrang  der  Rechnung,  dass  die 
Substitution  13)  der  Cunrengleichung  identisch  genügt,  das  heisst,  die 
Eniecurve  zerfällt  in  die  doppelt  zählende  Gerade  13)  und  eine 
vierfach  circulare  Curve  achter  Ordnung.     Gegenwärtig  ist 

OH, -;^  =  «_Off.; 

die  vier  Focalcentra  F|;  JP^i  ^i>  ^i  biegen  also  paarweise  symmetrisch  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  von  00.  Der  durch  die  Gleichungen  9) ,  11), 
12)  definirte  Mechanismus  ist  bekannt  unter  der  Bezeichnung  „zweite^ 
Hart'sche  Geradführung.*  Betrachten  wir  in  demselben  nicht  OCf^ 
sondern  ES  als  festes  Glied,  so  beschreibt  der  Punkt  K  einerseits  eine 
Gerade,  die  auf  Bli  senkrecht  steht. 

II.  Nehmen  wir  an,  es  sei?— r*=  «(«  — l)(r*— r  *),  so  versch?nnden 
in  Gleichung  6)  die  Glieder  mit  x^^  und  x^,  und  ofi  erhält  den  Factor: 

4£«(£-l)2(r*-r'^2t»V  +  {m«[€(€-l)r«-P]-£«(£-l)(r2-r2)2}»; 

die  Curve  Ic  hat  also  im  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  00'  einen 
isolirten  Punkt.  Derselbe  verwandelt  sich  in  einen  Rückkehrpunkt  mit 
der  Tangente  00'  für 

m«[£(£  -  l)r«-  ^^]  =  £2(f  -  l)(r2^  /^ 

Es  ergiebt  sich  weiter,  dass  dieser  Rückkehrpunkt  in  einen  Selbst- 
berührungspunkt übergeht,  wenn  gleichzeitig 

ist,  also  für  .,        ,,       ,       ,„ 

r«=£(f-l)(2r2-/2). 

Setzen  wir  in  diesem  Falle  in  der  Curvengleichung  i/  =  0,  so  ergiebt 
sich  für  X  eine  Gleichung  sechsten  Grades  mit  dem  Anfangsgliede: 

16£-'^(f-l)Vi*(r2-r'*)3x«. 

Dasselbe  verschwindet  nur  für  die  nicht  in  Betracht  kommenden  An- 
nahmen £  =  0,  £  =  1  und  für  r  =  r',  das  heisst  f  =  oo.  Daraus  folgt,  dass 
die  Gerade  00  \n  keinem  Falle  einen  Bestand theil  der  Kniecurve  bilden  kann. 

*  Hart  a.  a.  ü. 


hWBLi 


I 
I 


IXL  Ist  eudlioh  ia  VerbiDdung  mit  Gleichung  9) 

r  —  r\     l  —  t, 

Ificirt  sich  die  Gurre  k  durch  abermalige  Ablösung  der  unendlich 
fartieil  Geraden  auf  eiue  bicirculare  Curve  achter  Ordauug,  die  auch  sym- 
metrisch ist  iti  Bezug  auf  die  Mittelöenkrechfce  der  Strecke  Off,     Setzen  wir 


X  =  ar'  + 


m 
2 


60  lautet  das  Glied  achten  Grades  der  Curvengleichung: 

Die  Curve  hat  demnach  vier  durch  den  Mittelpunkt  von  Off  gehende 
^mptoten;  dieselben  sind  Imaginür^  wenn  nicht 

ist.  Unter  dieser  letzten  Voraussetzung  zerfUllt  die  Kniecurve  in  die 
doppelt  Sählende  Gerade  x'=^  0  (vergl.  Fall  I)  und  in  die  bicirculare 
Curve  sechster  Ordnung: 

mit  den  Focalcentren  F^y  F^^  mit  einem  Selbstberübrungspankte  tm  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Geraden  00*  und  einem  Doppelpunkte  in  der 
Mitte  von  Off. 

Hiermit  sind  die  sämmtlichen  Fälle  erschöpft,  in  denen  die  Kniecurve 
einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt  enthält*  uud  es  ist  gleichzeitig  die 
Frage  nach  denjenigen  Bedingungen  erledigt ,  unter  denen  eine  endliche 
Gerade  als  Bestandtheile  der  Curve  auftreten  kann.  Wir  haben  nämlich 
gefunden,  dass  der  einzige  Fall  dieser  Art  bei  der  „ zweiten '^  Ilart- 
schen  GeradfUhrnng  vorliegt;  dieselbe  stellt  also  die  einzig 
mögliche  Geradführung  dar«  bei  welcher  der  geradlinig  be- 
wegte Punkt  mit  zwei  gegenüberliegenden  Viereckaseiten  ge* 
lonkig  verbunden  ist. 

6.  Zerfallt  in  Figur  1  die  Curve  k  in  einen  Kreis  und  eine  gewisse 
andere  Curve,  so  ist  der  Kreisraittelpunkt  identisch  mit  einem  der  früher 
bestimmten  Focalcentra  der  k.  Wir  erhalten  dann  einen  Ubergeschlossenen 
Bfecfaaaiamu&i  indem  wir  diesen  Mittelpunkt  mit  dem  Punkte  K  gelenkig 
verbinden.  Können  wir  gleichzeitig  den  Punkt  K  an  das  vierte  Glied  7? 72' 
an«chlicssen,  ohne  dadurch  die  Beweglichkeit  des  Mechanismus  aufzuheben, 
so  gehört  der  neue  Anschlusspunkt  zu  den  Focalcentren  der  Kniecurve  f, 
die  K  IQ  Beiug  auf  das  Glied  ER  beschreibt. 
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Von  solchen  flbergesohlosaenen  Meohanismen  kennen  wir  bisher  die 
folgenden  Arten: 

I.  In  Figar2  ist  OffiCB  ein  beliebiges  Gelenkyiereck ;  die  Dreieoke 
(fliff^  OCfT^  'BTCX  sind  gleichsinnig  Uinlich  mit  dem  beliebigen  Dreieck 
Ona.  Bilden  wir  das  PanOlelogramm  T08'K,  so  ist  bekanntlich  AOItK 
gleichsinnig  fthnlich  mit  £kOffT\  mithin  ist  auch  SB%K  ein  Parallelo- 
gnunm  und  die  Vierecke  0TK8  and  KfflXX  sind  gleichsinnig  fthnlich 
mit  OO'JSfR.  Ersetien  wir  die  Strecken  8K^  TK^  8'K,  %K  dnrch  ein 
yiergliedriges  Gelenk»  so  ergiebt  sioh  ein  flbexgeeohlossener  Mechanismos. 
Derselbe  besteht  ans  iwei  Sylyester'schen  Pantographen^,  die  in  den 
Punkten  0^  B,\  K  Terbnnden  sind;  wir  wollen  ihn  deshalb  kort  den 
SylTester'schen  Mechanismus  nennen.*** 

Entfernen  wir  in  Figor  2  die  Glieder  TJT,  £  JT«  so  kann  der  Punkt  K 
in  Bezug  auf  die  Glieder  Off,  RS^  bes.  die  ToUstftndigen  Eniecurven  t,  t 
beschreibeni  deren  Focalcentra  wir  wie  frflher  mit  F|,  F,,  Q^^  G^^  H^^  H^ 
%if  9t I  ®ii  ®t«  9ii  9t  beseichnen.  Dann  sind  J\|  $,  ihrer  Definition 
nach  bez.  identisch  mit  den  Anschlusspunkten  7,  SC  Die  Focalcentra  JET^, 
Hf  ergeben  sich  aus  Gleichung  8).    Nun  ist  in  Figur  2): 

OS 
14)  I  =  iSZ  =  Bt  =  JB  JT.  -^  =  «n 

^  ^^ 

und 

R8 


15)  r=  S'K=  ÖT  =  Oa^  ~  =  my'\  +  «*-2/cos«; 

folglich  geht  Gleichung  8)  über  in 

Die  erste  Lösung  derselben,  ^=  f  me"'',  giebt  wiederum  den  Punkt  T\ 
der  Sjlvester'sche  Mechanismus  wird  also  dadurch  cbarakteri- 
sirt,  dass  im  An schluss punkte  T  zwei  Focalcentra  der  Curve  k 
voreinigt  sind,  nftmlich  F^  und  einer  der  beiden  Punkte  U. 
Ebenso  liegen  in  %  zwei  Focalcentra  der  Curve  f,  nämlich  "^^ 
und  ein  $. 

Ist  a  nicht  gleich  0,  so  bilden  umgekehrt  die  Gleichungen  14)  und 
15)  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  unter  welcher  die  Focal- 
centra 2^1,  $2  ^^2-  ^^^  einem  der  Punkte  H^  S^  zusammenfallen. 

Die  Kniecurve  h  spaltet  sich  gegenwärtig  in  den  doppelt  zählenden 
Kreis  um  T  mit  dem  Radius  TK  und  in  eine  vierfach  circulare  Curvo 
achter  Ordnung.  Wir  erhalten  dieselbe  als  Bahncurve  des  Punktes  iC^, 
wenn  das  Knie  SK*S^  symmetrisch  ist  zu  SK8\ 


*  Bormester:  Kinematik  I  S.  295. 
♦*  Daselbet:  S.  662. 

***  Burmester:  Die  Brennpunktmechanismen ,  diese  Zeitschrift  38.  Jahrgang 
S.  218. 
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An  Stelle  der  Focalcentra  jP|,  %^  können  wir  auch  F^^  %^  als  An- 
gehlosapnnkte  eines  Sjlvester'schen  Mechanismus  verwenden.  In  diesem 
liod  die  Dreiecke  OffF^  und  RB'^y  gleichsinnig  ähnlich  mit  ROS;  ^'wird 
(ler gemeinschaftliche  Eckpunkt  der  Parallelogramme  F^OSK  und  S'B'^iK, 

»des  ist  S2r=m/l+£«-2«oo5«,    S'2r  =  «n. 

Ist  in  Figur  2 
16)  m«(l  +  €«-  2iC08a)  =  ««n«, 

du  heisst,  0^7=  B%  =  cfi,  so  wird 

SIT«  Sir* c=  ffK^STK*^  en, 

and  dann  sind  alle  vier  Punkte  jP|,  JP^,  g, ,  g,  der  Reihe  nach  identisch 
mit  IT,,  H^f  $1,  $,.  In  diesem  besonderen  Falle,  der  in  Figur  3  dar- 
gestellt ist,  können  wir  gleichzeitig  den  Punkt  K  mit  jP|,  $,  und  in  der 
«jmmetrischen  Lage  des  Knies  den  Punkt  K*  mit  F^y  %^  zu  einem  Sjl- 
Tester'schen  Mechanismus  verbinden. 

Wie  sich  leicht  ergiebt,  enthftlt  Gleichung  16)  die  Bedingung,  unter 
telcher  in  Figur  2  die  Punkte  8^  8'  im  Laufe  der  Bewegung  zusammen- 
treffen. Die  Glieder  SK,  S'K  können  um  die  beiden  Treffpunkte  ver- 
einigt rotiren;  dieselben  gehören  also  zu  den  Focalcentren  der  Curve  Ä;  und 
sind  folglich  identisch  mit  &| ,  G^.  In  Figur  3  zerfällt  demnach  die  Curve 
zwölfter  Ordnung  A;  in  zwei  doppelt  zählende  Kreise  um  F^  und  F^  und 
in  die  einfach  zfthlenden  Kreise  um  Q^  und  Q^. 

IL  Bei  dem  von  Kern pe  angegebenen  Mechanismus*,  den  Burmester 

ab  Brennpunktmechanismns  bezeichnet  hat,   ist  das  Viereck  OO'B^B 

gkiehfalls  beliebig  tind  8  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Seite  0B\  £f'theilt 

die  Seite  CfB!  im  Verhftltniss  08 :  B8,  und  die  Punkte  T,  £,  £  werden 

so  bestimmt,  dass   die   beiden  Vierecke  0TK8  und  KZ,B'8\  sowie  auch 

0TK8'  und  EZB 8  entgegengesetzt  ähnlich  sind  (Fig.  4).     Dann  bleibt 

der  Punkt  K  w&hrend  der  ganzen  Bewegung  der  Koppelgeraden  BB'  ein 

Brennpunkt  eines  dem  Viereck  OOBB'  eingeschriebenen  Kegelschnitts. 

Setzen  wir  wieder  Off—m,  Äjr=n,  OB  =  r,  0'Ji=^r\  08^  er, 
SK-l^  8'K=t  und  verstehen  unter  e   eine  Wurzel  der  Gleichung: 

([••«-f(m*-n«)]e'«-[m«^«(m*-n«)  +  «(l-i)(r«-r«)]«' 
+  £(l-*)r«=0, 
w  ist  nach  Kempe: 
18)  OT^em,  BZ  =  €n. 


17)    f 


19)  p=  "' j:r7»-'».      r»=A(]  -  «)(i  -«v. 

20)  rir«=ft'-^«*,     5;Ä*=-(l-«)(l-e')m». 

1  — i  S 
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Für  a  =  0,  ^  s=  tm  nnd  die  angegebenen  Werthe  von  V  and  T'  gehen 
die  Gleichungen  7)  und  8)  über  in  17),  das  heisst,  im  Anschlusspunkte 
T  fällt  einer  der  beiden  Punkte  Q  mit  einem  H  zusammen, 
etwa  Q^  mit  H^.  Ebenso  vereinigen  sich  in  SC  die  Punkte  ®j 
und  $1*.  Die  vollständige  Kniecurve  A;  besteht  demnach  aus  dem  doppelt 
zählenden  Kreise  um  T  und  einer  vierfach  circularen  Curve  achter  Ord- 
nung mit  den  Focalcentren  J\,  jP^,  ff^t  -^s*  Dieselbe  ergiebt  sich  als 
Bahncurve  des  Punktes  K*^  der  zu  K  symmetrisch  liegt  in  Bezug  Kai  S8\ 

Ist  r  =^n^  r  =  m,  so  liefert  Gleichung  17)  die  Wurzeln: 


und 


in«-«(m^-n«) 
.'=l-f. 
Fttr  die  erste  derselben  folgt  aus  18)  und  20): 


OT=TK=-    ,       ;  ; ^,     %R'=ZK 


und  aus  19): 

|  =  £n  =  2?g„     r=(l-€)m  =  F^ff. 

Dieselben  Werthe  ergeben  sich  aber  aus  14)  und  15)  für  aesO,  das 
heisst,  wir  erhalten  aus  dem  in  Figur  5  gezeichneten  Brenn- 
punktmechanismus einen  Sylvester'schen  Mechanismus,  wenn 
wir  das  Knie  SKS'  in  die  symmetrische  Lage  SK*S'  bringen  und  K*  mit 
i^i  und  1^2  verbinden.  In  diesem  besonderen  Falle  vereinigen  sich  dreimal 
je  zwei  Focalcentra  der  Curve  Ä,  nämlich  iTj  mit  G^  in  T,  iTg  mit  2^^ 
ö,  mit  F^]  dabei  ist  0F^=  FiO'=  S'B'.  Die  Curve  k  spaltet  sich  in 
drei  doppelt  zählende  Kreise  um  T,  F^  und  F^  bez.  mit  den  Radien  OT^ 
0'S\  S'B\ 

Wir  bemerken  beiläufig,  dass  es  keinen  speciellen  Fall  des  in  Figur  4 
dargestellten  Brennpunktmechanismus  giebt,  bei  welchem  es  möglich  wäre, 
analog  zu  Figur  3  den  Punkt  K*  mit  Ä,  S'y  ff^,  ®g  zu  einem  zweiten 
Brennpunktmechanismus  zu  verbinden. 

Für  e  =  —5 z  wird    die   eine   Wurzel   der   Gleichung  17)   unendlich 

rnr  —  n' 

gross;  der  zugehörige  Brennpunktmechanismus  ist  identisch  mit  der  zweiten 

Hart'schen  Geradftihrung. 

6.  Ausser  dem  Sylvester 'sehen  und  dem  Brennpunktmechanismus 
kennen  wir  noch  drei  andere  übergeschlossene  Mechanismen,  bei  denen 
aber  das  Gelenkviereck  00' RR  nicht  mehr  willkürlich  ist. 


*  Aber  die  Gleichungen  19)  bilden  nicht  die  '»^ 
das  ZuBammenfalleu  von  Cr,  und  Ifi,  Q^g  and 
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mirtinPigure        „,+  ,,^^+,. 

Bo  sind  die  Diagonalen  OB!  and  OB  beständig  senkrecht  auf  einander. 
Der  Schnittpunkt  K  derselben  hat  von  den  Mittelpunkten  8^  S\  T,  %  der 
gttten  f,  r,  m,  n  bez.  die  unveränderlichen  Entfernungen 

L.    —    V^     ^ 
2'    2'    2'     2' 

fir  erhalten  demnach  einen  übergeschlossenen  Mechanismus,  indem  wir 
die  Strecken  SK^  S'K^  TK^  %K  im  Punkte  K  zu  einem  viergliedrigen 
Gelenk  verbinden.* 

Setzen  wir  in  den  Oleichungen  7)  und  8): 

80  geben  beide  über  in 

Von  den  sechs  Focalcentren  der  Curve  A;  fallen  also  vier, 
aSmlich  F^^  F^  und  je  einer  der  Punkte  G  und  H  mit  T  zu- 
sammen, während  die  beiden  anderen  Q  und  H  in  einem  Punkte 
l^der  Geraden  OO  vereinigt  sind;  dabei  ist 

Madien  wir  noch  auf  12  ü'  die  Strecke 

so  zfthlt  U  für  zwei,  %  für  vier  Focalcentra  der  Curve  f. 

1       ,  r* 

Pur  e  =  ^i    g'  =  ,^  verwandeln  sich  die  Gleichungen  19)  in 

Lösen  wir  daher  in  Figur  6  das  viergliedrige  Qelenk  bei  K  auf  und 
bringen  das  Knie  8KS'  in  die  symmetrische  Lskge  SK*S\  so  können  wir 
F  mit  U  und  U  zu  einem  Brennpunktmechanismus  verbinden.  — 
Fragen  wir  umgekehrt  nach  der  Bedingung,  unter  welcher  bei  dein 
in  Figur  4  dargestellten  Brennpunktmechanismus  die  Focalcentra  F^ ,  F^^ 
ff,,  H^  in  einen  Punkt  zusammenfallen,  so  finden  wir 

m*  +  n*  =  r^  +  r  ^,     c  =  5 » 
wie  in  Figur  6. 

Im  vorliegenden  Falle  besteht  die  Eniecurve  k  aus  dem  vierfach 
zShlenden  Kreis  um  T  mit  dem  Radius  TK  und  aus  dem  doppelt  zählenden 

*  Barmester:  Kinematik  I  S.  598. 
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Kreis  um  U  mit  dem  Radius  UK*.  In  der  That,  lassen  wir  in  Figur  6 
die  Koppel  BB'  alle  möglichen  Lagen  oberhalb  der  Geraden  0(f  continnir. 
lieh  einmal  durchlaufen,  so  beschreibt  der  Punkt  K  yiermal  hin-  und  her- 
gehend ein  Bogenstück  des  ersten  Kreises,  während  der  Punkt  K*  den 
zweiten  Kreis  einmal  ganz  durchwandert,  und  das  entsprechende  gilt  ftr 
diejenige  Bewegung  der  Koppel  BB\  die  zur  ersten  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  Off, 

Wir  können  auch  die  Paukte  5,  S\  T,  %  mit  einem  gewissen  Punkte  / 

zu  einem  Brennpunktmechanismus  vereinigen.  Dann  ist  e  =  ^i  also  nach 
19)  und  20):  r'  r 

das  heisst  8K8'J  und  ebenso  TK%J  ein  Parallelogramm.  Während  die 
Glieder  OB^  (/2^,  TK  zwischen  gewissen  Grenzlagen  hin-  und  herschwingen, 
macht  dhs  Glied  TJ  gleichzeitig  mit  TJK*  eine  volle  Umdrehung. 

Der  Best  der  zum  Punkte  J  gehörenden  Kniecurve  ist  eine  eigentliche 
Curve  achter  Ordnung.  Von  ihren  Focalcentren  sind  zwei  in  T  vereinigt; 
das  dritte  ist  TJ^  und  das  vierte  liegt  auf  00^  symmetrisch  zu  U  in  Bexng 
auf  T. 

rv.  In  Figur  7  ist  OffB^B  ein  Parallelogramm  und  die  Dreiecke 
0'B'S>  und  BB^Z  sind  bez.  congruent  mit  den  beliebigen  Dreiecken  0B8 
und  OffT.  Construiren  wir  das  Parallelogramm  SOTK^  so  sind  auch 
S'K^  3iK  bez.  gleich  und  parallel  zu  O'T,  BS-,  die  vier  in  K  zusammen- 
stossenden  Strecken  bilden  also  ein  viergliedriges  Gelenk.* 

Im  vorliegenden  Falle  ist  m  =  n,  r  =^r\  folglich  verwandelt  sich 
Gleichung  8)  in       ^« j2_  ^(^2^.  P-  r «) f  +  m«P  =  0, 

oder,  wenn  o  den  Winkel  TOff  bezeichnet, 

J»-2lJ;co5a)  +  P  =  0, 
oder 

a-^c'«)(J;-le-'«)  =  0. 

Die  Focalcentra  H|,  H,  sind  also  identisch  mit  T  und  mit 
dem  Punkte  T*,  der  zu  T  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  0(f. 
Machen  wir  die  Dreiecke  SS'K*  und  BBfZ*  congruent  zu  OO'T*,  w 
werden  T*K*y  %*T*  bez.  gleich  und  parallel  zu  TK,  ZK.  Die  Yoll- 
ständige  Curve  h  zerföllt  demnach  in  die  einfach  zählenden  Kreise  um 
T  und  T*  vom  Radius  TK  und  in  eine  vierfach  circulare  Curve  achter 
Ordnung,  die  wir  erhalten,  wenn  beim  Durchgange  durch  die  Durch- 
schlagslage das  Parallelogramm  0  O'BB  in  ein  Antiparallelogramm  übergeht 


*  Burmester:  Kinematik  I  S.  595. 
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V.  Bei  dem  in  Figur  8  gezeichneten  Qelenkmechanismus  ist 

0(/^RF:=m,     OR=0'B'=r, 

08  =  S'JR=  5.       SK==I^K=  I; 

jabei  sind  die  Strecken  m,  r^  8^  l  vollkommen  unabhängig  von  einander. 
Sehneidet  die  Oerade  81^  die  Seiten  Off^  Bl(  bez.  in  T,  X  und  bezeichnen 
fir  den  Mittelpunkt  von  88'  mit  My  so  ist 

SZ*-  TX«c=  8M*-  TM^=^  8T.8Z  =  -  Ba-^^-^^^OB', 

r  r 

Ans  dem  Kreisviereck  OO'BB!  folgt  aber 

oa.  bb:=  bo\  ob:+  ob  .  o'b:, 

oder 

mithin  ist  /        \  /    «      ^\ 

Die  einander  gleichen  Strecken  TKy  %K  sind  also  während  der  ganzen 
Bewegung  constant  und  folglich  durch  Gelenke  ersetzbar.* 

In  den  Punkten  T^  %  vereinigen  sich  bez.  die  Focalcentra 
Jp  J",  und  gl,  g,,  —  Wir  kommen  auf  diesen  Fall  später  ausführlicher 
suflcL 

7.  Um  in  systematischer  Weise  die  sämmtlichen  übergeschlossenen 
Meehanismen  zu  erhalten,  die  sich  überhaupt  durch  Einfügung  eines  vier- 
gHedrigen  Grelenks  aus  dem  Oelenkviereck  construiren  lassen,  könnten  wir 
zonlchst  untersuchen,  unter  welchen  umständen  sich  in  Figur  1  der  Ponkt  K 
noch  mit  einem  dritten  Gliede,    etwa  00\    durch   ein  Gelenk  verbinden 
llsst   Dies  verlangt  die  Angabe  aller  derjenigen  Bedingungen,   denen  die 
Grossen  m^  n^  r^  r\  «,  8\  a^  a\  l^  t  genügen  müssen,  wenn  ein  gewisser 
Kreis  um   eines   der  bereits   bestimmten  Focalcentra  als  Bestandtheil  der 
Cone  h  auftreten  soll.     Dabei  kommen  die  mit  0,  O'  zusammenfallenden 
Focalcentra  nicht   weiter  in  Betracht;   könnte  nämlich  der  Punkt  K  einen 
Kreis  nm  0  beschreiben»  so  würden  die  Punkte  0,  B,  JT  ein  unveränder- 
liches Dreieck  bilden ,   das  mit  dem  Dreieck  O'B'S^  durch  die  drei  Glieder 
00\  BR\  K8'  verbunden  wäre. 

Verstehen  wir  unter  g  den  unbekannten  Ereisradius,  so  fragt  es  sich, 
in  welchen  Fällen  die  Substitution 

21)  y«=  ^  x'+  2^x  +  2riy  -  J«-  1,«+  p« 

der  Currengleichung  4)  oder  6)  identisch  genügt ,    wenn  wir  für  { ,  ij  der 
Me  nach   die  Coordinaten   der   mit  F^  G,  H  bezeichneten  Focalcentra 


Bei  dieser  allgemeinen  Fassung  der  Aufgabe  würde  sich  aber  die  Rech- 
nung Behr  umständlich  gestalten.    Wir  beschränken  uns  daher  zur  vorläufigen 

*  Bormeeter:  Kinematik  I  8.  571. 
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Orientirung   anf  die    Betrachtang   eines  speciellen  Falles ,    indem  wir  an- 
nehmen, das  Viereck  OO'S^B  sei  ein  Parallelogramm  (Fig.  9). 
Constrniren  wir  dann  die  Parallelogramme  OSKT  und  0>S*KT^  so  wird 

or=i,   ar^i\  tk^s,  tk^s, 

Winkel  TKT'=^  a  —  a.  Demnach  ist  TKT'  ein  starres  Dreieck,  und  die 
Kurve  9  die  K  in  Verbindung  mit  dem  Parallelogramm  00* SB  beschreibt, 
ist  identisch  mit  der  Koppelcunre  A^i,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  K  an 
die  Seite  TT  des  Oelenkvierecks  O&TT  anschliessen.  Geht  das  Viereck 
OO'JR^B  in  seiner  Durchschlagslage  in  ein  Antiparallelogramm  über,  so 
erzeugt  der  Punkt  K  eine  neue  Curve  k^,  die  mit  k^  vereinigt  die  voll- 
ständige Kniecurve  A;  darstellt.  Nun  ist  A;,  bekanntlich  eine  tricirculare 
Curve  sechster  Ordnung,  mithin  ergiebt  sich  der  Satz:  Sind  in  dem 
Gelenkviereck  OO'B^B  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  ein- 
ander gleich,  so  spaltet  sich  die  Kniecurve  A;  in  eine  Koppel- 
curve  kl  und  eine  vierfach  circulare  Curve  achter  Ordnung  k^. 

Für  m  =:  fi,  r  =  r  zerftllt  die  Gleichung  5)  in  die  beiden  Gleichungen: 
22)    m£« -(m«  +  r  ««-'•- r«'«—*«')  £+  m5e-«*«(r -««-'•')  =  0 
und  (sV*-  8  «•*«')  f  +  ms&^'  =  0. 

Die  erste  bestimmt  zwei  Punkte  &i,  O^^  die  zweite  einen  Punkt  Q^ 
den  wir  erhalten,  indem  wir  AOO'G^  gleichsinnig  ähnlich  machen  mit 
^TT'K,  Die  Punkte  0,  0\  G^  sind  bekanntlich  die  Focalcentra  der  Koppel- 
curve  A'^;  die  Curve  A'^  hat  demnach  zu  Focalcentren  die  Punkte 

^\i  ^t»  ^i>  ^r 

Sind  alle  vier  Seiten  des  Vierecks  OO'B'B  einander  gleich,  so  werden 

G^j,  G^  bei.  identisch  mit  F^,  F^,  und  die  Curve  k^  verwandelt  sich  in 
zwei  dopp>elt  zählende  Kreise  um  F^  und  F^,  Dann  kann  sich  nämlich 
das  Viereck  nicht  mehr  als  Antiparallelogramm  bewegen,  sondern  es  fällt 
entweder  OB  zusammen  mit  00\  so  dass  die  Glieder  OB  und  BB'  ver- 
einigt um  0'  rotiren  —  oder  es  deckt  sich  OB'  mit  0  0^  und  die  Glieder 
Oiv,  BB  drehen  sich  gemeinschaftlich  um  0.  Im  letzten  Falle  gelangt 
der  Punkt  5  in  die  feste  Lage  F^,  und  wir  erhalten  das  Gelenkviereck 
OSKF.  mit  dem  festen  Gliede  OF^ 

8.  Wir  setzen  im  Folgenden  voraus,  in  dem  Parallelogramm  OO'B'R 
seien  die  benachbarten  Seiten  nicht  einander  gleich.  Soll  dann  der  Punkt  K 
in  Bezug  auf  das  Glied  00  eines  Theils  einen  Kreis  beschreiben,  so  muss 
derselbe  entweder  in  der  Kopi^elourve  A*, ,  ovier  in  der  Curve  A^  enthalten 
sein.    Wir  untersuchen  zunächst,  wann  der  erste  Fall  eiuti-eten  kann. 

I.  Die  Koppelcurve  A*j  l>esteht  aus  einem  Kreis  und  einer  bicircularen 
Curve  vierter  Ordnung,  wenn  in  Figur  \^  das  Viereck  OO'T'T  zu  einem 
Parallelogramm  wird,  das  heisst  für: 

;=  / 


.?3)  I  und 


5*  +  5*  —  255W(o  -  a )  =  m*. 
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Dann  Terwanddt  sich  Figur  9  in  Figur  10,  in  welcher  die  Seiten  8K^ 
ffK  der  Parallelogramme  08KT,  CfS'KT'  zusammenfallen.  Die  Oleich- 
nogen  23)  enthalten  demnach  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Eckpunkte 
S,  8'  der  Dreiecke  0B8^  O'B'S'  im  Verlaufe  der  Bewegung  des  Parallelo- 
gramms OffIfB  einmal  zusammentreffen.  Die  sich  deckenden  Glieder  SK^ 
iK  können  naturgemftss  um  diesen  Treffpunkt  rotiren,  während  das  Oelenk- 
Tienek  in  Buhe  bleibt,  ein  übergeschlossener  Mechanismus  ergiebt  sich 
hienos  aber  nicht. 

IL  Sind  in  Figur  9  die  Dreiecke  OBS^  O'RS'  gleichsinnig  congruent^ 
M  wird  die  Strecke  TT'=s  0,  und  das  Gelenkyiereck  00' TT  geht  ttber  in 
du  starre  Dreieck  OO'T.  Dann  zerfällt  die  \  in  die  doppelt  zählende 
nnendlich  ferne  Gerade  und  in  zwei  Kreise  vom  Badius  s  um  T  und  um 
diD  Pnnkt  T*^  der  zu  T  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  00\  Machen 
wir  noch  AJtJ(T  congruent  zu  AOO'T  und  verbinden  K  mit  X,  so  er- 
halten wir  den  in  Figur  7  dargestellten  abergeschlossenen  Mechanismus. 

m.  Die  Curve  A^i  spaltet  sich  endlich  in  einen  doppelt  zählenden  Kreis 
am  0  und  in  die  beiden  Geraden,  die  den  Punkt  0'  mit  den  imaginären 
Kreispunkten  verbinden,  wenn  in  Figur  9  der  Punkt  K  mit  T  zusammen- 
Klli.  Dann  mtlsste  aber  «  ==  0,  das  heisst  8  identisch  sein  mit  0  —  eine 
Amiahme,  die  gegenwärtig  nicht  in  Betracht  kommt. 

9.  In  Figur  11   ist  das  Gelenkviereck  OO'B^B  in  ein  Antiparallelo- 

gramm   übergegangen;    der    Punkt  K  beschreibt  also   augenblicklich    die 

Corre  ky    Bezeichnen  wir  wie  in  Artikel  1  mit  ^t  O'  die  Winkel,   welche 

beL  die  Strecken  OB,    O'lC  mit  der  oberen  Seite  der  Geraden  00'  ein- 

80  ist  j<  A. 

^'c=.190f^  +  BO'B^-BffO 


and 


stnüCfK^     ^.p    »    cosRORts — , 

Uli  U  Ji 

s%nRO0=^  —pTTzr-t      co8RuO  = 


O'R         -----  ffß 

folglieh: 


(m*—  r^sin^ 


C08&  = 


m*+  r^—  2inrco8d' 
(m*+r*)co5^  — 2mr 


Setzen  wir  in  Gleichung  2)  für  ^nO'  und  cos^'  die  gefundenen  Werthe 
ond  eliminiren  hierauf  d  zwischen  1)  und  2);  so  erhalten  wir  als  Gleichung 
der  Gune  h^: 

j  [f^PP'+  2mr  («'a'P-ÄöP')  -4ni«5«  aa -f  25s'(ni«-r«)(aa'+  hV)] 
.  [m^PP'+  2mr  (fi^a'P-  aaP')  -  4m«5s'aa'+255'(m«-  r«)(aa'+  56')] 
+  (m»-  r*)«[fi'»(a'»+  6'«)p2+  5^(a«+  6«)P'8 
-4Ä«5'»(a»+  6»)(a'«+  6'«)]  =  0. 

ZtitNhxifl  f.  lUthemAtik  n.  Pbjiik.  40.  Jahrg.  1895.  5.  Heft.  \^ 
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Es  handelt  sich  nun  um  Angabe  der  sKmmtlichen  Fälle ,  in  denen  die 
Substitution  21)  dieser  Gleichung  identisch  genügt,  wenn  $,  i}  zunächst  die 
Coordinaten  von  F^  (oder  F^),  sodann  diejenigen  eines  der  Punkte  G^^  G^ 
bedeuten.  Ohne  auf  die  immerhin  langwierige  Rechnung  weiter  einzugehen, 
beschränken  wir  uns  im  Folgenden  auf  die  Mittheilung  der  erhaltenen 
Resultate. 

I.  Setzen  wir  für  $,  i^  die  Coordinaten  von  F^: 

^       ms  ms    . 

r  r  ' 

so  zeigt  es  sich,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  24)  in  zwei  Fällen 
identisch  verschwindet,  nämlich: 

A.  Für«««',    5  =  5',    l=^>    r^==^{f^+s*''2rscosa),    q  =  8. 

Gegenwärtig  ist  5 Ä'  =  0 F^ ,  S'K^&P^,  F^K=^OS^  ffS\  also  das 
Viereck  F^OfS'K  ein  Parallelogramm  und  OF^KS  ein  Antiparallelogramm. 
Machen  wir  noch  ARB'^^  gleichsinnig  congruent  zu  A00'/*|,  so  wird  R^^ 
parallel  und  gleich  zu  SA';  wir  erhalten  daher  den  in  Figur  2  dargestellten 
Sjlvester'schen  Mechanismus  für  den  speciellen  Fall,  dass  das  Viereck 
OC/ffR  ein  Antiparallelogramm  ist.  Die  Curve  h^  spaltet  sich  in  den 
Kreis  Ä;'^  ^^  ^i  ^^^  ^®™  Radius  s  und  eine  tricirculare  Curve  sechster 
Ordnung  J(!\  mit  den  Focalcentren  F,,  G^^  G^,  Dieselbe  ist  übrigens  keine 
Koppelcurve,  wie  wir  am  einfachsten  in  dem  speciellen  Falle  a  =  a  =  0 
erkennen.  Dann  wird  die  Jc"^  symmetrisch  in  Bezug  auf  0  0'-^  sie  schnei- 
det diese  Gerade  in  denselben  Punkten,  wie  der  Kreis  k\  und  hat  über- 
dies auf  00'  zwei  Doppelpunkte.  Von  den  drei  Focalcentren  fällt  der 
Punkt  F^  auf  0  0',  und  die  beiden  anderen  Punkte  Gj,  G^  liegen  auf  oder 
symmetrisch  zu  0  0\  je  nachdem  m^^4s{r  —  s)  ist.  Wäre  Jc\  eine  Koppel- 
curve, so  müsste  sie  auf  0  0'  gleichzeitig  drei  Focalcentra  und  drei  Doppel- 
punkte besitzen.  —  Die  Koppelcurve  Aij  zerfällt  gegenwärtig  in  den  Kreis  Ä/^, 
in  den  Kreis,  der  zu  diesem  symmetrisch  ist  in  Bezug  auf  0  0\  und  in  die 
doppelt  zählende  unendlich  ferne  Gerade. 

B.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  24)  wird  ferner  identisch  zu  Null  für 

r- 
Durch  diese  Relationen  ist  aber  der  in  Figur  8  dargestellte  Mechanis- 
mus definirt.     Da   bei    demselben   die   beiden  Focalcentra  F, ,  F^  mit  dem 
Punkte  T  zusammenfallen,  so  bildet  der  Kreis  um   T  mit  dem  Radius   Th' 
einen  doppelt  zählenden  Bestandtbeil  der  Curve  Jc^. 

Lässt  sich  aus  den  Strecken  0  0',  05,  O'S'  ein  Dreieck  construiren, 
so  fallen  die  Punkte  5  und  S'  während  der  Bewegung  des  Antiparallelo- 
gramms  zweimal  zusammen,  und  dann  sind  diese  Treffpunkte,  um  welche 
die  Glieder  SA',  S'K  vereinigt  rotireiii  ideniiaoh  mit  den  Focalcentren  G^,  G^. 


Von  Dr.  R.  Mülleb.  275 


Der  Best  der  Gurye  h^  besteht  demnach  ans  zwei  reellen  oder  imaginären 
Kreisen  vom  Badins  l,  deren  Mittelpunkte  von  0  um  9,  von  O'  um  r  —  « 
eatfemt  sind. 

Dieses  Ergebniss  bestätigt  in  anschaulicher  Weise  den  letzten  Satz  des 
Artikels  2.  Es  beschreiben  nämlich  alle  Punkte  A",  die  wir  in  Figur  8 
durch  xwei  beliebig,  aber  gleich  lange  Glieder  Si^^  S'iC  an  die  Punkte  5,  S' 
anschliessen  können,  drei  Schaaren  concentrischer  Kreise  um  T,  G^,  G^ 
and  flberdies  eine  Schaar  symmetrischer  Eoppelcurren  mit  den  festen  Focal- 
centren  0,  0\  C^^;  dabei  theilt  G^  die  Strecke  00'  im  Verhältniss  OS  :  0*S'* 

II.  Die  Coordinaten  der  Punkte  (?|,  G^  sind  nach  22)  die  reellen 
LSsaDgen  der  beiden  Gleichungen : 

«•(S*—  ff)  —  (m*+  r^oo»  o  —  rs'cos  ft')5  —  r{ss%n  a  —  s'sin  a)  ff 

+  mrsco5a  —  ms5'«w  («  +  «')  =  0, 
2mJi2  +  r(5«na--Ä'Ä»no'){  —  {tn*+rscosa  +  rslco8a*)ri 
—  mrssina  +  in5«'«n(a+  «')  =  0. 

Bilden  wir  nun  wieder  die  Bedingungen,  unter  denen  die  Substitution  21) 
der  Gleichung  24)  identisch  genügt,  so  führt  die  Rechnung  einerseits  auf 
die  selbstTerständliche  Forderung,  es  müsse  l=»V  und  im  üebrigen  die 
Figur  so  beschaffen  sein,  dass  die  Punkte  S  und  S'  zusammentreffen  können. 
DsTon  abgesehen  ergiebt  sich  ein  einziger  Fall,  in  welchem  die  linke  Seite 
fon  24)  identisch  verschwindet;  derselbe  wird  definirt  durch: 

a  =  o'=0,     8  =  8\ 

P=S«,     r«=(,n-J)«,     q'=8\ 

Die  quadratische  Gleichung  für  |  bestimmt  zwei  auf  00^  liegende 
Pankte  6|,  G^»    Construiren  wir  dann  ein  Knie  mit  den  Schenkeln 

SK:=OG^,    S'K=^ffG^, 
so  entsteht  ein  ttbergeschlossener  Mechanismus,  indem  wir  K  mit  G^  durch 
das  Glied  G^lf^s  verbinden. 

Machen  wir  noch  auf  RR  die  Strecke  R®^^  OG^^  so  wird 

Qnd  wir  erhalten    einen  Brennpunktmechanismus,    der  aus  Figur  4 
hervorgeht,  wenn  m^n^  r  ^i'  ist.   Dann  folgt  nämlich  aus  Gleichung  17): 

€'(l-0m«=«(l-«)r«5 
setien  wir  nun  i'm  =  £,  er  =  5  und  yertauschen  die  Buchstaben  T,  %  bez. 
mit  (7^   @j,     so    liefern    die   Gleichungen   18)    bis   20)    die    soeben   an- 
gegebenen Werthe  ftir  OC,,  Ä@,, J,  l\  G^fC,  ®^K. 

Im  vorliegenden  Falle  besteht  die  Curve  Ä;^  aus  dem  Kreise  U^  um  G^ 
mit  dem  Radius  8  und  aus  einer  tricircularen  Curve  sechster  Ordnung 
li\  mit  den  Focalcentren  Fj,  F^,  G^.    Dieselbe  berührt  den  Kreis  in  seinen 
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beiden  Schnittpunkten  mit  Off  und  hat  Überdies  auf  Off  zwei  Doppel- 
punkte, ist  also  wiederum  keine  Eoppelcurve.  Die  Cunre  A^i  zerf&llt  in  den 
doppelt  zählenden  Kreis  k\  und  die  doppelt  zählende  unendlich  ferne 
Gerade. 

Der  SjWester'sche  und  der  Brennpunktmechanismus  erscheinen  hier 
als  diejenigen  Sonderfälle  der  Figur  7,  in  denen  das  dort  gezeichnete  Parallelo- 
gramm OO'R'R  zugleich  als  Antiparallelogramm  bewegt  werden  kann.  Aber 
der  in  Figur  7  dargestellt-e  Mechanismus  ist  nicht,  wie  jene  beiden,  auf 
das  allgemeine  Gelenkviereck  übertragbar. 

10,  Die  Untersuchung  des  Qelenkvierecks,  in  welchem  je  zwei  gegen- 
überliegende Seiten  einander  gleich  sind,  hat  somit  nur  zu  solchen  über- 
geschlossenen Mechanismen  geführt,  die  unter  den  in  Artikel  5  und  6 
angegebenen  bereits  enthalten  sind.  Wir  können  hieraus  einige  Schlüsse 
ziehen  für  den  allgemeinen  Fall,  dass  die  Seiten  des  Vierecks  OO'lfR 
keinerlei  Beschränkungen  unterliegen.  Zunächst  folgt,  dass  es  keinen 
allgemeineren  übergeschlossenen  Mechanismus  giebt,  der  den 
Sjlvester'schen  oder  den  Brennpunktmechanismus  als  speciellen 
Fall  enthält;  dabei  kommen  selbstverständlich  immer  nur  solche  Mechanis- 
men in  Betracht,  die  sich  aus  dem  Qelenkviereck  durch  Einfügung  eines 
▼iergliedrigen  Gelenks  bilden  lassen. 

Unter  den  Tier  Mechanismen ,  welche  der  soeben  behandelte  Sonderfall 
geliefert  hat,  befindet  sich  nur  einer,  bei  welchem  die  Punktgruppen  OBS 
0' R S'  nicht  gleichsinnig  ähnlich  sind,  und  dieser  (Fig.  8)  ist  offenbar  nur 
dem  Antiparallelogramm  eigentbUmlicb.  Bei  der  Betrachtung  des  allgemeinen 
Gelenkvierecks  werden  wir  deshalb  von  vornherein  voraussetzen,  es  sei 
AÖÄ5  gleichsinnig  ähnlich  mit  AO'R'S'. 

Für  m  =  w,  r  =  /  stellt  ferner  Figur  7  den  einzigen  Mechanismus  dar, 
bei  welchem  im  Anschlusspunkte  T  nur  ein  Focalcentrum  der  Curve  k  liegt 
und  der  Kreis  um  T  einen  einfach  zählenden  Bestandtheil  der  Kniecurve 
bildet.  Sind  nun  bei  einem  übergeschlossenen  Mechanismus  die  gegenüber- 
liegenden Seiten  des  Vierecks  OO'R'R  nicht  einander  gleich,  so  wird  jener 
Kreis  um  den  Anschlusspunkt  T  als  Bestandtheil  der  zerfallenden  Kniecurve 
immer  doppelt  zählen.  Dies  ist  sofort  ersichtlich,  wenn  wir  das  Viereck 
so  wählen,  dass  die  Glieder  OÄ,  O'R'  nicht  volle  Umdrehungen  machen 
können,  sondern  zwischen  gewissen  Grenzlagen  zu  beiden  Seiten  von  0  0' 
bin-  und  berschwingen.  Um  demnach  aus  dem  allgemeinen  Gelenkviereck 
weitere  tibergeschlossene  Mechanismen  zu  bilden,  werden  wir  von  vorn- 
herein tiber  die  Grössen  f,  a,  i,  l'  so  verfügen,  dass  irgend  zwei  Focal- 
centra  der  Curve  k  mit  einander  zusammenfallen. 

Der  Vereinigung  von  F^  und  Fg,  oder  von  F^  und  Zfj,  oder  von  G^ 
und  Hl  entsprechen  bez.  die  Figuren  8,  2,  4.  Die  Forderung,  dass  G^ 
und  G^  zusammenfallen,  führt  bereits  beim  Antiparallelogramm  zu  keinem 
neuen    übergeschlossenen    Mechanismus.    Wir   betrachten    weiter    den  Fall, 
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ja88  Fl  mit  G^  identisch  ist  —  immer  unter  der  Voranssetzong,  es  sei 
^ORS  gleichsinnig  Ähnlich  mit  AO'R'S'.  Hierfür  ergiebt  sich  aus  Oleich- 
ong  7)  die  Bedingung 

(1- £«-'•)[(! -fe-'«)(m«-r«)  +  fc-«(n«- r «)]  =  0 

und  dieser  wird,  wenn  nicht  a  =  0,  c  =  1  oder  tn^r^  n  =  /  ist,  nur 
genflgt  dnrch: 

25)  «=0.    (l-.0(m«-r*)+€(n«-r«)  =  0. 

Dann  wird  xagleich  ^^  identisch  mit  einem  der  Punkte  ®,  und  nun. 
frsgt  es  sich,  ob  wir  durch  geeignete  Wahl  der  Glieder  {,  V  die  Curve  Je 
in  einen  Kreis  um  F^  und  eine  gewisse  andere  Curve  spalten  können.  Die 
Betnehtung  des  Sonderfalles  m  =  n,  r  =:r  giebt  gegenwärtig  keinen  Auf- 
seUius,  denn  sie  fELhrt  in  Verbindung  mit  der  letzten  Gleichung  auf  die 
Forderung  m=:r^  und  unter  dieser  Annahme  zerfHUt  die  Eniecunre,  wie 
am  Sehluss  des  Artikels  7  gezeigt  wurde,  für  beliebige  Werthe  von  e,  {,  l\ 
Es  bleibt  demnach  nur  übrigi  zu  untersuchen,  wann  die  Substitution  21): 

y«  =  -.»«  + 2«ma:  -  f*m«  +  p« 
der  Gleichung  6)  identisch  genügt;  in  dieser  ist  nach  25)  zu  setzen: 
fg«=m«-(l-26)r«. 
Die  Rechnung   liefert    sofort   als   erste  Bedingung  b  ='  ^  ^^^  damit 
i«wh25):  m'  +  n*=^r^  +  rK 

Wir  gelangen  demnach  zu  dem  in  Figur  6  dargestellten  Mechanismus, 
bei  welchem  die  Diagonalen  des  Vierecks  OO'R'R  aufeinander  senkrecht 
stehen.    Eine  zweite  LOsung  ergiebt  sich  nicht. 

Es  wäre  endlich  noch  der  Fall  zu  untersuchen ,  dass  E^  mit  H^  identisch 
wird.  Nach  Gleichung  8)  vereinigt  sich  £j  mit  H^  und  gleichzeitig  ^^ 
mit  Ol,  wenn  (l±0'=  ni'-  «(ni»«n»)c'« 

ist,  das  heisst,  einerseits  für 

26)  ni  =  n,     i}±iy=^m\ 
andererseits  fELr 

27)  «  =  0,    (l±r)»  =  in«-5(m«^n«). 

Die  Bedingungen  26)  fahren  zu  dem  Mechanismus  in  Figur  7  für  den 

speeiellen  Fall,  dass  der  Anschlusspunkt  T  auf  der  Geraden  00'  liegt.    Die 

so  entstehende  Figur  genügt  fttr  a  =  0  und  fttr  beliebige  Werthe  von  { 

Tmd  e  zugleich  der  Gleichung  27) ;   es  scheint  aber  immerhin  fraglich^  ob 

nieht  diese  letzte  Bedingung  für  bestimmte  Werthe  von  {  und  b  noch 

einen  flbergeschlossenen  Mechanismus  liefert,  bei  welchem  das  Viereck  0  0'i2'/? 

l^ein  Parallelogramm  zu  sein  braucht. 

Um  hierflber  Auskunft  zu  erhalten ,  sind  wir  von  einem  Viereck  aus- 
gegangen, in  welchem  zweimal  zwei  folgende  Seiten  einander  gleich  sind^ 
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etwa  r=zfnj  r  =  n.  Bei  diesem  kann  das  Glied  OR  mit  dem  festen  Gliede  0( 
znr  Deckung  gebracht  werden;  bezeichnen  wir  mit  Fj^  die  zugehörige  Lag 
des  Punktes  S,  so  bilden  die  Punkte  Ü^F^^K^S'  ein  Gelenkviereck  uc 
die  Eniecurve  Ic  zerf&llt  in  den  doppelt  zählenden  Kreis  ä^j^  um  F^  und  eii 
Curve  achter  Ordnung  Tc^,  Der  Punkt  Gy^  föllt  gegenwärtig  mit  F^  zusamm  ^ 
und  die  Curve  Ar,  hat  die  Focalcentra  F^^  G^^  H^^  H^\  dabei  ist 

und  wenn  die  Punkte  H^  und  IT^  sich  vereinigen  sollen,  nach  27): 

Bilden  wir  nun  die  Gleichung  der  Curve  i^,   machen  wieder  die  8q{ 
stitution  y,^  _  ^,^  2ix  -  S«+  Q^ 

und  setzen  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  x  nach  einander 
gleich  Null,  so  erbalten  wir  nur  die  unbrauchbare  Lösung  m  =  11,  die  auf  den 
bereits  erwähnten  speciellen  Fall  von  Figur  7  zurückführen  würde.  Es  en^ 
spricht  also  auch  der  Vereinigung  von  H^  und  J?,,  zunächst  unter  der 
Voraussetzung  r^=sm^  r  =  n  und  dann  offenbar  ebenso  im  aUgemeinen 
Falle,  kein  neuer  übergeschlossener  Mechanismus. 


XV. 
Die  BeschlenniKongspole  der  kinematischen  Kette. 

Von 

Prof.  F.  WiTTENBAÜEB 

in  Grai. 

Hienu  Tafel  X  und  XI  Fig.  1—17. 


Eines  der  wichtigsten  und  interessantesten  Probleme  der  modernen 
Sjiifimaiik  ist  die  constmctive  Ermittelang  des  Bescbleunigungsznstandes 
kinematischer  Ketten.  Bis  jetzt  sind  auf  diesem  Gebiete  noch  geringe  Er- 
folge erzielt  worden:  ausser  wenigen  einfachen  SpecialfHUen  kinematischer 
Ketten,  ftlr  welche  elegante  Constructionen  der  Beschleunigung  gefunden 
worden,  kennt  man  keine  allgemeine  Methode  für  die  Lösung  des  Pro- 
blems: die  Beschleunigung  jedes  Punktes  einer  kinematischen 
Kette  in  Bezug  auf  jedes  beliebige  Glied  derselben  zu  cou- 
strniren. 

Ich  habe  in  zwei  Abhandlungen:  „Die  Wendepole  der  kinematischen 
Kette"  und  „üeber  den  Beschleunigungspol  der  zusammengesetzten  Be- 
wegung** versucht,  die  Lösung  dieses  Problems  vorzubereiten  und  hoffe, 
dass  es  mir  mit  vorliegender  Abhandlung,  welche  hauptsächlich  die  bisher 
wenig  beachteten  Tangentialpole  untersucht,  gelungen  ist,  diese  Lösung 
selbst  zu  finden,  indem  ich  zeige,  wie  man  die  Beschleunigungspole  einer 
kinematischen  Kette  mit  Hilfe  von  Constructionen,  die  hauptsttchlich  aus 
projectiven  Beziehungen  hervorgegangen  sind  und  zu  ihrer  Ausführung  nur 
das  Ziehen  von  Parallelen  und  Senkrechten  bedürfen,  bestimmen  kann. 

Allerdings  liefert  der  Beschleunigungspol  nur  die  Richtung  der  Be- 
schleunigung eines  Systempunktes;  allein  der  nächste  Schritt,  die  Be- 
stimmang  der  Grösse  der  Beschleunigung,  ist  ein  verhältnissmässig  sehr 
einfacher. 

1.  Bei  jeder  Bewegung  eines  ebenen  unveränderlichen  Systems  iu 
seiner  Ebene  giebt  es  in  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  vier  wichtige 
Punkte  (Fig.  1):  den  Drehpol  0,  den  Wendepol  J,  den  Tangentialpol  H  und 
den  Beschleunigungspol  &. 

An  die  Eigenschaften  dieser  Punkte  möge  hier  kurz  erinnert  werden. 
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Beieiohnet  d  den  Darcbmesser  des  über  OJ  beschriebenen  Kreises, 
des  Wendekreises ,  0  den  Durchmesser  des  über  OH  beschriebenen  Kreisesi 
des  Tangen tialkreises,  «  und  l  die  augenblickliche  Winkelgeschwindigkeit 
beiw.  Winkelbesohleunigung  des  Systems,  so  gilt  die  Beziehung 

die  momentane  Bewegung  des  Systems  ist  eine  Drehung  um  0  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  o;  gleichieitig  tritt  um  den  auf  der  Poltangente  OH 
Hegenden  Tangentialpol  H  die  Winkelbeschleunigung  l  auf  und  verändert  m.* 

Der  Besohleunigungspol  liegt  in  der  Senkrechten,  die  Ton  0  auf  JH 
gefUU  wird,  um  ihn  gruppiren  sich  die  Beschleunigungen  der  System- 
punkte in  ihnlicher  Weise,  wie  die  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte 
um  den  DrshpoL 

Aus  den  drei  Punkten  OJH  Iftsst  sich  die  Beschleunigungarichtung 
jedes  Syetempunktes  auf  lineare  Weise  construiren. 

2«  Um  den  Beechleunigungspol  irgend  eines  Gliedes  einer  kin^natischen 
Rette  in  Bet^ig  auf  irgend  ein  anderes  Glied  derselben  tu  bestunmen,  giebt 
es  Mu^h  Obig«iiii  Mgeaden  Weg:  Man  bestimme  die  drei  Ponkte  OJH 
der  rslatit«n  Beweg^uig  ^  Glieder;  dann  ist  ff  der  Faaspmukt  der  Ge- 
raden 00  JL  Jff« 

tHe  Be^timmuiig  des  Drehpoles  0  bat  nach  den  bekannten  Gmnddttien 
Aber  liie  PolWlimmnnfr  kinematischer  Ketten  212  erfolgen.** 

Pie  ErmiUe'nTig  <ie$  Wetii^epoles  J  b&be  ich  in  3er  Abhandlung:  ^Die 
Weni^epole  v^er  kineinatiscbeTi  Kette*  (Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik 
AA  Jahrgang")  gezeigte 

Ks  bleibt  s^mit  noch  die  Constrnctioii  des  Tangen ü&lpole?  H,  mit 
welcher  sich  ^ie<»e  Abhandlung  vornehmlich  bescb&fugen  soll.  Es  giebt 
eine  oirecte  Vetbode,  sümmtliche  Tangen tialpole  einer  2wangl£ufigen  kine- 
matischer. Kette  ?T.  bestimmen.  Da  nnn  auch  die  Wendepole  jeder  solchen 
Kette  ar.f  selbst^t^indige  Weise  nnd  nach  gan?  anderer  Metbode  zu  ermitteln 
sind,  wie   ich  gezeigt  babc,  sc  bat  man  in  dem  Khtericm 

stets  eir  wertfcvolles  Mittel ,  sich  von  der  Richtigkeit  der  Theorie  zu  über- 
zeuger. nnc  andereri»eits  dir  Genauigkeit  der  durchgeflihru»!.  Construciionen 
7\\  iirUfen. 

S    F.^  seiet  1.  r    8.4  vier  ehenr  f^ystemr .  dcroi   geg'onseitigf  Bewegung 

stndir;    werdei.    soL.       I>if    f^olcouligurfttioi.    iiorsflhoi.    »'j.  i'o  ' 'j^',^  0.,^ '^^^ 

Fjg   2     se.     gegt»twr. .     ohejisr     vor     (irt^.    de:     gegenseitiger.    Rewe^Tungen 

•  Verg»  W.  Schell:  ,.  t*^^'  der:  Hi%Rchleuni4TnngR7iwtAn*;  def  ebenen  unvo^ 
Mf)d»^rUohen.  in  d«r  Kheiie  kieweglie-hei.  $v»tÄnn.*  (7.eit»ciiriri  für  Mathematik  und 
Phvtik  XIX.  Bd.. 

**  L.  Btirai«steT:  ^liitirtaili  4ar  lUMMUai'«  1.  Bd  S.  4x0 
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die  Wendepole  Ji^J^^Ju  ^^^  ^^^  Tangentialpole  H^^H^^H^^;  dann  sind 
Bieh  Obigem  aneh  die  zugehörigen  Bescbleunigungspole  ä^it^ss^ji  be- 
itiDmt  In  der  frflber  erwähnten  Arbeit:  „Ueber  den  Bescblennigungspol 
derinnmmengeeetzten  Bewegung*'  habe  ich  gezeigt,  wie  die  übrigen  Wende- 
pole, Tangentialpole  und  Beschlennigungspole  zq  finden  sind;  man  erhält 
mit  Hilfe  der  dort  geschilderten  Construotionen 

ans  ©12 O^Ojj,     JijJis,     ^«^m  ^i®  Punkte  ^,8^,3, 

»      OjjOi^OjA,      «^21*^14»      ^%l^U      f»  n  Ju^U% 

Wurde  richtig  eonstruirt,  so  können  nun  wieder 

aus  ©24043 0,8,  Ju^is*  ^u^ii  ^iö  Punkte  Ji^H^, 
welche  gegeben  waren,  zurückerhalten  werden.  Bezüglich  der  Stellenzeiger 
sei  daran  erinnert,  dass  z.  B.  Jmn  der  Wendepol  der  resultirenden  Be- 
wegnDg  eines  geführten  Systems  n  ist,  welches  die  Bewegung  eines 
fthrenden  Systems  m  mitzumachen  gezwungen  wird.  Durch  die  ümkehrung 
te  Bewegung,  das  heisst,  durch  die  Vertauschung  der  Führerrolle  der 
beiden  Systeme,  yerändem  die  Drehpole  und  Tangentialpole  ihre  Lage 
nicht,  es  ist  also  allgemein 

hingegen  wird  der  Wendepol /m«  durch  die  Ümkehrung  der  Bewegung  ein 
anderen  Jim  und  zwar  wird  die  Strecke  JmnJmm  durch  den  Drehpol 
O«i  =  0«n  halbiri 

Auf  diese  Weise  wurden  in  der  Figur  die  übrigen  Wendepole  und 
Tiugentialpole  eonstruirt;  da  jedoch  diese  Constructionen  ohne  besonderen 
finfloss  auf  die  weitere  Untersuchung  sind ,  so  wurden  sie  in  der  Zeichnung 
nicht  weiter  angedeutet. 

Von  Wichtigkeit  für  alles  Nachfolgende  ist  die  Configuration  der 
Tangentialpole  H^  deren  Eigenschaften  wir  nun  studiren  wollen  (Fig.  3). 
FSllt  man  yon  einem  der  Tangentialpole,  z.  B.  ^^8»  ^^^  ^^®  ^^  ^is  ^^^^ 
schneidenden  Polgeraden  O^^O^  und  O^^O^  (oder  kürzer:  0^^  und  0^^^) 
die  Senkrechten  bis  zu  den  Schnitten  mit  den  Geraden  Hi%H%i  und  H^^H^^ 
80  gelten  für  diese  Schnittpunkte  Ä\^  und  il^j8  die  barycentrischen  Aus- 
drücke : 

^18  •  -^  18  ^  ^1»  •  -"18  +  ^8  •  -"181 
^18  •  -^  18  ^  ^14  •  -"14  +  ^48  •  -"48 » 

das  heisst,  Ä^^  theilt  die  Strecke  Hi^H^^  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
xngehQrigen  Winkelbeschleunigungen  Aj^iUs,  ^^^^  '^^la  ^^^  ^^^  Schwerpunkt 
der  Tangentialpole  H^^H^^  wenn  in  diesen  die  Winkelbeschleunigungen 
iisli3  als  Gewichte  angebracht  werden.  Dabei  bestehen  zwischen  den  Ge- 
wichten oder  Winkelbeschleunigungen  die  Beziehungen: 
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j  ^1«  ■■  *l«  +  ^tS  "  ^14  +  *48> 

^It  +  ^8  "f"  ^ai  ^  ^U  +  ^43  "1"  ^1  *^  ®* 

Deieiobnet   man   allgemein  die  Entfernung  zweier  Drehpole  0„t,Ot,p 
^It  ammin  vo  Hind  die  Strecken 


IT     Ai      g    ^418  '  ^184    ,  «>'l3 
«•l48  *1S 

wie  ich  ebenfklla  in  der  früher  angelogenen  Abhandlung  bewiesen  habe;  es 
ist  wmlt  ji   At  i.       ^       ^ 

^18^  U    ^    »818  '  »18t  '  »148  , 
•H|8  ^  18  *418  •  *184  •  ^ItS 

Wenn  ein  Dreieck  O^^O^O^  von  einer  Geraden  0^^0^0^^  geschnitten 
wird,  so  besteht  die  Beiiehung: 

•|«8  •  *418  •  ^"JMS 

Na«»h  Di? ision  der  letiten  Gleichungen  bleibt 

^f\s^\s  ^  •w^fo  ^  smß ^ 

^'l8^*l8  «IM -«4»  ^« 

viiiii  hi^ij^;»  viieYerb:uviuni:;ii*inie  der  Theilun^sp!ink;e  Jl*.,  J.*,^  steht 
Aut'  der  Yerb:uviuiij::iliuie  der  Drebpole  ''.^"^^  senkrecht. 

Suv'b.x  wiu:  Ausc!^r\:eai  :ivvb  die  Tb:eilu2:g^p',izk:e  Jl-.^  und  -4-^^.  iniec: 
ttsjui  \oi'.  h'»j  uud  5t^  d:e  :N»::kr>fch:en  auf  die  Pol^rii:;^  0.^^  r^i».  '-^^ 
o:r.v'::e5  bu<  iuui  Sshr^.ste  nii:  den  Verbind ,iri:^I:2. es  i^'^if,.  ':<iw  H.^H.^ 
>o  j:vl:^Jji  t'tir  d.e«cje  r*niv*  d.e  bArv.vs:risciien  A.isdrl:kz: 

Vi»  •  -^  .^,  —   S:f  •  ^-Ä  '*'  S.  *  ''*^** 

'^cr^k. -3  :^c  itJjj     iiisc>  s:^a> 

•T-  m   »    ~        -  -  «  M  •  -  -     •  »   —    -*     n-"  •  •••  •  •  •   n 

A:ti;rr^:i  ;»   la^tti^i  jr:^ia  V^jrai. -i^ssu  i^r  i  i^^a  J  r  ^ii   *    li* 
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«0  wird: 
und  ea  bleibt 


I 


Die  drei  genannten  Tlieilungspunkte  verbalten  sich  also  wie  die  Dreh- 
pola  dreier  Systeme  1,  3,  4,  deren  Winkelgescbwindigkeiten  den  Winkel- 
bescbleunignngen  A^jjAj^A^,  proportional  sind. 

Sncbi  man  ferner  noch  in  Figur  3  die  Theilnngspunkte  Ä^^^  nnd  Ä^^^^ 
indem  man  von  H^^  auf  die  Polgeraden  Om  und  0^^^  die  Senkrecbten  er- 
richtet bis  zum  Schnitte  mit  den  Geraden  Hy^H^i  bezw,  ZZ^gJ/g^,  so  schneiden 
aicb  die  Verbindungslinien  Ä'y^Ä^^^  und  A^^^Ä^^^  in  einem  Punkte  S  der 
Geraden  H^^H^^,    Denn  es  ist  nach  der  Bestimmungsweise  von  S: 

S  =  «  .  Ä\^  +  V  .  A\^  =  X .  A\^  +  ff.A\; 
i%  nun  die  vier  Theilungspunkte  die  Ausdrücke  besitzen: 

^13  *  ^  18  =  ^14  •  ^14  +  ^43  •  ^4S? 
*S4  .  ^  14  ^  Ajl  .  -Ojji  +  *i4  *  -"141 

Äi4  ^  A  ^^  Af^  ^  Zfjj  +  Am  ,  H^ , 
t4  =  T  =  ij5,     t»  =  y=^Aa4 

^  —  *13  ■  ''^  J3  "T  ^3t4  "^  24  ^^  *ja  *  '^  13  "r*  ^«4  ■  •"  241 

oder  S^X^,.H,,+  k,,.H,,, 

daa  beisst,  der  Punkt  8  tbeilt  die  Strecke  E^^Hn  im  umgekehrten  VerhUHnisse 
der  Winkelbescbleunigungen  ^^^X^  iind  beide  Strecken  j4*iyjl*^^,  A\^A\^ 
im  umgekehrten  VerbSltnisse  der  Winkelhescbleunigangen  X^^k^J^. 

Ebenso  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Verbindungslinien  der  Tbeilungs- 
pnokte  A^i^A^^  und  A^^^A^^i  sich  in  einem  Punkte  Si  derselben  Geraden 
B^Hi^  schneiden.  Man  gewinnt  nZimlicb  auf  analogem  Wege  für  ^S^  die 
Ausdrücke:        Ä  —  a    ^3     i   i        >|i    —  1       A*    4- k      A^ 

Die  Punkte  iS  und  S^  thellen  die  Strecke  H^^U^^  harmonisch,  wie  ihre 
Ausdrücke  lehren« 

4.  Die  im  vorigen  Artikel  behandelten  Tier  ebenen  Systeme  besitzen 
•eche  Tangentialpole  U  und  zwölf  Tbeilungspunkte  A,  Dieee  18  Punkte 
bilden  eine  interessante  Configuration;  sie  wurde  in  Figur  4  in  anderer 
Anordnung  vollstttndig  gezeichnet. 

Die  Eigenschaften  dieser  Configuration  ergeben  sich  aus  den  soeben 
alfgrieiteten  Slit^en  nnd  lassen  sich  in  Folgendem  zusammenfassen; 

ft)  Jede  Verbindungsgerade  zweier  Tangential  pole  Hmn^nt*  (™*^^  ^' 
meinsamer  Ziffer  tt  im  Stellenzeiger)  trägt  einen  Theiluug8pankt-4V|,; 
derselbe  theilt  ihre  Strecke  im  umgekehrten  Verhiiltnisse  der 
Winkelbeachleunigungen  Xmnk„p. 
b)  Jede  Gerade  HmpA^mi,  steht  auf  der  Polgeraden  O^nnp  senkrecht. 
Die  Geraden  i/mi»  ^",1,1,,  Hpn^'^pny  //«»,-A^««,  sind  somit  parallel. 


ülk 


dÜki 


^B^ 
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c)  Jede  Verbindongf gerade  zweier  Tbeilangspunkte  mit  gleichen  unteren 
HUllenzeigem  Ä^mp  nnd  Ä^mp  steht  senkrecht  rar  Yerbindongs- 
linie  der  Pole  OmpO„^. 

Die  Oeraden  A^mpAßmp  und  A'^nqAFnq  sind  somit  parallel. 
(I)  Je  drei  Theilnngspunkte  mit  gleichen  oberen  StellensBeigem 
liegen  auf  einer  Geraden.  So  liegen  z.  B.  die  Theilnngspnnkte 
A**mpA\qA^qm  ftvf  der  Geraden  a".  Sie  liegen  anf  derselben  wie 
die  Drebpole  dreier  Systeme  mpq,  deren  Winkelgeschwindigkeiten 
den  Wlnkelbeschlennigangen  Xmp^pqlqm  proportional  sind, 
e)  Die  Varblndangsgeraden  A**mpA^nq  iind  A^mpA^nq  schneiden  sich 
iii  einem  Punkte  8y  der  beide  Strecken  im  umgekehrten  Verh&lt- 
niise  der  Winkelbesohleunigungen  Xmp^nq  theilt. 

Die  Verbindungsgeraden  il^m^ii^iip  und  A^mqA^np  schneiden 
»ich  in  einem  Punkte  S^y  der  beide  Strecken  im  umgekehrten  Ver 
hftltnisse  der  Winkelbeschleunigungen  kmq^p  theilt 

Die  Punkte  S  und  S^  liegen  auf  der  Verbindungsgeraden  der 

Taugen tialpole  IfmmHpq  und   theilen  diese  Strecke  harmonisch  im 

umgekehrten  Verhttltnisse  der  Winkelbeschleunigungen  Imnlpr 

t^  Die   Configuration  der  Punkte  H  und  A  kann  zur  Lösung  einiger 

Pra^ren  iMintlist  werden»  welche  (tlr  die  kinematische  Kette  Bedeutung  haben. 

l»t  die  Configuration  der  sechs  Drehpole  0  gegeben,  so  dürfen  Tier 

'ru«>;^utirtl|H^lo  //  Ih^HoIh^  aii^nommeu   werden.     Dann    sind   iwei  Gerade 

^o.Htimu\btu\    in   vioueu   die   beiden    übrigen   Taugentialpole   liegen   müssen. 

hvo   bit^r    luv^^licheu  Fi^Ue   lassen  sich  alle  auf  folgende  iwei  xurückführen : 

A^  Ks  .su\d  die  Tau^utial(H^le  Hm  n  Hm^  i/^ •  ^  P  o  1  d  r e  i  u  n  g     und  noch 

oiu  WUebi^n*  vierter  Tan>^^utialjK>l  in?^ben;  oJer 
b^  V's  siuvi  die  Vün^^^iUii^livle  Z/«  ,  i/,^ H^ ^  /f^«  ^ P o  1  t  ie r  u  a c    g^^ben. 
VvM\  vieu   ir^  \^rsoh:edeKen  AimÄhmen  vier  vier  :inwr  <<^:lis  Tizceniial- 
jvlou  WM  dov  VV.l  a'  eltmAl,  der  Fall  b'  TierccJL  ein. 

a'  P'.o  Poldreixiu^.  lu  F;gur  O  seien  4.isser  ier  Ccnfx^irasicn  der 
l^:vbivle  '  de  Türj^rutii^v^e  H.^H^Ii^^  und  h'^^  •re^r^fbtfn.  Zi^h*  n:;in 
'i  ,  .iV*  •  »  -^  ^'-^^^^  Svbni:;e  mi:  H.^Ii^^  rern^r  -^::i^^*:j  ^ ''j^  -ni 
.i*^.iV,  .  'v,'^^»  so  »i^w.nn;  n:An  d-n  rn«i*-ii^r:in'i«  Jlr ,.  A:i:  *:.<::••? 
N\,-.5>*^  w-Lr^xi?^  n  F  .^JLr  >  d:^  Tb^:.in^ru.n*i:<f  ^<*.j  .ini  JL*„  :cn>:rTLirL 
,^  cs^'>  d'.v.  l'^i'^i:^  V.^c?n  n  d^r  -.--nd^n  .:V  V?r:.nc^-:  n;ia  31:1  Jl*^  ^jid 
-i*^  X  t   hV  .  ,<o  ;jr-2JL':  nr^n   :*'*.  v-rid;»  \.  S*-    •   i^n^n  Lt*  -x*  l:r.rrn 

■  •  >•       ».  -  *  ."»         , 

>\d^   :-:  ^  31.:   is^  ;£SkaJW2      ic  :.«^'^   ia5*w^^«  Aa\;.i    l-^.      Via    ciai 
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EaenfäUen;    dann    dnd    die    drei    anderen  Tangential  pole   noch   beliebig 
bar. 
b)  Die  PoWierung.    In  Figur  6  seien  ausser  der  Configuration  der 
ipole  ^    die  Tangential  pole  H^^H^^E^^H^^  gegeben.      Sucht    man  den 
Arntt  H",3  der  Linien   B^^H^^  und  B^H^^^    ziebt  femer  ahjLOj^^O^ 


ffXö. 


6c  ±0, 


lt3» 


SO    ist  H*\^c  eine    Gerade  A,,*    in    welcher     der 


^ngenüalpol  H^^  liegen  muss*  Denn«  denkt  man  äich  das  Dreieck  ahc 
enrt  ähnlich  veränderlich,  das«  die  Eckpunkte  auf  ihren  durch  E'\^ 
^eoden  Trigem  bleiben  und  die  Seiten  des  Dreiecks  ihre  Richtung  bei- 
rittlten^  80  entsprechen  die  Punkte  a  und  h  jederzeit  zwei  Tbeilunga- 
iBnktan  A*,,  und  A\^  (vergl,  Fig.  4)  und  somit  c  dem  zugehörigen 
laogeBtialpoIe  H^^, 

Eine  analoge  Construction  mit  Hilfe  des  Dreieckes  dif  führt  zur 
Beiudec  E^^^f  oder  Äg^,  in  welcher   der  sechste  Tangen tialpol  E^^  liegen 

s. 

Nimmt  man  nun  E^^  auf  A^^  beliebig  an,  so  irt  ^j^  bestimmt.    Denn, 


M  man  Hj^H^^  ferner 


■"34'^  ai  J-  ^1311 


^'«^'«J-O, 


ii^Äi» 


Uehtjt 

Eo  idineidei  die  Linie  Ä\^E^^  die  Linie  Aj^  in  ^Tj,,  Ebenso  wurde  in 
figorö  zu  ü"^  der  zugehörige  Tangentialpol  ^,3  construirt.  Die  ent- 
ipreehenden  Punkte  Ef^  und  H^^  durchlaufen  auf  ihren  Trttgern  projectivische 
Pnnktreihen. 

Dem  Punkte  E'\^  entspricht  ^",3*  In  diesem  besonderen  Falle  bilden 
iie sechs  Tangentialpole  eine  gewöhnliche  Drahpol- Configuration,  bei  welcher 
ID  Stelle  der  Winkelgeschwindigkeiten  m  um  die  Drehpole,  die  Winkel- 
kfiicidennigungen  k  um  die  Tangentialpole  treten. 

Ausser  den  beiden  soeben  behandelten  Fällen  verdienen  noch  folgende 
[iwei  Erwähnung,  da  sie  bei  der  Construction  der  Beschleunigungspole  kine- 

htiscber  Ketten  zur  Anwendung  kommen: 
c)  Gegeben  seien  ausser  der  Configuration  der  Drehpole  die  Tangential- 
imkB^fE^H^^  (Poldreiung)   und   drei   Gerade  h^Ji^Ji^^^  in  denen  die  drei 
ibrigen  Tangentialpole  E^^E^^E^  liegen*    Man  suche  dienelben. 

ZanRchst  ermittle  man  wie  in  a)  die  drei  in  einer  Geraden  a*  liegen- 
Punkte  A*^^Ä*^Ä\y    Sodann  bleibt  nur  die  Aufgabe  zu  lösen  (Fig.  7); 

Fth  diese  drei  Punkte  drei  Gerade  zu  ziehen»  die  sich  paarweise  auf  den 
gegebenen  Geraden  h  schneiden* 
Die  von  A^^^  ausgehenden  Strahlen  schneiden  h^^  und  h^^  in  per- 
ipecti?i8ch  liegenden  Punktreihen,  die,  von  ii\,  und  A\^  projicirt,  auf 
kr  Geraden  /i,,  zwei  conjectivische  Punktreihen  erzeugen.  Die  beiden 
11  Doppelpunkte  dieser  PunktreLhec  müssen  der  gestellten  Aufgabe  genügen. 
Nim  ist  aber  der  Schnittpunkt  D  von  h^^  mit  0*  bereits  einer  dieser  Doppel- 
punkte.   Um    den    anderen    zu    finden,    beoöthigt  man  die  den  unendlich 
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fernen  Punkten  der  conjectivischen  Pnnktreihen  entsprechenden  Oegenponkte 
G'  nnd  &^  welche  durch  die  Linienzüge  Ä\^ISG\  Ä^^ III IQ  gewonnen 
werden ;  hierbei  ist  ^4^^  1  .|  ^4^  ju  ,|  ^^ 

Macht  man  noch  DG=^G'H^f  eo  ist  in  H^^  der  zweite  Doppelpunkt« 
und  einer  der  gesuchten  Tangentialpole  gefunden;  die  beiden  anderen  H^^H^ 
werden  jetst  im  Schnitte  Ton  H^Ä\^  nnd  Hf^A^^  mit  h^^  bezw.  A^  ge- 
wonnen. 

d)  Gegeben  seien  (Fig.  8)  ausser  der  Configuration  der  Drehpole  die 
Tangentialpole  H^^H^H^  (welche  keine  Poldreiung  bilden)  nnd  drei  6e- 
rade  Aj^A^^it  in  denen  die  drei  noch  übrigen  Tangentialpole  Hi^H^H^i 
liegen.    Man  suche  dieselben. 

Nimmt  man  auf  A,^  einen  beliebigen  Punkt  k^^  als  Tangentialpol  an, 
so  ist  aus  ihm  und  den  gegebenen  Tangentialpolen  nach  a)  eine  Crerade 
bestimmt,  welche  die  Gerade  h^^  im  entsprechenden  Punkte  A,,  schneidet. 
Aus  den  gegebenen  Tangentialpolen  und  den  einander  entsprechenden  Punkten 
^is^is  ^^  °^^  ^^^^  ^^  sechste  Tangentialpol  h'f^  vollständig  bestimmt. 

Beschreibt  der  Punkt  Aj,  die  Gerade  Aj,,  so  durchlSufl  h^^  die  Ge- 
rade A|2  in  projectiTischer  Punktreihe;  ebenso  beschreibt  A'^s  ^^^  Gerade 
A'^  in  projectiTischer  Punktreihe. 

Um  letztere  zu  bestimmen,  beachte  man  Folgendes: 

Wenn  der  Punkt  h^^  auf  seine  Geraden  Aj,  nach  m  rückt,  das  ist  in 
deo  Schnitt  von  Äjj  mit  H^^H^^^  so  rückt  der  entsprechende  Punkt  Ä,j  nach  «, 
das  ist  in  den  Schnitt  von  h^^  mit  H^^H^^\  denn  es  fallen  dann  die 
Theilungspunkte  A^^^A^^^  mit  H^^  zusammen.  Die  sechs  Tangentialpole 
bilden  dann  eine  gewöhnliche  Drebpol  -  Configuration  [vergl.  b)  und  Fig.  6] 
und  es  liegt  der  letzte  der  sechs  Tangentialpole  H^^Il^^H^mnp  im  Schnitte 
von  mn  mit  U^^II^,    p  ist  somit  bereits  ein  Punkt  der  Geraden  h\y 

Um  einen  zweiten  Punkt  q  zu  erbalten,  suche  man  jene  einander  ent- 
sprechenden Punkt«  ^'is^'i2»  für  welche  die  Winkelbeschleunigung  Aj^  ver- 
schwindet. Dann  liegen  die  zugehörigen  Theilungspunkte  a*^^  und  a*j^  in 
H^^  bezw.  i/j^.      Man   zieht   also   i/s^^^s -L  ^Vsj   ^^^   ^"°^    Schnitte    mit   h^^, 

damit  ist  a*,,  gewonnen;  ferner  ebenso  i/^^/^jj  _L  (^j.^,  bis  zum  Schnitte  mit 
/,„.  iodacn  Ä„.r,.-L(>,„.     "St«',. -L  <>,,'"'m> 

damit  ist  tr\^  gewonnen;  verbindet  man  nun  a^,^  mit  ^^j,  ir\.  milA.,  so 
liefert  der  Schnitt  o  dieser  Geraden  einen  zwcit<^n  Punkt  von  h\^.  Wo 
sich  h.^  und  h\^  treffen,  liegt  der  ce>uchto  Tan»:ontia:}.ol   //..,. 

Die  beiden  noch  übrigen  Tnngcnt'-alpolo  Ii,^}L,,  sin.i  tutwcdor  direct 
wie  ii/^3  zu  bestimmen,  oder  mit  Hilfe  des  obon  cei;ir.donon  Tangential- 
poles  7/j,  nach   der   unter  a»  angeführten  Constrnction  aus  der  Poldreiung 
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6.  Unterancht  man  die  gegenseitige  Bewegung  von  mehr  als  Tier,  z.  B. 
foa  11  ebenen  Systemen ,  so  findet  man  auf  ähnlichem  Wege  aasser  einer 

CoD6guration  von  5n(fi  — 1)  Drehpolen  0  eine  gleiche  Anzahl  Tangential- 

1 
potoJIand  ausserdem  q-w(»  — 1)(»  — 2)  Theilungspunkte  A.     Die  Con- 

{goiation  dieser  ^fi(fi  — 1)*  Punkte  Hund  A  besitzt  naturgemftss  dieselben 

figenschaften ,  wie  sie  in  Artikel  4  für  n  e=3  4  mitgetheilt  wurden.    Ins* 
kewsdere  seien  folgende  Eigenschaften  der  allgemeinen  Configuration  her- 


a)  Alle  Theilungspunkte  mit  gleichem  unteren  Stellenzeiger  bilden 
eine  Gruppe  von  n  —  2  Punkten  A^pq^  welche  um  den  Tangential- 
pol  ^1  derart  angeordnet  sind,  dass 

HpqA^pq±Opqr    und    A%qA'pq  A.  OpqOr. 

(vergl.  in  Figur  9  den  Tangentialpol  ^^4   °^^^  seiner  Gruppe  von 
6  —  2  e=3  4  Theilungspunkten). 

b)  Alle  Theilungspunkte  mit  gleichem  oberen  Stellenzeiger  bilden  eine 
gewöhnliche  Drehpol  •  Configuration  von  n  — 1  Systemen. 

Die  Configuration  der  Punkte  A  zerfällt  also  in  n  verschiedene  Drehpol- 

Configarationen  zu  je   q- (**~"  !)('*'- ^)  Polen. 

Figur  9  stellt  eine  sechsgliedrige,  zwangl&ufige  kinematische  Kette  dar; 
dMbe  besitzt  15  Tangentialpole  H  und  60  Theilungspunkte  A.  Die  Con- 
ligimtion  der  letzteren  zerfftllt  in  sechs  Drehpol -Configurationen  zu  je  zehn 
Pobn;  in  Figur  9  sind  die  Configurationen  A^  und  A^  vollständig  ge- 
nielmei 

7.  Geht  man  von  der  gegenseitigen  Bewegung  von  n  ebenen  Systemen 
n  der  einfacheren  Bewegung  einer  aus  n  Gliedern  bestehenden  ebenen 
kmematischen  Kette  über,  so  wird  die  Untersuchung  bedeutend  erleichtert. 
In  allen  jenen  Punkten  nämlich ,  die  man  als  Gelenke  der  Kette  bezeichnet, 
imd  in  welcher  zwei  Glieder  p  und  q  der  Kette  in  dauernder  Verbindung 
rerharren,  fallen  die  vier  Punkte:  Drehpol  0^,^,  Wendepol  Jpq^  Tangential- 
pol Fp,,  und  somit  auch  Beschleunignngspol  Q-pq,  stets  in  einen  und  den- 
selben Punkt  zusammen.  Solche  ausgezeichnete  Punkte  sollen  in  der  Folge 
stets  nar  mit  den  Ziffern  pq  bezeichnet  werden. 

Es  sind  somit  die  r  gegebenen  Gelenke  ebenso  viele  gegebene  Tan- 
gentialpole. 

Bei  einer  zwangläufigen  kinematischen  Kette  genügt  die  Annahme  der 
Besehleunigung  eines  einzigen  Punktes  eines  Gliedes  p  in  Bezug  auf  ein 
fremdes  Glied  g,  um  die  Beschleunigung  jedes  Punktes  eines  anderen 
Gliedes  r  in  Bezug  auf  jedes  fremde  Glied  8  zu  bestimmen.  Da  aber  ans 
jener  angenommenen  BeschleuniguDg ,  dem  Drehpol  Opq   und  dem  Wende- 


288  Die  BeBchlennigongspole  der  kinematischen  Kette. 

pol  Jp^  jener  Glieder  p  und  g,  sowohl  der  Beschleonignogspol  Op^  als  auch 
der  Tangentialpol  Hp^  constniirt  werden  kann,  so  genfigt  offenbar  (aosser 
den  doroh  die  Gelenke  gegebenen  Tangentialpolen)  die  Annahme  eines 
einsigen  Tangentialpoles,  am  sftmmtliche  fibrigen  su  bestimmen. 

Die  Annahme  dieses  einen  Tangentialpoles  darf  nicht  beliebig,  sondern 
muss  auf  der  betreffenden  Poltangente  erfolgen,  welche  dnrch  die  Lage 
des  Drehpoles  nnd  des  Wendepoles,  also  dnrch  die  geometrische  Con- 
figoration  der  Kette,  bestimmt  ist.  Anf  dieser  Tangente  jedoch  darf  der 
Tangentialpol  beliebig  angenommen  werden.  Ffir  jede  angenommene  Lage 
desselben  giebt  es  entsprechende  Lagen  aller  anderen  Tangentialpole  anf 
ihren  Poltangenten.  Nach  den  Untersnchnngen  des  Artikel  5  kann  der  Satz 
aasgesprochen  werden: 

Alle  einander  entsprechenden  Tangentialpole  einer 
swangliafigen  kinematischen  Kette  liegen  in  projecti- 
yischen  Pnnktreihen  anf  ihren  Poltangenten. 

Sollen  swei  nicht  dnrch  Gelenke  mit  einander  yerbandene  Glieder  p 
nnd  q  der  Kette  keine  Winkelbeschlennigang  Ip^  g^;eneinander  besitien, 
so  mnss  Hp^  anendlich  fem  sein;  die  fibrigen  Tangentialpole  entsprechen 
in  diesem  Falle  dem  nnendlich  fernen  Pnnkte  der  Poltangente  ip^ 

8.  Im  Folgenden  sollen  Anwendnngen  der  bisher  beschriebenen  Con- 
stmctionen  der  Tangentialpole  anf  einige  wichtigere  kinematische  Ketten 
gtemacbt  werden. 

Um  für  das  einfache  KurbelTiereck  12,  23,  34,  41  ^^Fig.  10)  die  zum 
Drebix>l  (',,  gehörige  Poltangenie  linear  zu  constroiren,  genügt  es  eine 
beliebige  Gerade  w«  _L  O^^O^^  anzunehmen  und 

pn  _L  134,    pm  Jl  123 

zu  ziehen;  dann  ist  p  ein  Funkt  der  Poltangente  t^^  In  ähnlicher  Weise 
kann  die  Po'.tangenie  /^  liuear  construin  werden. 

Nimmt  man  nun  auf  i^^  den  Tangentialpc'  H.^  beliebig  an,  so  findet 
man  den  sechsten  Tangentialpol  H^^  in  folgender  Wei>e: 

Man  verbiniet  17.,  mit   12,   zieht 

23^',,  _  12?.    23^V  -  -^^«    ^V-^*»  ---  23.  41 

v.nd  rerbi'iei  34  mi:  -i V«  •  "^^"  Sehn::*  dieser  Gera it*  tl.\  r^^  :s;  der  re- 
socht<:   TangfLt-^alpvl  Jf.^. 

Oder:    Mar  verVindet  H.,  mit  34.  lieht 

41-i'^_h^.     4U4'^_124,     A\,A'^,^A\.  iV- 

und  verbindet  12  mit  .4\,;  der  Srhu.ii  d.e^^cr  Gfr&ior  t:..\  t^^  i^t  eben- 
falls 7?,^.  Ebenso  kannte  IL^  r.vh  &r,:  :we.:  andere  Ar:fx  gefnnde-n 
werden,  w«ain  man  statt  12  nnd  41  die  fibrigen  zwe;  Gfuenke  23  und 
34  beofitzt. 
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Die  Panktreiben  HigÄM  auf  den  Poltangeüteii  t^^i^^  sind  projectivisch; 
sind  eDtsprecbeiLde  PuDkie.  Pi'ojictrt  man  beide  Panktreihen  toh 
iitmn  Paukten  aus,  so  erhält  man  zwei  projectivische  Strablenbüsohel ,  die 
dem  SLrabl  O^^O^^  entsprecbend  gemein  baben;  die  Btlscbel  schneiden  sich 
abo  in  einer  Geraden. 

Man  kann  «eigen,  dass  diese  Schnittlinie  s  dorch  den  Schnittpunkts 
der  Diagonalen  12,  34  und  23,  41  des  Kurbel  Tiereckes  geht  und  auf  der 
Urne  ())9  0^4  senkrecht  steht»  Denn,  wenn  man  die  Punk  treiben  Hy^H^^ 
durch  ParallelstrahlenbÜBchel  hi^h^^  senkrecht  zu  O^.^^^^  projicirt,  so  liegen 
diese  in  InTolution ,  wie  später  gezeigt  werden  soll ,  nnd  es  entsprechen  die 
dtirch  0^3  und  0^^  gehenden  Strahlen  Ä^jaÄ^i  doppelt  eioander.  Da  ihr 
Scbiitt  der  Geraden  s  angebären  muss,  so  steht  s  zu  O^^O^^  senkrecbt 

Projicirt  man  die  Panktreihen  11^^  und  K^^  auf  t^^  und  t^^  atis  12  und 
M,  80  sind  diese  Büschel  projectivisch  j  in  den  vier  projectivischen  Bttscheln: 

0|s(U.     ^iU^     12CU,     0,,{t,,) 
estqprecben  einander  folgende  Strahlen: 


015^84. 


340,,,     120,, 


0,,34.     340,3,     120,4. 

Projicirt  man  ebenso  die  Punktreihen  H^^  und  H^^  auf  t^^  und  t^^  aus 
23  und  41,  80  entsprechen  in  den  vier  projectiirischcn  Btlscbelo 

0„(<«),     23((„).     41(^3),     0„(<„) 

liiuder  folgende  Strahlen: 


0.,23,    23  Oj,,    410,. 


0„4I. 


Es  entsprecben  somit  in  den  Büscheln  0,^{t^^)  und  Off{tij)  den  Strahlen 


die  Strahlen : 


0,834, 

0„12, 


0.,23 
0„41. 


Somit  entsprecben  sich  auch  die  Strahien  O^^S  und  O^^S,  da  diese  zu 
den  früher  genannten  harmonisch  liegen.  Demnach  ist  auch  8  ein  Punkt 
der  Geraden  s. 

Diese  Bemerkung  liefert  eine  einfache  Constrüction  des  Tangen tial- 
polea  Hu  aus  H^^  (^ig*  ^1)-  Man  verbinde  11^^  mit  0^^  bis  zum  Schnitte  Si 
mit  der  Linie  5,  die  im  Schnitte  S  der  Diagonalen  des  Kurbel  Viereckes 
mkrdcht  auf  O^^O^^  errichtet  wird;  dann  liefert  SlO^^  im  Schnitte  mit  f^^ 
(fen  Ponkt  Hg4. 

Sollen  die  Glieder  2  und  4  in  dem  betrefifenden  Äugenblicke  keine 
Winkelbeschleunigung  X^^  gegen  einander  besitzen,  so  muss  H^^  im  ünend- 
Mitn  liegen;  den  zugehörigen  Tangen tialpol  i/j^  der  Glieder  1  und  3  be- 
kommt man,  wenn  man  ^i^'S'ill/f^  zieht  und  6^^  mit  0^  verbindet;  im 
SeWtte  Yon  S^O,^  mit  t^^  liegt  //fg. 

ZtllteliflA  f. MMthemattk  tt,  PbjrMik.  40.  Jthrg.  lBif6.  &  II oft.  \^ 


J 


w 
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AqI  demselben  Wege  Endet  man  Hf^ ,  wenn  die  Glieder  1  und  3  keine 
relattTe  Winkelbeschleunignng  l^^  besitzen  sollen.  Die  Paukte  H^  und 
^u  ^^^E^^  ^^  einer  Senkrechten  anf  O^^O^^^  nitmllch  in  dem  CeniralstraM 
der  oben  erwähnten  inTolntoriscben  Parallel  -  StrahlenbUschel  \^h^4* 

J>le  Punkte  Ä^^^Ä\^A\^Ä^^^  in  Fignr  10  haben  ftir  das  EarbelTiereek 
beBondere  Beden txing.  Wir  wollen  eie  in  Figur  12  mit  BiB^B^B^  be- 
zeichnen} sie  liegen  auf  jenen  Gliedern,  welche  ihr  Stellen  seiger  angiebi 
Diese  Punkte  B  geben  ein  ansgezeichnetea  Bild  über  die  Vertbeilung  der 
gegenseitigen  Winkelbeschleunigungen  der  Glieder  des  Kurbel  Tier  eckes,  Sie 
besitzen I   wie  in  Artikel  3  gezeigt   wurde,   die  barjcentrischen  Ausdrücke: 

iji  -  ^1  -=  l^^  m  O^j  +  A^i .  Wjj,     A^j  ,  B^  =r  i^j ,  Oji  +  A^  .  0,^, 

^4  '    ^3  ^^  ^  •  0|3  +  A^,4  .    0^  f         Ajj  ,  B^  =    Ag4  .  Ö34  +    i^i .    O^y 

Ferner  lassen  sieb  leiehi  folgende  Eigenschaften  naeh weisen: 
Es  ist  jederzeit  ^^^^  ||  ^^  ^^  j^  ^^^  ^„. 

Die  Verbindungslinien  -Bi^j  und  B^B^^  eowie  i?jB|  und  B^B^  schneiden 
sieh  auf  den  Diagonalen  des  Kurbel  Viereckes  O^^O^  bezw.  Oi^O^i  die  Aas- 
drüeke  dieser  Schnittpunkte  T  und  E  sind  nämlich: 

T  =  Ajs,ö,3  —  ^«.0^1  =  Ag^.^a  —  A31  .B^  =  ^iS' ^t "  ^ji '^r 

Hieraus  und  aus  oben  stehenden  Ausdrücken  ergeben  sich  für  die 
zwischen  den  vier  Gliedern  vorhandenen  sechs  yerschiedenen  Winkel- 
beschleunignngen  X  folgende  15  Verhältnisse: 


l 


^4» 


M 


0,,B,:B,O^^X,, 
0,,Br.B,0,,^X,,:k,,:l^ 


*41» 


11  > 


0,,B:BO^  =  l^ 


0„T: 


TOn  =  hl 


B^B^iB^B^^  Aj3 

Die  Geraden  B^B^  und  B^B^  für  alle  möglichen  Beschleunigungs- 
zustände  des  Kurbelviereckes  bilden  zwei  inyolutorische  Parallel  •  Strahlen- 
büschel b|s  und  &24>  ^®°^  ^ 

A„=  0  fällt  B^  nach  0„,    ^3  nach  0^, 


Ai4  =  0 


^i 


^12» 


B, 


■'»4» 


die  Geraden  5'  der  beiden  Büschel  entsprechen  also  einander  doppelt.  Ebenso 
entsprechen  sich  jene  Strahlen  doppelt,  welche  durch  0^3  und  O^j,  sowie 
durch  0|4  und  0^3  gehen. 
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Di^  ParaUebtrahlenbOschel  &,{  ond  b^  stehen  mit  den  Parallelstrahlen- 
Useheln  h^  und  ^4,  welche  früher  erw&hnt  worden,  in  der  Beziehung, 
diM  b|8  fthnlich  mit  A13,  5,4  ähnlich  mit  h^^  ist  (vergl.  Fig.  10). 

Die  im  Endlichen  gelegenen  Doppelstrahlen  der  ähnlichen  Strahlen- 
bttidiel  sind  Vi^h^^  bezw.  h^u^^w  Schneidet  man  die  vier  Parallelstrahlen- 
Ui^  '^is^isi  ^H^u  ^^>^ch  die  Gerade  O^^O^^  in  vier  Punktreihen  und 
lii^^ii&isi  ^uOu  J®  '^^^  entsprechende  Punkte  derselben,  so  ist  aus  dem 
Dreiecke  mnpz      ^    r%      r^   /^  /     1      \ 

«Ki  analog  Q^p^^  .  O^Q,,^  co8(ß  +  ß,) :  mßeosß,. 

Wihlt  man  P^^  in  0^,  P,^  in  0^^  und  setzt  Oi^O^^ss  a,  so  ist 

Die  Parallelstrahlenbüschel  5^3 624  schneiden  die  Qerade  O^^O^^  in  zwei 
inrolatorischen  Punktreihen;  sollen  Oi^Oui  ^18^S4  entsprechende  Punkt- 
pure  dieser  Involution  sein,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  werden: 


0,8Ä„  . 

0,,0„ 

_  O.4ÄM 

.OuOh. 

Ow^i«  ' 

OuOf 

«18  »M 

'  0,,0u 

Wfthlt  man  ^13^24  ^^^)  ^^  ^^®  durch  12  und  34  gehenden  Strahlen 
der  infolutorischen  Strahlenbüschel  ii^h^^  die  Gerade  ^13^24  treffen,  so  ist 

O13Ä13:  Bi^O^^tangßitanga^, 
daia  kommt  von  oben: 


Diese  drei  Proportionen  erftlllen  aber  die  oben  stehende  Bedingung 
der  Involution  und  es  sind  somit  Qi^Qu  doppelt  entsprechende  Punkte  der- 
selben. Damit  ist  aber  bewiesen ,  dass  O^^O^  doppelt  entsprechende  Punkte 
der  Panktreihen  Pi^P^  sind,  und  dass  die  Parallelstrahlenbüschel  Aj3A|4 
tbatsfichlich  involutorisch  sind. 

9.  In  Figur  13  ist  eine  sechsgliedrige  kinematische  Kette  dargestellt 
(Watt'scher  Mechanismus  nach  Burmester).  Es  sollen  die  Tangential- 
pole  derselben  bestimmt  werden,  wenn  einer  derselben,  z.B.  H^^,  gegeben  ist 

Der  Tangentialpol  £r24  wird  aus  dem  Eurbelviereck  1 2  S  4  nach 
vorigem  Artikel  bestimmt. 

um  ^43  zu  ermitteln,  benütze  man  das  Schema: 

J3i4B43fl'32(Poldreiung)fl'35.  .  .Ä43, 
das  beiest,  nach  Artikel  5  a  wird  folgendermassen  oonstruirt: 


^:)- 
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Man  Terbinde  H^^  mit  23,  errichte  in  34  eine  Senkredite  auf  O^i 
bis  zam  Schnitte  ^1*34  mit  jener  Verbindungslinie,  ziehe 

344»„J.345,    4»„^»„X  340,5, 

dann  ist  ^1^4  35  eine  Linie  A45,  in  welcher  ff^  liegt. 

Femer  liegt  JI^  auch  in  der  Poltangente  ^45;  diese  wird  entweder  aaf 
bekannte  Weise  durch  Winkelübertragung  gewonnen  oder  oft  zweckm&stiger 
und  linear  durch  Fällung  dreier  Senkrechten: 

«in  J.  04503g.    fni>JL345,    njp  ±466, 

dann  ist  p  ein  Punkt  der  Poltangente  ^45. 

Kennt  man  B^  als  Schnittpunkt  der  Linien  ^^45  und  ^451  so  kann  H^ 
aus  dem  Kurbelviereck  34  56  nach  der  im  Torigen  Artikel  beschriebenen 
Methode  construirt  werden  (in  Figur  13  nicht  durchgeführt). 

Um  den  Tangentialpol  H^^  zu  ermitteln,  benutze  man  das  Schema: 

H^^H^^H^y^  (Poldreiung)  H^  .  .  .  \^ 
^u^u^Ai  (Poldreiung)  H^  .  .  .  h\^ 
Man  ziehe  also  ffi^Ä^^  JL  134  bis  zum  Schnitte  mit  14,  34,  ferner 

so  ist  35il^|3  eine  den  Punkt  JI^^  tragende  Gerade  A15. 

Endlich  ziehe  man  14A*|4  J.  124  bis  zum  Schnitte  mit  12£r,4, 
14il^4  J.  145,    A\,Ä\,  ±  140„, 
so  ist  H^^Ä\^  eine  zweite  durch  H^^  gehende  Qerade  h\^n    Im  Schnitte 
von  Äj5  und  Ä',5  liegt  Ä^g. 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  noch  übrigen  Tangentialpole  bestimmi 
Figur  14  stellt  eine  andere  sechsgliedrige  kinematische  Kette  (Stephen- 
son-Mechanismus  nach  Burmester)  dar.  Von  den  Tangentialpolen  lei 
ff^  auf  der  Poltangente  ^^4  gegeben.  Um  hieraus  irgend  einen  anderen 
Tangentialpol  zu  construiren,  bediene  man  sich  der  in  Artikel  5  a)  nndb) 
mitgetheilten  Constructionen.  Z.  B.  zur  Bestimmung  des  Tangentialpoles  H^ 
benütze  man  das  Schema: 

^»^24^41  (Poldreiung)  i7,5  .  .  .  Ä, 
-^24^46^66^6«  (Polvierung)  .  .  .  h' 
Man  zieht  also  ^24-^^4  -^  ^^^  ^^^  zum  Schnitte  mit  12 ,  14,  sodann 
i?„4»„  J.  245,    A^,^A\^  ±  0,,0,,i 

dann  ist  25il^24  oiue  Gerade  h^  [Construction  a)]. 
Ferner  ziehe  man 

ah  ±  O^^O^,    ac  ±  245,    hc  JL  456, 
dann  ist  die  Verbindungslinie  von  c  mit  dem  Schnitte  d  der  (jeraden  56, 
46  und  25  ff^^  eine  Gerade  h!^.    Im  Schnitte  von  A45  und  h'^  liegt  der 
gesuchte  Tangentialpol  ff^^. 


'C 1  ^«- 
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In  analoger  Weise  werden  die  ttbrigen  Tangentialpole  bestimmt. 

Für  die  meisten  kinematischen  Ketten  werden  die  oben  erwähnten 
natractionen  a)  nnd  b)  zur  Bestimmung  der  Tangentialpole  ausreichen, 
ae  interessante  Ausnahme  behandelt  der  folgende  Artikel. 

10.  um  die  Tangentialpole  der  in  Figur  15  und  16  dargestellten  acht- 
iedrigen  kinematischen  Kette  (Dreispannmechanismus  nach  Burmester, 
lierferenzknrbelkette  nach  Bittershaus)  zu  bestimmen,  wenn  z.  B.  der 
mgentialpol  B^^  gegeben  (und  somit  nach  Artikel  8  auch  ff^g  bekannt) 
it,  schlage  num  folgenden  Weg  ein. 

Zunächst  ermittle  man  nach  Artikel  öa  aus  den  Tangentialpolen : 

H^^H^H^  (Poldreiung)  H^^  die  Geraden  Ags^ss' 

rorin,  wie  bisher,  ^a  eine  Gerade  bedeutet,  in  welcher  der  Tangential- 
x)l  JT.!,  liegen  muss. 

Nimmt  man  nun  auf  der  Geraden  \^  einen  beliebigen  Punkt  \q  als 
TaDgentialpol  an,  so  lässt  sich  der  zugehörige  Tangentialpol  \i  in  folgender 
Um  bestimmen.    Es  ergiebt  sich  nach  Artikel  5  a)  aus 

\^n^H^^  (Poldreiung)  H^^  eine  Gerade  a\g,  46 

md  nach  Artikel  5  b)  aus 

\^H^H^H^^  (Polvierung)  eine  Gerade  c,  s; 

k  Schnitt  beider  ist  ^^4.  Durchläuft  h^^  alle  Punkte  der  Geraden  &|q,  so 
beaehrdbt  \^  ebenfalls  eine  Gerade  ^14,  welche  durch  den  Schnittpunkt  d 
k  Geraden  15,  54  und  26,  64  gehen  muss;  denn,  fällt  h^^  mit  26  zu- 
nmmen,  so  fällt  0^,0  nach  26  und  8  nach  d.  Es  ist  also  d\^  eine  Gerade, 
uf  welcher  der  Tangentialpol  H^^  liegen  muss. 
In  analoger  Weise  kann  man  aus 

ÄtT^Ts ^8«  (Poldreiung)  ^47.,     .      ^     ^    ^ 

eine  Gerade  /»o 


and  aas 


Äi7^74^46^6a  (Polvierung)    J 

>  eil 


Ä86^e2^fs  (Poldreiung)  H^  ,     ^ 

\  eine  Gerade  ^o. 
Ä8e^64 ^47^73  (Polvieruug)    ^  ^ 


bestimmen,  auf  welcher  die  Tangentialpole  H^^  bezw.  H^^  liegen.  Hierbei 
^ht  \^  durch  den  Schnitt  e  der  Geraden  26,  64  und  37,  74,  h^  durch  den 
fchnitt  f  der  Geraden  37,  74  und  15,  54.  Aus  den  drei  Geraden  lix^\Ji^ 
md  den  gegebenen  Tangentialpolen  12,  23,  H^^  kann  man  nun  nach  der 
n  Artikel  5c)  mitgetheilten  einfachen  Construction  mit  Hilfe  der  auf  eyier 
leraden  a*  liegenden  Punkte  A\^A\^A\^  die  Tangentialpole  H^^H^^H^^ 
uiden. 
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üebrigdüfi  kann  jeder  dieser  Funkte  aueh  fQr  sich  ermittelt  werden. 
Um  £.  B.  i7|4  211  finden,  suche  mau  die  Gerade  ft^^,  wie  übei),  sodann  in 
gleicher  Weise  %m 


ßl       li      4Ä    I 

^  eine  Gerade  h\^i 


im  Schnitte  ?on  A^  und  ä'j^  liegt  ff^^.    Hierbei  iat  Ägs  ein  beliebiger  Punkt 
der  Geraden  h^^. 

Um  die  TaogenUalpole  H^B^M^^  zu  ermitteln ^  snehe  man  zunähst 
drei  durch  sie  gehende  Gerade  ^££^^7^75  (^ig*  1^)*  Jode  TOn  ihnen,  z,  B, 
h^^  wird  nach  derselben  Methode  z^  bestimmen  sein»  wie  früher  ft^^.  Man 
nehme  auf  der  Geraden  h^^  einen  beliebigen  Punkt  Aj^  alg  Tangential  pol 
an,  bestimme  nach  Artikel  5a)  aus 

\t^m^%i  (Poldrelung)  S^^  eine  Gerade  a%i  15 

und  nach  Artikel  5  b)  aua 

K^^E4,^At^h\  (PolTiemng)  eine  Gerade  c,  b. 

Der  Schnitt  beider  Geraden  liefert  den  zn  h^^  gehörigen  Tangential- 
pol  h^.  Durchläuft  fi^^  alle  Punkte  der  Geraden  A|g,  so  beechreibt  h^ 
eboufalla  eine  Gerade  Äg^,  welche  durch  den  Schnitt  d  der  Verbindunga- 
Unien  15^  26  und  45,  46  gehen  mussj  denn,  Ullt  der  Tangential  pol  \q 
nach  2ß^  so  liegt  datelbst  auch  a^^^  und  3  flKllt  nach  d  Es  ist  also  dh^ 
die  gesuchte  Gerade  h^. 

In  anderer  Weise  könnte  h^  nach  dem  Schema 

ermittelt  werden.    Analog  finden  wir  die  Gerade  ^^7  aus 
oder  ans 

*86^6S^f8^78|   • 

und  endlich  die  Gerade  hj^  aus 

^36^51^13^781    , 
^^64^47^73) 

oder  ans 

*l7^78^3l^6ll    , 
^17^74  ^46  ^61 1 

*Die  Geraden  l^h^hf^  liefern  nnn  im  Vereine  mit  den  drei  gegebenen 
Tangentialpolen  45,  46,  47  nach  der  in  Artikel  5d)  beschriebenen  Con- 


^6i^i2^esl  , 

^64^48^1») 


fön 


ffTTBiniAüiir 


Man  kdnnte  übrigeos  jaden 


Zh" 


ff.. 


3tractioa  die  drei  Tangen tialpole  Bt^^H^^ff^^^ 

derselben  aucb  auf  indireciem  Wege  finden« 

So  ist  t,  ß.  ^5^  nach  dem  Schema 

/A4^^4ö^5i(Poldreiiing) 

^ji^iö^ßsCPol^reinng) 
yollstfindig  bestimmt. 

Die  Bestimmung  der  noch  tlbrigen  Tangential  pole  H^^,  /Tg^,  /r^^, 
^17 1  ^f7i  sowie  ^4g//fi9^68  Unterliegt  jetzt  keinen  Schwierigkeiten  mehr; 
die  Construction  bietet  nichts  Neues.  Für  die  sechs  ersterwähnten  Punkte 
sind  überdies  schon  sechs  Gerade  \f^h^  etc.  bekannt,  auf  denen  sie  liegen. 

11*  Mit  Hilfe  der  in  Artikel  5  mitgetheilten  und  in  den  Artikeln  7 — 10 
auf  kinematische  Ketten  angewendeten  Constructionen  lässt  sich  nun,  wie 
bereits  angedeutet  wurde«  die  Aufgabe  lösen;  Den  Beschleunigungs- 
pol  Oj^tf  der  relativen  Bewegung  irgend  zweier  Glieder  p  und  q 
einer  zwangläufigen  kinematischen  Kette  2u  finden^  wenn  der 
Besehlennigungspol  Gn  irgend  zweier  anderen  Glieder  r  and  s 
gegeben  ist  (Gelenke  ausgenommen). 

Man  bestimme  nämlich  den  Drehpol  Opq^  ferner  den  Wendepol  J^g  nnd 
den  Tangentialpol  Hp^  in  der  von  mir  angegebenen  Weise;  dann  liegt  der 
Beschleunigungspol  G^q  im  Fusspunkte  der  Senkrechten  von  Opq  Bknf  Jp^ffp^, 

Die  Bestimmung  der  Punkte  Jpq  und  Hp^  kann  völlig  unabhängig  von 
einander  erfolgen,  was  für  die  Controle  und  Genauigkeit  der  Coostruction  auch 
ZQ  empfehlen  sein  wird;  der  Winkel  JpqGp^Hpq  muss  dann  ein  rechter  sein. 

Sollte  die  Ermittelung  des  Wendepoles  Jp  ^  umständlich  sein ,  wie  dies 
in  wenigen  Ausnahmefällen  vielleicht  eintrifft,  so  wird  doch  stets  auf  be- 
queme Weise  eine  Gerade  ipg  anzugeben  sein,  auf  welcher /js,^  liegen  muss; 
dann  ist  Jp^  aus  Op^  und  Hp^  leicht  zu  ermitteln. 

Analoges  gilt,  wenn  der  Tangentialpol  Hp^  umständliche  Constructionen 
erfordert^  was  wohl  selten  eintreten  wird* 

Meistens  sind  sowohl  Jp^  und  Hp^  bequem  direct  zn  constmiren. 

Figur  17  zeigt  eine  sechsgliederige  kinematische  Kette,  von  welcher 
der  Beschleunigungspol  G^^  der  Glieder  1  und  3  gegeben  ist;  es  wurden 
auf  dem  soeben  beschriebenen  Wege  die  Beschleunlgungspole  G^^^  G^^^ 
0^1  f  G^  ermittelt  und  eingezeichnet. 


XVI. 

Ueber  die  Anzahl  der  Kegelschnitte,  welche  durch 
Punkte,  Tangenten  und  Normalen  bestimmt  skid. 

Von 

Dr.  A.  WiMAN, 

Docent  an  der  Universität  in  Land. 


1.  In  den  folgenden  Entwickelangen  beabsichtige  ich  darzulegen,  din 
die  Resultate,  welche  Steiner*  bezQglich  der  obigen  Aufgabe  gegeben 
hat,  nur  zum  Theil  richtig  sind.  Doch  sind  die  Steine r'schen  Eigebniin 
seither  von  Herrn  Spore r**  wieder  abgeleitet. 

Nach  Spore r  bestimmt  man  nun  die  Anzahl  Eegelflcbnittei  weld» 
zu  a  Punkten,  h  Tangenten  und  c  Normalen,  wo 

gehören ,  in  der  folgenden  Weise.  Man  betrachte  das  System  Eegelflchnitte^ 
welche  durch  a  Punkte,  h  Tangenten  und  nur  o  — 1  Normalen  bestimmt 
sind.  Es  sei  schon  bekannt ,  dass  durch  jeden  Punkt  a  Kegelschnitte  dieses 
Systems  gehen,  und  dass  jede  Gerade  von  ß  Kegelschnitten  berührt  wird. 
Dann  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz,  dass,  wenn  der  Berührnngspankt 
einer  Tangente  T  eines  Kegelschnittes  des  Systems  auf  einer  festen  Ge- 
raden Q-  liegt,  so  ist  die  Enyeloppe  der  Tangente  T  eine  Curve  von  der 
Klasse  ct  +  ß  mit  GaXs  j9-facher  Tangente.  Hieraus  wird  nun  dieFolgenmg 
gezogen,  dass  a  +  ß  Kegelschnitte  des  durch  a  Punkte,  h  Tangenten  nnd 
c  —  1  Normalen  bestimmten  Systems  eine  neue  Normale  G  besitzen.  Die 
Erledigung  der  Fälle  mit  c  Normalen  wird  somit  auf  diejenigen  mit  c— 1 
Normalen  zurückgeführt,  und  man  braucht  von  vornherein  das  Problem 
nur  für  den  Fall,  wo  keine  bestimmende  Normalen  auftreten,  gelöst  in 
haben. 

Hinsichtlich  dieser  Methode  bemerke  ich,  dass  die  uneigentlichen 
Lösungen  mit  Vorsicht  ausgeschieden  werden  sollen.  Herr  Sporer  scheint 
aber  nicht  bemerkt  zu  haben,  dass  in  den  Fällen,  wo  drei  oder  mehr  be- 
stimmende Normalen   gegeben    sind,    immer    uneigentliche  Lösungen  anf- 

*  Qeeammeite  Werke  Bd.  2  S.  683. 
**  Diese  ZeiUehrift  1890  36.  Jahrgang  S.  237. 
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treten*  Als  Beispiel  nehme  ich  den  durch  zwei  Pankie  und  drei  Normalen 
bestimmten  Fall  Es  ist  einleuchtend  |  dass  man  hier  die  uneigeniliche 
Lösung  von  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Punkte  und  der  unendlich 
fernen  Geraden  erhält.  Ferner  enthält  das  System  Kegelschnitte,  welches 
dnrch  einen  Punkt  und  drei  Kormalen  bestimmt  ist,  oo^  uneigentliche 
Lösungen,  welche  aus  der  unendlich  fernen  Geraden  und  je  einer  Geraden 
durch  den  gegebenen  Punkt  bestehen;  diese  Lösungen  gelten  aber  auch 
Doch|  falls  eine  Tierte  bestimmende  Normale  hinzukommt,  Ebenso  finden 
wir,  dass  oc^  uneigentliche  Kegelschnitte  fünf  gegebene  Geraden  zu  Kor- 
malen  haben |  nümlich  diejenigen,  weiche  aus  der  unendlich  fernen  Geraden 
unil  je  einer  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene  bestehen.  Somit  tritt  die 
Eigenthttmlichkeit  ein,  dass  Steiner  für  die  Fälle  mit  vier  oder  fünf  Nor- 
malen ausser  den  eigentlichen  Lösungen  auch  eine  gewisse  Anzahl  uneigent- 
Hche  mitgenommen  bat,  da  es  doch  deren  unendlich  viele  giebt. 

Die  besprochene  Methode  kann  indessen  leicht  dahin  modiEcirt  werden, 
dass  ihre  Giltigkeit  in  allen  Fällen  beibehalten  wird.  Von  den  o  Kegel* 
scbnitten  eines  Systems,  welche  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt 
gehen,  mögen  y  in  der  obigen  Weise  noth  wendig  zerfallen,  so  dass 
nur  «  — y  eigentlich  sind.  Die  Enveloppe  von  der  Klasse  a  +  ß  der 
Tangenten  der  Systemkegelschnitte,  welche  auf  einer  festen  Geraden  Cr 
berühren  I  hat  somit  die  unendlich  ferne  Gerade  als  }^- fache  Tangente, 
und  man  ersieht  leicht,  dass  im  Allgemeinen  die  bezügliche  Enveloppe  von 
der  unendlich  fernen  Geraden  weder  in  G  noch  in  dem  in  Bezug  auf  die 
imaginiren  Kreispunkte  conjugirten  Punkt  berührt  wird.  Durch  den 
letzterwtthnten  Punkt  gehen  somit 

(»  +ß  —  Y 

Siidere  Tangenten,  welche  also  eben  so  vielen  eigentlichen 
Kegelsohnitten  angehören,  welche  die  Gerade  G  senkrocht 
durchschneiden. 

2.  Die  Anzahl  Kegelschnitte,   welche  durch  fünf  Punkte,   vier  Punkte 
uad    eine    Tangente,    drei    Punkte    und    zwei    Tangenten,     zwei    Punkte 
Qiid    drei  Tangenten^   einen   Funkt    und  vier  Tangenten,   fünf  Tangenten 
bestimmt  sind ,   werden  bekanntlich  durch  die  bezüglichen  Zahlen  1,2,4, 
4,  2|  1  angegeben.     Dabei  können  höchst  zwei  der  bestimmenden  Punkte 
unendlich   entfernt  liegen.     Man   erhält  so  unmittelbar  die  Anzahl    Kegel- 
schnitte t   welche   eine  Gerade  senkrecht  dorchschneiden,  wenn  sie  übrigens 
durch  vier  Punkte,  drei  Punkte  und  eine  Tangente,  zwei  Punkte  und  zwei 
Tangenten,    einen    Punkt   und  drei   Tangenten,    vier   Tangenten   bestimmt 
lind,  nämlich  3,  6,  8,  6,  3,  wobei  ein  bestimmender  Punkt  in  unendlicher 
^    Entfernung  liegen   darf.      Weiter  finden   wir   für  zwei  Normalen  und  drei 
H    Punkte,  zwei  Punkte  und  eine  Tangente ,  einen  Punkt  und  zwei  Taugenten, 
H    droi  Tangenten  die  zugehörigen  Zahlen  9,  14,  14,  9. 


I 
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um  die  Anzahl  Kegelsclinitie>  welche  durch  zwei  Punkte  P|,  P^  geben 
und  drei  Gerade  ^, ,  ^^p  N^  zu  Kormalen  haben «  zu  finden,  geben  wir 
zu  den  vier  Stahlen  zurück,  welche  auasagent  wie  viele  Kegelschnitte  darcb 
f^,  Pj  und  die  unendlich  fernen  Punkte  N^^  N^^  N^  gehen,  bez.  dorch 
Pif  Ps)  -^r»  ^t  göhen  und  N^  berühren,  bez.  durch  F^,  P^,  N^  geben  und 
N^^  N^  berühren,  bez.  durch  P^,  P,  gehen  und  N^f  -N",,  N^  berühren.  Wir 
erhalten  für  die  eigentlichen  Losungen  die  Zahlen  0,24  4,4,  Dann  sucbeo 
wir  die  Anzahl  Kegelschnitte ,  welche  N^  senkrecht  durchschneiden,  durch 
Pi,  Pj  gehen  und  entweder  durch  N"^,  Ä*  gehen,  oder  durch  N^  gehen  und 
N^  berühren,  oder  endlich  N^^  und  N^  berühren;  wir  finden  2,  6,  8.  Nun 
bestimmen  wir  die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  N^  und  N^  zu  Normalen 
haben,  durch  P^  und  Pj  gehen  und  entweder  durch  N^  gehen  oder  N^ 
berühren ,  und  zwar  erhalten  wir  8 ,  14,  Die  Anzahl  Kegelschnitte ,  welcb^ 
durch  P^i  P^  gehen  und  Ni^  N^^  N^  zu  Normalen  haben,  ist  somit 

8  +  14  ^  22, 

Das  Bildungsgesetz  ist  endent; 
I  0        2        4        4 

2        6        8 
8       14 

I  2a 

um  die  Anzahl  Kegelschnitte  zu  beatimmen,  welche  dtirch  eineti 
Punkt  P|  gehen,  eine  Gerade  T^  berühren  und  drei  Normalen  N^,  iV^,  N^ 
besitzen,  iuchen  wir  in  derselben  Weise  zuerst  die  Anzahl  Kegelschnitte» 
welche  durch  Pj  gehen,  T,  berühren  und  sich  zu  N^,  N^^  N^  wie  im 
TOrhergehendeu  Falle  verhalten  j  wir  erkennen  als  Ausgangszahlen  0,  4^ 
4|  2  und  bilden  hieraus  in  gewohnter  Weise: 

0        4        4        2 
I  4        8        8 

12      14 
26. 

26  Kegelschnitte  besitzen  somit  die  verlangte  Eigenschaft. 

Nun  Stichen  wir  die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  zwei  Gerade  be- 
rühren und  drei  Gerade  zu  Normalen  haben.  Wir  gehen  wie  in  den  T0^ 
hergehenden  Fällen  £U  den  vier  Ausgangszahlen  0,  4,  2|  1  zurück  mä 
bilden  daraus:  0        4        2         1 

4        6        3 

10       9 

19. 

'  Die  Zahl  der  Lüsnnges  ist  somit  19. 
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Es  stellt  sich  so  die  Frage  auf,  wie  yiele  Kegelschnitte  dnrch  einen 
Punkt  P|  gehen  nnd  yier  Gerade  Ni^  N^^  N^,  N^  zu  Normalen  haben. 
ffier  müssen  wir  fttnf  Aasgangszahlen  suchen,  wo  die  Ni  und  ihre  unend- 
6dl  fernen  Punkte  die  analoge  Bolle  wie  in  den  schon  erörterten  Fällen 

i^den.    Wir  erhalten  leicht  für  diese  Zahlen  0,  0,  4,  4,  2  und  bilden 

asiMs:  0        0        4        4        2 

0        4        8        6 

4       12      14 

16       26 

42. 

h         Also  ist  die  gesuchte  Anzahl  42. 

Ebenso  bestimmen  wir  die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  eine  Gerade  T^ 
bertthren  und  Tier  Gerade  ^|,  N^^  N^^  N^  zu  Normalen  haben.  Diese 
Zahl  ist  33  und  wird  in  der  folgenden  Weise  gebildet: 

0        0        4        2        1 

0        4        6        3 

4       10       9 

14      19 

33. 

El  erübrigt  noch  die  Anzahl  Kegelschnitte  zu  bestimmen,  welche  fttnf 
gegebene  Gerade  2^|,  JV,,  JV3,  N^^  N^  zu  Normalen  haben.  Aus  den 
seehe  Zshlen  0,  0,  0,  4,  2,  1  erhalten  wir: 

0        0        0        4        2        1 

0        0        4        6        3 

0        4       10       9 

4       14      19 

18      33 

51. 

Zu  fttnf  gegebenen  Normalen  hat  man  somit  51  Kegelschnitte. 
Ffir  die  L^ungen  in  den  hier  erörterten  Fftllen  mit  3,  4,  5  Normalen 
batte  Steiner  die  Zahlen  ^ 

23,    28,    23,    51,    51,    102 

gegeben. 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  endlicher  Punkte  mit  P,  unendlicher  Punkte 
Qüt  jp*,  Tangenten  mit  T  und  Normalen  mit  N^  so  ergiebt  sich  uns 
Ahr  die  durch  die  bezüglichen  Bedingungen  bestimmten  Kegelschnitte  die 
Aoiabl  L  der  LOsungen  durch  folgendes  Schema: 
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Kr, 
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p- 
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Doch  kann  in  den  FUlen  1 ,  3 1  5 ,  7  ein  gegebener  Fnokt  P  in  nii- 
endlieber  EEtfemnng  liegen.  Daa  Bildunggge&eU  möchte  icb  noch  eintDal 
herrorbeben : 

Die  Änzabl  Eegelficbnitte,  welche  dnrob  aeodlicbe 
niid  a^  uneodlicbe  Punkte  gehen,  I»  Gerade  berübreo 
und  e  Qerade  2a  NormaleQ  baben,  wo 

a  +  fl,+  &  +  c=»5, 

ist  gleicb  der  Anzahl  Kegelschnittei  welche  dnreh  a 
endliche  und  a,  + 1  unendliche  Punkte  gehen,  h  Gerade 
berühren  und  c— 1  Gerade  zu  Normalen  haben,  zu- 
sammengenommen mit  der  Anzahl  Kegelschnitte,  welche 
durch  a  endliche  und  a^  unendliche  Punkte  gehen, 
fr  +  l  Gerade  berühren  und  c  — 1  Gerade  zu  Normalen 
haben. 

3.  Das  Kegelschnitts jstem  bestehe  nun  aus  Parabeln,  das  heisst, 
die  unendlich  ferne  Gerade  sei  gemeinsame  Tangente.  Das  System  sei  von 
der  Beschaffenheit,  dass  a  Parabeln  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  gehen 
und  ß  eine  beliebige  Gerade  G  berühren.  Es  soll  die  Anzahl  Parabeln 
bestimmt  werden,  welche  die  beliebige  Gerade  GF  senkrecht  durchschneiden. 
Die  Enveloppe  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  des  Systems,  deren  Be- 
rührungapumkt  auf  der  Geraden  Q  liegt,  ist  natürlich  auch  hier  von  der 
Klaaae  u  ^  ß  mit  Q  all  /S  facber  Tangente. 

Wir  tmebmen  an,  dass  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  G*  der  Ge- 
raden Cra^     eigentliche  Parabeln  nebst  einer  Zahl  zerfallender  Kegelschnitte 
^ehen.    Vc>n  Q*  geben  an  die  erwähnte  Enveloppe  ff  als  /S- fache  Tangente 
md  am  ijAuiendlicb    ferne  Gerade   als  a- fache  Tangente.    Man  ersieht  aber 
leleht,  däs»^  die  Enveloppe  in  Q^   in  a^  Zweigen  berührt  wird,  entsprechend 


Von  Dr.  A.  Wiman. 


301 


dw  0|  genannten  Parabeln,  so  dass  ftlr  einen  anderen  Punkt  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  diese  Gerade  nur  als  (a  —  aj- fache  Tangente 
uftritt  and  somit  0^  +  ß  andere  Tangenten  der  Enveloppe  davon  ausgehen. 
Die  Zahl  der  Parabeln,  welche  die  Gerade  Q  zur  Normalen  haben,  ist 
somit  Ui  +  ß  und  auf  dieselbe  Weise  zusammengesetzt,  wie  im  Falle  eines 
allgemeinen  Eegelschnittsystemes. 

Wir  erhalten  nun  leicht  in  Bezug  auf  die  Lösungen  der  Parabeln, 
welche  durch  Punkte  P,  Achsenrichtung  P**,  Tangenten  T  und  Normalen  N 
bestimmt  sind,  das  folgende  Schema: 


Nr. 

P 

P- 

T 

N 

L 

Nr. 

P 

P* 

T 

N 

L 

1 

3 

. 

. 

6 

9 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

1 

, 

2 

10 

1 

, 

1 

2 

6 

3 

2 

, 

1 

6 

11 

, 

1 

1 

2 

1 

4 

1 

1 

1 

2 

12 

, 

, 

2 

2 

3 

5 

1 

• 

2 

4 

13 

1 

• 

, 

3 

8 

6 

. 

1 

2 

1 

14 

1 

, 

3 

1 

7 

, 

, 

3 

2 

15 

, 

, 

1 

3 

4 

8 

2 

• 

• 

2 

8 

16 

. 

. 

. 

4 

5 
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XXm.  Znr  Transfoniiatioo  eines  SjBtemes  Imearer  partieller 
DiffbreBÜal  gielcliuiigeii« 

Beseele bnsn  wir  zur  Abkürzung: 


Ä{B)  =  Si 


«w=^7lr  + 


wo  die  Grössen  a^  a^, .  .  .am  £i^  . ,  .  ^j«  Fonctionen  ?on  X|,  ^|, . .  *Xm  Bind^ 
so  Bei  anr  Integration  das  Sjstam  von  m- linearen  partiellen  Diferential- 
gleiebtingen  gegeben: 

A{s)  =  0,     B{§)  =  0, , . .  3f(#)  =  0. 


Sind  nun 


1) 


ßn-%=^9n-i(pOii  «j,  ...a?„) 


die  n  — 1  versohiedenen  Lösnngen  der  Oleichang  B(ß)f=0^  so  lassen  sich 
die  übrigen  Differentialgleichungen  durch  Einftthrnng  der  Grössen 

als  nnabhUngige  Variable  für  die  Grössen  o^i,  x^t.'^Xn^i  transformiren. 
Da  die  n  —1  ß-  Lösungen  von  B{g)^0  sind ,  so  wird  jede  beliebige  Function 
derselben  eine  Lösung  von  B(g)  sein,  z.  B.  <Z>(/?|,  ßi»  •  >  'ßn-i)»  Es  besteht 
nun  die  Aufgabe,  diejenige  Function  <Z>  zu  finden,  welche  die  Gleichungen 

Ä{g)^0,     C(if)  =  O...Jf(if)  =  0 

zugleich  befriedigt.  Betrachten  wir  der  Einfachheit  wegen  nur  die  erste 
Gleichung  Ä{g)  =  Oj  und  führen  wir  darin  die  Function  <Z>  ein,  so  geht 
dieselbe  über  in 


"\ndOdßi^J^d<^dß^  4.0.  V-^^ 

''^jZ  dßi  dx,  '^^^  dßi  dx,'^    "^    j^  dßi  dxn 


0. 
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n  erhalten  wir 

Fahrt  man  in  Ä(ßi)f ,. .  Ä(ßm^i)  für  die  a^,...fl^.i  die  Variabein 
§^.^^ßn-l  vermittelst  der  Gleichaugen  1)  ein,  so  erhalten  wir  eine 
Difierentialgleichaug  mit  den  Variabein  ß^,  /^^.../Sn.i,  Xu.  Unter  beson- 
deren Bedingungen  f&llt  die  Variable  Xn  bei  dieser  Transformation  heraus. 
80  ftllt  sie  heraus,  wenn  Ä{ß)  =  0  und  B{g)  =  0  ein  Jacobi'sohes  System 
büden,  das  hebst,  ÄB{ß)  -  BÄ{g)  =  0 

eine  Identitftt  ist.  Femer  fUlt  die  Variable  Xn  heraus,  wenn  Ä{z)=^0 
and  B{b)=:0  ein  vollstftndiges  System  bilden,  das  heisst,  wenn 

wird  vermöge  der  Gleichungen  Ä{g)  ^0  und  B{g)  =  0.  Es  ist  nun  noch 
der  Fall  möglich,  dass  Xnj  oder  eine  Function  von  Xn,  als  Factor  in 

Ä[ßO,Ä{ß,)...Ä{ßn.l) 

aoftriti  Alsdann  würde  die  Differentialgleichung  2)  nach  Division  ihrer 
beiden  Seiten  durch  Xny  oder  die  betreffende  Function  von  Xnt  ebenfalls 
Ton  Xn  frei  sein,  und  man  hätte  dann  eine  Differentialgleichung  mit 
fi-1  Variabein  erhalten.  Dieser  Fall  soll  hier  genau  untersucht  werden. 
Ist  ß  irgend  eines  aus  der  Reihe  jSj  .../Sn.!,  so  ist 

wenn  wir  für  /3  die  betreffende  Function  aus  dem  Systeme  1)  einsetzen. 
Drücken  wir  jetzt  die  o^i,  o^ .  • .  rcn  - 1  vermittelst  des  Systems  1)  als  Functionen 
Ton  j}^,  /?,,..  ./Sn.i,  Xn  aus,  und  setzen  wir  diese  erhaltenen  Fanctionen 
für  1^ • . . 0^.1  ein,  so  möge  l^x^,  x^.  ».Xn)  übergehen  in 

*(Ai   /'«•••/'n-lj   ««)• 

Diese  Function  ^  soll  nun  die  Form  haben: 

ifog{Xn)  eine  bestimmte  Function  von  Xn^  und  fp  eine  solche  von  ßi^.  ..ßn-x 
ist  Setzen  wir  in  g{xH)tp(ßii  ßi^^'^ßn-i)  für  die  ß  die  betreffenden 
Functionen  g  des  Systems  1),  so  wird  die  Gleichung 

eine  Identität.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  ^j,  Ptf^Pn-i  Functionen 
Ton  «j,  oc^,  ...Xn.i,  rPn  sind.  Differentiiren  wir  diese  Identität  nach 
^t  ^f.-^M-i)  so  erhalten  wir: 


lÖemer«  Mitthfilnngmu 


ai         .  Taip 
^=^Ka^ 


^i?i 


a^ 


Multiplicireti  wir  jetst  der  Eeih«  nach  die  Gletchangan  mit 


ay     ^^B-1 1 


a^c,      a^ 


aaj„_i 


Qnd  addiren  wir  dieae  Gleicbtingeii ,  so  erbalten  wir: 

dl    aa^   ,  _    1      ^^      ^x„_j 


a%  Bxt,      Bs^  dxn 


^Xn^t      dXn 


^a(m  \\^^  ^^^1     a^i       ay   ^dg^  dXj  dtp    ^ag„^i  axf-i 

^^  ■la^ijZraäCrf  a^r«    ag.^ajci  aar«    ■  "^a^«,!,^   a^^^  a^J 

Die  raclite  Seite  dle&ef  Gleichang  itt  NeU,   da  aämmtlich« 


,§ 


Bxi 


dxi 

dxj, 


Null  sind.  Setzen  wir  nämlich  in  irgend  einer  Gleichang  des  Systemes  1), 
z.  B. /3=3p(a;|,  a^,...a;«),  ftlr  die  x^,  x^^...Xn-i  die  ans  1)  gewonnenen 
Ausdrücke  ein,  so  wird  |3  =  g (o^i ,  x^,..,Xn)  eine  Identität.  Es  sollen  nan 
ßif  ß%y'ßn-it  Xn  anabhängige  Variable  sein,  mithin  mnss,  wenn  wir 
nach  Xn  diese  Identität  differentüren,  die  Gleichang  bestehen: 

«—1 


3) 


Es  ist  also 
dl 


^dx, 


dXj 

dXi      dXn 


dx^ 


dx^ 


dx^     dXn  dX^      dXn 


dl      dxn^ 


dxn^i    aa;, 


i  =  0. 


Denken  wir  nns  jetzt  in  Hx^^  x^^  •.•Xn)  Hir  die  o;,,  x^  ...rn.i  die  be- 
treffenden Functionen  von  /3|,  ßi^'^^ßn^i,  ^  eingesetzt  und  alsdann  nach 
o^n  differentiirt,  so  erhalten  wir: 

dx^^i 


/^\     _a^     _az_  _a^ 

\dXn/  dXn    "^    dx^      dXn  "^  "^ 


dl 


dxn^i     aa;„ 


wo 


/  dl\ 

Ig — I  bedeutet,  dass  die  x^^  x^f..,Xn-i  als  Functionen  von 


und  Xm  angesehen  werden  sollen.    Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichang 
ist  bis  auf  das  erste  Glied  Null,  und  dementsprechend  ist: 
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/  dl  \       dl 

i6id8t|  durch  die  Substitutionen  der  Functionen  von  ft,  ^2,.*.|3m-i,  af« 
fdr  dTii  Xs...a;n-i  wird  kein  neues  x^  eingeführt.  Dieses  Resultat  lässt 
sich  durch  folgenden  Satz  ausdrücken: 

«Sahstituirt  mau  in  dem  Ausdrucke  (x^^  %, ...  x«)  für  die  ^n  X| . . .  o^-i 
sich  aus  dem  System 

ergebenden  Functionen  von  ßyj  ß^y ,  , ,  ßn-i^  x»,  so  wird  durch  diese  Sub- 
stitution kein  neues  Xn  eingeführt,  das  heisst,  es  ist 

l 


\dxn/      d^ 


Kit  Hilfe  dieses  Satzes  lassen  sich  Schlüsse  über  die  Form  von 
l{x^f  ^,,*.,X|.)  ziehen,  wenn  nach  der  Transformation  dieser  Ausdruck  in 
ein  Product  verfallen  soll,  dessen  einer  Factor  eine  Function  von  Xn  nnd 
dessen  anderer  Factor  eine  Function  von  ß^y  ß^f-ßn^i  iai 

l{Xif,.,Xn)^g{Xn)if(ßif      ^,p...^«-l), 

WO  die  ^  die  Functionen  des  Systemes  1)  sind,  so  wird  nach  Sub* 
stitution  der  betreffenden  Ausdrücke  für  die  x^, ,  ^  ,x^ .]  der  Aus- 
druck l  übergehen  in  g{xH)^>{ßi,  ß^,..,ßn-i).  Iß  diesem  Fftlle 
braucht  man  für  die  g  nur  die  betreffenden  ß  zu  setzen,  um  den 
transformirten  Ausdruck  zu  erhalten. 
2*  Soll  l{x^,,.Xa)  in  das  betreffende  Product  zerfallen ^  so  darf  der 
andere  Factor  kein  Xn  enthalten.  Es  muss  also  I  in  der  Form 
sich  darstellen  lassen: 

Wenn  wir  nämlich  für  Sj,  x^^.^^Xn^i  die  betreffenden  Functionen 
von  /3j,  .*,/?a— if  ^  einführen I  so  wird  nach  dem  vorhergehenden 
Satx  kein  neues  Xn  eingeführt.  Es  wird  dann  if{Xi^  x^..,Xn~i) 
Übergehen  in  (piß^^  j3j ,  . . ,  jS„  _  i).  Enthielte  nun  V  C^i  i  *••*;«- 1 ) 
Wn  explicit,  so  würde  auch  qp(/?|,  ß^^-^^ßn^i)  dieses  Xn  expliüit 
enthalten«  Dies  widerspricht  unserer  Annahme ,  also  muss  I  schon 
vor  der  Transformation  in  das  Product  gr(a;„)^(iri>.  ..Xn^i)  zer- 
fallen, wo  i(^(iC| ,  *.  jc„-.i)  kein  Xn  eiplicit  enthält. 
Soll  l(x^ . . .  a?„)  nicht  in  ein  Produ*H  zerfallen ,  und  ist  der  erste  Fall 
ausgeschlossen}  so  wird  nach  der  Transformation  kein  x»  oder 
keine  Function  von  x„  als  Factor  sich  absondern  lassen,  da  ja 
dnrch  die  Transformation  kein  neues  Xa  eingeführt  wird. 
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Diesei  Ergebtilss  läest  aicb  äuTCh  folgenden  BaU  wiedergelien : 
j,Ist  der  Ansdniclt 

gegiben,  wo  die  a  Fimotioneti  von  Xn  *r^  ..a?„  sind  und  wo 

eine  Gleichung  des  System  es 

tit|  Bollen  die  ^,  ,  .  .  %.i  durch  Fnnctionen  Ton  ß^^  ßg...ß„^i^  x^  er- 
setzt werden,  welche  sieh  bus  dem  gegebenen  System  ergehen ^  tind  soll 
J(/3)di«Form  ffi^„)^Cß,,  ß^ .  .  .  ß„_,) 

annehmen,  so  ist  dies  nnr  möglich,  wenn  l{^^  ,  .  ,  Zn)  sehen  die  Form 

besitzt,  oder  _,  \        /^  \    t  \ 

]dt|  wo  ir^,  ^i^^'^fi— 1  die  Functionen  dea  gegebenen  System  es  sind;'^ 

Ans  der  Form^  in  welcher  1(3^^^  s^.^.Zn)  sich  darstellen  lässt|  er- 
sehen wir,  dasB  stets  diejenige  Variable  x  ak  unabhängige  neben  den 
/Sj,,.,(3„-i  genommen  werden  mnaa,  welche  selbst  oder  deren  Function 
als  Factor  in  dem  Ansdruck  2(ap| . . .  a?«)  anftritt.     Ist  nnn 

Ä{ß^)^9Mv,{ßL>''ßn^l), 
Ä(ßn^l)^g(Xn)g>n^x(ßl  .  .  .jJ.-l), 

so  geht  die  Differentialgleichung  2)  nach  Division  ihrer  beiden  Seiten  durch 
g(Xn)  ober  in: 

Es  ist  also  die  gegebene  Differentialgleichung  Ä{ß)=^0  yermittelst 
der  n  — 1  Lösungen  der  gegebenen  Differentialgleichnng  B{ß)=^0  ttber- 
geftthrt  in  eine  Differentialgleichung  mit  n  — 1  unabhängigen  Variablen, 
ohne  dass  beide  Gleichungen  ein  Jacob i'sches  oder  ein  vollständiges 
System  bilden.  Daf&r  tritt  die  Bedingung  ein,  dass  die  n^l  Ausdrücke 
Ä{ß)  einen  gemeinsamen  Factor  g{Xn)  haben.  Das,  was  wir  bei^U)  =  0 
vorausgesetzt  haben,  können  wir  auch  bei  den  Übrigen  m  — 2  Differential- 
gleichungen C(if)  =  0,  DW=0,...l£(;p)  =  0 
annehmen.    Alsdann  gelangen  wir  zu  dem  Satz: 

«Ist  ein  System  aus  m- linearen  partiellen  Differentialgleichungen  ge- 
geben von  der  Form: 
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dg 


dg 


dg 


^W  =  «,3^  +  «.ä^  +  --+«»^  =  o. 


*W  =  ^;^  +  ^^  +  ' 


•  +  ^-^  =  «' 


gud  sind  die  «—1  Tenohiedenen  LSsnngen  Ton  B{g)^0  bekannt,  so 
jiuen  rieb  die  Qbrigen  Differentialgleichungen  in  solche  mit  n  —  1  Variabein 
tnufonniren,  ohne  dass  die  Differentialgleichungen  mit  B(»)b=0  die 
Jteobi'sche  Bedingung  erftUlen,  sobald  die 

i(ft).  ..Ä{ßn.^h    C(A)...C(/J„.i),  ...M(ß,),...M{ßn.i) 
die  Fonnen  annehmen: 

^c*(Äi)9l.c(ft..-/?n-l), 

9cMV%,  c(/'if./?n-l).-.^c(«i)9ii-.l,c(/>i...^ii-l)  .  -  . 

Hierbei  ist  su  beachten,  dass  die  Fonctionen  g  ftlr  die  Systeme 

ii,  c,  D, . . .  af 

und  deren  Argumente  verschieden  sein  können,  wir  werden  stets  folgendes 
System  ?on  Differentialgleichongen  mit  m— 1  Variabein  erhalten: 


3) 


C'(1>)  =  »l.e 
it^O)  =  (pi,m 


dß, 

do 


=  0, 


+    ••  +  9>»-i, 


dßn-l 

d^ 


0, 


0. 


aft  ■       '  '^"""'•a/J.-i 

WoUen  wir  mit  diesem  Systeme  3)  dieselbe  Transformation  vornehmen, 
ondsoll  das  System  kein  Jacobi'sches  oder  vollständiges  sein,  so  mfissen 

bestimmte  Formen  annehmen.  Es  seien  die  n  —  2  verschiedenen  Lösungen  von 
(r(*)=0  bekannt:         ,      P\  =  ^\(A  ... /?„.,). 

ß'i  =  9\{ßl'  '  'ßn^l)j 


i) 


Es  lassen  sich  aas  diesem  Systeme  n— 2  ß  als  Functionen  der 
ß\.  .  ./J'«-j   und   /3«_i 
«isdrflcken.    Alsdann  geht  A!{0)  über  in: 


308  Kleinere  Mittheilnngien. 

^V,)||. +  ^',y,)^  +  ...+^-or...)_|S_  =  o, 

WO  die  Ä\p^)  Functionen  Yon 

sind.  Soll  nnn  die  Differentialgleichung  nur  n^2  Variable  enthalten,  u 
soll  die  Jacob i*sche  Bedingung  nicht  erfüllt  werden,  so  muss /?«.!,  odi 
eine  Function  Yon  jSn— i  in  jedem  Ä'{ßi)  als  Factor  auftreten,  das  hei« 
es  muss  Ä'(ß^)  von  der  Form 

/(/J«.l)9>'(ri...^n.,) 

Bein.    Hierdarcb  geht  die  Differentialgleicbniig  Aber  in: 

Es  iSsst  sich  nun  zeigen,  dass  Ä'iß')  proportional  Ä(ß)  ist    Na 
unserer  Annahme  ist  nämlich: 


'»« a 


dßn^l    ,    ^    ^fr-^l     ,  ,    ^    ^Pn- 


Multipliciren  wir  jetzt  der  Reihe  nach  die  Gleichungen  mit 

^ß'i     £^^ ...  AEjl 

und  addiren  sie,  so  erhalten  wir: 


^^laft  a«n^'  ^a^„.j  dxn  J 


Die  Ausdrücke  innerhalb  der  Klammern  auf  der  linken  Seite  sii 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  ß'  nach  x,  wenn  wir  uns  die  f)  t 
Functionen  von  x^^  x^^^^^Xn  ausgedrückt  denken.  Gemäss  unserer  B 
zeichnungsweise  wird  dann  die  linke  Seite  Ä{ß^i).  Der  Ausdruck  inne 
halb  der  Klammer  auf  der  rechten  Seite  ist  nach  unserer  Bezeichnoiig 
weise  Ä{ß^, 
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Wir  haben  abo  erhalten: 

Dasselbe  iSsst  sich  auch  fttr  die  anderen  ß>  nachweisen ,  so  dass  all- 

igt  Diese  Gleichnng  wird  zn  einer  Identität,  wenn  auf  der  rechten  Seite 
fBr  die |}  die  Functionen  yon  a?| ...  x«  ans  dem  Systeme  1)  eingeführt  werden. 
Soll  jetzt  A'{ß')  in  das  Product  zerfallen 


so 


wird 


Ä{ßr)^g{xn)g{ßn^i)  v'(i^, . . .  ß'u^,). 


Fahren  wir  für  die  /fj,  j^,  ...^n-s  die  ßi...ßn^\  vermittelst  des 
Sjstemes  4)  ein,  so  wird  in  Folge  des  Yorhin  bewiesenen  Satzes 

Diese  Gleichnng  wird  zu  einer  Identität,  wenn  rechts  die  ßi^^^ßn-^i 
durch  die  Functionen  yon  jBj  . .  •  a?„  ersetzt  werden«  Damit  die  angesagte 
Transformation  mOglioh  ist,  müssen  folgende  Gleichungen  bestehen: 

Ä{ß^^)  =9{x.)9(j9n-xW,{ß\.  ß\...  15'.-,) 


Ä(ßr,.i) . 

=  9i»n)9'iffn.l) 

<p'n-t 

(ß'n  ^'t 

.../r„_,) 

i>(^,)  ■ 

=  9d{X»)g'd(9n- 

Ov'i. 

d{^,.. 

./J'«-.) 

i>(^«-.)  = 

=  9d(Xn)9'a(ßn- 

-iiv'n 

-..-(^'. 

.../r.-,) 

•      •      • 

=  9m{jen)9m(ffn 

-l)V'. 

.m((J',.. 

.ß'n-i) 

•            •            • 

^{?n^%)  =  9m{^n)9'm(9n^i)V'n'%,  «(/^'i  •  •  'ß'n-%)f 

WO  ^«.1  die  betreffende  Function  des  Systemes  ist. 

Man  kann  nun  die  Transformation  des  Sjstemes  mit  m  —  2  Gleichungen 
weiterführen,  wenn  man  die  n  — 3  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichung 

IQ  Hilfe  nimmt    Es  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich ,  dass  die  bei  den 

auftretenden  Factoren  bei  den  späteren  Ä(ß^^^)  sich  stets  wiederholen. 

Man  konnte  nun  die  Frage  aufwerfen,  ob  es  solche  Coefficienten  a 
giebt,  dass  Ä(ß)  die  verlangte  Form 

9M<p{ß,,  ft,.../J«-i) 
annimmt    Es  lassen  sich  stets  n^l  a  so  bestimmen,   dass  die  A(ß)  die 
verlangte  Form  erhalten,  man  muss  sich  hierbei  nur  erinnern,  dass  die  ß 


'S  10  ^^^^M  Klamera  UitilieiluDgen* 

die  ff  ~  1  feTsoliledenea  Lösungün  einer  partiellen  DifierentimlglelchiiEig 
sindj  nnd  mithin  ihre  Fanctioiiäl^Detafininante  niemali  Nnll  sein  kann, 

Bie  Methode!  die  Lösungen  einer  Differentialgleichung  zur  Trans- 
formation anderer  zti  benutzen,  la  der  von  uns  aDgenommenen  Form,  ünden 
wir  scb 0 II  bei  B  o  o  1  e  (H  a  n  s  i  o  n :  Partiell e  D ifiere n tialglei chnngan) *  B  o  o  1  e 
eatst  hier  ein  yollätändigeB  System  Toratia  ^  um  eine  Variable  bei  der  Tratii- 
formation  herausfalle u  lassen  zu  kÖMien«  Es  geschieht  dies  durch  die 
Jaeobi'sche  Bedingung:    ^p^^j  _  ß^^^^  ^  q 

welche  identisch  erfüllt  werden  kann,  oder  vermöge  der  Gleicbungeo 
^(f)  SS  0  und  B{ß)  befriedigt  wird.  Ist  nun  ß  eine  Losung  von  Bi^)  ^  0, 
so  muas  vermöge  dieser  Bedingung  Ä(ß)  auch  eine  LSsung  von  B{ä)  =  0 

sein.    Es  ist  nämlich  A{B{ß)]  =  S[Ä(ß)]f    B{ß)  =  0, 

also  ist  B[Atß)]^ö^  das  beisit,  A(ß)  ist  eine  Lösung  von  B{g)  s=  0.  Diese 
Bedingung  Mit  bei  der  von  uns  beschriebenen  Methode  fort,  und  wird 
ersetst  durch  die  Bedingung,  doss  eine  Variable  oder  eine  Function  von 
ihr  bei  der  Transformation  sich  absondern  läset ^  so  dasi  die  Ä{ß)  die  Form 

annehmen.  Die  Jacobt'scbe  Bedingung  wird  aber  auch  in  untrem  Fall 
erfttllt,  das  heisstj  das  System  wird  ein  vollständiges,  wenn  ^^(Xn)  sieh  auf 
1  oder  auf  eine  Constante  reduoirt«  um  dies  zu  zeigen,  stellen  wir  uns 
die  Aufgabe,  BÄ{ß)  zu  berechnen,  wenn 

ist.    Es  ist 

SÄ{ß)       „f^.\nS<f>    dß,^        »Mß)_.,_,^dg,      dßi 

-ä^  =  ^(^^2jäÄ  ä^'  •  •  •  äi;;:;  -  ^^^-^2;  jß>  '^^^' 

Bilden  wir  nnn  die  Differentialgleichung  BÄ{ß)s=0^  so  erhalten  wir: 

+  i.<P-^  =  BMß). 
Ordnen  wir  jetzt  auf  andere  Weise,  so  erhalten  wir: 

dßn- 


'"■>lsK^+-+s>-+'(-'.-&h^+  +"• 


dXm 


k 


•¥l>n'P^  =  BA(ß). 
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Da  die  ß^^  /^f-./'ii-i  LOsongen  von  B{0)=^O  sind,  so  sind  die  Aus- 
drüeke  in  den  Klammern  Null,  und  es  wird 

BÄ(ß)  =  hnV^' 

SoU  jetzt  die  Jacobi'sche  Bedingung  erfCLllt  werden,  also  Ä(ß)  eine 
Usnng  Yon  B{0)  =  0  sein,  so  muss 

leiB.    Dies  ist  nur  möglich,  wenn  -^-^sOist,  was  bedeutet,  dass^eine 

CoDsiante  sein  muss,  denn  g  ist  nur  eine  Function  yon  Xn*  In  jedem  an- 
dsnn  Falle  tritt  bei  der  Transformation  Xu  auf.  Wir  haben  hier  beiläufig 
bewiesen,  dass,  wenn  in  einem  yollständigen  Systeme  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  die  verschiedenen  LOsungen  der  einen  von  ihnen  zur 
Trusformation  benutzt  werden,  das  System  auf  ein  solches  mit  n—1  Variabein 
ach  redadri    Wir  sind  also  zu  folgendem  wichtigen  Resultat  gelangt: 

«Ist  ein  System  yon  m-linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
mit  n- unabhängigen  Variablen  gegeben,  deren  zweites  Olied  Null 
ist,  so  iSsst  sich  dieses  System  unter  Benutzung  der  n  —  1  ver- 
schiedenen Lösung  einer  diesem  System  angehörenden  Differential* 
gleichung  in  ein  System  von  m  ^  1  Gleichungen  mit  n  —  1  Variabein 
transformiren,  ohne  dass  die  Jacobi'sche  Bedingung 

AB{m)-äB{0)^O 

erftUlt  wird ,  wenn  bei  der  Transformation  eine  Variable  oder  eine 

Function    von    ihr    als   Factor   heraustritt.      Beducirt   sich    diese 

Function  auf  eine  Constante,  so  ist  das  System  ein  vollständiges, 

und  die  Jacobi'sche  Bedingung  wird  erfüllt.*' 

Diese   Transformation   lässt  sich   auf  das   neu  erhaltene  System  von 

m-1  Gleichungen  anwenden.     Es  fällt  die  eine  Variable  heraus,   sobald 

diese  oder    eine   Function  von    ihr    als   Factor  auftritt,    oder   wenn   die 

Gleichungen    ein    vollständiges    System    bilden.      Soll    ein    System    von 

••Gleichungen  ein  vollständiges  sein,  so  sind ^ —  Bedingungen  zu  er- 
füllen.    Erfüllen    in    dem    gegebenen    System    von   m- Gleichungen    nur 

^•Gleichungen  die  ^ —  Bedingungen  eines  yollständigen  Systemes,  so 
bleiben  m(m-l)       k{k-l) 

2  2 

Bedingungen  unerftQlt  Diese  werden  ersetzt  durch  die  Bedingung  des  Ab- 
sonderns.  In  diesem  Falle  hat  das  System  der  m  partiellen  Differential- 
gleiehangen  eine  gemeinsame  Lösung,  obgleich  es  kein  vollständiges  ist, 
was  nach  Früherem  nicht  der  Fall  zu  sein  schien« 

Stettin,  Januar  1896.  Dr.  Ernst  Schultz. 


einete  miuteilni^n. 


ymr  Ber  dem  Fytb&goriiolien  Lehrsatz  entepreobende 
Satz  der  Spli&rik. 

Der  Baiz  lautet; 

B Verlängert  man  bei  einem  reelit winkligen  Kugeldreiecke,  von  dessen 
Seiten  keine  ein  Quadrant  oder  grösser  als  ein  Quadrant  ißt,  die  Seiten  bm 
zum  Durchschnitte  mit  den  Beilen  des  reciproken  Dreiecks ,  so  entsteht  über 
jeder  Seite  ein  durch  lie^  die  Verföngernngen  der  anstossenden  und  die 
ihr  entsprechende  Seite  de»  reciproken  Dreiecks  gebildetes  Viereck.  Von 
diesen  Vierecken  ist  dasjenige  über  der  Hyp<5tenuie  der  Summe  derer  über 

den  Katheten  gleich«^ 

(Entsprechende  Beitan 
zweier  reciproker  Dreiecke 
sind  diejenigen ,  die  zu  der<- 
salben  Höhenlinie  gehören; 
be^eicbnet  man  als  Höhen- 
linien  diejenigen  Banptkreise, 
die  durch  die  Ecken  elneg 
*tl     \       Ä  I*  ^7* — 51 — )      Dreiecks    senkrecht   zu   den 

gegenüber  liegenden   Seiten 
gezogen  sind,   so  sind<^  wie 
X  ^  /         leicht  ifci  ersehen,  die  Höhen* 

linien  eines  Dreiecks  gleich- 
seitig die  seines  reciproken.) 
Beweis.    Im  Dreiecke 
ABC    sei    C    ein   Rechter, 
dann  ist  im  reciproken  Dreiecke,  A^B^C^y  die  Seite  A^B^  ein  Quadrant. 

Durch  Verlängerung  der  Seiten  Yon  ABC  entsteht  über  AB  das 
Viereck  ABB^Ay^^  über  CB  das  Viereck  CBFQy  und  über  AC  endlich 
das  Viereck  ACED. 

C  ist  der  Pol  Yon  A^B^^  also  ist  A^CB^  ein  Oktant,  dessen  Inhalt 
gleich  o,  somit 

1)  A^B^BA  +  AABC^a). 

Drücken  wir  die  Winkel  BAC  und  ABC  nach  Rechten  aus,  so  dass 

<BilC=a.J.     <):.1BC=/?.J  ist, 

so  ist,  weil  A  der  Pol  Yon  FO,  B  der  von  DE, 

AFAa=^  a.(o,  d,  L  FBCO  +  AABC=  a.w; 
ADBE  =  ß.m,  d.h.DACE+AABC=^ß.(0]  addlrt: 
a)  FBCa  +  DACE  +  2tüABC^  (a  +  /J)». 
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Hon  ist  der  aphftrische  Ezcess  des  Dreiecks  ABC  gleich 

(a  +  j!^  —  1)  •  "ö '  somit 

b)  A^J5C  =  («  +  /J-l)(o 

und  durch  Snbtraction  dieser  Gleichung  von  a): 
2)  FBCa  +  DACE  +  tu  ABC  ^  «. 

Ans  1)  nnd  2)  folgt: 

AiB^BA  =  FBCG  +  DACE. 
Kren  mach.  Dr.  August  Wilhelm  Velten. 


XXV.  Die  Schranbenflächen  oonstanter  mittlerer  Krümmnng. 

Verleiht  man  jedem  Punkt  einer  in  der  [d;;^]- Ebene  gelegenen  Curve 
i^f(x)  eine  schranbenfSrmige  Bewegung  um  die  iP- Achse,  so  ergeben 
sidi  die  Coordinaten  der  so  erzeugten  Schraubenfläche  in  folgender  Form 
als  Fanctionen  iweier  Veränderlichen : 

Die  Conren  v  =»  eonstam  geben  die  Schraubenlinien  auf  der  Fläche, 
die  Cnrven  u  =s  constans  sind  Verticalschnitte ;  g  ist  die  Constante  der 
sehnabenffirmigen  Bewegung,  deren  29r-faches  Multiplum  die  Ganghöhe  der- 
idben  liefert 

Die  mittlere  Krümmung  der  Schraubenfläche  ergiebt  sich  in  folgender 
Gestalt: 

Wir  fordern  nun ,  dass  die  Summe  der  reoiproken  Werthe  der  Haupt- 
krümmangsradien    in   allen   Punkten   der   Fläche  gleich   einer   Constanten 


--sei. 
a 


Die  erste  Integration  ergiebt  unter  EinfUhrung  der  Constanten  5: 


*  Enneper  schreibt  irrthümlicher  Weise; 

Dieter  Irrthum  ist  jedoch  für  das  bei  ihm  Folgende  belanglos;  cf.  Enneper: 
Aoalytiieh -geometrische  Untersuchungen  in   dieser  Zeitschrift,  Jahrg.  1864  8. 11. 
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^  Die  Unke  Seite,  also  auch  f*(p),  wird  gkidi  Nall  für  den  Wertb 
i?*s=  — a&;  für  diesen  Werth  von  ü'  ist  die  Tangente  der  Cnrre  §  =  ff^x] 
Tertical  gerichtet.  Kann  diea  wirklieb  eintretea,  so  müäsen  a  und  h  un- 
gleiche Zeichen  haben.  Wir  unterscheiden  demnach  zunächst  die  beiden  FäUe: 

w  l)    a>0>b;      2}    h>Ö>a. 

Die  Annahme  3)  &  =  0  veranlasBt  bedeutende  Yereiufaohnng  des 
Schi  ugsergebn  isaes . 

'       Batzen  wir  4)  ~  =£  0,   so  erhalten  wir  die  Minitnalfläche  unter  den 
a 

Sehraubenflftchen ,  ftir  die  bekanntlich  die  Gleichung 

^  l+i=o 

9i        Ml 

eharakterigtisch  ist 

Die  Yorauiset2ung  5)  —  ^  &  s  0  zieht  nach  sich : 

sie  ergiebt  also  die  Bchraubenflfiehe  mit  Leitebene  {k  plan  directeur) ,  welche 
gebildet  wird  durch  die  ßinor malen  einer  Schraubenlinie »  welche  sSmmtlich 
die  0- Achse  rechtwinklig  schneiden«  Als  Minimalfläche  ist  dieselbe  seit 
Meusnier  (M6m.  aar  la  courb.  des  surf.  1776)  bekannt. 

6)  Als  letzten  Fall  werden  wir  den  behandeln,  dass  die  Constante  g 
der  Schranbenbewegnng  gleich  Null  gesetzt  wird,  wodurch  wir  zu  den 
Rotationsflächen  constanter  mittlerer  Krümmung  gelangen. 

1)   Es  sei  a  >  0  >  5. 
Die  obige  Gleichung  ergiebt  nach  Anwendung  der  Substitution  t;'c=  «?: 
/•/ N       *    /  {u)  +  ah){u)  +  g^)dw 


Da  9^}/w  ist,  so  dürfen  wir  nur  positive  Werthe  für  to  zulassen. 
Da  alsdann  w  +  g*  stets  positiv  ist,  so  ist  zur  Beellität  der  Wurzel  im 
Nenner  erforderlich,  dass  der  Factor 

a*iff-[w  +  ahy=  --  (w  -  a){w  -  ß)  >  0 
ist     Damit  diese  Bedingung  erfüllt  sei,  muss  eine  der  Ungleichungen 

richtig  sein,  je  nachdem  a^ß  ist.     Hier  bedeuten: 


a^-2ab  +  aj/aK-4ab         '         a*-2a6-aj/a*- 4a6 
«  = 2 '    ^ 2 
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In  der  ErwSgnng,  dass  a  ^  0,  6  <  0  ist,  erkennen  wir  leicht,  dass 
I  nnd  ^  reell  nnd  positiv  sind,  dass  femer  «  ^  /}  ist,  der  Werthbereich 
der  Yariabeln  w  also  yollst&ndig  festgelegt  ist. 

Um  das  vorliegende  elliptische  Integral  für  /*(«)  auf  die  Normalform 
IQ  bringen ,  benutzen  wir  die  Substitution : 

1— **p  g^+a 

jie  80  geartet  ist,  dass  den  Werthen  -^,  /},   a,  oo  von  w  die  Werthe 

00,  0|  1,  ^  Yon  Q  entsprechen. 

Wir  stellen  fest,  dass  A^,  der  Modul  des  zu  erwartenden  elliptischen 
IntfignÜB  in  der  Normalform,  positiv  ist  und  die  Einheit  nicht  erreicht. 
Folgendes  Ergebniss  hat  die  erw&hnte  Substitution: 


2'  Vg^+aJ     yf(l-Q){l-lc'()     *' 


die  weitere  Substitution  Q=zsin^q>  erzeugt  folgende  Gestalt: 

m=^±£  f  ^'^   I  y^(ff'+ß)  r     ^f     -ji  ij 

^    V7¥iJ  Asp.Av    yW+^)  J  (i+«««*'p)A»  ' 

ist   Das  Zeichen  der  Wurzeln  ist  in  Erwägung  der  Gleichung 

zu  wählen.  Die  weitere  Behandlung  dieser  Integrale  besteht  in  der  Ein- 
ffthniiig  der  Jacobi 'sehen  Bezeichnungen  für  die  elliptischen  Functionen 
und  deren  Darstellung  durch  die  G- Function.    Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir: 

80  daes  ^  B=  am'^  ist,  /» 

Duiuwird:  ^(t)  =/ A'am^dt^. 


h 


A*g>.A<p  Je*  Aamtf;  Je* 

(ef.  D  Q  r d  ge :  Theorie  der  elliptischen  Functionen ,  4.  Aufl.  §  1 9,  S.  74  und  75), 
worin  Jq  den  zu  t  gehörigen  complementftren  Modalus  bedeutet. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  K  bezw.  K'  das  vollständige  Integral  erster 
Gattung  fllr  den  Modul  Je  bezw.  Ä;',  mit  E  das  vollständige  Integral  zweiter 
fftr  den  Modul  k. 
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Ferser  deiflireii  wir  m  twkamuter  Weise: 


f  =  €   ''ä»    q  =  e   "'ä*^ 


e(f)-i+22.(-i)V-* 


füVlf' 


(et  Dardge,  !.<!-§§  54,  65,  68).     Dann  besteht  die  OleicIiitDg 


L 


A^.A'y 


+^!.i^+ 


^+m   e'(*> 


g'+ß  K^^  ff'+ß  e«,) 

Dabei   bedestel  6'  daa  Dii'ej^eiiti4lq[ciotieiite]i  too  6  imeh  ^.     Wir  er- 
tiftlleii  ftldo; 


'=-y«-# 


ex*) 


+  ry+-i9f 


♦) 


In  dem  Integral  dritter  Gattung  in  II  kann  n  jeden  Werth  von  0  bis  oo 
annehmen,  um  von  der  Legendre'selien  Kormalform  sor  Jaeobi'eehea 
sn  gelangen,  setten  wir: 

n  =  ^-^  =  —  i^ski^amim  =  Pteii^afli(«,  i*), 

woraos  sieh  5tiiafli(«,  k')  und  Aam(«,  V)  Meht  bereehnen  lasam. 

Beieiehnen  wir  das  Integral  dritter  Gattnng  in  dmr  Jaeobi'aehoi 
Normalform  mit  II{^)^  80  «rgiebt  sieh  im  Torüegendea  Falle: 


A 


^«C  I>«rdge,  L  e.  §  69). 

.^PflhraB    wir   aoiuiMlir   aoek   bier  (nnter  Benatsiuig  der  Gleiehaageo 
^f^gt  %  67,1  und  §  71,1)  die  e-FonetioBai  eis.  so  kommt: 
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BerBeknehtigen  wir  nun  die  Beäehnngen: 


1 

80  heisst  anser  zweiter  Term: 

Unser  Schlussergebniss  ist  das  folgende: 

Der  QaDg  der  namerischen  BechnuDg  ist  folgender: 

Nachdem  a  nnd  §  (beiw.  a  and  d),  sowie  ^  als  Data  der  Aufgabe 
festgelegt  sind,  nimmt  man  für  co  einen  zwischen  a  and  ß  liegenden  Werth 
u,  berechnet  mit  Hilfe  desselben  zon&chst  q ,  dann  gp. 

Alsdann  liefert  die  Gleichung 

^  =  ^(9,  *) 
den  Werth  fftr  '^.    Da  nun  femer 


Die  so  gefundenen  Werthe  sind  in  die  Schlussformel  einzusetzen. 

2)    Es  sei  6  >  0  >  a. 

Die  Behandlung  dieses  Falles  ist  der  des  yorhergehenden  genau  ana- 
log.  Es  besteht  aber   die  Ungleichung  ß^  a.     Deshalb   ist   überall    die 
von  o  und  ß  zu  vertauschen. 

3)    Es  sei  6  =  0, 

Das  zn  transformirende  Integral  nimmt  die  Form  an: 


V    f/ai(^^+a>)(a«-a>) 
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Die  Wurzel  bleibt  reell,  bo  lange  die  stets  positive  Veränderlicbe  w 
in  den  Ürenzeii  0  und  a^  sich  bevregt  Da  nun  ftir  &  =  0  die  im  Falle  1) 
mit  a  und  ß  bezeicbneten  Greuxen  des  Wertbbereiebes  ¥0u  tf  in  a*  und  0 
übergeben,  so  ist  die  hier  anssuwendende  Substitution  au»  der  allgemeinen 
durcb  &  =  0  herzuleiteE* 

Wir  erbalten  somit  ancb  ein  riebtiges  Ergebniss,  wenn  wir  in  der 
ScbluHsformel  6^0  setzen  t 

4)    Es  Bei  —  =  0. 
a 

Die  Differentialgleicbang  der  UinimftUchraiibeti fläche  lautet: 


■r(") 


Da  —  Dicht  allgeineiu  0  sein  kana,  so   ergiebt  sich  nach  EinfUbrnng 


p+  c 


einer  Integrationsconstante  &: 


=  h{P  +  9*Q)  +  c 
Zur  Ausrechnang  des  Integrals  P  Terbilft  die  Substitution  ti*=(: 

Von  diesem  Wertbe  unterscbeidet  sich  nur  durch  die  additive  Constante 


quod  licet,  der  folgende: 


ioffyg*+h*, 


Die  Substitution  v*  s  (  rerbilft  auch  zur  Auswerthung  von  Q. 


1  ,  e«  +  r/(p«+«i)(e«_t«) 
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Von  dieBem  Werthe  anteracheidet  sich  nur  durch  die  additive  Constante 

g  .arctang^t 
«pod  licet y  der  folgende: 

Wir  erhalten  also: 


f{v)  =  hlog  (y^T?+  f^-V) 


+  garct(mg r rc. 

Durch  die  obigen  Bemerkungen  ist  die  (bis  auf  Entstellungen  durch 
Drackfehler)  yOllige  üebereinstimmung  unseres  Ergebnisses  mit  denen  Ton 
Enneper  [diese  Zeitschrift,  Jahrgang  IX,  1864,  S.  111]  und  von  Scherk 
(Grelle  13,  Jahrgang  1834)  nachgewiesen. 

Letzterer  fand  seinen  Werth  durch  Integration  der  Differentialgleichung 
der  Minimalfl&oheny   ersterer  auf  eine  der  vorliegenden  entsprechende  Art. 

Aus  der  Differentialgleichung  der  die  Minimalfläche  erzeugenden 
Cone 


dx       x^  a?  -V 


ist  ersichtlich ,  dass  die  Tangentenwerthe  im  Intervall 

6  <  »  <  00 

nell  and  positiv  sind,  aber  von  oo  bis  0  abnehmen.  Somit  entfernt  sich 
die  Curre  immer  weiter  von  der  a;- Achse,  der  sie  die  concave  Seite  zu- 
wendet . 

5)   Es  sei  -  =  6  =  0. 
a 

Dieser  Fall  ist  schon  oben  erledigt. 

6)    Es  sei  ^  ::=  0. 

Für  die  Rotationsflächen  constanter  mittlerer  Krümmung  erhalten  wir 

die  Differentialgleichung:     ^^^^^  ^^^^ 


l+A*)*  a 

Hier  greifen  nun  bezflglicb  der  beiden  Constanten  a  nnd  b  dieselben 

Erwigongen  Platz,  wie  bei  den  Schraabenfläcben.    In  jedem  Falle  ist  das 

f[v)  =  -^   I  ^  -dw 

n  transformiren ,  in  welchem 


a 


>.n> 


IV^ß 


<•"< 


■rä  rnoss,  je  nachdem  u^  ß  ist.     Die  Werthe  von  a  nnd  ß  sind  nicht 

gtiBdot 
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Das  Ergebnifls  lautet  im  ersten  Falle: 

Das  Ergebniss  des  zweiten  Falles  ergiebt  sich  wiederum  durch  Ver- 
tauschung Yon  a  und  ß. 

Für  6  =  0  erhalten  wir: 

Für  —  =  0  ergiebt  sich : 

(Rotationsfläche  der  Kettenlinie). 
Sobernheim.  Dr.  Hbokhoff. 
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xvn. 

Homocentrische  Brechung  des  Lichtes 
durch  die  Linse. 

Von 

Dr.  L.  BlTRMBSTER. 

ProfMtor  «n  der  Teohnisoban  Hochschule  in  München. 


Hierzu  Tafel  XIH  and  XIV  Fig.  1—17. 


I.  Breehung  der  Lichtstrahlen  an  der  Kugelfläohe. 

In  Anschluss  an  die  üntersachnng  der  homocentrisohen  Brechung  des 
Lichtes  durch  das  Prisma*  wollen  wir  die  Beziehungen  ableiten ,  welche  bei 
der  homocentrischen  Brechung  des  Lichtes  durch  die  Linse  auftreten,  weil 
diese  homocentrische  Brechung,  wie  es  scheint,  in  ihrer  Allgemeinheit  noch 
nicht  erkannt  wurde.  Die  Grundlage  unserer  Darlegungen  bildet  der  aus 
der  geometrischen  Optik  entlehnte  Satz:  Einem  einfallenden  astig- 
matischen Strahlenbttndel,  welches  an  der  Trennungsfläche 
xweier  Medien  gebrochen  wird,  entspricht  im  Allgemeinen  ein 
gebrochenes  astigmatisches  Strahlenbttndel,  und  wenn  ins- 
besondere das  einfallende  Strahlenbttndel  ein  unendlich  dttnnes 
centrales  ist,  so  entspricht  auch  diesem  im  Allgemeinen  ein  ge- 
brochenes astigmatisches  Strahlenbttndel. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Brechung  eines  unendlich  dttnnen,  centralen 
8traUenbQndelS|  dessen  Strahlen  von  einem  Punkt  ausgehen,  oder  nach 
einem  Punkt  gerichtet  sind,  an  einer  Eugelflfiche  als  Trennungsfläche  zweier 
brechender  Medien,  um  in  dem  gebrochenen  astigmatischen  Strahlenbttndel 
die  beiden  Brennlinien  und  die  beiden  Bildpunkte  zu  bestimmen,  welche 
dem  Lichtpunkt  des  einfallenden  Strahlenbttndels  entsprechen.  Gehen  in 
Fignr  1  Tafel  XIII  die  Strahlen  eines  unendlich  dttnnen ,  centralen  Sirahlen- 
bflndels  Yon   einem   Punkt  Ä   aus,   und   ist   a&   der   Hauptstrahl   dieses 

*  ZeitBchrift  ffir  Mathematik  und  Physik.   1896.   Bd.  40.  S.  66. 

ZdtiehzifillUtbenui&ilc  u.Pb^tik.  40  Jahrg.  1S95.  6.Ueft.  ^\ 
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Strahlenbündels,  der  die  Kugelfläche  K  in  einem  Punkt  6  trifft,  so  erfolgt 
die  Brechung  des  Hauptstrahles  a6  in  einer  durch  aQ   und  dem  Mittel- 
punkt Jlf  der    Kugelfläche    gelegten  Ebene,    die    wir    als  Zeichnungsebene 
nehmen.    Diese  Ebene  schneidet  die  Kugelfläche  K  in  einem  grOssten  KreiSy 
den    wir    ebenfalls    mit  K  bezeichnen,     um    zu  dem   einfallenden   Haupt- 
strahl   aQ    den    entsprechenden    Hauptstrahl    6a    des    gebrochenen    astig. 
matischen   Strahlenbündels   zu    erhalten,    nehmen    wir    an,    es    sei  n   der 
Brechungsindex   von    dem    Medium    der    einfallenden    Strahlen    gegen   das 
Medium  der  gebrochenen  Strahlen,  beschreiben  um  Jlf  die  Kreise  4f,  {;,  deren 
Radien  resp.  gleich  2£6.n  und  MQ :  n  sind.    Hierauf  ziehen  wir  von  dem 
Schnittpunkt  Z,    den    der  Kreis  ir*  mit  dem  verlängerten  Hauptstrahl  a6 
bildet,  den  Radius  ZM^   der  den  Kreis  £  in  dem  Punkt  Z  trifft,  dann  ist 
6Z  der  gebrochene  Hauptstrahl  6  a. 

Zum  Beweise  dieser  Construction ,  die  von  Weierstrass^  stammt, 
bezeichnen  wir  mit  e  den  Einfallswinkel  NQa  und  mit  €  den  Brechangg. 
Winkel  ilf6a.  Die  Dreiecke  MQZ^  NZQ  sind  ähnlich,  weil  sie  bei  Jf 
einen  gemeinsamen  Winkel  haben  und 

MZ  MQ 

=  n 


me  MZ 

ist     Demnach    ist    der   Winkel    MZQ  =  e   und    MZQ  =-  e;    folglich  er- 

giebt  sich  ^„ 

sm  e         MZ 


=  n, 


sins         MQ 
oder 

sine  __   MQ   __ 

sin  s         MZ 

Wir  betrachten  nun  (Fig.  2)  in  dem  von  einem  Lichtpunkt  Ä  aus- 
gehenden, unendlich  dünnen  Strahlenbündel  den  Strahlenfächer,  der  in  der 
Einfallsebene  a6a  liegt  und  in  derselben  gebrochen  wird.  Denken  wir 
uns  in  der  Einfallsebene  einen  von  Ä  ausgehenden  Strahl  angenommen, 
der  mit  dem  Hauptstrahl  aQ  einen  unendlich  kleinen  Winkel  bildet,  so 
schneidet  der  entsprechende,  gebrochene  Strahl  den  Hauptstrahl  6a  in 
einem  Punkt  Ad  in  dem  sich  die  gebrochenen  Strahlen  vereinen,  die  dem 
einfallenden  Strahlenfächer  entsprechen.  Der  Punkt  A|  ist  dann  der  erste 
Bildpnnkt  und  die  in  A|  auf  der  Ebene  a6a  senkrechte  Gerade  ist  die 
erste  Brennlinie  in  dem  gebrochenen  astigmatischen  Strahlenbündel.  Der 
erste   Bildpunkt  Aj,   der    einem    Lichtpunkt  Ä  entspricht,   ist   in  mannifif- 


*  Zeitachrifb  für  physikalischen  und  chemischen  Unterricht  1889  Bd.  2  8. 1)6 
erwähnt  Schellbach,  dass  diese  CoDstruction  von  Weierstrass  mitgetbeilt 
wurde  im  Bericht  der  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerste  su  Wien  1856, 
Druckjabr  1858.  Daselbst  ist  nur  angeführt,  dass  Weierstrass  einen  Vortrag, 
„Dioptrische  Constructionen**,  gehalten  hat. 
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Utiger  Weise  bestimmt  worden*;  nnd  wir  wollen  hier  noch  eine  kine- 
Biiiadie  Ableitung  einer  neuen  Construction  des  ersten  Bildpunktes  mit- 
teilen. Denken  wir  uns  einen  einfallenden  Strahl  aO  in  der  Einfalls- 
ebene als  Tangente  an  einer  Curve  %  bewegt,  dann  umhüllt  der  zugehörige 
gebrochene  Strahl  6  a  eine  Curve  i.  Während  einer  unendlich  kleinen 
Bewegung  dreht  sich  der  Strahl  aQ  um  den  Berührungspunkt  Ä  und 
der  gebrochene  Strahl  6  a  um  den  Berührungspunkt  A|.  Nehmen  wir 
Dim  aui  es  habe  während  dieser  unendlich  kleinen  Bewegung  der  Punkt  Z 
lof  dem  Kreise  e  eine  Geschwindigkeit  gleich  Zitf,  die  wir  aus  ihrer 
Biehtang  um  Z  nach  Züf ,  also  um  einen  rechten  Winkel  drehen  und 
is  dieser  Lage  als  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  Z  bezeichnen**, 
dann  bewegt  sich  der  Punkt  Z  auf  dem  Kreise  i  mit  der  lothrechten  Ge- 
lehwindigkeit  ZM.  Ziehen  wir  zu  MZ  die  Parallele  6  CT,  welche  die 
Centrale  ^If  in  dem  Punkt  U  trifft,  und  auf  J.Z  die  Senkrechte  ÜV^  die 
Jf6  in  V  schneidet I  so  ist  QV  die  lothrechte  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
sieh  der  Punkt  6  auf  dem  Kreise  K  bewegt.  Der  Punkt  A|,  in  welchem 
der  Strahl  6a  die  Curve  »  berührt,  ergiebt  sich  demnach,  wenn  wir  auf 
6«  die  Senkrechte  FTF  bis  an  6 CT,  und  die  Gerade  WM  ziehen,  welche 
auf  dem  Strahl  6  a  den  Punkt  A|  bestimmt. 

Nach  dieser  Construction  entspricht  einer  Reihe  von  Lichtpunkten 
i...  auf  einem  einfallenden  Hauptstrahl  aQ  eine  projective  Reihe  von  ersten 
Bildpankten  A|. . .  auf  dem  gebrochenen  Hauptstrahl  6a,  und  diese  beiden 
projeetiven  Punktreihen  befinden  sich  in  perspectiver  Lage,  weil  im  Punkt  6 
zwei  entsprechende  Punkte  zusammen  fallen.  Demnach  gehen  die  Ver- 
bindongsgeraden  ^A|,. . .  der  entsprechenden  Punkte  durch  einen  Punkt  G. 
Nehmen  wir  den  Punkt  Z  auf  aQ  als  virtuellen  Lichtpunkt,  so  ist  nach 
der  Construction  der  Punkt  Z  der  entsprechende  erste  Bildpunkt  Dies  folgt 
auch  aus  der  allgemeineren  Beziehung,  dass  allen  auf  die  Kugelfläche  K 
treffenden  Strahlen,  die  nach  dem  Punkt  Z  gerichtet  sind,  gebrochene 
Stishlen  entsprechen,  welche  sich  in  dem  Punkt  Z  schneiden. 

Bezeichnen  wir  mit  D,  A^  die  Fusspunkte  der  von  M  auf  a9,  9a 
gefUlten  Senkrechten  und  nehmen  wir  den  Fusspunkt  D  auf  dem  Haupt- 
stiahl  aQ  als  einen  virtuellen  Lichtpunkt,  so  entspricht  demselben  gemäss 
der  Construction  der  Fusspunkt  A|  auf  6  a  als  erster  Bildpunkt.  Diese 
Beuehang  ergiebt  sich  auch ,  wenn  wir  annehmen ,  der  Punkt  6  bewege  sich 


^  De  l*Ho8pitai,  Analyse  des  infinimeot  petita.  2.  Ed.  Paris  1716.  p.  121. — 
Beoich,  Poggendorfs  Annaleo  1867.  Bd.  130  S.  497.  —  Hermano,  Ueber  schiefen 
DorcbgaDg  der  Strahlenbündel  durch  Linsen.  1874.  S.  10.  —  Lippich,  Denk- 
Khnften  der  k.  k.  Akademie.  Wien  1877.  Bd.  38  8.8.  —  Kessler,  Zeitschrift 
fiirMttheroatik  und  Physik.  1884.  Bd.  29  S.  67.  Gleichen,  Die  Haupterschcin- 
oogeader  Brechung  und  Reflexion  des  Lichtes.  1889.  6.  31.  Mannheim,  Gäom^trie 
ODteikiqae.    Paris  1894.    p.  66. 

*^  L.  Barmester,  Lehrbuch  der  Kinematik.    1888.   Bd.  1  S.  64. 
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auf  dem  Kreise  K  und  der  Hauptstrahl  aO  berOhre  in  D  einen  am  Jf  be* 
schriebenen  Kreis,  dann  berührt  auch  der  Hauptstrahl  6a  in  A|  eioea 
um  M  beschriebenen  Kreis.  Die  Geraden  ZZ,  DA^  schneiden  sich  also  ia 
dem  genannten  Punkt  ff. 

Es  ist  der  Winkel  BMt^^=^  ZQZ,   ferner 

MB__^ne^_  QZ  ^MZ  _ 

MA^"  sine       **'      GZ      JtfG""^' 

also  ^ 

MD  ^6Z 

MA^     ez 

Demnach  sind  die  Dreiecke  itTDA^,  9ZZ  ähnlich  und  folglich  ist  die 
Gerade  2>A|  senkrecht  auf  der  Geraden  MZ, 

Diese  Beziehung  führt  zu  der  folgenden  bekannten  Construction  des  ersten 
Bildpunktes.  Ist  zu  einem  einfallenden  Hauptstrahl  aO  der  entsprechende 
gebrochene  Hauptstrahl  9  a  in  der  angegebenen  Weise  construirt,  dann  ziehen 
wir  von  dem  Mittelpunkt  M  auf  aO  oder  6  a  eine  Senkrechte ,  s.  B.  auf  a  6  die 
Senkrechte  itfD,  fallen  von  D  v^nf  MZ  die  Senkrechte  DG  und  ziehen  die 
Geraderer,  welche  auf  9  a  den  zum  Lichtpunkt  ^gehörenden  ersten  BiU- 
punkt  Ai  bestimmt. 

Um  den  Punkt  G  rechnerisch  zu  bestimmen,  ziehen  wir  zu  6«  die 
Parallele  GÄt\f  zu  a&  die  Parallele  GAui  und  bezeichnen  mit  r  den 
Radius  der  Kugelfläche  K.    Es  ist  die  Strecke 

r.  j         A     AT       n-w     ^^^  -MM-F   sinecos'e         MQ    sinecoi^e 

KyAti  =  Aiiiö  =  (±£.-7—. r  =  -fliZ  — r—f r-  = r—, r» 

«iw(e  — «)  8in{e  —  B)  n      Äin(e— i) 

also  , 

-V  ^  .  rsinscos^e 

Femer  ist  die  Strecke 

«*«  Ic  —  f)  sin  (c  —  b)  s%n{e-i) 

also 

2)  9A«,= 


sini^e—  e) 

Setzen  wir  QA=^x^y  eAi  =  Xi»  0Aii=/',  6Ai.i  =  g>,,  und  nehmen 
wir  die  Strecken  o^,  f^  entgegen  der  Richtung  des  einblenden  Haupt- 
strahles  aQ  positiv,  die  Strecken  Xii  9i  in  der  Richtung  des  gebrocheoen 
Hauptstrahles  6a  positiv,  so  erhalten  wir: 

3)  A  +  ^  =  l. 

^  Xi 
Betrachten  wir  in  dem  von  einem  Lichtpunkte  Ä  ausgehenden  unend- 
lich dünnen  Strahlenbündel  den  Strahlenfächer ,  dessen  Ebene  durch  den 
Hauptstrahl  aQ  geht  und  auf  der  Ebene  aOa  senkrecht  steht,  so  entspricht 
diesem  einfallenden  StrahlenfUcher  ein  gebrochener  Strahlenfticher,  dessen 
Ebene  durch  den  Hauptstrahl  6a  geht,  senkrecht  auf  der  Ebene  aSa  steht, 
und  dessen  Strahlen    sich   in  dem  Schnittpunkt  A2   des  Hauptstrahles  6« 
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und  der  CentraleD  AM  vereinen.  Der  Punkt  Aj  aaf  dem  Hauptetrahl  Qa 
ist  Uieruach  der  zweite  Bildpunkt  und  die  in  der  Einfallebene  a&a  liegende 
Centrale  JH A^  ist  die  zweite  Brennlinie  des  gebrochenen,  astigmatiBcben 
Strahlenbandels. 

Einer  Reibe  Ton  Lichtpunkten  A,,.  auf  dem  einfallenden  Haupt- 
itrabl  aQ  entspricht  demnach  eine  projective  Reihe  von  zweiten  Bild- 
Punkten  A«..»  auf  dem  gebrochenen  Hauptstrahl  9a,  weil  die  Verbindunga- 
geraden  AfK^,,,  durch  den  Mittelpunkt  M  gehen.  Ziehen  wir  zvl  Qa 
iie  Parallele  MAf,^^  ferner  zu  aQ  die  Parallele  3f  At'S»  so  ergiebt  sich,  weil 
'MO^r  gesetzt  wurde, 

rsirn 


4) 


5) 


eAs  =  At,iJjf  = 


0A#2  =^  AmiM  = 


Äifi(«—  t) 


rsmc 


sin  (e  —  f ) 

Setzen  wir  6^  =  Xj,  SAj^Xsi  ©-^t^/i»  0Ar»j==(jPj,  oebraea  wir 
die  Strecken  x^^  f^,  sowie  die  Strecken  jjj,  qpj  in  gleichem  Sinne  positiv, 
wie  die  Strecken  Xj,  f^  und  x, ,  9|  iu  Gleichung  3),  so  erhalten  wir: 


6) 


1^  +  ^  =  1. 


Nehmen  wir  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  aQ  eine  Reihe  von  Licht- 
punkten  A. .  .  an ,  dann  entsprechen  derselben  eine  projective  Reibe  erster 
Bildpunkt  A| ...  und  eine  projective  Reihe  zweiter  Blldpunkte  A^ ...  auf  dem 
gebrochenen  Hauptstrahl  0«,  Diese  beiden  Reiben  von  ersten  Bild- 
punkten A|...  und  zweiten  Bildpunkten  A^..«  sind  demnach  projectiv  und 
haben  auf  dem   Hauptstrahl  8a   die  Doppelpunkte    0,  Z.    Wenn  wir  von 

I  dem  Doppelpunkt  6  absehen ,  in  welchem  der  Lichtpunkt  mit  den  beiden 
zugeb5rigen  ersten    und  zweiten  Bildpunkten  identisch  ist ,   so  ist  auf  dem 

I  einfallenden  Hauptstrahl  aQ  der  Punkt  Z  der  einzige  Lichtpunkt,  dem  ein 
bomocentrischer   Bildpunkt  Z   auf  dem    gebrochenen    Hauptstrabl    0  a    ent- 

'  ipricht;   denn  im  Punkt  Z  ftillt  der  entsprechende  erste  Bildpunkt  mit  dem 

'entsprechenden  zweiten  Bildpunkt  zusammen.  Setzen  wir  x^  =  q^^^  dann 
folgt  aus  den  Gleicbuugen  3)  und  6)  für  die  projectiven  Punktreihen  Aj .. . 
und  A^...  die  Gleichung  ^  ^ 

7)  —L^^—b—. 

Xi  h 

Ans  dieser  Gleichung  ergeben  sich  anch  jene  Doppelpunkte,  wenn  wir 
ji  =  Xf  ^  Z  setzen;  denn  dann  erhalten  wir  erstens  den  Werth  x  —  0,  durch 
welchen  der  Doppelpunkt  0  bestimmt  wird^  und  zweitens  den  Werth 

f.-fs 
ilnrcb  welobnn  der  Do^ppelpunkt  Z  anch  bestimmt  wird. 


R) 


I  — 


ez. 


iomoeennisene  Hrecnung  det 


i]m*en 


lat  der   Hatiptstrabi  aQ   seiikreclit    aaf  die  KugeMäcbe  K  gerichtat, 
däUE  sind  die  Winkel  e^O,  c  =  0  nnd  die  Ansdxileke: 


9) 


10) 


/.= 


f*=ZI. 


riins 


dn(e-i) 


<Pi^ 


^$  = 


r$ineeos'i 

mn{c  —  ij 

rdne 


welctie  die  Formen  yr  erhalten,  liefern,   wenn   wir  8ini=- einaeUen, 

0  n 

hierauf  Zahler  und  Nenner  nach  e  dlfferentiiren ,  oder  auch  einfaeber 


aeken  * 

11) 

12) 


smc  =  e»     sm  f  s=  1^     m  =  e 


fi- 


fi^ 


fi-1 


n-l 


Ti  - 


«Pi  = 


m 


Hiern&ch  ist  f,  ^  f| ,  (p^  ::=  g^^ ,  es  fällt  also  der  Punkt  G  mit  dem 
Mitielpunki  M  der  Kugelflllche  JT  zaaammen  und  dies  ergiebt  sieb  auch 
unmittelbar  aua  der  ConatructiaE  des  Punktea  G,  Die  beiden  Punktreihen 
A| .  *  >  und  Aj . .  *  sind  demoaeb  in  dieaem  Falle  Identisch  und  jedem 
Lichtpunkt  auf  einem  central  einfallenden  Hauptstrabi  entspricht  ein  bomo* 
centrischer  Bildpunkt.  Einer  Reihe  von  Lichtpunkten  Ä, , .  auf  einem 
central  einfallenden  Hauptstrahl  entspricht  eine  projective  Reihe  von  homo- 
centrischen  Bildpunkten  A...,  und  es  sind  die  Punkte  6,  M  Doppelpunkte 
dieser  beiden  projeotiven  Punktreihen. 

Um  entsprechende  Punkte  dieser  beiden  projectiven  Punktreiben  A... 
und  A...  zu  erhalten,  ziehen  wir  in  Figur  3  durch  den  Eintrittspunkt  9 
und  den  Mittelpunkt  M  die  Senkrechten  6  a ;  Mm  auf  den  centralen  Haupt- 
strahl aM  und  nehmen  auf  der  Senkrechten  Mm  die  Punkte  P,  TT,  so  dass 
MF  :  üfTT  =  n :  1  ist.  Dann  ergiebt  sich  zu  einem  Punkt  Ä  der  ent- 
sprechende Punkt  A,  indem  wir  die  Gerade  ÄP  ziehen,  welche  die  Senk- 
rechte 6a  im  Punkte  schneidet,  und  femer  die  Gerade  TT^  ziehen,  die 
den  entsprechenden  Punkt  A  bestimmt.**  Ebenso  erhalten  wir  zu  dem 
Punkt  Ä  den  entsprechenden  Punkt  A'  durch  die  Geraden  P9l',  TT  91'. 
Zu  dem  unendlich  fernen  Punkt  Ät  der  Punktreibe  Ä..,  ergiebt  sich  durch 
die  zu  auf  Parallele  P^v  und  die  Gerade  TT^i;  der  entsprechende  Punkt, 
der  Brennpunkt  Ar*     Ebenso  erhalten  wir  zu  dem  unendlich  fernen  Punkt 


*  A.Gleichen,  Die  Haupteracheiuungen  der  Brechung  und  Reflexion  des 
Lichtes,    lgS@.   S  4i. 

'^*  Q,  Ferrarii,  Die  FundatDental- Eigen i^b&ften  der  dioptnBeben  ttipLru- 
mente.    Deutacb  von  F.  Lippick    1679,    S  7. 
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Af  der  Ptinktreibe  A..,,  indem  wir  TT3I#  parallel  aM  und  die  Gerade  P9l, 
oeli^i  deo  entsprechenden  Punkt,  den  Brennpunkt  Ä,;  and  es  ist 


6^1.^/1  = 


n-1 


eA,=  qPi- 


rn 


«-1 


Um  noch  eine  andere  Consirnction  ausznführee ,  nehmen  wir  an,  es 
sei  der  eine  der  Brenapunktei  z,  B.  A».  gegeben.  Wir  ziehen  durch  0  eine 
beliebige  Gerade  Ga«,  und  zu  derselben  die  Parallele  A^iOli  welche  jene 
Seaki^chte  Mm  im  Punkt  2Ji  trifft.  Wenn  wir  dann  durch  die  Punkte 
AÄ'Äg*,.  Senkrechte  auf  £i6  ziehen^  welche  die  Gerade  6ii„  in  den  Punkten 
K^,  STot  %f--.  schneidet,  dann  liefern  die  Geraden  ^%,  Wt%\r  Wl'äa. 
fii  entsprechenden  Punkte  AA',  Af. . . 

n.  Homocentrieität  bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen 
durch  die  Linse. 

Zwei  in  Figur  4  gegebene  Kugelfiächen  Z,  E\  deren  Mittelpunkte  Mf 
Jf'sind,  bilden  die  bei  der  Strahlenbrechung  in  Betracht  kommende  Be- 
grenzung einer  Linse.  Die  Verbindungägerade  MM'  dieser  Mittelpunkte 
bdisst  die  Linsenachse  und  eine  durch  dieselbe  gelegt©  Ebene  heisst  eine 
Keridiauebene  der  Linse*  Eine  Meridianebene  schneidet  die  beiden  Kugel- 
tkheü  Kf  K'  in  zwei  grössten  Kreisen,  die  wir  ebenfalls  mit  JST,  K*  be- 
leicbiten.  Wir  nehmen  in  einer  Meridianebene  einen  einfallenden  Hauptstrabi 
a9  M,  diesem  entspricht  der  iu  der  Linse  gebrochene  Hauptstrahl  69',  der 
aoch  mit  u  bezeichnet  ist,  und  der  austretende  Hauptätrah]  GV.  Der  All- 
gemeinheit wegen  nehmen  wir  an  ^  da^s  die  Medien  an  beiden  Seiten  der  Linse 
nrechieden  sind.  Wir  bezeichnen  den  Brechungsindex  vom  Medium  der  ein- 
Ulenden  Strahlen  gegen  die  Linse  mit  n  und  vom  Medium  der  austretenden 
Sirftfalen  gegen  die  Linse  mit  n .  Ferner  sei  r  der  Eadins  der  Kugel  K 
imd  r  der  Radius  der  Kugel  K\ 

um  den  in  der  Linse  gebrochenen  Hauptstrabl  et  und  den  austretenden 
Hiiiptstrahl  a  in  der  angegebenen  Weise  zu  construiren,  beschreiben  wir 
Dm  Jf  die  Kreise  s^  l  mit  den  Radien  r.n  und  r  ;  n,  ebenso  um  Jf'  die 
Kreise  #',  ^  mit  den  Radien  r\  n  nnd  r';  n'.  Der  einfallende  Hauptstrabl  a 
beitimmt  auf  dem  Kreis  b  den  Puukt  Z,  und  die  Gerade  ZM  liefert  auf 
den  Kreis  j  den  Punkt  Z  und  dadurch  den  in  der  Linse  gebrochenen 
Hauptstrabl  6Z  resp.  et.  Dieser  Hauptstrabl  a  schneidet  den  Kreis  ^  in 
dem  Punkt  Z\  und  die  Gerade  M'Z'  bildet  mit  dem  Kreis  d  den  Schnitt- 
punkt Z\  durch  welchen  der  austretende  Haupts trahl  & Z*  resp.  a  be- 
stimmt wird. 

Gehen  nun  von  einem  Lichtpunkt  A  des  Hauptstrahles  a  die  Strahlen 
eines  unendlich  dQnnen  Strahlenbilndels  aus,  so  entspricht  diesem  ein  in 
der  Linse  gebrochenes  astigmatisches  Strablenbtlndel ,  dessen  zweite »  in  der 
Meridianebene   liegende  Trennlinie   die  Gerade  MAk^  ist^  welche  auf  dem 
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Haoptetrabl  er  den  zweites  Büdpunkt  A^  bestimmt,  und  de&sen  erste  auf 
der  Meridlanebane  sankreelite  Breniiliiiie  durch  den  ersten  Büdpankt  A| 
geht*  Indem  wir  MA^  scDkrecht  auf  a  rmd  A^^G  seukrecbt  aaf  JfZ  ziehen , 
ergiebt  aich  durch  die  Gerade  ÄG  auf  dem  Hauptstrahl  m  der  erste  Bild- 
punkt  A]- 

Dem  in  der  Linse  gebrochenen  aatigm atisehen  Strahl enbünde!  entspricht 
ein  anstret^ndei  astigmatisehes  Strahlenbllodel ,  dessen  zweite  in  der  Mendian- 
ebene  liegende  Brennlinie  die  Gerade  M'Ä^h^  mi,  welche  auf  dem  Haupt- 
strahl o  den  zweiten  Bildpunkt  A\  bestimmtn,  nud  dessen  erste  anf  der 
Meridianebene  senkrechte  Brennlinie  dnrch  den  ersten  Bildpunkt  Ä\  geht 
Indem  wir  M*A\  senkrecht  auf  a  und  A\ff  senkrecht  auf  M' ^  ziehen, 
erhatten  wir  durch  die  Gerade  G'Ai  ^^^  dem  Hauptstrahl  a*  den  ersten 
Bildpunkt  Ä\.  Hiernach  entspricht  einem  einfallenden  unendlich  dünnen 
Süuhlenbündel ,  dessen  Strahlen  von  einem  Lichtpunkt  A  ansgeben  oder 
nach  demselben  gerichtet  sind,  ein  anstretendes  astigmatisches  Strahlen- 
bdndel  mit  dem  ersten  Bildpuukt  Ä\  und  den  zweiten  Bildpunkt  ä\m 
Gemfifls  der  Bestimmung  dieser  beiden  Bildpnnkte  gehdrt  zu  einer  Eeibe 
von  Licbtpnnkten  A...  auf  dem  einfallenden  Hanptstrahl  a  eine  pro- 
jective  Eeibe  von  ersten  Bildp unkten ,  A\  , . .  und  eine  projectire  Reibe 
TOn  zweiten  Bildpnnkten  ^ V  •  •  auf  dem  entsprechenden  aug tretenden 
Hauptstrahl  a\  Wenn  nnn  diese  beiden  projecii^en  Punkixeihen  A'i . .  * 
und  A\*^*  zwei  reelle  Doppelpunkte  Ap^  Äq  besitzen,  sc  entsprechen 
diesen  in  der  Punktreihe  A...  zwei  Lichtpunkte  Apt  Aq^  denen  die  Doppel- 
punkte Äp^  A\  als  homocentrische  Bildpnnkte  entsprechen.  Ebenso  er- 
giebt sich,  wenn  wir  auf  dem  Hauptstrahl  a  eine  Reihe  von  Punkten  A\  . . 
als  Lichtpunkte  betrachten,  dass  derselben  eine  projective  Reihe  von  ersten 
Bildpunkten  A^. . .  und  eine  projective  Reihe  von  zweiten  Bildpunkten  A^.. . 
auf  dem  Hauptstrahl  a  entspricht.  Wir  erhalten  demnach  auch  jene  beiden 
Lichtpunkte  Ap^  Aq  als  die  Doppelpunkte  der  beiden  projectiven  Punkt- 
reiben J.| . . .  und  Aj . .  •     Hieraus  folgt  der  Satz : 

Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  eine  Linse  giebt 
es  auf  einem  in  einer  Meridianebene  einfallenden  Hauptstrahl 
zwei  Lichtpunkte,  denen  je  ein  homocentrischer  Bildpunkt 
auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  entspricht;  diese  beiden 
Lichtpunkte,  sowie  diese  beiden  homocentrischen  Bildpunkte 
sind  Doppelpunkte  je  zweier  projectiver  Punktreihen,  und 
können  als  solche  reell,    imaginär  sein,    oder  zusammenfallen. 

Diese  Beziehung  können  wir  auf  beliebig  viele  Kugelflächen £*,  JT,  £'\.., 
deren  Mittelpunkte  itf ,  JlT,  M". . .  in  einer  Geraden  liegen ,  erweitern  und  dem- 
nach gilt  dieser  Satz  auch  fdr  die  Brechung  durch  beliebig  viele  oentrirte 
Linsen  oder  für  die  Brechung  durch  beliebig  viele  Medien,  die  durch  KugeK 
flächen  getrennt  sind,  deren  Mittelpunkte  in  einer  Geraden  liegen*  Dtn 
bekannten  Fall,    dass  jedem  Lichtpunkt  auf    der  Achse  MM*'  ein  bomo* 
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ceatriselier  Bildpunkt  eutsprichi|  oder  insbesondere,  dass  jedem  Lichtpunkt 
attf  der  Achse  einer  Linse  ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspricht,  lassen 
wir  hier  ansser  Beachtnng. 

Nehmen  wir  in  der  schematischen  Fignr  5  aof  dem  Hauptstrahl  a  drei 
beliebige  Punkte  A'^,  Äy^  A'^an,  bd  eDtsprecben  diesen  auf  dem  Haupt- 
strahl  a  die  Punkte  Aj^iAi,tA=i  und  A^-iAysAxSt  denen  ferner  auf  dem 
Hanptstrahl  a  die  Punkte  jl^i  4^  i -4^  i  und  ^j-s  4^1  jiss  entsprechen.  Durch 
diese  drei  Paare  entsprecheuder  Punkte  sind  die  beiden  projectiven  Punkt- 
reihen Ä^  .  . ,  und  A.2  *  ,^  bestimmt.  Da  der  Punkt  Ä\j  der  Vereinfachung 
wegen  identisch  mit  Punkt  0'  und  der  Pnnkt  A\,  auf  der  Geraden  AfO' 
angenommen  wurde,  so  fallen  die  beiden  Punkte  Kyif  Ays  mit  6  und  die 
beiden  Punkte  A^i,  A«i  in  einem  Punkt  zusammen. 

Um  die  Doppelpunkte  Ap^  A^  dieser  beiden  projectiven  Punktreihen 
ZB  construiren,  ziehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkt  0  Gerade  nach  den 
Punkten  AiiAyiAMiAxiAp%Att  und  beschreiben  einen  durch  0  gehenden 
Kreis  f,  der  diese  Geraden  resp,  in  den  Punkten  S[*i?lyi9t*i9l«89tysStti 
schneidet.  Die  drei  Schnittpunkte  Vaci,,  Vy.-,  V**  der  Gegenseiten  des  Sechs- 
ecks 9ciQysS<i^^s^yi  9I«t  liegen  nach  dem  Pascarschen  Satze  in  einer 
Geraden  t^',  welche  mit  dem  Kreise  Y  zwei  Schnittpunkte  f(p ,  91^  bildet.  Die 
Geraden  0%^,  OSl^  bestimmen  dann  auf  dem  Hauptstrahl  a  die  Doppel» 
punkte  Ap^  A^  und  diesen  entsprechen  als  Lichtpunkte  die  homocentrischen 
Bildpnnkte  A'p^  A'^  auf  dem  Hauptstrahl  a\  die  wir  erhalten,  wenn  wir 
durch  ff  die  Geraden  Apkpi^  A^A^i,  durch  0'  die  Geraden  Api-^',, ,  /KqtA'g 
ziehen,  oder,  wenn  wir  durch  M  die  Geraden  Aphp^,  A^Aq^j  durch  M'  die 
Geraden  Ap^A'p,  A^tA'^  ziehen.  Die  Doppelpunkte  Ap^  A^  sind  reell, 
imaginär,  oder  fallen  zusammen,  je  nachdem  die  Gerade  i^  den  Kreis  ! 
schneidet,  nicht  schneidet  oder  berührt. 

Diese  Construction  ist  ein  specieller  Fall  der  bekannten  Constructioo 
der  beiden  in  Fignr  6  gezeichneten  Vierecke -4pA^ii4'j,A|*«,  ^^A^j-^'^A^a, 
deren  Seiten  resp,  durch  vier  gegebenen  Punkte  ff,  ff',  M\  M  gehen  und 
deren  Ecken  resp.  auf  vier  gegebenen  Geraden  a,  cc,  a\  a^  Itegeu,^  Denn, 
lassen  wir  die  Gerade  er,  mit  der  Geraden  er  zusammenfallen,  so  erhalten 
wir  den  obigen  Fall,  der  bei  der  homocentrischen  Brechung  durch  eine 
Linne  auftritt. 

Wir  wollen  noch  eine  andere  Construction  der  Doppelpunkte  jener 
projectiven  Punktrelhen  itj...  und  A^...  angehen,  von  der  wir  vorzugsweise 
Gebrauch  machen  werden  bei  der  Construction  der  Lichtpunkte,  denen  homo- 
centrische  Bildpunkte  entsprechen. 

Bestimmen  wir  in  Figur  7  auf  dem  Hauptstrahl  a  zu  dem  unendlich 
fernen  Punkt  ^^i  der  Punktreihe  >lj...  den  entsprechenden  Punkt  ^iui  der 


*  Jaeoh  äteiDttrV  Gesammelte  Werke,   IgSl,   ßd.  1  S.  285  und  303. 


ichtee  dureK 


Paoktreilie  A^^  ..^  indem  wir  durch  die  Punkte  G^  &\  M\  M  resp*  die  Qe- 
raden  ^iTiAhIi  Aui^'^,  Ä*u^u%i  Au  jJ^s  hieben;  basiimcDen  wir  ferner  an 
dem  nnendlich  ferBen  Punkt  il«^  der  Punk  treibe  A^,,>  den  entspreob  enden 
Punkt  A^i  dor  Punktreibe  il|  * , .,  indem  wir  durcb  die  Funkte  M^  M\  G\  G 
re&p«  die  Geraden  jl^iAiSf  At^A'^^  ^'«Atit  AfiApi  ziehen,  dann  sind  A^ij 
Auf  die  Gegeupunkte  der  beiden  projectiven  Funktreihen  Aj.,>  und  A^..* 
Hebmen  wir  nun  noch  einen  beliebigen  Punkt  Ä^  auf  dem  Hauptatrabl  a 
an,  zu  dem  wir  In  der  angegebeoen  Weise  die  beiden  entsprechenden  Punkte 
A,ji^  Ay%  auf  dem  Hauptstrahl  a  ermitteln,  so  sind  die  beiden  projectivei^ 
Puuktreiben  dnrch  die  drei  Paar  entsprechenden  Punkte  ^Ji^ifi,  A^t  und 
Au^Ap^ATt  bestimmt*  Am  dnfacbsten  erhalten  wir  die  zwei  entsprecbeti- 
den  Punkte  A^i^  Ajff,  wenn  wir  A'^  im  Funkt  G'  annehmen;  denn  dann 
ergeben  sich  durch  die  Geraden  Q'G^  Q'M  die  Punkte  A^i^  A^^  auf  dem 
Hattptstrahl  a. 

Um  nun  die  Doppelpunkte  Ap,  A^  tu  construiren^  ziehen  wir  durch 
die  Gegenpunkte  A^t,  A^t  Senkrechte  A^iO^^  AutO^  auf  dem  Haupt- 
strahl  a  und  durch  die  Punkte  ji^i,  Ag%  zwei  beliebige  auf  einander  senk- 
rechte Gerade  A^lO^J  A^iO^,  welche  die  Senkrechten  ilmO^,  At^fO^  reap. 
In  den  Fnnkten  0^ ,  0^  schneiden  f  dann  beschreiben  wir  über  0^  0,  als 
Durchmesser  einen  Kreis  [  und  dieser  schneidet  den  Hauptstrahl  a  in  den 
beiden  Doppelpunkten  Ap^  A^^  die  also  symmetrisch  zur  Mitte  der  Strecke 
AeiAui  liegen.  Werden  die  beiden  auf  einander  senkrechten  Geraden 
AptOu  Ay%0^  80  gezogen,  dass  sie  mit  dem  Hanptstrahl  a  einen  Winkel 
von  45®  bilden,  dann  ist  Av\0^  =  A^iAyi  und  Au%0^  =  Au%Ay%.  Die  Doppel- 
punkte Ap,  Aq  sind  reell,  imaginär,  oder  fallen  zusammen,  je  nachdem  der 
Kreis  {  den  Hanptstrahl  a  schneidet,  nicht  schneidet  oder  berührt. 

Liegen  in  Figur  8  die  Punkte  itf,  G  auf  einer  dnrch  6' gehenden  Geraden 
und  die  Punkte  JlT,  G'  auf  einer  durch  6  gehenden  Geraden,  sind  ferner  die 
Punkte  Mj  G  und  M\  G'  so  gelegen,  dass  einem  Punkte  A^x  auf  dem 
Hauptstrahl  d  ein  einziger  Punkt  Ax  auf  dem  Hauptstrahl  a  entspricht, 
schneiden  sich  also  die  Geraden  A^G^  ÄgG'  in  einem  Punkt  A^i  auf  o 
und  schneiden  sich  ebenso  die  Geraden  AxM^  ÄxM*  in  einem  Punkte 
Axs  auf  o,  dann  sind  die  beiden  Punktreihen  A^,.,  und  A^...  identisch. 
Denn  den  Punkten  Äx^  A'y^  A'x  auf  dem  Hauptstrahl  a  entsprechen  die 
Punkte  Axt  -^y^  -^z  ^^^  dem  Hauptstrahl  a  und  in  jedem  der  Punkte  Ax^ 
Ayj  A%  sind  je  zwei  entsprechende  Punkte  der  Pnnktreihen  .^i*..,  A^,,, 
vereint.  In  diesem  Falle  entspricht  jedem  Lichtpunkte  auf  dem  Hanpt- 
strahl a  ein  homocentrischer  Bildpnnkt  auf  dem  Hauptstrahl  a . 

Wenn  dieser  theoretisch  mögliche  Fall  physikalisch  yerwirklicht  werden 
kauüi  so  giebt  es  ausser  dem  mit  der  Linsenachse  coineldirenden  Hauptstrahl 
noch  unendlich  viele  andere  Hauptstrablen  ^  auf  denen  jedem  Ltchtpunki 
ein  homocentrischer  Bildpunkt  bei  der  Breehung  durch  eine  Linse  ent* 
spricht. 
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Ib  Figur  9  (Tafel  XIV)  ist  eine  biconvexe  Linse  K]C  mit  einem 
giaDiUfiiideii  Hauptstraiil  a  und  deu  entapreclieiiden  gebrochenen  Hanpt- 
gtnhlen  0^  a  in  einer  Meridianebene  gezeichnet.  Hierbei,  sowie  in  allen 
folgenden  Zeichnungen  wird  unbeschadet  der  AllgecneiBheit  angenommen, 
du8    an    beiden    Linsenseiten    sich    dasselbe    Medium    befindet ,    und    der 

3 

Brechungsindex  fi  =  n— ^  gesetzt.     Es   sind   M^  M'  die   Mittelpunkte  der 

Kßgelflächen  K.  K\  und  ferner  sind  die  zugehörigen  Punkte  G^  G'  in 
der  aogegebeueu  Weise,  wie  die  Zeichnung  zeigt,  bestimmt  um  nun  auf 
dem  einfallenden  Hauptstrahl  a  die  beiden  Lichtpunkte  Ap^  Aq  zu  con< 
itniren,  denen  homocentrische  Bildpunkte  j4p,  A\  auf  dem  austretenden 
Hauptstrahl  a  entsprechen,  bestimmen  wir  auf  a  die  Gegen  punkte  Aei%  A^t 
und  iwei  entsprecheil  de  Punkte  A^\r  Ay%,  Wir  ziehen  durch  G  und  M  zu 
a  die  Parallelen,  die  den  Hauptstrahl  u  in  den  Punkten  AmiAcb  treffen ^  dann 
die  Gerade  huiG*^  durch  ihren  Schnittpunkt  Äu  Auf  d  die  Gerade  M'A*u 
bis  A«f  tind  die  Gerade  MAuit  welche  auf  a  den  Gegeupunkt  Äut  bestiujmt, 
FwBer  lieben  wir  die  Gerade  ApiM\  von  ihrem  Schnittpunkt  A\  auf  d 
die  Gerade  Ä\G'  bis  Avi  ^Qd  die  Gerade  A0iG^  welche  auf  a  den  Gegeu- 
punkt Art  liefert  Durch  die  Geraden  9'ff,  Q*M  erhalten  wir  auf  a  zwei 
entsprechende  Punkte  A^i^  Ay^,  Die  Doppelpunkte  Aftf  Äq  sind  ver- 
mittelst  des  Kreises  f,  wie  vorhin  in  Figur  7  angegeben  wurde,  construirt 
Ist  einer  der  Gegenpunkte  Ati^  Au^^  oder  sind  beide  unzugänglich,  dann 
msA  mau  die  in  Figur  5  angegebene  Construciion  der  Doppelpunkte 
uwenden. 

Doreb  die  Gerade  MAp^  welche  er  in  Ap  trifft,  und  durch  die  Gerade 
IfAp  ergiebt  sich  der  zum  Lichtpunkt  Ap  gehörende  homocentrische  Bild- 
pimkt  A*n  auf  dem  austretenden  Haupts  trab  1  d.  Ebenso  erbalten  wir  durch 
die  Gerade  MA^f^  welche  u  in  A^  schneidet,  und  die  Gerade  M'Ay  be- 
stimmt, zu  dem  Lichtpunkt  A^  den  entsprechend en  homucentrischen  Bild- 
puflkt  A\, 

Die  von  dem  Lichtpunkt  Ap  ausgeheodeu  Strahlen  eines  unendlich 
dßDoeo  StrablenbÜndels  vereinigen  sich  nach  der  Brechung  durch  die  Linse 
indem  Bildpunkt  Äpy  und  die  nach  dem  Lichtpunkte  A^  gerichteten  Strahlen 
mm  unendlich  dtlunen  Strahlenbüudels  vereinigen  sieh  nach  der  Brechung 
iß  dem  Bildpunkt  A\, 

Wenn  bei  der  biconvexen  Linse  die  Mittelpunkte  ausammenfalleu ,  die 
Kugelflttchen  K^  K*  also  concentriscb  sind ,  oder  die  Linse  in  eine  YoUkugel 
Übergebt*  so  tritt  doch  keine  wesentliche  Vereinfachung  der  Constructiou 
der  Lichtpunkte  ^p,  ^^ein.  Werden  in  diesen  besonderen  FSLllen  auf  allen 
in  einer  Meridianebene  liegenden  Hauiitstrablen ,  die  in  einem  Punkt  0  ein- 
f&llec,  die  Lichtpunkte  Ap^  A^  bestimmt,  dann  bilden  diese  Lichtpunkte 
eine  Carve,  die  wir  Homocentroide  neonen.  Die  Homocentroide  ist  in 
diei^Q  epecielien  Fällen  für  alle  Eiutrittspunkte  Q  dieselbe.    Ist  die  Honio^ 
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centroide  z,  B.  fUr  einen  Punkt  6  einer  VoDicugel  constrttlrt,  so  kann  man 
vermittelst  derselben  zu  einem  beliebig  angenommenen  Lichtpunkt  die  za- 
gehörigen einfallenden  Hauptstrablen  und  austretenden  Hanptstrahlen  be- 
atimmen,  und  auf  diesen  letzteren  die  bomocentrischen  Bildpunkte  con- 
struiren,  welche  dem  angenommenen  Lichtpunkt  entsprechen.  Dadurch 
gelangen  wir  zur  Bestimmung  der  bomocentrischen  Verwandtschaft  zwischen 
den  Lichtpunkten  und  entsprecbenden  bomocentrischen  Bildpunkten  bei  der 
Brechung  durch  eine  Vollkugel. 

In  dem  geometrischen  Grenzfall,  der  eintritt,  wenn  in  Figur  10  der 
einfallende  Hauptstrabl  a  den  Linsenrand  der  biconveien  Linsen  in  elnm 
Punkt  9  trifft,  haben  die  beiden  projectiven  Funktreihen  -Aj...  und  J,,., 
in  9  einen  Doppelpunkt  Äq»  Der  andere  Doppelpunkt  Äp  ergiebt  mh 
dann,  nachdem  die  Gegenpunkte  Ati,  A^i  in  der  angegebenen  Weise  be- 
stimmt sindf  indem  wir  auf  dem  Hauptatrahl  a  die  Strecke 

machen.  Zu  dem  Lichtpunkt  Ap  erhalten  wir  durch  die  Gerade  MAp^ 
die  den  Hauptstrahl  a  in  Ap  schneidet,  und  die  Gerade  M*Ap  deo  eot* 
sprechenden  homocentriscben  Bildpunkt  A*p  auf  dem  Hauptätrahl  a\  Auf 
allen  einfallenden  Hauptstrahlen,  die  nach  einem  Randpunkt  9  gehen ^  ist 
dieser  Randpunkt  ein  Lichtpunkt,  mit  dem  der  entsprechende  homoeentriecb 
Bildpunkt  coincidirt. 

In  Figur  11  sind  bei  einer  biconcaven  Linse  KE'  die  beiden  Licht- 
punkte Äp^  A^  auf  einem  einfallenden  Hauptstrahl  a  und  die  zug6bfirig«ii 
ho mo Centriscben  Bildpunkte  A'p ,  A'g  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  a\ 
ebenso  wie  bei  der  biconf  exen  Linse  in  Figur  9 ,  mit  gleicher  Bezeichnimg 
bestimmt. 

Nehmen  wir  in  Figur  12  eine  biconcave  Linse  KE\  bei  welcher  &icb 
die  beiden  Kugelfläcben  K,  E'  im  Punkt  9  berühren,  dann  entspricht 
nach  der  ausgeführten  Construction  jedem  nach  dem  Bertlhrungspunkt  6 
gehenden^  einfallenden  Hauptstrah]  a,  der  mit  der  Linsenachse  einen  Winbl 
bildet,  geometrisch  ein  austretender  Hauptetrabl  a\  der  mit  a  zusammeD- 
liegt.  In  diesem  Falle  coincidiren  die  beiden  Doppelpunkte  Ap^  Af  iler 
projectiven  Funktreihen  ^j...  und  A^...  im  Punkt  9.  Diesem  Punkt  als 
Lichtpunkt  entspricht  ein  mit  ©  identischer  homoceutrischer  Bildpimkt, 
Demnach  giebt  es  auf  einem  solchen  einfallenden  Haupistrahl  ausser  dem 
Punkt  9  keinen  Lichtpunkt,  dem  ein  ho  mocen  Irisch  er  Bildpunkt  entspricht 

Zu  einem  auf  dem  Hauptstrahl  a  angenommenen  Lichtpunkt  A  er- 
halten wir  durch  die  Gerade  GA^  die  den  Hanptstrahl  et  in  A,  trifft«  nod 
durch  die  Gerade  Ai'?'»  die  den  Hauptstrahl  a\  in  A\  schneidet  den  ent- 
siirechenden  ersten  Bildpnnkt^^.  Ebenso  ergiebt  sich  durch  die  Gerade  jfii 
welche  auf  dem  Hauptstrahl  a  den  Punkt  Aj  liefert,  und  durch  die  G^ 
rade  A»^'  auf  dem  Hauptstrahl  a    der  entspreohende  zweite  BildpiioktiV 


[Klier  Reihe  Ton  LichtpuukteB  A  auf  dem  Hauptstrahl  a  entspricht  eine 
projeeÜve  Eeihe  vos  ersten  BUdpußkfen  A\  . , ,  und  eine  projective  Reibe 
TOu  iweiten  Bildpunkten  A'^«*.  auf  dem  austretenden  üauptstruhl  a\  und 
die  Doppelpmikte  dieser  drei  projectiven  Panktreihen  Bind  im  Punkte  0 
Torei&t. 

Bei  der  biconvexen  Linae  in  Figur  13  ist  der  einfaHende  Hauptstrab]  a 
lOch  dem  Mittelpunkt  M  der  Kugelfläcbe  K  gerichtet^  also  senkrecht  zu 
derselben.  Der  Hauptstrabi  a  in  der  Linse  liegt  dann  mit  a  zusammen. 
Gm  zu  dem  in  Z'  beOnditcben  Punkt  Ap  auf  a  nach  der  Con&tructioB  in 
Pi^r  3  den  entsprecbenden  Punkt  j1^  auf  a  zu  befitimmen,  erricbten  wir 
im  Mittelpunkt  M  und  im  Eintrittspunkt  8  die  Senkrechten  iüP,  0a  auf 
a,  oehmen  auf  der  Senkrecbten  MF  die  Punkte  P<,  TT,  so  dass 

MF  :  MJ]  =  ♦»  :  1  =^  3  :  2 

iat,  sieben  die  Gerade  Af^TT,  welche  die  Senkrechte  8  a  in  ^p  schneidet, 
ergiebt  sich  darch  die  Gerade  F%y  der  entsurecbende  Punkt  Ap.  Dem 
litpankt  Ap  auf  dem  Bauptstrabl  a  entspricht  nach  der  Brechung  an 
der  Eogelfläche  K  der  mit  Z'  coincidirende  bumocentrische  Bildpunkt  Ap 
auf  dem  Hauptstrabi  er.  Betrachten  wir  nun  Ap  ala  Lichtpunkt,  so  ent- 
spriclik  diesem  nach  der  Brechung  an  der  KugelllÄcbe  E*  der  mit  Z*  coin- 
cidirende bomocentriscbe  Bildpunkt  A'p  auf  dem  Haupt^strabl  a\  Demnach 
gebort  zu  dem  Lichtpunkte  Ap  auf  dem  senkrecht  zur  Kugelfiäcbe  K  ein* 
hUeaden  Hauptjätrabl  a  der  homocentriacbe  Bildpunkt  Äp  auf  dem  aus» 
Maiden  Hauptstrahl  a . 

Bestimmen  wir  so  auf  jedem  nach  dem  Mittelpunkt  M  gerichteten 
Haoptatiahl  den  Lichtpunkt,  welchen  ein  bomocentrtacher  Bildpunkt  ent- 
spricht, dann  bilden  die  Lichtpunkte  in  einer  Meridianehene  eine  Curve  j' 
Qod  die  sugehörigen  bomocentriscben  Büdpunkte  Hegen  auf  dem  Kreis  0\ 
Die  nach  M  gerichteten  einfallenden  Hauptstrahlen,  welche  den  Kreis  f' 
ber&hren,  begrenzen  die  Curye  ^  und  die  entsprechenden  austretenden 
Haoptgtrahlen  begrenzen  als  geometrische  Grenzlagen  auf  dem  Kreis  /  das 
Bogenatflck,  welches  die  homocentrischen  Bildpunkte  erfüllen.  Für  die 
Cüire  j',  deren  geometrische  Fortsetzung  nicht  gezeichnet  ist»  erhält  man 
eine  Gleichung  vom  vierten  Grade,  wie  sich  durch  einfache  Rechnung 
ei^bt*  Allen  Lichtpunkten  auf  der  Kotationsüächef  welche  durch  Drehung 
der  begrenzten  Curve  j'  am  die  Linsenachse  entsteht  ^  entsprechen  homo- 
ceotrische  Bildpunkte  auf  einer  Kugelhaube. 

Durch  die  Gerade  TT0',  welche  0a  in  91^  schneidet,  und  durch  die 
Gerade  PSl^  ergiebt  sich  zu  dem  Punkt  0'  auf  dem  Hauptstrabl  a  der  ent- 
sprechende Punkt  A^  auf  dem  Hauptstrabi  a.  Demnach  entspricht  dem 
Lichtpunkt  A^j  auf  dem  einfallenden  Hauptstrabl  a  der  mit  0'  coincidirende 
homooentriBcbe  Bildpunkt  auf  dem  aastretenden  Hauptstrahl  a  und  es  er* 
gwbt  sieb  eine  panktirt  gezeichnete  Curve  C'  vom  vierten  Grade,  auf  welcher^ 
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alle  Lbbtpunkte  liegen  ^  denen  homoceu  irische  Bild  punkte  auf  dem  Kreis  E^ 
entsprechen.  Durch  Drehung  dieser  Cnrre  f  um  die  Linäenacbse  entaieht 
eine  Rotationsfläche,  die  alle  Lichtpunkte  enthält,  deren  homoceniriiche 
Büdponkte  sich  auf  einer  Kngelhanbe  der  KugeJ^fLehe  K*  befinden. 

Bei  dem  gpeciellen  Fäll  einer  planconTeien  Linse  KK'  in  Figur  14 
sind  i&lle  einfallende  Hauptatrahlen  senkrecht  zu  der  Ebene  K  gerieb tet  \ind 
tu  dem  mit  Z'  coincidlrenden  Pnnkt  A^.  des  Hauplätrahleä  a  ergiebt  sich 
der  entsprechende  Punkt  Ap  anf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  a,  indem  wir 
den  Punkt  Äp  so  bestimmen,  daäs  OAp  :  8^^>  ="  fi :  1  ^3  ;  2  ist.  Die 
Corre  ^  ist  dann  affin  tu  dem  fireis  {f  in  Bezog  auf  die  Gerade  K  als 
Af&nitäUacbee  und  demnach  ist  das  physikaLiscb  zur  Geltung  kommende 
Currenstück  c|'t  eine  halbe  Ellipse«  deren  grosse  Achse  cb  parallel  zu  K 
und  gleich  dem  Durchmesser  des  Kreises  £'  ist.  Allen  Lichtpunkten  in  einer 
Meridianebene  auf  der  halben  Ellipse  c£  b  entsprechen  bomoeentriscbe  Bild^ 
punkte  auf  dem  Halbkreis  d* 

Ferner  ergiebt  aicht  wenn  wir  den  Funkt  A^  m  bestimmen,  dass 
06:  0^,  =  n  :  1  =  3  ;  2,  ein  Stück  f  einer  Ellipse,  welche  an  dem 
Kreia  K*  affin  ist  in  Bezug  auf  K  nie  Äffin itätsachse  und  allen  Liehb* 
punkten  in  einer  Meridianebene  auf  dem  Ellipsensttlck  t  entsprechen  homo- 
centrischa  Bildpunkte  auf  dem  Kreii  JC.  Dnrch  Drehung  der  halben 
Ellipse  i  und  des  Ellipsen  Stückes  F*  am  die  Linsenaebse  wird  resp*  ein 
halbes  Rotationsellipsoid  nnd  eine  Haube  eines  anderen  Rotationsellipsoides 
erzeugt. 

Bei  einer  biconcaTen  Linse  KK'  in  Figur  15  gehen  die  einfallenden 
Hauptstrahlen  von  dem  Mittelpunkt  M  der  Kugelfläche  K  aus.  Die  Cnryen  l 
und  t  sind  in  gleicher  Weise,  wie  in  Figur  13  bei  der  biconvexen  Linse, 
constmirt  und  sind  vom  vierten  Grade.  Den  Lichtpunkten  in  einer  Meridian- 
ebene auf  der  begrenzten  Curve  }'  entsprechen  homocentrische  Bildpnnkte 
auf  dem  Kreisbogen  ß  und  den  Lichtpunkten  auf  der  begrenzten  Curve  t 
entsprechen  homocentrische  Bildpunkte  auf  dem  Kreis  K' .  Für  eine  plan- 
concave  Linse  ergeben  sich  die  analogen  Beziehungen,  wie  bei  der  plan- 
convexen  Linse  in  Figur  14. 

Wenn  der  einfallende  Hauptstrahl  mit  der  Linsenachse  einen  kleinen 
Winkel  bildet,  werden  die  Lagenbeziehungen  fdr  die  Constructiou  der  Licht- 
punkte Apy  Aq  und  der  entsprechenden  homocentrischen  Bildpuukte  A!py 
A\  ungünstig,  weil  dann  ungenaue  Schnittpunkte  auftreten.  Zwar  kann 
man  durch  projective  Hilfsconstructionen  die  erforderlichen  Schnittpunkte 
meist  genauer  erhalten;  aber  die  Construction  wird  dadurch  umständlich. 
Wir  wollen  deshalb  noch  die  Formel  ableiten,  durch  welche  man  die 
Lichtpunkte,  denen  homocentrische  Bildpunkte  entsprechen,  recbnerisch 
bestimmen  kann;  aber  die  erforderliche  Bechnung  ist  sehr  umständlich. 
Sind  in  Figur  16  die  schiefen  Coordinaten  des  Punktes  G  mit  /, ,  ^i  und 
des  Punktes  Jf  mit  /i,  f^^   femer  die  Strecken  0^4,,   9 An  Bjif,   6At 
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•p.  mit  ^«  Ziv  ^1  Xs  beseichnet  nnd  beziehungsweise  positiv  in  den  Richt- 
igen 6a,  6a,  dann  ist  nach  Gleichnng  3)  und  6): 

/L  +  2i  =  i,    4  +  ?i  =  i. 

Sind  analog  die  schiefen  Coordinaten  des  Punktes  Q'  mit  fi ,  q>\  und 
das  Punktes  M'  mit  /^,,  q>\^  ferner  die  Strecken  0'-4',,  ö'Aj»  6'-4'2^  ©Ag 
iap.niit  «j,  %'|,  o;',,  x's  bezeichnet  und  beziehungsweise  positiv  in  den  Rieht- 
«ngeQ  B'a,  &a^  dann  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

Setsen  wir  die  Strecke  06'=  d,  dann  ist  xt  +  x'i  =  ^  'id*^  Z2  +  x'«=  ^. 
ffienach  ergiebt  sich: 
,3)  _^  +  _£.     =a, 


X,  X 


15) 


,4)  _fy  +  _^  =  ,. 

Nehmen  wir  die  Ponkte  Ä\,  Ä'^  in  einem  Punkt  Ä  vereint,  also 
i,=jc',=  a;',  und  eliminiren  wir  ans  diesen  beiden  Gleichungen  x,  dann 
«rgiebt  sieh  fUr  die  beiden  projectiven  Pnnktreihen  Ai...  nnd  A^...  auf 
im  Haaptstrahl  a  die  folgende  Gleichung: 

*i «» [/^i  (9»!  —  ^)  (Vj  +  V»  -  d)  -  rjCv»  -  ^) (<Pi  +  9>'i  —  d)] 

+ «,[«r.r,  iv,+ V,-  i) + fxf tWi-  i)(<p*-  m. 

-  8ftf'tfiiv',-i)  +  iftf'tfiW't  -  <5)  =  0. 
Setzen  wir  zur  AbkOrzung: 

P  =  fiWt  -  i) («P«  +  V»  -i)-  ftiVi -  *)(9>,  +  <P\  -  i) 
Q,  =  iftf,{<Pt  +  V\  -  «5)  +  f'MVi  -  6) (V, -  «) 

e»  =  */i  fi  (V, + v't  -i)  +  fi  r,  iW-  8)  (<P.  - «) 

ß  =  ifxfiftW,  -i)-  9f,r,fi  (Vi-  «)» 
dum  erhalten  wir: 
15»)  «i«|i*-  «i«i  +  a^jft  =  R. 

Um  die  Doppelpunkte  der  beiden  projectiven  Punktreihen  A^.,.  und 
^...  rechnerisch  zu  bestimmen,  setzen  wir  Xi^x^='X,  dann  ergiebt  sich 
Hl  der  quadratischen  Gleichung: 
16)  x'P-x(Q,-Q,)=^B 

'  2P 
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Sind    la   Figur  17    die    Hadbn  r,  r   der  Eugelfläche  E,  K*  und   die 

Lins^Edick«  JJ'=^d  gegeben^  ist  der  Abstand  Bl£=^h  des  EintritU- 
punkteä  6  von  der  Linienaehae  und  der  Einfallswinkel  e  des  Haupt&trEhles  a 
angenomtnea,  dann  wird  der  Breobungjawiukel  f  in  der  Linse  an  der  Eugel- 
däche  J^  naeh  n.nm  ^^  sme  berechnet;  femer  wird  der  Brechuiigä winke!  e' 
in  der  Linea  an  der  Kn gelfläche  K*  und  der  ÄustritU winke!  e  des  Haupt- 
strahles  a  nach  sin  e'^  fi  sin  i  berechnet. 
Kacb  den  Formeln  9)  und  10)  ist: 


h"^  ^ —* 


A 


^ffi(e-f) 


rsimms'e 


<Pt  = 


Wi^ 


rsinecöä'  s 

.      ,    i TT* 


/i  = 


fift(e  — r) 


rstne 


qP3  = 


^(e— f) 


rsine 


— ; — TT ~J\~ 

^t«(e  —  f ) 

Durch  diese  Werthe  erbauen  wir  nach  Einsetzung  aus  17)  die  beiden 
Werthe  für  x  nnd  damit  auf  dem  einfalle u den  Hanptstrahl  a  die  beiden 
Lichtpunkte ,  denen  hcmocentrische  Bild  punkte  anf  dem  austretenden  Haupt- 
strah!  a  enteprechen.  Die  Büdpnnkte  ergeben  sich  dann  durch  Eeclmung 
ans  13]  oder  14). 

Je  nachdem  4PR  +  [Q,- Q.y^O 


'i»t,  sind  die  Lichtpunkte  reell,  imaginär  oder  fallen  :fiusammeni 
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Construction  der  Focalcurve  aus  sechs  gegebenen 

Punkten. 

Von 

Dr.  R.  Müller, 

Profeisor  an  der  Teclmlichen  HoohBoholo  in  Braunschweig. 


Hierau  Tafel  XV  Fig.  1—7. 

Die  Focalcarve  ist  bekanntlich   eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung 

von  der  besonderen  Beschaffenheit,  dass  ihr  Focalcentrnm  —  das  heisst 

der  reelle  Schnittpunkt   ihrer   imaginSren  Asymptoten   —  auf  der  Carve 

selbst  liegt.    Sie  wird  am  einfachsten  construirt  als  Erzeugniss  eines  Ereis- 

bflschels  und  eines  ihm  projectiven  Strahlenbüschels,  dessen  Strahlen  durch 

die  Mittelpunkte  der  entsprechenden  Kreise  gehen.*    Der  Mittelpunkt  dieses 

Strahlenbüschels  ist  ihr  Focalcentrnm;  die  Mittelpunkte  der  Kreise   liegen 

sof  einer  Geraden ,  die  zur  reellen  Asymptote  parallel  ist  und  den  Abstand 

xwischen  dieser   und  dem  Focaloentrum  halbirt.    Wir   bezeichnen  dieselbe 

als  die  Mittellinie,  die  —  reellen  oder  imaginären  — Grundpunkte  des 

Kreisbflschels  als  die  Grundpunkte  der  Curve. 

Die  Focalcurve  kann  femer  definirt  werden  als  der  geometrische  Ort 
der  Brennpunkte  einer  Kegelschnittschaar;   sie  ist   demnach  auch  der  Ort 
eines  Punktes,   welcher  die  drei  Gegeneckenpaare  eines  Tollständigen  Vier- 
seits  durch  eine  symmetrische  Involution  projicirt.     In  der  Kinematik  der 
starren  ebenen  Systeme  begegnen  wir  ihr  als   Kreispunktcurve,    das 
heisst  als    dem  Orte   derjenigen  Systempunkte,   die.  in  vier  auf  einander 
folgenden  Systemlagen    sich  auf  einem  Kreise  befinden.**     In  dieser  Be- 
deutung spielt  sie  z.  B.  in  der  Lehre  von  der  angenäherten  Geradführung 
eine  wichtige  Bolle. 


*  Vergl.  Schröter,  über  eine  beeondere  Curve  dritter  Ordnung  und  eine 
einfache  Erzeug^ogsart  der  allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung  (Mathematische 
Anoalen  Bd.  6  S.  50).  Duräge,  über  die  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den  geo- 
metrischen Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegelschnittschaar  bildet  (daselbst  S.  88). 

^  Barm  est  er:  Kinematik  I  S.  616. 

ZdtMliriU f.  Mathematik  a.  Physik.  40.  Jahrg.  lSd6.  6 .  Heft.  ^<^ 
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Unter  den  ebenefi  Corveii  dritter  Ordiiüog  mmmt  dte  Pöcaknrre  eine 
anjgi^ekhiitte  Stell  nag  eiii ,  wie  der  Kreis  n  fiter  den  Kegelscbnitleii. 
Ei  dürfte  deebalb  von  Ktttzeti  eeiB^  diese  specielle  Curre  eingehender  2D 
Qoittviielieit.  Im  F&lgendeo  begebrtnken  wir  uns  immer  auf  die  BeirmdiUing 
des  iHgemeiirea  Folla,  da«e  die  C&rre  keinen  Doppelpunkt  hat.  Wir  h^ 
giiitieti  mit  der  Couftmction  der  Fo^lciir¥e  aue  eecbe  beliebig  gewfblteu 
Paukten;  dnzu  bedarf  es  aber  zanäcbst  der  Äbleitnng  einiger  Uilfssitze 
Ober  eirculare  Cmren  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen* 

§  L  Cenitruetion  des  FDoalceDirnmi  einer  dtireb  tieben  Ftt&kte 
gegebeneu  cireulareo  Curre  dritter  Ordnung. 

Durch  »eben  beliebig  gegebene  Punkte  1,  2,  ...7  ist  eine  ciroiiläre 
Curve  dritter  Ordnung  c  eindeutig  bestimmt.  Bescbreibt  man  durcb  irgend 
2Woi  dieser  Pankte^  ^  B.  dnrcb  1  und  2^  ein  Sreläbtiöcbet ,  so  schneidet 
jeder  solche  Kreis  die  Cnrre  —  von  den  imaginären  Kreispunkten  J,  J 
i^giseben  —  noch  in  s^wei  weiteren  Punkten  i  nnd  die  VerbindungBlinje 
derielben  geht  hekanntHah  durch  einen  festen  Funkt  F  der  c,  den  Oegen- 
punkt  der  rier  Punkte  l,  3,  i,  /.  Dann  ist  die  c  das  Er^eugniss  des 
Krbiühüscbels  1  2(3  4.*.)  und  dea  ihm  projectiven  Strahlenböschels  P(3  4,.,X 
mithin  ist  das  DoppeWerbältniss  der  vier  ?oö  P  n&eb  3,  4,  5,  6  gehenden 
Strahlen  gleich  dem  Doppel Terhältniss  der  vier  entspreebenden  Kreise  des 
Büschels  12,  und  der  Punkt  P  liegt  demnach  auf  dem  Kegelschnitte,  der 
durch  3,  4,  5»  6  geht  und  das  Doppelverhältniss  1  2(3  45  6)  fasst.  Ebenso 
befindet  sich  P  auf  dem  Kegelschnitte,  der  über  den  Punkten  4,  5,  6,  7 
das  Doppelverhttltniss  12(4567)  fasst;  folglich  kann  P  als  der  vierte 
Schnittpunkt  beider  Kegelschnitte  in  bekannter  Weise  linear  constrnirt 
werden. 

Ein  Kreis  des  Büschels  zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Ebene  und  in  die  Gerade  1  2.  Der  entsprechende  Strahl  des  Büschels  P 
schneidet  die  üurve  c  in  ihrem  reellen  unendlich  fernen  Punkte  U  und  in 
einem  auf  1  2  liegenden  Punkte  Q,  Um  die  zum  Punkte  U  gehörende 
Asymptote  u  zu  erhalten»  betrachte  man  P  und  Q  als  Grundpunkte  eines 
neuen  Kreisbüschels  und  construire  zu  P,  §,  /,  J  den  Gegenpunkt  5  in 
derselben  Weise,  wie  vorher  den  Punkt  P  als  Gegenpunkt  von  12JJ. 
Nun  schneidet  der  hi  die  Geraden  PQ  und  IJ  zerfallende  Kreis  die 
Cnrve  c  noch  in  zwei  Punkten,  die  beide  mit  U  zusammenfallen.  Die 
Verbindungslinie  derselben  ist  die  Asymptote  u,  und  diese  geht  also  durch 
den  Punkt  S,  Wählt  man  demnach  zur  Erzeugung  der  Curve  c 
ein  Kreisbüschel,  dessen  Grundpunkte  auf  einer  Parallelen 
zur  reellen  Asymptote  liegen,  so  ist  der  Mittelpunkt  des  zu- 
gehörigen Strahlenbüschels  der  Asymptotenschnittpunkt  S,* 


*  In  anderer  Weise  abgeleitet  von  Dur^ge,  diese  Zeitschrift  Bd.  14  S.  868. 
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Ist  die  Parallele  zu  u,  welche  die  Grtindpankte  des  erzeugenden  Kreis- 
büschels Terbindet,  unendlich  benachbart  zur  unendlich  fernen  Geraden,  so 
änd  die  Ornndpunkte  selbst  unendlich  benachbart  zu  den  imaginären  Kreis- 
pankten  J,  J,   und   das  Kreisbttschel  verwandelt  sich  in  ein  Büschel  con- 
eeotrischer  Kreise  um  das  Focalcentrum  F  der  Curve  c.     Dann  folgt  aus 
dem  Torhergehenden   Satze:     Jeder   Kreis  um  das  Focalcentrum  F 
gebneidet   die   Curve  c   in   zwei    Punkten,   deren  Verbindungs- 
linie durch    den   Asymptotenschnittpunkt   S  geht.     Oder:    Die 
MiiteUenkrechten   aller   Sehnen,    welche   die    Curve   c  auf  den 
durch  den   Asymptotenschnittpunkt  S  jgfehenden   Strahlen  ab- 
schneidet, gehen  durch  das  Focalcentrum  JP.* 

8iDd  demnach  die  Punkte  P,  Q,  S  ermittelt,  so  fälle  man  auf  irgend 
iwei  Strahlen  des  Bttschels  8^  z.  B.  auf  83 ^  SA,  Lothe  aus  den  Mittel- 
ponktea  der  entsprechenden  Kreise  PQS,  PQ4;  dieselben  schneiden  sich 
im  Focalcentrum  F. 

Die  Curve  c  construirt  man  am  einfachsten  als  Erzeugniss  des  Kreis- 
bflBchels  PQ  und  des  ihm  projectiven  Strahlenbüschels  <S,  wobei  die  Strahlen 
Ton  S  senkrecht  sind  auf  den  Geraden,  die  den  Punkt  F  mit  den  Mittel- 
punkten der  entsprechenden  Kreise  verbinden. 

§  2.   Sätze  über  Büschel  von  ciroularen  Curven 
dritter  Ordnimg. 

Acht  Punkte  ijrl2...6  bestimmen  ein  Büschel  von  Curven  dritter 
Ordonng;  durch  Angabe  der  Tangente  in  einem  der  Grundpunkte,  z.  B.  in 
/,  wird  eine  bestimmte  Curve  c  des  Büschels  eindeutig  definirt.  Ordnet 
msD  demnach  in  den  Strahlenbüscheln  um  I  und  J  immer  zwei  solche 
Strahlen  i  und  j  einander  als  entsprechend  zu ,  die  in  diesen  Punkten  die- 
selbe Curve  e  berühren ,  so  sind  die  Strahlenbüschel  projectiv  auf  einander 
belogen,  und  der  Schnittpunkt  F  von  i  und  j  beschreibt  einen  durch  die 
Punkte  I  und  J  gehenden  Kegelschnitt  f  (Fig.  1).  Fallen  nun  die  Punkte 
I  und  J  mit  den  imaginSren  Kreispnnkten  zusammen ,  so  wird  c  eine 
circulare  Curve  dritter  Ordnung,  F  ihr  Focalcentrum,  und  dann  ergiebt 
sieh  der  Satz:  Die  Focalcentra  eines  Büschels  von  circularen 
Curven  dritter  Ordnung  erfüllen   einen  Kreis  f. 

In  Figur  1  geht  durch  jeden  Punkt  Ü  der  Geraden  IJ  eine  bestimmte 
Curve  c  des  Büschels.  Hierdurch  wird  die  in  der  Geraden  IJ  liegende 
Punktreihe  UU'U",..  projectiv  bezogen  auf  das  Büschel  ii't'..,  der  zu- 
gehörigen Tangenten  in  I  und  folglich  auch  auf  die  Punktreihe  FF'F". . ., 
deren  Trfiger  der  Kegelschnitt  f  ist.  Lässt  man  den  Punkt  U  mit  I 
zusammenfallen,    so    berührt  die  zugehörige  Curve  c  die  Gerade  IJ  inj, 

*  Auf  andere  Weise  erhalten  von  Eckardt,  diese  Zeitschrift  Bd.  10  8.881. 
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also  wird  i  idenüscb  mit  IJ  und  F  ideiiUsoh  mit  J.  Wird  andererseits 
der  Punkt  J  der  Reihe  IIU*U'\*^  zugewiesen,  so  entspricht  ihm  in 
FI"F*\ . .  der  Paukt  L  Bezeichnet  man  demnach  mit  U^  den  vierten 
harmonischen  Punkt  zu  1,  J,  U,  mit  I\  den  entsprechenden  Pnokt  auf  f^ 
eo  sind  atich  J,  ij  J',  -F|  vier  harmonische  Punkte,  folglich  geht  die  Ge- 
rade FF^  durch  den  Pol  der  Geraden  IJ  in  Bezug  auf  f*  —  Seien  jetat 
wieder  J,  J  die  imaginären  Kreiepunkte  der  Ebene*  Dann  liegen  die 
Punkte  F,  F^  anf  einem  Durchmesser  des  Kreises  f^  und  die  Punkte  ü^  U^ 
gehören  zu  s^wei  circnlaren  Curven  c«  Cp  deren  Asymptoten  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Das  heis^:  In  dem  Bttt^chel  von  circularen  Curven 
dritter  Ordnung  haben  je  zwei  Curven,  deren  Asymptoten  einen 
rechten  Winkel  einschlieseen,  zu  Focaloentren  immer  zwei 
Qegenp unkte  des  Kreises  f. 

Verbindet  man  endlich  in  Figur  I  einen  beliebigen  Punkt  F^  des  Kegel- 
schnitts f  mit  entsprechenden  Punkten  der  Punktreihen  UU'U'\  *  .  und 
FF'F*\>.y  30  erhält  man  zwei  projective  Strahlenbüschel,  in  denen  die 
Strahlen  F^I^  F^J  einander  doppelt  entsprechen;  die  beiden  Büschel  bilden 
demnach  eine  Involution,  von  welcher  F^I^  F^J  ein  Paar  enteprecbende 
Strahlen  sind.  In  dem  besonderen  Falle ,  wo  I  und  J  die  imaginären  Kreis- 
punkte  darstellen,  ist  diese  Involution  symmetrisch,  weil  ihre  Doppelstrahlen 
durch  I  und  /  harmonisch  getrennt  werden^  Hieraus  folgt:  Die  Geraden^ 
welche  die  reellen  unendlich  fereen  Punkte,  sowie  die  ent- 
sprechenden Focalcentra  des  Büschels  von  circularen  Curven 
dritter  Ordnung  mit  einem  beliebigen  Punkte  Fq  des  Kreises  f 
verbinden,  sind  die  Paare  einer  symmetrischen  Involution. 


§  3.    Die  Focalourve  als  Sonderfall  der  ciroalaren  Gnrve 
dritter  Ordnung.    Ein  charakteristischer  Kreis. 

Schreibt  man  die  Gleichung  einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung  c 
für  rechtwinklige  Coordinaten  in  der  Form: 

so  erhält  man  die  Coordinaten  |,  rj  des  Focalcentrums  F^  indem  man  aus- 
drückt, dass  jede  der  Geraden,  die  F  mit  den  imaginären  Kreispunkten 
verbinden,  nur  einen  endlichen  Punkt  mit  der  c  gemein  hat;  dann  ergiebt 
sich  nach  einfachev  Rechnung: 


2) 


§  =  - 


a(c-^e)  +  bb 
2(a«+b*)    ' 


V  =  — 


b(e-c)  +  ab 


Die  Carre  e  ist  eine  Focalcurve,  wenn  sie  durch  den  Punkt  F  bin- 
dnrchgeht,  wenn  also  die  Coordinaten  |,  «}  der  Gleichung  I)  identisch 
genttgen.    Nun  ist  nach  2): 
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-•'■V.ty"'«-->-^-). 

nitliin:  ,  • 

(aH-Bij)(r+  1J«)  +  c|»+  bin  +  e.j*  =  -^(S»+  .»»). 

Die  GleicbuDg  1)  stellt  also  eine  Focalcurve  dar,  sobald  der  Ausdruck 

-^^«•  +  '»')  +  fS  +  ft»?  +  ^ 

vencbwindet;  oder,  anders  ausgedrückt,  die  circulare  Curve  dritter 
OrdnuDg  c  ist  eine  Focalcurve,  wenn  der  Kreis  h 

3)  ^(«•  +  »*)  +  f«  +  8»  +  ^  =  0 

dnreh  ihr  Focalcentrum  geht. 

Die  Cunre  c  und  der  Kreis  Ic  stehen  in  einer  einfachen  geometrischen 
Benehong.  Bezeichnet  man  nSmlicb  zur  Abkürzung  die  linken  Seiten  der 
Oleiehongen  1)  und  3)  bez.  mit  C  und  &  und  setzt 

wi8ta=a,  b'==b,  ^=-0-»  b'^b,  «'=-9^'  f=fl'=V=0,  c'+c'=0, 

c-  e'a  c  —  c.  Dann  wird  durch  die  Gleichung  S)  =  0  eine  circulare  Curve 
dritter  Ordnung  d  dargestellt,  die  im  Coordinaten- Anfangspunkte  einen 
Doppelpunkt  hat,  deren  reelle  Asymptote  parallel  ist  zur  reellen  Asymptote 
TOD  c  und  deren  Focalcentrum  zufolge  der  Gleichungen  2)  mit  F  zusammen - 
f&Ui  Dieselbe  ist  überdies  eine  Focalcurve ,  denn  es  ist: 

-^(l*+ u»)  +  n  +  fl'n  +  v=  0. 

Die  Cnrven  e  und  d  schneiden  sich,  von  den  unendlich  fernen  Punkten 
abgesehen ,  noch  in  vier  endlichen  Punkten ,  und  diese  liegen  sämmtlich  auf 
dem  Kreise  h. 

Man  kann  nun  zu  jedem  Punkte  P  der  Ebene  eine  Focalcurve  d  con- 
etrniren,  die  in  P  einen  Doppelpunkt  besitzt,  und  die  mit  der  gegebenen 
Cunre  c  das  Focalcentrum  F^  sowie  den  reellen  unendlich  fernen  Punkt 
gemein  hat;  und  zwar  wird  durch  diese  3  +  ^  +  1  Bedingungen  die  Curve  d 
eindeutig  bestimmt.  Hierdurch  wird  aber  auch  jedem  Punkte  P 
in  Bezug  auf  die  Curve  c  ein  bestimmter  Kreis  h  zugeordnet, 
der  die  vier  endlichen  Schnittpunkte  von  c  und  d  enthält  und  der  immer 
dann  und  nur  dann  durch  das  Focalcentrum  F  geht,  wenn  die 
eeine  Focalcurve  ist.  Der  so  definirte  Kreis  h  soll  im  Folgenden  als 
der  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  die  Curve  c  zugeordnete  Kreis 
bexeichnet  werden. 


w 


CoBstructtöii  der  Foeakürve  aiia  eeclis  gegebenen  Ponkten 


Liegt  der  Punkt  P  aaf  c,  so  zählt  er  ftlr  iwei  Schnittpunkte  der 
Curren  c  und  <2,  und  dana  berfihrt  der  sugeordnete  Kreta  k  die 
Curire  e  in  P.  In  diesem  Falle  ergiebt  aii^h  eine  einfache  Constrnetion 
des  Kreises  k.  Wählt  man  nämlich  den  Punkt  Pznm  Coordinaten*  Anfangs- 
punkt und  deht  die  y^Ächse  parallel  znr  reellen  Asymptote  i*  von  c^  so 
hat  man  für  die  Curfe  e,  die  Asymptote  u  und  den  Kreis  h  bez.  die  Gleichungen  : 

z{x^  +  r*)  +  c^  +  barif  +  tf  +  f  i5  +  0jf  =  0, 


t  +  t 


ix^  +  f)+\i+^y^O 


tisd  för  den  Punkt  F  wird 


l  =  - 


C  —  € 


Sind   nun   Q  und  E  bez.  die  Bchnittpnnkie  der  ^-Äabge  mit  e  uud  jt, 
V  der  Bchnittpunkt  der  x-Acbee  mit  ti|  so  Ist: 


3fi 


also 
und 


«^Jl.  ^^ 

c  +  e' 

PF  = 

-e, 

OK  — 

9(c-0 

V-«  — 

e(c  +  e) 

Pi? 

QR 

2e 

c  — e 

PF 


Kennt  man  demnach  von  der  Cnrve  c  des  Focalcentrum  F,  die 
Asymptote  u,  auf  einer  Parallelen  zu  u  die  Punkte  P  und  Q  und  in  P 
die  Tangente  p  —  was  zur  eindeutigen  Bestimmung  von  c  gerade  aus 
reicht  —  so  ziehe  man  PF  senkrecht  zu  u,  Pö  senkrecht  zuPß,  ßTF  parallel 
und  gleich  zu  i^G  (Fig.  2).  Dann  geht  der  gesuchte  Kreis  k  durch  den 
Schnittpunkt  R  von   FTF  mit  PQ  und  berührt  in  P  die  Gerade  p. 

Die  Coefficienten  der  pieichung  3)  sind  linear  zusammengesetzt  aus 
den  Coefficienten  der  Gleichung  1).  Bestimmt  man  also  zum  Punkte  P  in 
Bezug  auf  zwei  circulare  Curven  dritter  Ordnung  6  =  0  und  S'=  0  die 
zugeordneten  Kreise  JJ  =  0  und  Ä'=  0,  so  entspricht  demselben  Punkte  P 
in  Bezug  auf  die  Curve  6  — A6'=0  der  Kreis  Ä  — AÄ'=0.  Hieraus 
folgt:  Die  einem  Punkte  P  in  Bezug  auf  ein  Büschel  von  cir- 
calaren  Curven  dritter  Ordnung  zugeordneten  Kreise  bilden 
gleichfalls  ein  Büschel. 


^on  ur. 
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§  4.    Construotion  der  Focalcurve  ans  seohs  beliebig  gewählten 
K  Pimkten. 

Secbs  beliebig  gegebene  Punkte  1,  2,  3,  4>  5,  6  besiimmen  ein 
BOsehel  von  circularen  Curveo  dritter  Ordnung  c,  d^  c  , . .  und  eiuen 
Kreis  f  als  Ort  der  ^ngeht^rigen  Focalcentra  F,  F*  F'\  , .  Construirt  man 
für  irgend  einen  Punkt  P  der  Ebene  in  Be«ug  auf  c,  c\  c\  ,  ,  die  zugeord- 
neten Kreise  k,  k\  Jc\  . .,  so  ist  das  entstehende  KreiabUschel  projectiT 
bezogen  auf  die  Punktreihe  FF'F'\ ,  . .  Verbindet  man  also  einen  be- 
liebigen Punkt  F^  des  Kreises  f  mit  F,  JP*  F*\  . .,  so  ist  auch  das  Strahlen- 
büschel Ff^(F F' F")  projectiv  zu  dem  Kreisbtischel  kk'lc\  *  -»  und  daun 
erzeugen  beide  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  $,  Dieselbe  schneidet 
den  Kreis  f  in  Fq  und  überdies  in  drei  endlichen  Punkten  F/,  F//,  F///, 
und  diese  gehören  als  Focalcentra  zu  drei  bestimmten  Curven  c;,  C//,  cin 
des  Büschels  ccc\  .  .  Nun  ist  Fi  ah  Punkt  der  Curve  $  der  eine  Schnitt- 
punkt des  Strahls  F^Ft  mit  dem  entsprechenden  Kreise  ki  des  Büschels 
hk*h*\**\  dem  Punkt  P  wird  also  in  Bezug  auf  o  ein  Kreis  fty  zugeordnett 
der  durch  das  zugehörige  Focalcenlrum  F/  geht,  mithin  ist  ci  nach  einem 
der  vorher  abgeleiteten  Sätze  eine  Focalcurve.  Hieraus  folgt:  Durch 
sechs  gegebene  Punkte  gehen  im  Allgemeinen  drei  Focal- 
carven, 

m  Die  Construction  der  Focalcurveu  Ci»  Cn^  cm  erfordert  demnach  die 
Bestimmung  des  Kreises  f  und  der  Curve  jf.  Um  einen  Punkt  von  f  zu 
erhalten,  füge  man  zu  den  sechs  gegebenen  Punkten  1,  2,  3,  4,  5,  6 
einen  siebenten  Punkt  U  beliebig  hinzu  und  coustruire  für  die  so  be- 
stimmte Curve  c  das  Focalcentrum  F  Dabei  llsst  man  den  Punkt  Ü 
zweckmi&ssig  zusammenfallen  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  einer  Geraden, 
die  zwei  der  gegebenen  Punkte  verbindet.  Sei  etwa  U  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  Geraden  12,  so  lege  man  durch  die  Punkte  l  und  2  das  Kreis- 
büschel  12  (3  4  56er)  und  bestimme  zunächst  den  Punkt  S^  in  welchem 
die  Curve  r  ihre  Asymptote  m  schneidet.  Nach  §  1  ergiebt  sich  S  als  der 
vierte  Schnittpunkt  zweier  Hyperbeln  t>  und  tu,  die  bez.  durch  die  Punkte 
3,  4,  5,  ü  und  3,  4,  6,  U  gehen  und  die  Doppel verhUltnisse  12(345^7) 
und  1  2(3  4  6  ^)  fassen.  Die  Ausführung  dieser  Construction  gestaltet  sich 
in  folgender  Weise  (Fig.  3). 

Errichtet  man  zu  den  Geraden  13,  14,  15,  16  bez.  Lotbe  in  den 
Punkten  3j  4»  5,  6  und  bestimmt  ihre  Schnittpunkte  3',  4',  b\  6'  mit 
einer  dnrch  2  senkrecht  zu  12  gezogenen  Geraden,  so  liegen  die  Punkte 
:y,  4',  5;  6'  bez.  auf  den  Kreisen  12  3,  12  4,  125,  12  6,  folglich  ist  das 
Doppelverhältniss 

1  2(3  45 CT)  =  (3'4'5'<ß)  =  |^- 


344        Construction  der  Focalcnrve  aas  sechs  gegebenen  Pankien. 

Man  ziehe  nun  durch  5  zu  1  2  eine  Parallele,  welche  3  4  in  5o  schneidet^ 
mache  auf  einer  durch  3  beliebig  gelegten  Geraden,  z.  B.  anf  13,  die 
Strecken  34' =  3'4',    35"=  3' 5', 

bestimme  den  Schnittpunkt  @  von  44'' und  5^  5"  und  ziehe  die  Gerade  6^ 
parallel  zu  13  bis  34.    Dann  ist  das  Doppelverhältniss 

(345o9S)  =  (34"5"od)  =  |4'  =  12(34517), 

mithin  ist  die  Gerade  93  TT  eine  Asymptote  der  Hyperbel  D. 

Macht  man  ferner  auf  13  die  Strecke  36"=  3'6'  und  zieht  66^ 
parallel  zu  12  bis  34,  darauf  606''  bis  %  auf  44'' und  St9B  parallel  n 
13  bis  34,  80  bestimmen  die  Punkte  3,  4,  6,  TT  mit  der  Asymptote  SIT 
die  Hyperbel  Xo. 

um  jetzt  den  vierten  Schnittpunkt  8  der  Hyperbeln  D  und  to  zu  er- 
mitteln, construire  man  zunSchst  den  zweiten  Schnittpunkt  6  "^^  der  Geradei 
36  mit  t),  sowie  den  zweiten  Schnittpunkt  5*  von  4  5  mit  Xo,  In  den 
der  Hyperbel  t)  eingeschriebenen  Fünfeck  3 45  Z7 6'*' schneidet  die  Tangente 
des  Punktes  TT  die  gegenüberliegende  Seite  34  in  93;  treffen  sich  also  36 
und  517  in  O,  so  ist  930  die  Pascarsche  Gerade,  und  dann  geht  176* 
durch  den  Schnittpunkt  91  von  45  und  93  O.  Ebenso  findet  man  6*  durch 
folgende  Construction: 

0'=45,  617;    3l'=3BO',  36;    5*=45,  17SR'. 

Die  Hjrperbeln  )>  und  xo  bestimmen  nun  ein  Kegelschnittbüschel  mit 
den  Grundpunkten  3,  4,  17,  S.  Legt  man  durch  zwei  derselben,  etwa  S 
und  4,  einen  festen  Kegelschnitt,  z.  B.  das  Geradenpaar  36,  45,  so  schneidet 
dieser  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  noch  in  Punktpaaren,  deren  Ver- 
bindungslinien durch  einen  festen  Punkt  $  der  Geraden  TT8  gehen.  Die 
Hyperbeln  D  und  Xo  treffen  jenen  festen  Kegelschnitt  bez.  in  6^  and  5, 
sowie  in  6  und  5*;  demnach  ist  ^  der  Schnittpunkt  von  6'*'5  und  65*, 
und  dann  liegt  8  auf  der  zu  1  2  parallelen  Geraden  $  ET,  d.  h.  $  17  ist  die 
reelle  Asymptote  u  der  Curve  c.  Ein  dritter  Kegelschnitt  des  BascheU 
wird  dargestellt  durch  das  Geradenpaar  317^  ^8.  Bezeichnet  man  also 
mit  92  und  9i'  bez.  die  Schnittpunkte  von  317  und  45,  sowie  Ton  45  und 
36,  so  geht  die  Gerade  9i9i' gleichfalls  durch  gi»  folglich  ist 
9fl'=36,  g5i«;    S=?J17,  491'. 

Mit  Hilfe  des  Asymptotenschnittpnnktes  8  erhält  man  unmittelbar  das 
gesuchte  Focalcentrum  F  der  Curve  c.  Die  Geraden  1  3',  1 4'  schneiden 
nämlich  die  Mittelsenkrechte  der  Strecke  1  2  bez.  in  den  Mittelpunkten  9R|, 
ÜR4  der  Kreise  123,  12  4.  Fällt  man  von  OJis,  3R4  bez.  Lothe  auf  iS3, 
iS4,  so  treffen  sich  dieselben  nach  §  1  im  Punkte  F. 

Man  construire  nun  in  ganz  derselben  Weise  das  Focalcentrum  F'  der 
circularen  Curve  dritter  Ordnung  c\  die  durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
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iowi«  durch  den  unendlich  fernen  Ponkt  U'  der  Geraden  13  geht.  Nach 
,  dem  letzten  Satze  in  §  2  bilden  die  Strahlen ,  welche  F  und  U^  F*  und 
P*  mit  irgend  einem  Punkte  des  Kreises  /*,  z.  B,  mit  dem  zu  F  unendlich 
beDaohbarten  Punkte  Terbinden^  zwei  Paare  einer  symmetrischen  Involtition. 
Zieht  man  also  durch  J^  die  Gerade  t  so,  daas  der  Winkel  F*Ft  gleich  ist 
aem  Winkel  UFÜ\  so  beröhrt  t  in  F  den  Kreis  /",  der  durch  F^  F\  t 
'  demnach  bestimmt  ist* 

um  sweitenä  die  Curye  e  zu  ermitteln,  ersetzt  man  zweckmässig  den 
rorfafif  mit  P  beseichneten  Punkt  durch  einen  der  sechs  gegebenen  Punkte, 
i,  6.  dorchl.  Dann  sind  zunächst  die  dem  Punkte  1  in  Bezug  auf  die 
Caneö  c,  c\  c\  *  .  zugeordneten  Kreise  Ä,  k\  Jc\ . ,  zu  construiren.  Füllt 
man  in  Figur  3  von  F  auf  Sl  ein  Loth,  welches  die  Mittelsenkreehte  der 
Strecke  12  in  äH,  schneidet,  so  gehört  zu  dem  Mittelpunkte  SJi,  ein  Kreis, 
der  die  Curve  c  im  Punkte  1  berührt;  zieht  man  also  durch  1  die  Gerade  p 
senkrecht  zu  IWn  so  ist  dieselbe  die  Tangente  der  c  im  Punkte  L  Aus 
den  Punkten  ^.1,2  und  den  Geraden  u  und  p  ergiebt  sich  nach 
Figur  2  der  Kreis  Ä. 

I  Gonstruirt  man  ebenso  für  die  Curve  c  im  Punkte  1  die  Tangente  p 
uä  den  Kreis  h\  so  bestimmen  k  und  k'  den  zweiten  Grundpunkt  des 
Kreisbüschels  kUk'\ . , 

Sei  ferner  D"'  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  14,  c"  die  durch 
die  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  U"  gehende  circulare  Curve  dritter  Ord- 
^uLg,  Dann  findet  man  auf  dem  Kreise  f  das  zugehörige  Focalcentrum  F'\ 
jindem  man  den  Winkel  F'FF"  gleich  macht  dem  Winkel  ü"FU\  Fällt 
pan  von  2  und  3  Lothe  auf  die  Geraden»  welche  F'*  bez*  mit  den  Mittel- 
^nnkten  der  Kreise  124  und  134  verbinden ,  so  treffen  sich  dieselben  im 
AsjrmptotenBchnittpunkte  S'\  und  nun  ergiebt  sich  wie  vorhin  die  Tangente 
p'  der  Curve  c"  im  Punkte  1. 

[  Von  den  beiden  projectiven  Strahlenbüscbeln  F{tF*F'\ . ♦)  und  l(pp'p\ . ,) 
|k«iiut  man  somit  drei  Paare  entsprechender  Strahlen.  Dadurch  wird  aber 
tauch  das  Strahlenbüschel  F(tF'F'\.  .)  projectiv  bezogen  auf  das  Kreis- 
|bllschel  kh'k'\  .  .,  und  dann  erzeugen  beide  die  Curve  ß,  welche  den  Kreis  f 
I  in  den  Ponkten  F^  F/^  Fjjf  Fjn  durchschneidet» 

Es  ist  endlich  die  Focalcurve  selbst  zu  construiren,  die  z,  B,  den 
Paukt  Fl  zum  Focalcentrum  hat  Macht  man  den  Winkel  U'FUi  gleich 
dem  Winkel  FiFF\  so  liefert  die  Gerade  FUi  den  unendlich  fernen 
Paakt  U/  der  gesuchten  Curve  C/.  Man  konnte  nun  den  zogehörigeu 
Afijmptotenscbnittpunkt  S/  nach  §  1  bestimmen  aus  der  Bedingung ,  dass 
daa  Strahlenbüschel  Sj{Fj\  2  3  0/)  projectiv  sein  muss  einem  Büschel  con- 
«entrischer  Kreise,  die  um  den  Punkt  Fj  bez.  mit  den  Radien  Null,  Fi^t 
Fi2,  F/3,  FiÜi  ^  <x>  beschrieben  werden  j  dann  würde  man  *S/  in  analoger 
Weise  wie  vorher  den  Punkt  S  erhalten  als  den  vierten  Schnittpunkt 
tweier  Hyperbeln,    welche  bereits  die  Punkte  F/,   1,  Uj  mit   einander  ge- 
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mein  baben.  Einfacher  ist  es  aber«  statt  des  Punktes  Si  die  Mittellinie «t^ 
der  Curve  Cr  zu  construiren ,  nach  einem  Verfahren,  das  im  folgenden 
Paragraphen  abgeleitet  wird. 


der 
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§  5.    Constrnction  der  Focalonrve  ans  dem  Foealcentrum^ 

dem  reellen  nnendlieh  fernen  Funkt   und  drei  beliebigen 

anderen  Punkten. 

Von  einer  Focalcarve,  die  wir  jetzt  wieder  kurz  mit  e  bezeielii 
seien  gegeben  das  Focalcentruni  F^  der  reelle  unendlich  ferne  Punkt  U 
und  drei  beliebige  andere  Punkte  1,2,3  (Fig.  4).  Der  Punkt  Z7  bestimmt 
die  Richtung  der  unbekannten  Mittellinie  m.  Versteht  man  unter  M^^  Mj, 
M^  bez.  die  Schnittpunkte  der  Geraden  i^l,  F2^  F3  mit  w,  so  schoeiden 
sieh  die  Kreise,  welche  M^^  M^^  M^  zu  Mittelpunkten  haben  und  bez,  Jtirth 
1,  2f  3  gehen,  in  den  beiden  reellen  oder  imaginären  Grundpuukteu  der 
Curve  c;  sie  haben  also  jedenfalls  eine  gemeinschaftliche  Chordale  m* 

Man  ziehe  nun  in  der  Richtung  nach  Vy  aber  sonst  beliebig,  die 
raden  g,  r,, .,  bestimme  ihre  Schnittpunkte  Q^,  R^^ ...  <?j«  i^g».-  Q^t  -ßj 
bez.  mit  den  Geraden  Fl^  F2^  F3  und  beschreibe  um  die  Punkte  dtr 
ersten  Punktreihe  Kreise  durch  1 ,  ebenso  um  jeden  Punkt  der  zweiteo  und 
dritten  Punktreihe  einen  Kreis  bez.  durch  2  und  3,  Dadurch  entstehen 
drei  projective  Kreiabüschel  mit  je  zwei  in  1 ,  2,  3  vereinigten  Grund- 
punkten.  Es  seien  ferner  q^,  r, .  .  .  bez.  die  Cbordalen  der  Kreise  am  (, 
und  Q^^  um  E^  und  ü^ . . .,  sowie  q^,  t^  .  •  .  die  Cbordalen  der  Kreise  um 
Qi  und  Q^,  B^  und  i^g  . .  #  Würden  dann  z.  B.  q^  und  q,  mit  einander  to- 
s ammen falle n ,  so  wären  sie  identisch  mit  der  Geraden  m»  und  q  wäre  die 
Mittellinie  der  Curve  c. 

Haben  zwei  projective  Kreisbüschel  die  unendlich  ferne  Gerade  ent- 
sprechend gemein,  so  bilden  die  Chördalen  entsprechender  Kreise  ein 
Strahlenbüschel ^  das  zu  den  Kreisbüscheln  projeetiv  ist.  Denn  die  btide» 
Kreisbüschel  erzeugen  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung,  und  jeder 
Kreis  des  einen  Büschels  schneidet  dieselbe  in  zwei  Punkten ,  deren  Ver* 
bindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  der  Curve  geht*  Diese  Verbindungs- 
linie ist  aber  die  Chordale ,  welche  der  Kreis  mit  dem  eutsprechendeo  Kreise 
des  anderen  Büschels  gemein  hat.  —  Im  vorliegenden  Falle  sind  also  die 
Parallelötrablenbüschel  ci^Tt*  *  und  q^Tg .  .  .  projeetiv  zu  dem  KreisbilBcbel 
^iQ&^s-")  ^^^^  folglich  auch  projeetiv  zu  dem  Parallelsirahlenbüachel  gr... 
Dem  durch  F  gehenden  Strahle  des  letzteren  entsprechen  drei  concenlriscbe 
Kreise    um   F^   und   diese   haben    die    unendlich   ferne  Gerade   zur  gemeio- 

ßchaftlicben  Chordale;    die  Büschel  qjr4...   und  q^tj sind  demnach  eiD' 

ander  Eihnlich, 

um  den  endlichen  Dopi>el8trahI  ui  derselben  zu  construiren,  genflgt  die 
Kenntnisa  von  zwei  Strahlenpaaren  qjq^  und  t,  r^»  Wühlt  man  als  ?  die 
unendlich  ferne  Gerade ^    so  geben  qj ,    ij^  be«.  durch  die  Schnittpunkte  dtt 


) 
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In  3  zü  JP3  erricbfceteu  Lothes  mit  den  Geraden,  die  in  1  und  2  bez.  auf 
Fl,  F2  senkrecht  stehen.  Schneiden  r,>  r^  die  Gerade  r  in  %^  9fjj,  und 
9ii  <lt  i^gßiid  eine  Parallele  t?  zu  r  in  9},,  9Jj,  so  geht  die  Gerade  m  durch 
den  Schnittpunkt  von  ^li^^i  und  SR^Sj, 

Das  Paralletstrahlenbüschel  mqirj.. .  trifft  die  Gerader  in  der  Pnnkt- 
reihe  3RDi3^i..*,  und  diese  ist  projectiy  zu  der  Punktreihe  M^Q^R^.,,^ 
in  welcher  das  ParaUelstrablenbUschei  mqr  *  , ,  die  Gerade  F3  schneidet* 
Dabei  entspricht  dem  Punkte  F  der  zweiten  Pnnktreihe  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  ersten,  und  da  auch  der  Punkt  Q^  unendlich  fern  ist;  so  sind 
Ol  und  F  die  Gegenpunkte  beider  Reihen*  Dann  gebt  die  perspective 
Achse  X  der  Punktroihen  durch  dli  parallel  in  D|i<^;  zieht  man  also  WF 
bis  X  auf  X  und  durch  X  die  Gerade  XM^  parallel  zu  r,  so  ist  XM^  die 

PgesQchte  Mittellinie  tn. 
Beschreibt  man  um  Üfg  einen  Kreis  durch  den  Punkt  3,   so  bestimmt 
derselbe   ein  Kreisbüschel,   das  m  zur  Chordale  hat.     Dasselbe  erzeugt  die 
^    Curve  c  in  Verbindung  mit  dem  Strahlenbtlscbel  F,  dessen  Strahlen  durch 
^m    die  Mittelpunkte  der  entsprechenden  Kreise  geben. 

^^^^^^         §  6.    Die  Focalcurven  durch  die  sechs  Eckpunkte 
^^^^^B  eines  vollständigen  Vierseits. 

H  In  Figur  5  sind  ÄA\  BS^  CO'  die  drei  Gegeneckenpaare  eines  voll- 

stÄndigen  Vierseite.  Construirt  man  für  jedes  der  Dreiecke  ABC^  AB*C\ 
ÄBC,  A'B'C  den  umschriebenen  Krei;?,  so  schneiden  sich  diese  vier  Kreise 
bekanntlich  in  einem  Punkte  Fi^  dem  Brennpunkt  der  dem  Vierseii  ein- 
geschriebenen Parabel.  Dann  erfüllen  die  Brennpunkte  aller  dem  Vierseit 
eingeschriebenen  Kegelschnitte  eine  Focalcurve  c/,  welche  durch  die  sechs 
Eckpunkte   geht,   den  Punkt  Ff  zum   Focalcentrum   bat  und  deren  Mittel- 

■  ünie  m/  die  Mittelpunkte  der  drei  Diagonalen  AA\  BB'y  CC  verbindet.* 
Wir  bezeichnen  dieselbe  im  Folgenden  als  die  Brennpunkts  curve  des 
gegebenen  Yierseits« 

Jede  Seite  des  Vierseits  bildet  mit  dem  Kreise,  der  durch  die  drei 
nicht  auf  ihr  liegenden  Eckpunkte  geht,  eine  ausgeartete  Curve  des  Büschels 
^on  circularen  Curven  dritter  Ordnung,  welches  A,  A\  B,  Bf,  C  C'  zu 
Orundpunkten  hat.  Demnach  liegen  die  Mitt.elpunkte  der  vier  Kreise  mit 
dem  Punkte  Fi  auf  dem  Kreise  /*,  der  nach  §  2  die  Focalcentra  aller  Curven 
des  Büschels  enthält,  und  dieser  ist  also  im  vorliegenden  Falle  ohne 
Weiteres  bekannt  Da  ferner  durch  den  Punkt  Fi  bereits  fünf  Cnrven  des 
BQaehels  gehen,  so  ist  derselbe  der  neunte  Grundpunkt  des  Büschels. 
Mitbio  ergiebt  sich  der  Satz:  Alle  circularen  Curven  dritter  Ord- 
onng,  welche  durch  die  sechs  Eckpunkte  eines  vollständigen 
Yierseits  gehen,  enthalten  auch  den  Brennpunkt  der  dem  Vier* 
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seit  eingeschriebenen  FarabeJ.  Diejenige  Carve  des  Büschel«^ 
die  diesen  Brennpunkt  zum  Focalcentrum  bat,  ist  die  Breno* 
pnnktecurve  des  Tierseits. 

Gegenwärtig  ist  alsa  von  den  drei  Lösungen  der  in  §  4  behandeiieo 
Aufgabe  die  eine,  nämlich  die  Curve  cjj  direct  gegeben,  und  ea  ist  dem^ 
nacb  zu  erwarten  ,  dass  auch  die  beiden  noch  fehlenden  Lösungen  C//  uii(f 
Cin  sich  in  weit  einfacherer  Weise  werden  construiren  lassen,  als  in  dem 
vorher  betrachteten  allgemeinen  Falle.  In  der  That  ergiebt  sich  eine  solche 
Construction  mit  Hilfe  einiger  Sätze,  die  wir  im  nächsten  Paragraphen 
ableiten  werden. 

Vorher  möge  noch  ein  interessanter  Sonderfall  erwähnt  werden,  in 
welchem  alle  drei  Lösungen  unmittelbar  vorliegen.  Derselbe  tritt  ein,  weoD 
zweimal  zwei  Seiten  des  gegebenen  Viorseits  auf  einander  senk- 
recht  stehen.  Sind  in  Figur  6  die  Geraden  A*B*  nud  AB'  bez.  senkrecht 
auf  AB  und  A'By  so  ist  B'  der  Höhenschnittpunkt  des  Dreiecks  ÄBA\ 
also  auch  BB'  senkrecht  auf  AA\  Dann  gehen  die  vier  Kreise  ABC, 
AffG\  ÄBC\  A'B'O  durch  den  Schnittpunkt  von  AÄ  und  BB  \  derselb« 
ist  folglich  das  Focalcentrum  l'V  der  Brennpunktsctirve  C/»  unter  den  durch 
Fi  gehenden  Strahlen  schneiden  zwei  die  Curve  c/  bez.  in  A^  Ä  und  B,  J?, 
und  die  beiden  Kreise  über  den  Durchmessern  AA\  BB*  treffen  sieb  in 
C  nnd  C'\  mithin  sind  C^  C*  die  Grnndpunkte  der  cj.  Construirt  tuo 
nun  die  <?/  in  bekannter  Weise  aus  dem  Kreisbüacbel  CC'  und  dem  Strahlen* 
büschel  Fi^  so  entspricht  dem  Kreise  CG' Fi  der  Durchmesser  F/5/,  der 
die  d  in  Fi  berührt  und  in  8i  schneidet.  Die  Funkte  Ff  und  Sr  haben 
aber  gleiche  Entfern ungen  von  der  Mittellinie  der  Curve,  mithin  gebt 
durch  Sj  die  reelle  Asymptote  u/. 

Zwei  Kreise  über  den  Durcbmessern  AB'  und  A* B  schneiden  sieb  in  CT 
undi^/,  folglich  ist  der  Punkt  Cdas  Focalcentrum  einer  zweiten  Focakurvec// 
mit  den  Grund  punkten  C'  und  F^,  Ebenso  wird  die  dritte  Focalcnrve  cm 
bestimmt  durch  das  Focalcentrum  C*  und  die  Grnndpunkte  C  und  Fi\  der 
früher  mit  f  bezeichnete  Kreis  geht  demnach  durch  die  Punkte  C,  C\  Ff 
und  hat  zum  Mittelpunkte  den  Schnittpunkt  der  Mittellinien  ni/,  «•//,  mtn> 
Construirt  man  zu  den  Punkten  €  und  0'  hez,  die  Gegenpunkte  S/r  and  Sju^ 
so  sind  die  Asymptoten  «/,  Ujj,  Uni  die  Höhen  des  Dreiecks  SiSirSml  «• 
schneiden  sich  also  in  einem  Punkte, 


§7. 
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Die  drei  Systeme  von  conjngirten  PnEkten 

auf  einer  £weitheiligen  Focalcnrve. 
Wenn  aus  einem  Punkte  Q  einer  Curve  dritter  Ordnung  c  vier 
reelle  Tangenten  an  dieselbe  geben,  so  ist  die  Curve  zweitheilig  und  der 
Punkt  Q  befindet  sich  auf  dem  un paaren  Zuge  derselben.  Die  zugebörig« 
Berührungspunkte  P,  P\  P'\  F**'  werden  als  ein  Punkt  quadrupel 
der  c  bezeichnet.     Nennt   man   femer    zwei   Punkte   der   c  einander  cou- 
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conjugirt,  wenn  sie  denselben  Tangentialpunkt  besitzen«  so  können  die 
Punkte  jenea  Quadrupels  auf  drei  verschiedene  Arten  zn  Paaren  conjugirier 
Punkte  zuaammengefasat  werden.  Aus  jedem  solcben  Paare  erbält  man 
neue  Paare  derselben  Art^  indem  man  das  Paar  aus  beliebigen  Punkten 
der  Curve  auf  dieselbe  projicirt.  Auf  diese  Weise  entstebeu  ans  den  Paaren 
FF\  PF'\  pp'"  drei  verschiedene  Systeme  von  cenjugirten  Punkten.  Die 
Geraden,  welche  die  Paai-e  desselben  Systems  mit  irgend  einem  Punkte  der 
Carve  verbinden,  bilden  bekanntlieh  eine  Involution. 

Ist  ß  eine  Focalcurve,  so  bind  die  imaginären  Kreispunkte  /,  J  ein 
Paar  conjngirte  Punkte  mit  dem  Focalcentrum  als  Tangentialpnnkt.  Daun 
werden  alle  Paare  desjenigen  der  drei  Systeme ,  zu  welchem  das  Paar  J,  / 
gebort p  aus  jedem  Cui*venpunkte  durch  eine  symmetrische  Involution  pro> 
jicirt.  Dieses  System  nimmt  also  gegenüber  den  beiden  anderen  Systemen 
eine  aasgezeichnete  Stellung  ein;  wir  bezeichnen  es  im  Folgenden  kurz  als 
das  symmetrische  System  von  conjugirten  Punkten. 

Bilden  nun  wieder  die  Punkte  P,  P\  F'\  P'^'  ein  Quadrupel  der 
Focalcnrve  c,  so  gebt  dieselbe  auch  durch  die  Diagonal  punkte  Qf^  (^\  <^'* 
des  volUtÄndigen  Vierecks  pp'p"p^'\  Entspricht  dem  Punkte  P  in 
dem  symmetrischen  System  etwa  der  Punkt  P\  so  ist  p^' p'**  ein  Paar 
derselben  Art,  und  dann  worden  alle  Paare  dieses  Systems  aus  dem  Schnitt* 
punkte  Qf  der  Geraden  PP'  und  P^*p"*  durch  eine  symmetrische  Involution 
projicirt,  welche  PP'  und  p'p"*  m  Doppelslrahlen  hat;  mithin  steht  PP' 
senkrecht  anf  p**p''\  Bei  jeder  Focalcurve  bilden  demnach  die 
Punkte  eines  Quadrupels  ein  Viereck,  in  welchem  zwei  Gegen« 
Seiten  einen  rechten  Winkel  einschliessen.  Die  beiden  Paare 
des  Qoadrupels,  deren  Verbindungslinien  auf  einander  senk- 
recht stehen,  gehdren  zn  dem  symmetrischen  System  conjugirter 
Punkte.  Umgekehrt  findet  man  leicht:  Wenn  bei  einer  Focalcurve 
zwei  Paare  von  conjugirten  Punkten  des  symmetrischen  Systems 
VerbindnngslinieD  haben,  die  auf  einander  senkrecht  stehen, 
so  bilden  die  beiden  Paare  ein  PunktquadrupeK  Und  ferner: 
Wenn  eine  circulaie  Curve  dritter  Ordnung  ein  Quadrupel 
besitait»  von  welchem  zwei  Gegenseiten  einen  rechten  Winkel 
einschliessenj  so  ist  die  Curve  im  Allgemeinen  eine  Focalcurve* 
ht  nämlich  PP*  senkreqjit  auf  P'*P'^\  so  existirt  immer  eine  Focalcurve, 
ans  deren  Punkten  die  Paare  PP^  und  P'*P"'  durch  eine  symmetrische 
Involution  projicirt  werden,  und  diese  geht  auch  durch  die  Diagonal  punkte  Q , 
Qf\  Q^*'  ^^^  gegebenen  Vierecks,  Andererseits  ist  durch  die  sieben  Punkte  F, 
P',  P",  F**\  <^,  (jf\  q'"  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  im  All- 
gemeinen eindeutig  bestimmt  —  wenn  nicht  diese  sieben  Punkte  mit  dt^n 
imaginären  Kreispunkten  die  Grandpuukte  eines  Büschels  von  Curven  dritter 
Ordnnng  bilden.  Wir  kommen  auf  diesen  Ausnahmefall  weiter  unten  wieder 
lurdck. 
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Eine  Focalouive  ist  bekanntlich  eintheilig  oder  zweitheilig,  je  nad. 
dem  ihre  Grandpunkte  imaginär  oder  reell  sind.  Wird  in  Fignr  7  eise 
zweitheilige  Focalcnrve  c  gegeben  durch  das  Focalcentrnm  F  und  die  Gnmd« 
punkte  G  und  H^  so  ist  ihre  reelle  Asymptote  u  senkrecht  auf  Cf^;  die- 
selbe schneidet  c  in  dem  Gegenpunkte  8  des  Punktes  F  auf  dem  dnroh 
Ff  G-^  H  gehenden  Kreise.  Betrachtet  man  die  c  als  Erzeugniss  des  StraUeB- 
bttschels  F  und  des  ihm  projectiven  Kreisbüscheis  QH,  so  entspricht  den 
Strahl  80  der  Kreis  des  Büschels,  dessen  Mittelpunkt  auf  JP&  liegt,  mi 
dieser  berührt  die  c  in  &;  folglich  ist  8G  die  Tangente  der  Gurve  in  (}. 
Dasselbe  gilt  vom  Punkte  IT,  und  da  auch  die  Gerade  8F  die  Curve  in  j* 
berührt,  so  bilden  die  Punkte  JP,  6r,  H  und  der  reelle  unendlich  ferne  PonkftlT 
ein  Quadrupel  mit  dem  Tangentialpunkt  8,  Nun  ist  die  Gerade  GH  senk- 
recht auf  Fü\  mithin  sind  GH^  FU  zwei  Paare  des  sjmmetriaelHi 
Systems  conjugirter  Punkte,  d.  h.:  Bei  jeder  zweitheiligen  Foeel» 
curve  sind  die  beiden  Grundpunkte  und  ebenso  das  Focil- 
centrum  und  der  reelle  unendlich  ferne  Punkt  zwei  Paare  con- 
jugirter Punkte  von  derselben  Art,  wie  die  imaginftren  Kreis- 
punkte« 

Legt  man  aus  einem  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  die  vier 
Tangenten  an  die  Curve,  so  bleibt  das  Doppel verhältniss  derselben  be- 
kanntlich constant,  wenn  der  Punkt  auf  der  Curve  fortrückt.  Im  Falle  der 
Focalcurve  findet  man,  wie  hier  nur  beiläufig  erwähnt  werden  soll,  Ar 
die   aus  dem  Punkte  8  an   die  Curve  gehenden  Tangenten  das  Doppelvw- 

hältniss : 

g,^  m^G8F   sinGSü^(^inG8Fy_  (FGV 

^  ^       sinHSF'  sinHSU      \sinH8Fj       ^FHI 

Dieses  invariante  Doppelverhältniss  eines  Tangenten- 
quadrupels  ist  also  gleich  dem  Quadrat  des  Verhältnisses  der 
Entfernungen  des  Focalcentrums  von  den  Grundpunkten  der 
Focalcurve. 

Aus  dem  unendlich  fernen  Punkte  TJ  gehen  an  die  Curve  c  vier 
Tangenten,  deren  Berührungspunkte  T,  T\  T",  T'"  als  die  Scheitel  der 
Curve  bezeichnet  werden.*  Nach  einem  bekannten  Satze  bilden  die  drei 
Diagonalpunkte  des  vollständigen  Vierecks  TT'T"T"'  mit  dem  Punkte  V 
ein  neues  Quadrupel  der  c;  dieselben  sind  folglich  identisch  mit  den  Punkten 
F,  G,  H.  Sind  im  Scheitelquadrupel  die  Paare  TT\  T"T"'  von  derselben 
Art  wie  die  imaginären  Kreispunkte,  ist  also  TT'  senkrecht  auf  T"T"\ 
so  schneiden  sich  die  Geraden  TT"  und  T'T"\  sowie  TT'"  und  T'T"  in 
zwei  coujugirten  Punkten  derselben  Art,  d.  h.  in  G  und  H,  Demnach  ist 
F  der  Schnittpunkt  der  Geraden  TT'  und  T"T"'.  Dann  ergiebt  sich  abei 
aus  der  bekannten  Erzeugung  der  Focalcurve,   dass  die  Punkte  G  und  i 
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mf  einem  Kreise  liegen,  der  die  Strecke  TT'  zum  Durchmesser  hat;  mit- 
Ud  irt  auch  TT"  senkrecht  auf  T'T"  und  TT'"  senkrecht  auf  TT".  Die 
fier  Seheitel  einer  Focalcurve  bilden  also  ein  Quadrupel  von 
der  speciellon  Beschaffenheit,  dass  alle  drei  Gegenseitenpaare 
desselben  rechte  Winkel  einschliessen.  Die  Diagonalpunkte  des- 
selben sind  das  Focaloentrum  und  die  beiden  Grundpunkte  der 
Corve.  Jeder  der  Tier  Scheitel  ist  demnach  gleichweit  entfernt 
fon  den  Seiten  des  aus  dem  Focalcentrum  und  den  beiden  Grund- 
pankten  gebildeten  Dreiecks. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Punkte  T,  T',  T",  T"'  auch  das  Scheitel- 
quidropel  einer  zweiten  Focalcurve  darstellen,  die  G  zum  Focalcentrum, 
B  und  F  zu  Grundpunkten  hat ,  sowie  das  Scheitelqnadrnpel  einer  dritten 
Focalcarre  mit  dem  Focalcentrum  H  und  den  Grundpunkten  F  und  G. 
Die  sieben  Punkte  F,  ff,  H.  T,  T\  T",  T"'  bilden  demnach  mit  den 
inttginSren  Kreispnnkten  die  Grnndpunkte  eines  Büschels  von  circularen 
Corren  dritter  Ordnung. 

In  Figur  6  sind  C/,  C//,  c///  die  drei  Focalcurven,  die  durch  ein  vor- 
geschriebenes  Scheitelqnadrupel  bestimmt  werden;  dasselbe  ist  dort  mit 
i,  i',  B,  JBf  bezeichnet 

Aus  den  letzten  Darlegungen  ergeben  sich  noch  die  folgenden  Sätze: 
Aaf  jeder  Focalcurve  bilden  die  vier  Scheitel  das  einzige 
Quadrupel,  bei  welchem  alle  drei  Gegenseitenpaare  rechte 
Winkel  einschliessen.  Durch  ein  Punktquadrupel,  bei  welchem 
nur  zwei  Gegenseiten  auf  einander  senkrecht  stehen,  ist  eine 
Focalcurve  eindeutig  bestimmt.  Stehen  aber  zwei,  und  folg- 
lich auch  das  dritte  Paar  von  Gegenseiten  senkrecht  auf  ein- 
ander, so  gehören  za  diesem  Quadrupel  drei  Focalcurven. 

Bei  der  Focalcurve  c,  welche  F  zum  Focalcentrum,  G  und  H  zu 
Gmndpunkten  hat,  wird  in  Figur  7  das  symmetrische  System  conjugirter 
Punkte  dargestellt  durch  die  Paare  GH^  Fü,  TT'y  T"T"'',  dagegen  ge- 
hören zu  demselben  der  beiden  nicht  symmetrischen  Systeme  die  Paare 
6U,HF,  TT",  x'T"\  Die  Paare  des  letzten  Systems  werden  aus  dem 
Punkte  G  durch  eine  Involution  projicirt,  deren  Doppelstrahlen  GTT"  und 
6T'T"'  sind,  und  da  diese  auf  einander  senkrecht  stehen ,  so  ist  die  be- 
trachtete Involution  symmetrisch.  Das  System  kann  aber  aus  keinem  zweiten 
Punkte  durch  eine  symmetrische  Involution  projicirt  werden,  denn  sonst 
wfirden  die  imaginären  Kreispunkte  ein  Paar  desselben  bilden.  —  Pro- 
jicirt man  dasselbe  System  aus  H,  so  ist  HG  senkrecht  auf  HUf  HT 
senkrecht  auf  HT"^  und  man  erhält  demnach  eine  rechtwinklige  Involution. 
Hieraus  folgt  der  Satz:  Die  Paare  eines  jeden  der  beiden  nicht 
symmetrischen  Systeme  werden  aus  einem  einzigen  Curven- 
punkte  durch  eine  symmetrische  Involution  projicirt^  näm- 
lich aus   demjenigen    der   beiden    Grundpunkte,    der    mit    dem 
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reellen  unendlich  fernen  Punkt  der  Curye  ein  Paar  dies^ 
SjstemH  bildet.  Aus  dem  anderen  Grundpunkte  wird  das  b^ 
treffende  System  durch  eine  rechtwinklige  Involution  projicit>| 

§  8.  Die  Fooalourven  durch  die  sechs  Eckpunkte 
eines  vollständigen  Vierseits. 

Für  jede  Focalcurve,  welche  durch  die  sechs  Eckpunkte  des  in  Figur  5 
dargestellten  Vierseits  geht,  bilden  die  drei  Gegeneckenpaare  AÄ^  'BV^ 
CG'  drei  Paare  von  com'ugirten  Punkten  derselben  Art  Verlangt  maii 
nun,  dass  diese  Paare  dem  symmetrischen  System  angehören  sollen,  so  giebt 
es  nur  eine  Focalcurve,  welche  dieser  Forderung  genügt,  nftmlieh  die 
Brennpunktscnrve  Cj  des  Vierseits,  und  diese  ist  durch  das  berüti 
gefundene  Focalcentrum  Fi  und  die  Mittellinie  m/  vollkommen  bestimmt 

Man  kann  aber  auch  nach  derjenigen  Focalcurve  fragen,  von  welcher 
AA'j  BB',  CC'  drei  Paare  eines  nicht  symmetrischen  Systems  sind.  Tob 
einer  solchen  Curve  ist  nach  dem  letzten  Satze  des  vorigen  Paragraphea 
der  Punkt  Fr  ein  Grundpunkt,  denn  dieser  sendet  nach  den  drei  Oegeih 
eckenpaaren  die  Strahlen  einer  symmetrischen  Involution.  Als  zweitv 
Grundpunkt  ergiebt  sich  nach  dem  angeführten  Satze  derjenige  Punkt  der 
Ebene,  welcher  dieselben  Paare  durch  eine  rechtwinklige  Involution  proji« 
cirt.  Beschreibt  man  daher  Kreise  über  den  Durchmessern  AA\  BS^  CC, 
so  schneiden  sich  dieselben  in  zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten  Qn^ 
O-iiii  und  dann  sind  Fi  und  &//,  sowie  Fi  und  Om  bez.  die  GrundponUi 
von  zwei  Focalcurven  Cn  und  c///,  die  gleichfalls  durch  die  sechs  gegebenes 
Punkte  gehen. 

Die  Mittellinien  m/,  m//,  mm  der  Curven  Cj,  C//,  Cm  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte,  denn  sie  sind  die  Mittelsenkrechteo  der 
Seiten  des  Dreiecks  FiGiiQui- 

Das  Focalcentrum  Fn  der  Curve  Cn  liegt  auf  dem  Kreise  f.  Be- 
zeichnet man  mit  Fq  einen  beliebigen  Punkt  von  f^  mit  Ui  und  Un  die 
unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  m/  und  mn,  so  ist  nach  §2: 
LFiFqFh^^  L'UiiFqUi^  LFiGiiQiii.  Fällt  man  also  von  dem  zweites 
Schnittpunkte  des  Kreises  f  und  der  Geraden  FiQn  ein  Loth  auf  mt, 
so  trifft  dasselbe  f  in  Fn.  —  In  derselben  Weise  ergiebt  sich  das  Focal- 
centrum Fm  der  cm» 

Die  Aufgabe,  durch  die  sechs  Eckpunkte  eines  vollständigen  Vierseits 
eine  Focalcurve  zu  legen,  besitzt  hiernach  drei  Lösungen >  von  denen  aber 
nur  eine  nothwendig  reell  ist.  Die  stets  reelle  Curve  C/  kann  reelle 
oder  imaginäre  Grundpunkte  haben,  d.  h  zweitheilig  oder  ein- 
theilig  sein.  Die  beiden  anderen  Curven  cn  und  cm  sind,  wenn 
überhaupt  reell,  stets  zweitheilig. 


Zur  homocentrisclien  Breohung  des  Lichtes 
im  Prisma. 

Von 
Dr;  WlLSlNO 

1ji  FoUftAtn 
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In  der  Zeitschrift  für  Mathematik  mnd  PhyBik  1895,  Heft  2,  bat 
Herr  Prot  ßurmt^ster  einen  intereßsanten  Aufsatic  Über  „Homocentrißche 
Brechung  des  Lichtes  durch  das  Prisma**  veröffentlicht,  in  welchem  der- 
selbe daranf  hinweist,  dass  dag  Ergebniss  der  Helmboltz'schen  Unter- 
äuchnngen  über  diesen  Gegenstand,  welches  sich  bei  endlicher  Entfernung 
des  leachtenden  Pnnktes  nur  auf  den  besonderen  Fall  bezieht,  dass  die 
Strahlenlänge  im  Prisma  verschwindet,  also  der  Strahl  durch  die  brechende 
Kante  des  Prismaß  geht,  «uweilen  einer  miss verständlichen  Auffassung 
begegnet.  Diefie  Begrenzung  der  Aufgabe  durch  Vernachlässigung  der 
Strahlenlänge  im  Prisma,  deren  Bedeutung  dadurch  charakterisirt  wird, 
i^dass  die  beiden  Strahlen  auf  ihrem  unendlich  kurzen  Wege  durch  das 
Priama  als  merklich  parallel  angesehen  werden  können ,  was  selbstverständ- 
Heb  der  Fall  sein  mass,  wenn  ihre  Convergenzpnnkte  im  Vergleich  zu 
ihrem  Wege  im  Prisma  unendlich  weit  entfernt  sind^  (?.  Uelmholtz, 
Wisdenachaftliche  Abhandlungen  Bd.  2  S.  167),  tritt  in  der  Fassung,  welche 
Helm  hol tz  dem  Resultat  seiner  Untersuchung  giebt,  nicht  unmittelbar 
hervor  »Kin  unendlich  dünnes  ßündel  bomocentriächer  Strahlen,  welches 
von  einem  endlich  entfernten  Punkte  ausgeht,  bleibt  nach  dem  Durchtritt 
durch  ein  Prisma  also  nur  dann  homocentrisch,  wenn  es  im  Minimum  der 
Ablenkung  durchgetreten  tst^  das  beisst,  wenn  ea  in  einer  zur  brechen* 
den  Kante  senkrechten  Ebene  verläuft,  und  gegen  beide  Frismenfiäohen 
unti^r  gleichen  Winkeln  geneigt  ist,"  Wenn  hiernach  eine  irrthUm liehe 
Aaffassnng  der  Ergebnisse  der  Helmholtz 'sehen  Abhandlung,  wenigstens 
\m  oberflächlicher  Durchsicht,  nicht  anageschlossen  erscheint«  ao  ist  doch 
die  w*iitere  Bemerkung  des  Herrn  Prof.  Burmester,  dass  die  Vereinigung 
der  auiitret6n«ieu  Strahlen  nur  in  dem  besonderen  Falle  erkannt  sei,  wo  die 
Strahlen  im  Miulmum  der  Ablenkung  dicht  an  der  brechenden  Kante  durch 
das   Prinma  gehen ^   insoferu   nicht  ganz  zutreffend,   als  die  eictioten  Gleich- 
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uDgen,  welche  die  astigmatische  Differenz  der  Strahlen  des  Sagittal-  und 
Tangentialschnittes  bestimmen,  wenigstens  für  solche  Strahlenbündel,  die 
im  Hauptschnitt  liegen,  bereits  in  den  Arbeiten  von  S.  Czapski  (Winket 
mann,  Handbuch  der  Physik  S.  159)  und  A.  Gleichen  (üeber  die  Brechoif 
des  Lichtes  in  Prismen^  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  Bd. 34  8. 169) 
abgeleitet  sind,  ohne  dass  sich  allerdings  die  von  Herrn  Prof.  Burmester 
auf  geometrischem  Wege  gefundenen  Sätze  ausdrücklich  angegeben  finden 
Bezeichnet  man  nämlich  mit  Herrn  Czapski  die  Strecke  Yom  leuchtenden 
Punkt  bis  zur  Yorderfläche  des  Prismas  mit  a,  mit  tf  und  t'  die  Eni. 
femungen  der  Yereinigungsweiten  von  Sagittal-  und  TangentialstraUei, 
Yon  der  Rückfläche  des  Prismas  gemessen,  mit  d  die  Länge  des  Haopi. 
Strahls  im  Prisma,  endlich  mit  n,  t,  r,  i\  r  Brechungsexponent,  Ein&lli- 
und  Brechungswinkel  des  Hauptstrahles  an  den  beiden  Flächen  des  Prismai, 
so  bestehen  die  folgenden  Beziehungen: 


1) 


Bei  homocentrischem  Durchgange  des  Strahlenbündels  wird  tfssfssl^ 
so  dass  in  diesem  Falle  die  Entfernungen  a  und  h  der   Strahlenlänge  m 
Prisma  direct  proportional  sind.     Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  von  Heim 
Prof.  Burmester  a.a,0.  abgeleiteten  Sätze,  dass  auf  jedem  in  einer  Normal- 
ebene  einfallenden  Hauptstrahl  im  Allgemeinen  nur  ein  einziger  Lichtpunkt 
ezistirt,  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspricht,  dass  die  betreffenden 
auf  parallelen  Hauptstrahlen  befindlichen  Licht-  resp.  Bildpnnkte  in  geraden 
Linien  liegen ,  welche  durch  die  Kante  des  Prismas  gehen ,  und  dass  Licht- 
punkten,   welche    auf   einer    parallelen  Linie    zu    der    erwähnten   geroden 
Linie    liegen,    gleiche    astigmatische    Differenzen    entsprechen.     Geht  der 
Strahl    aber    im   Minimum    der  Ablenkung    durch    das   Prisma,    sind  also 
i  =  i\  r  =  r  zu  setzen,  so  ezistiren  nur  in  dem  von  Helmholtz  behandelten 
Falle,  wo  der  Strahl  die  Kante  des  Prismas  trifft,  also  d  =  0  ist,  endliche 
und  gleiche  Werthe  für  a  und  5,   so   dass  dann  jedem  Punkt  des  Strahles 
ein    homocentrischer  Bildpunkt   entspricht.     Die    entsprechenden   Sätze  für 
den  Durchgang  des  Hauptstrahles  im  Normalschnitt  durch  eine  Reihe  von 
Prismen,    deren    brechende  Kanten   parallel  sind,    ergeben   sich  gleichfalls 
aus   den  von  Herrn  Czapski  mitgetheilten  Gleichungen  (a.  a.  0*  S.  1533- 
Bisher    nicht    behandelt  ist  jedoch   der  von  Herrn  Prof.  Burmester  nai* 
Hilfe  geometrischer  Betrachtungen  abgeleitete  Fall  homocentrischer  BrechoimiSv 
bei  welchem  die  Strahlen  das  Prisma  schief  durchsetzen.    In  den  folgenden 
Ausführungen    ist    nun    kurz    angedeutet,    wie   sich   diese   Sätze  aus  d^i^ 
Helmholtz*schen  Gleichungen  auf  analytischem  Wege  ergeben.    Heloc^' 
holtz  hat  seinen  Untersuchungen  das  Princip  der  optischen  Länge  zu  Gmii.^^ 
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gelegt,  das  besonders  für  die  Behandlang  des  letzterwähnten  Falles,  bei 
fdebem  die  Strahlen  schief  durch  das  Prisma  gehen,  geeignet  ist.  Werden 
die  WeglSngen  des  Strahles  im  ersten,  zweiten  Mittel  u.  s.  w.  mit  r^r^  etc. 
boeiehnety  die  entsprechenden  Brechungs-Coefficienten  mitniis^»  so  ist  die 
optisehe  Lftnge  ^:         ^t:=nir^  +  n^r^  +  n^r^  etc. 

Der  Weg  des  Strahles  wird  dadurch  bestimmt,  dass  die  optische  Länge 
ffisehen  einem  ihm  angehörigen  Punkte  im  ersten  und  letzten  Mittel  ein 
Kaximam  oder  Minimum  sein  muss,  während  die  Homocentricität  eines 
anendlich  dttnnen  Strahlenbttndels  verlangt,  dass  auch  die  zweite  Variation 
der  optischen  Länge  zwischen  Licht  und  Bildpunkt  verschwindet.  Der  brechende 
Winkel  des  Prismas  mOge  g>  sein ,  r^  die  Länge  des  Strahles  vor  dem  Prisma, 
fi  und  fg  die  Längen  im  Prisma  und  hinter  dem  Prisma  bis  zum  Bildpunkte, 
ferner  sollen  die  OrOssen  m,  fi,  v  durch  die  Beziehungen  definirt  werden: 

eosmissneosm,  eo9fi|  =  nco5fi,  oosv^^ncasv^ 
wo  Sil  und  Vi  die  Winkel  sind,  welche  der  einfallende  Strahl  mit  der  in 
der  ersten  brechenden  Fläche,  senkrecht  auf  der  brechenden  Kante  des 
Prismas  stehenden  Y-  Achse  resp.  mit  der  brechenden  Kante  selbst  oder  der 
Z- Achse  einschliesst,  und  wo  fi|  dieselbe  Bedeutung  für  den  austretenden 
Strahl  hat,  wie  m^  für  den  einfallenden.  Endlich  sollen  die  Coordinaten 
des  Einfalls-  resp.  Anstrittspunktes  des  Hauptstrahles  mit  y  und  e  resp.  v 
ind  i  bezeichnet  werden,  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Strahles  des 
uiendlich  dünnen  Bündels  entsprechend  mit 

y  +  Ay,    e  +  Ae,    v  +  Av,    J  +  Af. 

Die  Helmholtz'schen  Gleichungen,  welche  für  beliebige  Werthe  Ay 
ond  A«  erfüllt  sein  müssen,  sind  dann  die  folgenden: 

[«»m'Ay—  cosfncosvAe—{cosq>'\-cosmcos(i)Av  +  co8mcosvAt]rQ 
H —  ((1  —  n^cos  fn*)Ay  —  w*co5  w  cos  v  A  j?]rj  =  0, 

[-€0smcosvAy  +  sinv*Ag^cosiACOSvAv'-'8inv^Ai]rQ 

+  — [—  w^  C05  m  C05  V  Ay  +  (1  —  n^cos  v^)  Ae]  r^  =  0, 

2) 

[~ (ca8(p+ cos m cos fA)A  -ycos(icosvAg+sinfA*Av+cosfscosvAi]r 
1  * 

H — [(1  — ti*cö5|Lt*)Ac  +  n^cosfiC05vAg]r|  =  0, 

[eosmcos  v  Ay  —  sin  v*Ag  +  cosiicosvAt  +  sin  v*A  fjr^ 

+  -  [n^cos  jK  cos  V  A D  +  (l  —  ti* cos  v*) A f]r,  =  0. 

Setit  man  fj  =  0,    so  reducirt   sich   das  vorstehende  System,   da  die 
»weite  und  vierte  Gleichung  identisch  werden,   auf  nur  drei  Gleichungen. 

Baben  die  Quotienten  -^  und  —  dagegen  endliche  Werthe,   was  stets  der 

23* 


'Za^BSmoceSttieonS^DreSoB^aS^LiSfil^^^Fo 


rnsffi«. 


Fall  i&t,  wenn  der  Btr&bl  bei  endlicher  Entfernung  dm  lenebtenden  PuDktas 
nicbt  ungleich  durch  die  Kante  des  Pnamaä  gebt,  so  musa  man  von  den 
vollständigen  Gleichungen  3)  ausgehen.  Aus  den  beiden  ersten  dieser 
Gleichungen  erhält  nmn  Au  und  Af  auggedrüokt  durch  Ap  und  AjT: 

+  *"i(" njcösmcosvAß, 

Tq [cqs fp ein  v^ + cosmcosfi]  A  £  =  -  f  rt,+  —  J cos^^ (r^ + '*»'i) cos m cos ^  \mB  vAy 

+    (^0  +  ^1 1^'*'^  mCQS^-\-  cos  (p)  —  {tq  +  « Tj )  cos  <p  cos  v*  j  A^, 

Snbatituirt  man  die  Werthe  TOn  At;  and  A^  in  die  beiden  letzten 
Gleichungen  2) ,  so  mdssen  die  Coefflcietiten  von  A^  nnd  Aj^  verschwinden^ 
da  die  Gleicbungen  2}  für  beliebige  Werthe  der  A^  und  Ai;  erfüllt  sein 
sollen.  Die  Entfernnngen  r^^  fj  und  r^  mUasen  also,  wenn  do«  Strahlen- 
bündei  homocentrisch  bleiben  soll,  den  folgenden  vier  homogenen  Gleich- 
uBgea  zweiten  Grad  es  genügen: 

f 0  =  —  {(üs  (p  +  €0s  m  cos  fx)  [cos  fp  sin  v*+  cös  m  cos  ^]  r^^r^ 

^^  j         +  [im  f**r,+ ^  (1-  n^CQS  fi'^}  r^  J  [(ro+  ^j  ^^n  v»-  (ro+  n  r^)€mm^^ 

0  —  cos  m  COS  V  [cos  tp  sin  v'^  +  cos  m  cos  ;*]  f  of^ 

+  (ri+nri)cos^€üS¥\  (*"o+  —  J^i«v^  — (r(j+iir,}co^m^ 

—  COÄ  V  sin  v*f j  +  ^  ( 1  ^  ***  ö>*  y*)  f*! 

g\  f     ^0  =  —  (jos^  CÖ5  V  [ofl^  9?  sin  r*+  cö^  m  cos  ^J  r^r^ 

+  rJ  "  —  ti Jcos m C05  V  sin  |4*rj+   - ( 1  —  n^cös  ^*)  r, 

+  (*^s+  f»  ^i)  £jfts  ^  eös  i'  ( *'o  +  ^' )  (^^  *P  ^**' ''"  +  ^<^^  ^'*  ^t'^^  H ) 

—  rAn  —  —jccfitpcösv^  L 
0  —  —  sin  ¥^ [cos  <p sin  y^  +cosm€OSfi\ r^ r^ 

+  irj+f»r,)rJ njcosnkcosficosv^ 


b} 


e) 


a) 
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Uagt  der  Hauptstrahl  im  Normalschnitt  des  Prismas,  ist  also 

C08Vi  =  C08V  s=  0, 

80  lenehwindet    die    zweite    and    dritte    der    vorstehenden    Oleichangen, 
«Ihreiid  die  erste  und  vierte  in  die  folgenden  übergehen : 

0  =  -  [cosg>  +  cosmco8(iYrQr^+\8infi\  +  —{l-'n^co8(A*)r^ 

X  [(ro+  5)  -  (ro  +  nr,)cö5 m«] . 

0=  [öM9>  +  co5maw^][-ror,+ (ro+ ^j(rj+ Jjj. 

Beachtet  man,  dase  zwischen  den  OrOssen  m,  ^,  v  die  Gleichung  besteht: 

8mg>^8inv^ess  eo8m^+  2co8mcos(jLC08qi  +  cosii\ 

10  ergiebt  sich,  dass 

eo8ip  +  co8fneo8iA^=  +  8inm8infi 

nor  mit  m   oder   fA    verschwindet.     Aus    der    zweiten    der   vorstehenden 
Okichnngen  folgt  daher: 

^[♦»(♦•0  +  ^2)  +  n]  =f^> 

wShrend  sich  die  erste  Gleichung,  wenn  man 

{co8  q>  +  cosmcos  fi)'=  8inm^8in  fi* 


sobstitoirt,  in 


verwandelt^  da 


r    nsinm^  n8inti^     ^    ■  ^1 

[nco8f*       .    ncosr^  1      ^ 

nco8in  =  8ini,      sinm  =  co8rj 
nco8(i  ^  8ini\      sinn  =  cos r 


i^  Diese  Gleichungen   werden  identisch   mit  den   Gleichungen  1),    wenn 
''o=-a,  ri=  d,  rg  =  +6  gesetzt  wird. 

Der  allgemeinere  von  Herrn  Prof.  Burmester  behandelte  Fall  homo- 
^trischer  Brechung,  bei  welchem  der  einfallende  Hauptstrahl  gegen  den 
Normalschnitt  des  Prismas  geneigt  ist,  also  cosv  und  cosv^  von  Null  ver- 
schieden sind,  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.  Multipicirt  man  die  Gleich- 
aagen  3a)  und  3b)  mit  cosv  resp.  cosfi,  ebenso  die  Gleichungen  3c)  und 
3d),  and  addirt  beide  Male,  so  erhält  man  die  folgenden  beiden  Gleich- 
oagen: 


i v^$  +  "){'-—^\€asv {€0$ m  -i-  cosfi cos 9?) (cos m cos ^  —  cos v^ ms tp)  =  0, 

*  Anderenieits  erhält  mEB   aus  den  Gleiehungen  4)  durch  MultipUcaUaii 
mit  eosv  resp«  ccsm  nnd  Subtraetion: 

— { f„  +  r^  +  -  )(co$^  sin  v^  +  cos  m  cos (jl) {cos  m  cosfi  —  cos  v^cos  tp)  ==  0. 

Beiden  Oleiehongeti  iat  also  genügt,  sobald  der  ihnen  gemeinsame 
Factor : 

5)  cos(p  cos  v^  —  cos  m  cos(i  =  0 

ist.  Aus  dieser  Bedingung,  welcher  die  Winkel  m,  fi,  v  genügen  müssen, 
lassen  sich  in  Verbindung  mit  der  Gleichung: 

6)  sin(p'*sinv^=  cosm^+  2  cos  m  cos  (i  cos  (p  +  cosfi^ 

für  jedes  m  entsprechende  Werthe  v  finden ,  und  zwar  ergiebt  sich  für  cos  v^ 
eine  quadratische  Gleichung.  Zu  jedem  m  gehören  zwei  symmetrisch  zum 
Hauptschnitt  liegende  Strahlen,  deren  Winkel  mit  der  brechenden  Kante 
durch  V  und  180  —  v  bestimmt  werden.  Genügen  m  und  v  den  vorstehen- 
den  Gleichungen,    so    können    aus    den    beiden  Gleichungen    3a)  und   3c) 

die  Quotienten  —  und  —   berechnet    werden,    und   zwar  ergiebt  sich,    da 

diese  Gleichungen  linear  werden,  für  jedes  fj  nur  ein  Paar  zusammen- 
gehöriger Werthe  Tq  und  r,.  Auf  jedem  Strahl,  der  einer  Mantellinie  des 
durch  die  Gleichungen  5)  und  6)  definirten  Kegelmantels  parallel  ist, 
existirt  also  ein  Punkt,  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspricht. 
Dies  ist  der  von  Herrn  Prof.  Burmester  mit  Hilfe  geometrischer  Be- 
trachtungen gefundene  Satz. 

Bei  dieser  Gelegenheit  möge  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dass 
die  Methode,  das  Bild  einer  ebenen  Figur  mit  Hilfe  eines  Prismas  in  seiner 
Ebene   zu  drehen,    bei  endlicher  Objectentfernutig   in   optiäeher  Beziehung 
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rleiehfalls  an  dem  üebelstande  leidet,  dass  die  Strahlen  nach  ihrem  Durch- 
«og  durch  das  Prisma  nicht  mehr  homocentrisch  bleihen.  Für  den  Normal- 
leluutt  lässt  sich  dies  bereits  ans  den  oben  angeführten  Gleichungen  1)  er- 
ehen.  Der  Oang  eines  vom  leuchtenden  Punkt  P  ausgehenden  Strahles, 
ler  an  der  Grundflftche  des  Prismas  reflectirt  wird,  bevor  er  die  Bückfläche 
TÜR,  sei  wieder  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  erste  Variation 
ler  optischen  Länge:       ^  =,  ^^  +  ^(^^  +  ^^)  +  ^^ 

renchwinden  muss.  Die  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  den  Flächen  des 
Prismas  mögen  auf  drei  Coordinatensysteme  bezogen  werden,  deren  X-Achsen 
mit  den  Seiten  des  Querschnitts  des  rechtwinklig  angenommenen  Prismas 
tQgammenfallen,  deren  F- Achsen  den  Kanten  parallel  sind,  und  deren 
positive  Z- Achsen  nach  aussen  gerichtet  sind.  Die  Coordiuaten  in  diesen 
Systemen  mögen  mit  Xq^^^Zq^  ^i^i^i»  ^2^k^8  bezeichnet  werden,  aQh^CQ  die 
Coordinaten  des  leuchtenden  Punktes,  a^h^c^  die  Coordinaten  eines  im  aus- 
tretenden Strahle  gelegenen  Punktes  sein.     Dann  hat  man: 


weui 


and  L  die  Länge  der  Hypotenuse  des  Prismenquerschnittes  ist.     Aus  den 
Qleichongen: 


:r— =  —  n n =0, 


a«,  r, 


'1 


L       X,  L 


^  =  _  -JL_  2      /2        '  _  _n_  2       y2       x,-a,  ^  ^ 
ax,~       j/2  »•«  ^2  r,        "•"      r, 

a^o       »"o  n  »yi         »"i  »•« 


ergiebt  sich  doroh  Elimination 


^y«  »•»  »'s 


€Qs{r^M^)  =—  iat, 

mm  (r^w^)  =  —  €OB(r^  3c^) ,    cm  {r^p^)  =  —  mB  (r^tf^) ,    cos  (tq  e^)  =  cos  (r^ «,), 

Die  Winkel  (7r^)  tmd  (fr^),  welche  der  einfallende  und  aueiretende 
Strahl  mit  eiuer  im  Normalschnitt  parallel  der  GrundflttcUe  gexogenen 
Linie  I  bildet,  werden  nun  bestimnit  durch: 

cos  (Ir^)  =  —  -—r  cos  K  %)  +  -—  m  (r^»  »q)  , 


1 


1 


cos{lr^)  =  -—=  cos(r^x^)  +  —=rCosir^e,), 

so  dass  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen: 

cosQro)  =  cos{lr^) 
wird.     Bei    einer  Drehung    des  Prismas    um   l  als   Achse  bleibt  also  der 
Winkel  zwischen  austretendem  Strahl  und  Achse  constant. 

Die  Bedingungen   für  die  Homocentricitfit  der  Strahlenbündel   ergiebt 
sich  durch  Variation  der  optischen  Länge: 

Werden  die  x  und  y  Coordinaten  der  Schnittpunkte  eines  im  Normal- 
schnitt liegenden  Hauptstrahles  mit  den  Seitenflächen  des  Prismas  mit: 

bezeichnet,  und  entsprechend  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  eines  be- 
liebigen Strahles  des  unendlich  dünnen  Bündels  mit: 

«o=/5o+^^      a^i  =  ft  +  SM      ^f  =  /^2  +  ^«» 

yO=%?  ^1=^11  ^2=^2» 

endlich  die  Entfernungen  rQr^r^r^  für  den  Hauptstrahl  mit  ()oPi(>2P3,  «o 
ergeben  sich  zunächst  als  Bedingungsgleichungen  für  die  Homocentricität 
des  Bündels: 
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^j2-3.  +  5?  =  0, 

welchen  nnr  genfigt  wird,    wenn   zwischen    den  Entfernungen  q  die  Be- 
diognog  besteht: 
7)  nQo+Qt  +  Qi+ng^^O. 

Ferner  mfissen  ffir  beliebige  Werthe  yon  |o  noch  die  Gleichungen  er- 

wo  die  Orössen  a  nnd  h  sind: 

1        4  .    M        sini^  n  Hnpsini 

_     1      _  sin  p  sin  i      i  _  1  _  Jtnjp*   ,    1  _  «tni>^ 

-  1  ^i>  ^n  • 

n    1        sinpsini  n        sini^        1       sini^. 


und  »  und  p  die  Einfallswinkel  des  Hauptstrahles  an  der  ersten  nnd  zweiten 
FMe  des  Prismas  sind.    Diese  Gleichungen  führen  zu  der  Bedingung: 

\n\-smi^{Qo+n^)+nQi\\Qrsinp^{Q^-\-Q^)+Q^\\nQ^'Sini^{nQ^+^^^ 
-j-^-»»i>mf}  \QiQs[n*Qo-sini*(go+  nQi)  +  ng,] 

welche  in: 

«cwf«^,  ^{(^1+  Qi)ncosp^casi*+  {qo  +  Qt^)cosp^{n^-sin  i*)}  =  0, 
oder,  wenn  der  Brechungswinkel  r  eingeführt  wird  in: 

{cos  ^  1 

♦»^0  +  -^;^  (Pi  +  P«)  +  w^sj  =  ^ 

flbergehi 

Die  beiden   Gleichungen  7)  und  8)   k($nnen  aber   bei   endlicher   Ent- 

femnng  von  Bild   undi^Object   nnr    dann   neben  einander  bestehen,   wenn 

der  Einfallswinkel  •  gleich  dem  Brechungswinkel  r  ist,  also  bei  senkrechter 

Incidenz  des    Bfindels.     In    diesem    Falle,    in    welchem    überhaupt   keine 

Brechnng  stattfindet,  entspricht  jedem  Funkte  des  einfallenden  Strahles  ein 

homocentrischer  Bildpunkt. 


XX. 

Ueber  eine  besondere  Fläche  dritter  Ordnung 
mit  vier  Doppelpunkten. 

Von 

Dr.  H.  Thieme 

in  Posen. 


I. 

Sind  in  einer  Ebene  zwei  Punkte  P,  und  P,  und  eine  gerade  Linie  L 
gegeben,  so  giebt  es  bekanntlich  auf  L  drei  Punkte,  deren  Verbindongi- 
linien  mit  P|  und  P^  gegen  L  gleich  geneigt  sind.  Es  sind  dies  der  on. 
endlich  ferne  Punkt  P^  von  X,  der  Schnittpunkt  P  von  L  mit  der  Geraden 
P^P^  und  ein  ebenso  bekannter  Punkt  Q\  sind  P^Qx  nnd  P%Q^  die  Lothe 
von  P|  und  P,  auf  L ,  so  theilt  dieser  Punkt  Q  die  Strecke  Q^  Q^  im  Ver- 
hftltniss  PiQi*P%Q%'  P  und  Q  bilden  mit  Q,  und  Q^  vier  harmonieehe 
Punkte. 

Sucht  man  alle  Punkte  der  Ebene,  welche  mit  P|  und  P,  Verbindnngi- 
linien  liefern,  die  gegen  L  gleich  geneigt  sind,  so  erhält  man  als  geo- 
metrischen Ort  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene,  die  Gerade  P|?| 
und  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Das  letztere  ergiebt  sich  ans  folgender 
Betrachtung. 

Hat  man  in  der  Ebene  einen  beliebigen  Punkt  X  von  der  verlangten 
Eigenschaft,  so  erhält  man  ersichtlich  einen  weiteren  derartigen  Punkt, 
wenn  man  an  P^  X  und  P^  X  auf  entgegengesetzten  Seiten  dieser  Strahlen 
gleiche  Winkel  anträgt.  Der  gesuchte  Ort  ist  mithin  das  Erzeugniss  zweier 
gleichen  Strahlenbüschel  von  entgegengesetztem  Drehungssinn.  Das  Er- 
zeugniss zweier  solcher  Büschel  ist  aber  eine  gleichseitige  Hyperbel.*  Diese 
Hyperbel  geht  durch  P^  und  Pj,  ihr  Mittelpunkt  ist  Pq,  die  Mitte  von  PiPp 
die  eine  Asymptote  ist  die  Parallele  zu  L  durch  Pq,  die  andere  das  Loth 
von  Pq  auf  L.     Also: 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Verbindungslinien  mit  zwei 
festen  Punkten  P^  und  P,  gegen  eine  gegebene  Gerade  L  gleicli 
geneigt  sind,  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

*  Steiner-Schroeter,  Kegelschnitte,  2.  Aufl.,  S.  112. 


^^^^^^^^^^^^^p      von  ür.  ^^^^^^^P        9Ö9 

y  In  (iea  besonderen  Fällen^  wo  L  auf  FjP^  senkrecht  sieht  oder  zu 
PjPjj  parallel  ist,  zerfällt  die  gleichseitige  Hyperbel  in  die  Gerada  P^F^  und 
die  Mittelsenkrechte  von  PjPj* 

IL 

Sind  im  Ranme  zwei  Punkte  P|  und  P,  und  eine  beliebige  Ebene  E 
gegeben ,  so  kann  man  ebenso  nach  der  Fläche  fragen ,  deren  Punkte  mit  P| 
und  Pj  Verbindungslinieti  liefern,  die  gegen  E  gleich  geneigt  sind. 

Die  Bestimmung   der  Ordnung    der  Fläche  bietet  keine  Schwierigkeit. 

Sind  FiQi  und  P^Q^  dio  Lothe  von  P,  und  Pj  auf  E^  und  ist  X  ein 
beliebiger  Punkt  des  geauobten  Ortes,  so  bilden  P, X  und  P^X  nicht  nur 
mit  E^  sondern  auch  mit  PiQi  und  P^Q^  gleiche  Winkel.  Die  Geaammt- 
beit  der  Geraden  durch  P, »  die  gegen  E  unter  einem  bestimmten  Winkel 
geneigt  sind,  bildet  einen  Rotationskegel  mit  der  Achse  PiQi^  ebenso  die 
Gesammtheit  der  Geraden  durch  P^,  die  gegen  E  unter  demselben  Winkel 
geneigt  sind,  einen  Rotationskegel  mit  der  Achse  P^iJ^.  Ertbeilt  man  dem 
Winkel  alle  Werthe  von  0^^  bis  90^,  so  erhält  man  in  Pj  und  Pj  zwei  pro- 
jective  Büschel  von  congruenten  und  parallelen  Rotation skegelu.  Der  ge- 
sucbto  Ort  ist  das  Erzeugniss  dieser  beiden  Bdschel. 

Eine  beliebige  Gerade  g  wird  von  jedem  dieser  beiden  Büschel  in  einer 
Involution  geschnitten«  Zwei  derartige  Involutioneu  haben,  wie  man  be- 
kanntlich mit  Hilfe  eines  beliebigen  mit  g  derselben  Ebene  angebörigen 
Kegelschnitts  beweist  ^  vier  gemeinsame  Punkte.  Einer  der  gemeinsamen 
Punkt«  ist  der  anendlich  ferne  Punkt  von  g^  da  die  Parallelen  zu  g  von 
P|  und  P|  aus  gegen  P^  Qy  und  P^  Q^  gleich  geneigt  sind ,  also  einem  Paar 
entsprechender  Kegel  angehören.  Der  gesuchte  Ort  besteht  also  aus  der 
unendlich  fernen  Ebene  und  einer  Fläche  dritter  Ordnung.  Lassen  wir  die 
unendlich  ferne  Ebene  als  Theil  des  Ortes  unberücksichtigt,  so  haben  wir 
das  Resultat: 

Der  Ort  der  Punkte  des  Raumes,  deren  Verbindungslinien 
mit  zwei  Punkten  P,  und  P,  gegen  eine  Ebene  £  gleich  geneigt 
fcind,  ist  eine  Fläche  dritter  Ordnung  F*. 

Dieser  Fläche  F'^  gehört  ersichtlich  die  Gerade  Pj  P ^  an,  dann  aber 
auch  g^^  die  unendlich  ferne  Gerade  von  E.  Als  entsprechende  Kegel  der  beiden 
Büschel  sind  nämlich  auch  die  doppelt  «u  zählenden  Ebenen  anzusehen,  die 
durch  P|  und  P^  gehen  und  zu  E  parallel  sind;  ihr  Schnitt,  nämlich  die 
Gemde^«>9  gehört  also  dem  ganzen  aus  F^  und  der  unendlich  fernen  Ebene 
Itehenden  Orte  doppelt  an,  jedem  Theile  des  Ortes  einfach. 

m. 

In  einfacher  Weise   lassen   sich  die  Schnitte  von  F^  mit  Ebenen  be* 
toimeu«  welche  durch  die  Gerade  PjP^  oder  g^  gehen* 

Betraehten  wir  zunächst  die  Ebene  P^  ^|P^Q^p  so  müssen  die  Geraden 
dieser  Ebene,    welche  gegen  E  gleich  geneigt  sind,   auch   gegen  die  Oe* 


-*     ^ 
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rade  QiQ^  gleich  geneigt  sein.  Die  Ebene  P^Q^P^Q^  schneidet  also  nach] 
den  Ort  F^  (ausser  in  der  Geraden  Pi  JF2)  ^  ^^^^^  gleichseitigen  Hyperbel, 
die  durch  P^  und  P,  geht  und  ihren  Mittelpunkt  in  Pq,  der  Mitte  ?oi 
PiP^t  hat,  während  ihre  Asymptoten  die  Parallele  und  die  Senkrechte  dordi 

-Po  2«  Qi  Qu  sii^^- 

Aehnlich    gestaltet  sich    die  Untersuchung   für  eine  beliebige  anden 
durch  P^P^  gehende  Ebene  G. 

Fällt  man  nämlich  auf  die  Schnittlinie  dieser  Ebene  G  und  der  Ebene  £ 
von  Q^  und  Q^  die  Lothe  Q^S^  und  Q^S^^  und  ist  X  ein  Punkt  auf  i 
welcher  dem  Ort  F^  angehört,  so  ist 


P.X 
P,X^ 

PxQx 

P,Q» 

weil 

< 

PxXQ,= 

P,XQ, 

ist,  und 

PA_ 

P,8, 

P»Q. 

weil 

< 

PAQ,= 

■.P,8,Q, 

ist;  also  ist 

Pi^. 

P.S. 

P,x- 

P,8, 

und,  da  noch  <iC  P^X  =  P^S^X  =  90^  ist,  AP,S,X  00  P^S^X,  mithin 
sind  P^X  und  P^X  gegen  S^S^  gleich  geneigt. 

Ist  X  ein  Punkt  des  Schnittes  von  F^  und  O,  der  nicht  aaf  S^S^ 
lieget  so  kann  man  durch  X  zn  E  eine  parallele  Ebene  E'  legen,  and  es 
würde  sich  in  derselben  Weise  wie  soeben  zeigen  lassen,  dass  P^X  und 
P2  X  gegen  die  Schnittlinie  der  Ebene  E'  und  der  Ebene  G  gleich  geneigt 
sind.  Da  diese  SchnittliDie  aber  zu  S^S^  parallel  ist,  so  sind  P,Z  nnd 
PgX  auch  gegen  S^S^  gleich  geneigt.  Die  Punkte  der  Ebene  ff,  welche 
der  Fläche  F^  angehören,  bilden  mithin  nach  I  wieder  eine  gleichseitige 
Hyperbel.  Die  Asymptoten  sind  hier  die  Parallele  und  die  Senkrechte  von 
Po  zu  S^S^.    Also: 

Eine  beliebige  Ebene  durch  PjPg  schneidet  F^  ausser  in 
der  Geraden  PjPg  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Ebene  G  auf  der  Ebene  PiQiPfQi 
senkrecht  steht,  wo  also  auch  die  Schnittlinie  von  G  und  E  auf  F^P 
senkrecht  steht,  zerföUt  die  gleichseitige  Hyperbel  in  die  Gerade  P,P|  nn« 
die  Gerade  Ä,.  die  in  P^  auf  P^Q^P^Q2  senkrecht  steht;  h  ist  parallel  xu  J 
und  steht  natürlich  auch  auf  P^P^  senkrecht. 

Die  Fläche  F^  enthält  drei  reelle  gerade  Linien,  die  Ve^ 
bindungslinie  von  P,  und  P^,  die  unendlich  ferne  Gerade  g^  vc 
E  und  die  Gerade  h,  welche  auf  PjPg  in  Pq  senkrecht  steht  ur: 
zu  E  parallel  ist. 
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Da  in  dem  Schnitt ,  in  welchem  F^  von  der  durch  PiP^  und  h  gehenden 
Ebene  getroffen  wird,  PjPs  doppelt  zu  rechnen  isti  so  wird  F^  von  dieser 
Ebene  längs  PiP^  in  einer  Geraden  berührt 

IV. 

Aus  der  angegebenen  Construction  der  Asymptoten  der  in  III  be- 
handelten gleichseitigen  Hyperbeln  erkennen  wir  zugleich  den  Charakter  des 
Schnitts  von  F^  mit  der  unendlich  fernen  Ebene. 

Die  eine  der  Asymptoten  erhielten  wir,  wenn  wir  durch  P^,  die  Mitte 
von  P^P^  zu  S^S^i  die  Parallele  zogen;  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser 
Parallelen  ist  Punkt  der  Hyperbel  Die  unendlich  fernen  Punkte  aller 
dieser  Parallelen  ^bilden  die  unendlich  ferne  Gerade  g^  von  E^  von  der  wir 
schon  in  II  erkannt  hatten  ^  dass  sie  F^  angehört. 

Die  zweite  Asymptote  erhielten  wir,  wenn  wir  von  Pq  auf  SiS^  das 
Loth  fällten.  Beschreibt  die  in  III  betrachtete  Ebene  G  das  Büschel  PiP^t 
so  beschreibt  die  Gerade  S^S^  in  E  das  Strahlenbüschel,  dessen  Scheitel  P, 
der  Schnittpunkt  von  E  mit  PiP^y  ist.  Die  Lothe  von  P^  auf  die  Geraden 
dieses  Büschels  bilden  einen  orthogonalen  Kegel.  Der  Schnitt  der  unend- 
lich fernen  Ebene  mit  diesem  orthogonalen  Kegel  bildet  mit  g^  zusammen 
den  Schnitt  von  F^  mit  der  unendlich  fernen  Ebene.  Der  fio  construirte 
orthogonale  Kegel  mit  dem  Scheitel  Pq  ist  der  Asymptotenkegel  der 
Fläche  F^,  Die  Geraden  des  Asymptotenkegels  haben  mit  F^  ausser  P^ 
und  dem  unendlich  fernen,  doppelt  zu  rechnenden  Berührungspunkt  keinen 
weiteren  Punkt  gemeinsam.  Der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  von  F^  geht 
durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  P^P^  und  den  unendlich  fernen 
Punkt  von  PiQi  und  PgQs)  ^^i^^  Beziehung  zum  unendlich  fernen  Kreise 
ergiebt  sich  aus  dem  Charakter  des  Kegels  als  orthogonalen. 

V. 

Die  Ebene  E  schneidet  F^  ausser  in  g^  noch  in  einem  Kreise;  ein 
Durchmesser  dieses  Kreises  verbindet  den  Schnittpunkt  P  der  Ebene  E  und 
der  Geraden  PiP^  mit  dem  Punkt  Q,  welcher  Q^Q^  im  Yerhältniss 

P.Ci:P2ft 
theilt.*    Für  jeden  Punkt  X  dieses  Kreises  ist 

Q,X:Q,X^P,Q,:P,Q,, 
also  <  P,XQ,^P,XQ,. 

Für  eine  beliebige  mit  E  parallele  Ebene  gilt  dasselbe  wie  für  E,  sie 
enthält  ebenso  einen  Kreis  ^  dessen  Punkte  mit  P|  und  P,  verbunden  Ge- 
i'aden  liefern,  welche  gegen  diese  parallele  Ebene  und  damit  auch  gegen 
E  gleich  geneigt  sind.    Also: 

^  Vergl.  Thieme*  Lehrsätze  und  Aufgaben  der  Stereometrie,  S.  11  Nr.  105 
Leipzig  1885.    B.  G.  Teubner. 
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Eine  Ebene,  welche  zu  J^  parallel  ist,  schneidet  J^' in  einem 
Kreise. 

Geht  im  Besonderen  die  parallele  Ebene  durch  P,  oder  durch  P,,  ao 
schrumpft  dieser  Kreis  in  einen  Punkt  zusammen ,  oder  vielmehr  der  SchniU 
einer  solchen  Ebene  besteht  aus  den  beiden  imaginären  Geraden,  weleh 
Pi  bezw.  Pg  mit  den  Schnittpunkten  des  unendlich  fernen  Kreises  und  der 
Ebene  E  verbinden.  Geht  die  zu  E  parallele  Ebene  durch  'P^,  die  Mitta 
von  P1P21  so  zerfällt  der  Kreis  in  die  unendlich  ferne  Gerade  g^  und  die 
Gerade  ^,  die  in  Pq  auf  P^P^  senkrecht  steht  und  zu  E  parallel  ist.  Dt 
in  diesem  Schnitt  der  Ebene  mit  F^  die  Gerade  g^  doppelt  vorkommt,  eo 
berührt  diese  parallele  Ebene  die  Fläche  P'  in  ^^  längs  einer  Geraden. 
F^  wird  also  in  PiPf  und  in  g»  von  je  einer  Ebene  berührt;  die  Schnitt- 
linie der  beiden  Berührungsebenen  ist  die  Gerade  h. 

VI. 

Bei  der  Bestimmung  der  Ordnung  des  untersuchten  Ortes  in  II  er 
hielten  wir  F^  zunächst  als  Erzeugniss  zweier  projectiven  Büschel  fon 
parallelen  und  congruenten  Botationskegeln.  Da  die  Achsen  der  Kegel, 
PiQi  und  PfQi,  parallel  sind  und  je  zwei  entsprechende  Kegel  gleiehe 
Winkelöffnun^  haben»  so  schneiden  sich  dieselben  in  einem  der  unendlieh 
fernen  Ebene  angehörenden  Kegelschnitt.  Die  beiden  Kegel  müssen  eieli 
demnach  noch  in  einem  zweiten  Kegelschnitt  durchdringen. 

Die  Lagenverhältnisse  dieses  zweiten  Schnitts  ergeben  sich  aus  folgen- 
der Betrachtung. 

Die  mehrfach  betrachtete  Ebene  P^  Q1P2Q2  ist  Symmetrie  -  Ebene  beider 
Kegel  9  also   auch  eine  Symmetrie -Ebene  ihres  Schnittes.    Legt  man  dareh 
P,  Pg   eine   beliebige  andere  Ebene   Gj ,   so  schneidet  sie  jeden  der  beiden 
Kegel  in  einem  Geradenpaar;   das  Paar  des  einen  Kegels  ist  dem  des  an- 
deren  parallel.    Die   beiden  Paare   paralleler  Geraden  bilden  ein  Parallelo- 
gramm ,   in  dem  P^  und  P^  zwei  gegenüberliegende  Ecken  sind ;  die  beiden 
anderen    Ecken  X^  und  Y^    sind  Punkte   des   zweiten  Schnitts   der  beiden 
Kegel.   Legt  man  durch  PiP^  die  Ebene  ög,  welche  für  die  Ebene  PiC,Pjfe 
zu  O^  symmetrisch  liegt,    so  erhalten  wir  ebenso  zwei  Punkte  X^  und  Fi, 
welche    dem    zweiten   Schnitt    der    beiden   Kegel    angehören.     Die  Ebene, 
welche  durch  drei  der  Punkte  X^  Xg,  Y^^  Y^  geht,  enthält  auch  den  vierten 
und  ist  die  Ebene  des  zweiten  Schnitts  der  beiden  Kegel.    Da  PiQiPfQt  ^ 
den   beiden  Kegeln   und  zu   dem  Ebenenpaar  6r,  und  Q^  Symmetrie -Ebene 
ist,   so  liegen  auch  die  Punkte  X^  und  Y^  für  PiöxAö»  zu    Zj   und  Ij 
symmetrisch  und  die  Geraden  Z,Xj  und   Y^Y^  stehen  auf  Pj  §,P,§,  senV- 
recht.     Daraus  folgt,   dass  die  Ebene  X^X^Y^Y^  durch  h,  die  Gerade,  die 
in  Pq  auf  PtPiQiQi  senkrecht  steht,    hindurchgeht.     Die  Linien  X^Y^  un^ 
X,  Yg  werden  als  Parallclogrammdiagonalen  von  PiP^  in  Pq  halbirt;  Pq  B.ai 
daher  Mittelpunkt  des   zweiten  Schnittes  der  beiden  Botationskegei.    Al^o 


Fdfl 


I 


H  Eine  beliebige  Ebene  darcb   die  dem  Orte  F^  angebörige 

Oerade  h  schneidet  F^  in  einem  Kegelschnitt,  der  in  P^  seinen 

»Mittelpunkt  bat. 
Die  Punkte  Pj  nnd  P,  haben  für  diese  Kegelschnitte  eine  besondere 
Bedeutung.  Bei  einem  Kegelschnitt  ist  der  Ort  der  Focalpunkte,  der  Punkte^ 
deren  Verbindungslinien  mit  den  Punkten  des  Kegelschnitts  einen  geraden 
Kegel  bilden,  wieder  ein  Kegelschnitt.*  Die  Punkte  P,  und  P^  sind  für 
B  alle  Kegelschnitte  der  Flftcbe  F^^  welche  mit  h  in  einer  Ebene  liegen, 
Focalpunkte, 

Vli 

Auf  Grund  der  gefundenen  Eigenschaften  lässt  sich  F^  nunmehr  auch 
als  Erzeugniss  eines  Ebenenbtischels  und  eines  projectiven  Büschels  von 
Kegeln  zweiter  Ordnung  nachweisen, 

Betrachten  wir  die  Schnitte  der  Ebene  P|Oj  ACt  ™^^  ^^^  beiden  pro- 
jectiven  Büscheln  von  parallelen  Rotationskegeln ,  so  erhalten  wir  zwei 
projective  Strahlensysteme  (Strahleuinvolutionen  zweiter  Ordnung),  deren 
entsprechende  Strablenpaare  parallel  sind.  Diese  sind  aber  im  Grunde 
nichts  Anderes  als  die  iu  11 1  betrachteten  Strahlenbüschel  P,  und  P^  von 
entgegengesetztem  Drehungssinn.  Das  Erzeugniss  der  beiden  Strablen- 
mvoluiionen  setzt  sich  aus  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  Pj  $|  P^  <?ii 
der  Geraden  F^P^  und  der  gleichseitigen  Hyperbel  zusammen,  in  der  F^ 
von  FiQiPfQi  geschnitten  wird. 

Ein  Paar  entsprechender  Kegel  wird  von  PjÖi-^^Ct  ^^  ^^^^  Paaren 
von  parallelen  Strahlen  geschnitten,  die  wieder  ein  Parallelogramm  bilden. 
Zwei  der  Ecken  Kind  wieder  Pj  und  P^ ,  die  beiden  anderen  seien  X  und  F. 
Die  Gerade  XY  ist  Durchmesser  jener  gleichseitigen  Hyperbel,  X  und  Y 
die  Endpunkte  desselben.  Durchtaufen  die  entsprechenden  Eotationskegel 
die  ganzen  Büschel,  so  erhalten  wir  in  P^  und  P^  die  Strahleniavolntionen, 
während  die  Gerade  XFdas  Strahieubüschcl  mit  dem  Scheitel  Po  beschreibt. 
Dies  BtUehel  ist  nach  einem  bekannten  Satze  Über  Kegelschnitte  zu  jenen 
Strahlen  Involutionen  projectiv.  Daraus  folgt  auch,  dass  das  Büschel  der 
Ebenen,  die  durch  h  und  XY  gehen,  zu  jedem  der  beiden  Büschel  von 
jflotattonskegeln  projectiv  ist,  und  F^  ergiebt  sich  als  Erzeugniss  des  Büschels 
der  Ebenen  nnd  eines  Büschels  von  Rotationskegeln.     Also: 

F^  ist  das  Erzeugn  iäs  eines  Ebenenbüschels  und  eines  pro- 
joeiiveo  Büschels  von  Rotationskegeln;  die  Achse  des  Ebenen- 
bQiicbels  steht  auf  der  gemeinsamen  Achse  der  Rotations- 
kegel senkrecht 

Diese  Erzeugungsweise  liefert  uns  noch  zwei  weitere  imaginllre  Ge- 
raden von  JP^.  Der  Ebene  durch  h,  welche  zu  FiQt  parallel  ist»  entspricht 
in  dem  Kegelbüschel  P^  der  Kegel,   dessen  Winkeloffnung  0<*  beträgt,  der 


•  ßchrooier,  nberüacben,  S,  698. 
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also  nur  ttug  der  Achse  oder  richtiger  ans  den  beiden  imaginären  Eb&oen 
besteht,  die  P^Q^  mit  dcu  Schmttpunkten  von  E  und  dem  unendlich 
fernen  Kreide  verbiBden;  die  Schnittlinien  dieses  imaginären  Ebanenpuares 
mit   der  entsprechenden  Ebene  durch  h  gehören  der  Fläche  F^  an.     Also: 

Die  Ebene  durch  A,  welche  su  PiQi  parallel  iBt,  schneidet 
F^  in  drei  Geraden,  einer  reellen  mnd  zwei  imaginären« 

Die  beiden  imaginären  Garaden  haben  in  dem  unendlich  fernen  Punkte 
Ton  FiQi  einen  reellen  Punkt 

VHL 

F^  besitzt  in  P^  und  Pg  Doppelpunkte.  Eine  Gerade <^  durch  Pj  be* 
stimmt  mitPiPj  eine  Ebene,  welche  F^  ausser  in  FiP^  nur  noch  in  einer 
auch  durch  P^  gebenden  Hjperbel  schneidet;  g  hat  also  mit  F^  höchstens 
noch  einen  Punkt  gemeinsam;  dasselbe  gut  für  eine  Gerade  durch  P|. 

Die  Kegel  in  P^  und  Pj,  deren  Winkelöffnungen  <)CP^Pj^j  und 
^)^P|Pi^j  sind,  achneiden  sich  ausser  im  Unendlichen  nur  in  der  Ge- 
raden FiP^,  Die  Geraden  dieser  Kegel  treffen  aUa  F^  nur  in  Pj  bezw,  P^; 
diese  Botationikegel  sind  also  die  beiden  Tangentialkegel  in  den  Doppel- 
punkten Pj  und  P^,  Die  beiden  Tan  gen  italk  egal  berühren  sich  längs  Pj  P^* 
Die   gemeinsame  Tangentialebene  ist  die  Ebene  durch  P^Pf  und  durch  /i. 

üach  ¥  schneiden  die  Ebenen «  welche  der  Ebene  F  parallel  sind, 
die  Flöcbe  F^  in  Kreisen*  Diese  Kreise  gehen  sämmtiich  durch  dieselben 
beiden  Punkte  im  Unendlichen,  die  Schnittpunkte  der  Ebene  E  mit 
dem  unendlich  fernen  Kreise.  Daraus  folgt,  dass  F^  in  diesen  beiden 
imaginären  Punkten  auch  Doppelpunkte  besitzt.  Dass  die  Verbindungs- 
linien dieser  Punkte  mit  Pj  und  P^  der  Fläche  F^  angehören,  wurde 
schon  in  V.  gezeigt. 

Als  Gesanmitresultat  haben  wir  somit  erhalten: 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Verbindungslinien  mit  zwei 
festen  Punkten  P^  und  P^  gegen  eine  Ebene  E  gleich  geneigt 
sind,  ist  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  in  P^  und  P, 
reelle  und  in  den  Schnittpunkten  von  E  mit  dem  unendlich 
fernen  Kreise  imaginäre  Doppelpunkte  besitzt;  von  den  neun 
Geraden  der  Fläche  sind  drei  reell,  zwei  Gegenkanten  des 
durch  die  Doppelpunkte  bestimmten  Tetraeders  und  die  diese 
Gegeukanten  schneidende  Gerade. 

IX. 

Zum  Schluss  möge  noch  die  Gleichung  der  untersuchten  Fläche  au- 
gegeben werden. 

Der  Anfangspunkt  des  Coordinatensjstems  sei  die  Mitte  Pq  von  P  P,, 
die  Z- Achse  das  Loth  von  Pq  auf  E^  die  T- Achse  die  Parallele  durch  Po 
zu  QiQi  und  die  X-Achse  das  Loth  auf  PiQiPfQ$  in  P^. 
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Die  Coordinaten  seien 

von  Pj  .  .  .  0,  5,  c, 
,    P,  ...  0,  —  6,  —c. 

Die  Verbindungslinien  eines  Punktes  mit  den  Coordinaten  x,  y^  e  und 
^r  Pnokte  P|  and  P^  bilden  mit  der  Z- Achse  Winkel,  deren  cosinus 

ß  —  e 


Va^+iy  +  h)*+(z  +  cy 

gind.   Setzt  man  diese  gleich ,  so  erh&lt  man  als  Gleichung  der  Fläche 

x^  +  y^+h^  ^hy 

Poien,  im  Oetober  1895. 
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XXVI.  Heber  die  oonfonoe  ÄbbiMumg  der  LenuuscatefiMche. 

Ei  sind  bekaunte  Elementaraiifgaben ,  das  Innere  eiBet  ein tb eiligen 
Lemtiisoate  oder  aber  daa  la&era  der  einen  Hälfte  einer  Bernonl Haschen 
bezw,  i&weitb eiligen  Lemniscate  aof  das  Innere  eißes  Kreises  conform  ab- 
zabilden.  Doch  scbaint  mir  bisber  der  eontinuirliche  Uebergang  Ton  der 
ersten  znr  zweiten  Abbildung  niobt  bebandelt  zu  sein,  dessen  Eigenart 
eben  darin  begründet  liegt,  dass  das  Anfangs  einfacbe  Flücbeni^tück  in  zwei 
Tbeile  zerfällt,  also  seinen  Zusammenhang  verliert.  Ich  habe  gefunden ^ 
dass  trotzdem  bei  zweckmässiger  Normirnng  die  abbildenden 
Functionen  bei  diesem  GrenzUbeFgang,  ohne  eine  Unstetigkeit 
£Q  erleiden,  continuirlich  in  einander  Übergehen»  Diei  iei  im 
Folgenden  kurz  dargelegt: 

Wir  geben  in  der  Ebene  des  Argumentes  m  Ton  der  allgemeinen  ein- 
theiligen  Curvenform  mit  den  Brennpunkten  js=  +  1  aus.  Wir  wollen 
das  Innere  der  Curve  derart  auf  die  Fläche  des  Einheitskreises  in  der 
fr- Ebene  abbilden,  dass  dem  Scheitelpunkt  z  =  +  a  der  Punkt  to  =  +l 
und  dem  Brennpunkt  xr  =  -f-  1  der  Mittelpunkt  w  ==  0  entspricht  Diese 
Aufgabe  wird  übersichtlich  durch  die  successive  Anwendung  der  folgenden 
Abbildungen  gelöst:  e  =  b^ 


^6^9    = 


^5  =  ^(«"-l)-^2» 


go —  a 
W  =  r^ ^1 


l-axfj 


wo 


ist.  Die  Function  e^  bildet  die  Lemniscatenfläche  bekanntlich  auf  eine 
doppelt  überdeckt  zu  denkende  Kreisfläche  mit  dem  Mittelpunkt  xrj  =  l  und 
dem  Radius  a*— 1  ab,  deren  beide  Blätter  im  Punkte  £?i  =  0  als  einem 
Windungspnnkte  erster  Ordnung  zusammenhängen.  Die  lineare  Sub- 
stitution  »^   führt    dann     die    Kreisfläche    in    eine    analoge    über,    deren 
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Windongsponkt  jetzt  jedoch  im  Mittelpunkt  ier,  =  0  liegt,  während  der  Radius 

dae  neoen  begrenzenden  Kreises     ^_^..     beträgt.     Die   Function   0^  führt 

ferner  diese  neae  Kreisfläche  in  die  schlichte  Fläche  des  Einheitskreises 
über.  Schliesslich  ist  in  den  letzten  der  obigen  Gleichungen  nochmals  eine 
lineare  Substitution  ausgeführt,  welche  den  Einheitskreis  in  sich  trans- 
fonnirt,  jedoch  seinen  Mittelpunkt  jetzt  dem  Punkte  ir  =  -f-  1  entsprechen 
Iltft  Durch  Substitution  der  einzelnen  Functionen  ergiebt  sich  daher  als 
die  gewünschte  abbildende  Function : 

In  der  That  lässt dieselbe  den  Punkten  0^  a  bezw.  i9  =  +  1  die  Punkte 
flf  s  -f  i  beiw.  «7  =3  0  entsprechen.  Wie  man  sich  ferner  leicht  überzeugt, 
liod  bei  der  Ausrechnung  für  alle  Wurzel werthe  positiv  reelle  Bestand- 
iheile  zu  wählen. 

Lassen  wir  nun  die  allgemeine  Lemniscate  in  die  Bernoulli'sche 
Form  (mit  denselben  Brennpunkten)  übergehen,  so  haben  wir  einfach 
0^=2  zu  setzen.    Die  abbildende  Function  nimmt  für  die  Werthe  0  mit 

positi?  reellem  Theile  zunächst  die  unbestimmte  Form  tt   an,    ihr  wahrer 

Werth  ergiebt  sich  jedoch  als: 

Dies  ist  aber  gerade  die  Function,  welche  die  rechte  Hälfte  der 
Bernoulli'schen  Lemniscatenfläche  auf  den  Einheitskreis  in  angegebener 
Weise  abbildet  Für  alle  Werthe  von  0  mit  negativ  reellem  Theile  dagegen 
wird  lmw=:  ^l.  Dies  entspricht  dem  Umstände,  dass  die  linke  Hälfte 
der  Lemniscatenfläche,  ehe  noch  a^  völlig  gleich  2  geworden  ist,  sich  auf 
die  nKchste  Umgebung  des  Punktes  —  1  im  Einheitskreis  der  «;•  Ebene  ab- 
bildet Der  weitere  continuirliche  üebergang  zu  der  Abbildung  des  rechten 
Ovals  der  zweitheiligen  Lemniscate  bietet  keine  neue  Schwierigkeit. 
Wir  erhalten  das  Schlussergebniss : 

Lässt  man  die  Lemniscate  mit  den  Brennpunkten  ±  1  in 
die  Bernoulli'sche  Form  übergehen,  so  findet  keinerlei  Singu- 
larität bei  dem  entsprechenden  Qrenzübergange  derjenigen 
Function  statt,  welche  die  Fläche  der  Lemniscate  auf  das 
Innere  des  Einheitskreises  in  der  Art  abbildet|  dass  dem 
Scheitelpunkt  +a  der  Lemniscate  der  Punkt  +1^  dem  Brenn- 
pankte  5  =  +  l  aber  der  Mittelpunkt  des  Einheitskreises  ent- 
spricht, obwohl  sich  in  der  Grenzlage  die  linke  Hälfte  der 
Flache  v511ig  abgeschnürt  hat. 

Aachen.  Fr.  Schilling. 
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XXVJI.  Bamerkimgen  tber  doppelt -oeniriiche  Viereoka. 

1. 

/'  eei  ein  Kreia  mit  dem  Mittelpunkte  Mi,  e\  f  seien  zwei  Tangenten 
dieses  Kreises  in  den  Punkten  E,  F.  Conätruiren  wir  einen  Kreisbogen 
<?,  H,  dessen  Centnwinkel  supplementär  zn  <)'^EMiF  ist,  so  bilden  die 
resp«  Tangenten  ^^  h  in  Q^  M  mit  e  f  ein  Kreisriereek  AB  ÖD.  U^  sei 
der  umschriebene  Kreis.     Mu  sei  der  Mittelpunkt. 

Eine  beliebige  Tangente  q  von  J^  treffe  U^  in  den  zwei  Funkten  Q,  T. 
Wir  ziehen  durcb  dieselben  je  die  2 weite  Taugente  r,  ^  an  /*.  Ihre  reep. 
zweiten  Schnittpunkte  mit  U^  seien  B^  5-  Dann  musB  die  Verbindung»* 
linie  $  dieser  Punkte  den  Kreis  J*  berühren,  weil  im  Kreisviereck  QBST 
der  Winkel,  weleben  s  mit  der  Tangente  r  bildet,  zum  Winkel  der  Tan- 
genten qt  supplementär  ist  Folglich  muss  auch  QBST  dem  Kreise  J^ 
umschrieben  sein. 

Zu  jeder  Tangente  q  von  J^  gehört  ein  solches  Kreisviereck  und  also 
auch  eine  gegenüberliegende  Seite  s.  Diese  Zuordnung  ist  eine  vertausch- 
bare.    Wir  seh  Hessen  daher: 

Liegen  zwei  Kreise  so,  dass  der  eine  J^  einem  Viereck 
eingeBChrieben  und  der  andere  U^  demselben  umschrieben  ist, 
so  giebt  es  unendlich  viele  Vierecke,  welche  Ü^  umschrieben 
und  J*  eingeschrieben  sind.  Die  gegenüberliegenden  Seiten 
dieser  Vierecke  sind  einander  involutorisch  zugeordnet.  Sie 
schneiden  sich  also  in  Punkten  einer  Geraden  p.  Die  Ver- 
bindungslinien ihrer  Berührungspunkte  gehen  durch  einen 
festen  Punkt  P,  P  und  p  sind  folglich  Pol  und  Polare  in 
Bezug  auf  J^  Mithin  gehen  die  Verbindungslinien  der  gegen- 
überliegenden Ecken  der  Vierecke  ebenfalls  durch  P,  Daraus 
folgt  weiter,  dass  P  und  p  auch  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf 
U^  sind.  Daher  liegt  P  auf  der  Centrale  c  beider  Kreise  und 
wird  von  p  sowohl  durch  die  Punkte  JiJ^  auf  J*  als  durch  die 
Punkte  U1U2  auf  U*  harmonisch  getrennt. 

2. 

Zu  einem  gegenüberliegenden  Seitenpaare  eg  eines  Vierecks  (siehe  die 
nebenstehende  Figur)  gehört  ein  zweites  gegenüberliegendes  Paar  fh.  Weil 
diese  Zuordnung  vertauschbar  ist,  sind  die  Geraden  EG^  FHy  welche  die 
Berührungspunkte  von  e,  ^;  /*,  h  verbinden,  entsprechende  Strahlen  einer 
Involution  J^  am  Scheitel  P.  Wir  können  beweisen,  dass  diese  Involution 
rechtwinklig  sein  muss.     Es  ist  nämlich : 


<)C^EaF=^EMiF    und     <): 


[HFG=^^^<KHMiG. 
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Nun  ist 

<)':EMiF=180^''HMia,  also  < JE?Fff  =  900- ÄJPÖ. 

Daraus  folgt,  dass 

<ÖPJ^=  900,  das  heisst  HF±&E. 

Die  Verbindungsliuien  der  gegenttberliegenden  Ecken  äG^  BD  des 
Vierecks  AB  CD  sind  ein  Paar  der  Inyolntion  harmonischer  Polaren  nm  P  in 
Bezng  anf  JK    Wir  zeigen,  dass  dieses  Paar  dorch  das  Rechtwinkelpaar 


EOy  HF  der  Involution  Jb  harmonisch  getrennt  wird.  ÄC  trifift  n&mlich 
p  im  Pole  7  von  BD  und  BD  schneidet  ans  p  den  Pol  W  von  ÄC.  Die 
Polare  von  F,  das  heisst  BD  muss  aber  auch  durch  den  in  p  liegenden 
Diagonalpunkt  des  Vierecks  EFQH  gehen,  in  welchem  sich  die  Geraden 
JEJF,  Q-H  schneiden.  Also  ist  W  dieser  Diagonalpunkt.  In  analoger  Weise 
folgt,  dass  F  der  Schnittpunkt  der  Oeraden  EH,  FQ  ist  Folglich  sind 
ÄC^  BD  zwei  Diagonalen  des  Vierecks  EF&H  und  werden  durch  die 
Seiten  EG^  HF  harmonisch  getrennt. 


iEt  J»^ 

Yientkj  welefaea  m  e  orthogonal  äjmni^riaeii  liegt.  Falgiicii  mnas  <& 
Seite,  welche  in  diesem  Tiereek  «^  gegaOLherUegtr  den  Kraa  J^  m  J^  he- 
rfthrea.  Ana  der  orthogonal  sjmmetriaehen  Lage  des  orwähsten  Tiorecka 
folgt  noefai  daas  die  xwei  weiteren  gegaiüb^iiegaiden  Setenpaore  sich 
ia  e  aefaneiden.  Diese  xwei  ^^ittponkte,  Ton  denen  der  eine  P  ist  and 
der  ^Mdere  P,  in  p  liegt,  und  also  Doppelfninkte  Ton  /. 

Kitt  femeree  Paar  der  InTolation  /  aind  die  Schnittpunkte  U^  JT^  Ton 
e  mit  U^,  um  dies  zn  zeigen,  benutzen  wir  einai  bekannten  Satz,  nach 
welchem  eine  Gerade  ans  den  gegenUberliegenden  Seiten  eines  Tkreeks  nad 
ao«  den  Kegelschnitten,  welche  dem  Ti^eck  Hinschrieben  sind,  Paare  einer 
InTo]atk>n  schneidet.  In  unserem  Falle  hat  diese  InToIotion  mit  J  zwei 
auf  den  gegendberfiegenden  Seiten  des  Vierecks  liegende  Paare  gemeinsam. 
Folglich  ist  sie  mit  /  identisch. 

Die  zwei  Paare /j/^,  Z7|  U^  bestimmen  J,  Diese  liegen  so,  dass  stets  das 
eine  Paar  U^ü^  das  andere  J^J^  einschliesst.  Daraas  folgt,  dass  /  immer 
h/perboliscb  ist.  Der  Mittelpunkt  M  Ton  /  liegt  in  der  Potenzlinie  m  der 
zwei  Kreise  J*U*. 

Fassen  wir  das  Bewiesene  zusammen,  so  ergiebt  sich: 

Die    Centrale   der   Kreise   J*U*    schneidet    die   gegenflber- 

liegenden  Seiten   der  Vierecke   und  die  Kreise  J^U^  in  Paaren 

einer   h/perbolischen   Inrolntion,  deren  Mittelpunkt  M  in  der 

Potenzlinie  beider  Kreise  liegt     Die  Viereckseiten,   welche  /' 


^ 
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nieht  berflhren,   schneiden   sich   in  einem  Doppelpunkte  P  der 
Inyolation. 

Eine  andere  Ansdmoksweise  dieses  Satzes  ist  folgende: 
Constrniren  wir  über  den  Schnittpunkten  der  Centrale 
nit  den  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Vierecks  Kreise,  so 
schneiden  diese  sich  mit  J^  und  ZT*  in  denselben  zwei  imaginären 
Pankten  auf  der  Potenzlinie  dieser  Kreise.  Sie  bilden  mit 
/«P«  ein  Büschel.  Dr.  Betel. 

ZXnn.  lieber  die  partiellen  Differentialgleichnngen, 

denen  die  symmetrisohen  Functionen  der  Wnneln  einer 

algebraischen  Gleichung  genügen. 

Im  38.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  habe  ich  die  partiellen  Differential- 
gleiehongen  behandelt,  denen  die  symmetrischen  Functionen  22  der  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung 

1)  «"  -  CiÄ—l  +  CjiT"-« ±  c*  =  0 

genfigen.  Dabei  hatte  ich  die  Brioschi'schen  Formeln  in  zwei  Serien  getheilt, 

2)  Z^^^ä^=2^'^^^ 


1  =  1  2^1 


3)       Ä-»^=(-l)*-'*iT'    (i,  »  =  1.  2,  3...), 


hatte  einen  sehr  einfachen  Beweis  für  2)  und  einen  etwas  femer  liegenden 
für  3)  gegeben  und  dabei  erwähnt,  dass  3)  nur  unter  Beobachtung  ge- 
wiflser  Vorsichtsmassregeln  verwendet  werden  dürfe,  ohne  dieselben  aber 
onriehtig  sei.  Ich  komme  hier  auf  die  Formelreihe  3)  zurück^  um  in  die 
Lc.  ausgesprochene  Bemerkung,  „dass  es  im  Wesentlichen  nur  n  solcher 
Formeln  gebe*,  auch  die  in  3)  enthaltenen  hineinzuziehen,  um  für  die- 
aelben  zugleich  einen  Beweis  zu  liefern,  der  dem  für  2)  gegebenen  analog 
ist,  and  der  zugleich  3)  in  der  Weise  vervollständigt,  dass  er  den  Werth 
beider  Seiten  auch  durch  Differentiationen  darstellt,  die  nach  den  xx  aus-, 
geftlhrt  sind. 

Statt  der  Wurzeln  x^y  o^^ .  .  .  Xn  führe  ich ,  unter  %  eine  positive  ganze 
Zahl  Yerstehend,  die  Werthe 

ein  und  untersuche,  wie  sich  hierdurch  erstens  die  Potenzsummen  und  zweitens 
die  Coefficienten  der  Gleichung  ändern.     An  die  Stelle  von  8»  tritt 

4=1 


lemeSTIiitn  eüüngen . 

Wir  wollen  liier  und  Im  Folgenden  stets  die  höheren  Potenzen  fon 
i  vernachlässigen,  also  alle  Ausdrücke  nur  tnodülo  i^  betraehien«  Die  EeI er- 
sehen Formeln  zeigen  dann ,  dasa  ftlr  x  +  j  —  1  <  f«  ^  1  der  Coef£cient 
von  t  zu  Nall  und  für  it  +  *  —  1  =  »  —  1  zu  Eine  wird*  Ferner  folgt  mit 
BerÜekaiühttgnng  von   1): 

^  V'-Jl l "^ ! =  Ct«-iJ 


■^- 


_  ^C';^t>^-'-q;-«i^-'+...  _   ^^^^ 


Dia  Berechnung  der  Grössen  C^^'  habe  leb  vor  Knrzem  (Monate* Hefte  fär 
Bfathematik  und  Physik)  dargelegt,  so  dasg  ich  hier  nicht  darauf  einzugehen 
brauche  und  sie  als  bekannt  voraussetzen  darf.  Es  gehen  also  die  s»  über, 
wenn  man  C^"j^^Jc=l  setzt,  in  die  Grössen: 

fSj,  52,.. .«„-<-!,    8n^i  +  {n-'i)a;'z[n,  s„-.<+i+ (n - 1  +  1) C;«" '>^ 

5„-.+,+  (n  -  i  +  2)q,-l)^ . .  .5a  +  acl';-/L^^. . . 

Wir  kommen  jetzt  zur  Berechnung  der  Coefficienten ,  welche  an  die 
Stelle  der  c  treten.     Es  gehen 


5) 


Ci  m  Cj 


n 

X  =  l 


4 


nxi) 


Cj,  in  c,  +  > :^^n— 1  =  c.  +  >■       .„-r  — -  < 


rCa^i) 


i;=l 


c,  in  C3  +^^ ^^-^^ 1  =  c,  +^ 


=  C3  + 
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Iber.  So  lange  der  höchste  Exponent  im  Z&hler  des  Braches  unter  dem 
Ittiten  Sammenieichen  <Cn— 1  ist,  verschwindet  nach  dem  Euler 'sehen 
gitiB  die  Summe.     An  Stelle  von  d,-«  erhält  man: 

Fflr  Cn-t+i  ergiebt  sich  mit  Berficksicbtignng  von  1): 

.^  «;-c,a;-'+.--±c-<a;j 
c.-,+.  +  (- 1)'-'^ fT^^^ 1 


=ft.-*+i±y'- 


f'(*a) 


t  =  Cn-i  +  l 


und  in  gleicher  Weise  für  Cm-i+%: 

=c-,+,±^ — ru^) — '='^-'+«' 

und  nach  derselben  Art  setzt  sich  die  Berechnung  bis  Cn  fort.    Es  tritt  also 
an  die  Stelle  von 

{Ca  wieder  c«  (wenn  o  von  n  —  •  verschieden  ist), 
c»-.<  dagegen  c»-i+ (— l)~-»-M. 

Denkt  man  sich  nun  eine  symmetrische  Function  B  durch  die  x^  durch 
diee  and  durch  die  8  ausgedrückt,  fahrt  statt  der  x  die  Grössen  4)  und 
fol^eh  statt  der  e  und  der  8  die  Grössen  6)  und  5)  ein  und  vergleicht  in  den 
Entwickelnagen  von  S  nach  t  die  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  von  ^  so 

entsteht 

Diese  Formelserie  tritt  als  neu  neben  die  Brie  seh  i'schen.  Neu  ist  sie 
fieiUch  genau  wie  3)  gegen  2)  nur  ihrer  Form,   nicht  ihrem  Inhalte  nach. 

Man  kann  nämlich  den  Bruch  -jr, — r  auf  die  Form: 

Bringen,  und  dadurch  geht  die  linke  Seite  von  7)  in 

^'(«o  +  «1^1+ ••  •  +  «-1»?-') -||- 

Aber.   Dieser  Ausdruck  iSsst  sich   nun  aus  den    n  Formeln  2)  für  t  c=  0, 
^1  • .  .n- 1  zusammensetzen.    Bildet  man  dasselbe  Aggregat  für  die  mittlere 


878 


Kleinere 


amlimg^iL 


Form  Tön  2),  bo  mnss  der  mittlere  Ausdruck  tou  7)  eatätebes;  denn  sonst 
Mtte  man  durch  Subtr&ctioa  die  ftLr  jedes  M  geltende  Glelchtiag: 


0, 


welche  dann  aber  fUr  i2^q,  c^^*  .€„  das  identische  Versoh winden  aller 
(p  änfeigen  würde.  Für  die  Ausdrtlcke  recbts  in  2)  und  7}  gelten  dieaelben 
Schlüsse. 

So  erhält  man  %,  B,  für  n  =^  2  aus  2): 


8) 
und  ferner  ist 


dB   ,      3B  SB    ,  o     SB 


-'dx.^'^ilx. 


■  dCj 


dc^ 


1 


r(*.) 


1       _  2x^—0^  iC| 

2i,-c~cf~4c,'      fix,) 


—  c. 


und 


MultipUcirt  man  alio  die  erst©  der  Oleicbangen  8)  mit    ^      -^- 
2  —  2cu       ^r^^c^ 

die  iweite  mit    ,      ^   -y    ferner  aacb  die  erste  mit  -=— ^r^  und  die  »weite 


mit 


ff-4c3j 


cf  — 4ci,     '"*""*  ""      "*''  "*""™  *""  (rf-4^ 
»  dann  entetehen  nach  Addition  die  Besultate; 


1       i)B, 


\      ^^_ 


=  4-  ^ 

f\x,)    dx,  '^  f\x^)  dx^      "^  ac/ 


^1    ^Ä  . 


und  das  stimmt  mit  7)  Uberein. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  7)  unter  einander  verbinden.    Es  besteht 
für  die  Cf>  die  Formelreihe: 

q"-'>-c,q"_7')=-c^"_-»>, 

Wenn  wir  diesen  Formeln  entsprechend  die  aus  7)  fUr  t  =  0, 1  stammenden 
Gleichungen  combiniren,  dann  die  fUr  t  =  0,  1,  2  u.  s.  w.,  so  entsteht: 

dB     .      aB' 


9) 


+  ^.^)=(«-')^-S^''+*)^iV*^^' 


a«„-,    j^ 


^5, 


n^k 


dR 


^     ...  ^    aB\    ,     „.    dB 

^  +^1-^ 1-^2^— )  =  (*»~2)-- 
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nnd  gleichzeitig  entnimmt  man  ans  7),  dass  diese  Ansdrttcke  entsprechend 
yx  ^a?i— Cj  dB       ^scj— c^xx  + c^  dB 


1=1 


f{xx)    dxi      ^^         f(xx)  dxi 


10) 


sein  werden.  Dies  sind  die  correcten  Beziehungen,  welche  an  die  Stelle 
von  3)  zn  setzen  sind.  Ans  9a)  geht  hervor^  was  sich  ohne  Schwierigkeit 
auch  direct  nachweisen  lässt,  dass  die  Substitution  von 

Xa  +  ^ '      ^^^^^ =~^  statt  o:«   («  =  1,  2,...n) 

die  Gleichungen  9),  9a)  hervorbringt. 

Die  erhaltenen  Gleichungen  9),  9a)  vereinfachen  sich  zn  den  Brioschi- 
sehen  9  sobald  man  die  dort  unausgesprochene  Voraussetzung  macht^  dass 
B  als  Function  der  8  lediglich  durch ^^  «j,  ...«n  Ausgedrückt  werde.  Dann 
entsteht  die  ergänzte  Brioschi'sche  Formel: 

•    "    4-c.x'-»+c,4-«-...±c,    SR  j      ,..^  dB 

08n-i 

In  meiner  früheren  Arbeit  habe  ich  gezeigt,  dass  die  allgemeine  Lösung 
des  Differentialgleichungssjstems  2)  durch  die  Beziehungen : 

11)  5';  =  a,  jj  +  a^(x\  +  •  •  •  +  a„a;J    («i  +  ö,  H h  «n  =  n) 

gegeben  wird,  sobald  an  die  Stelle  der  c  die  Grössen  Cj ,  C^, ...  Cm  treten, 
die  aus  den  S  so  abgeleitet  werden ,  wie  die  c  aus  den  8,  Fflr  die  Dar- 
stellung der  C  durch  die  a;, , . . .  Xn  habe  ich'  die  symbolische  Form 

12)  fi !  C^  =  (öl rc,  +  a,a;i  +  . . .  +  a«a;„)'A'> 
gegeben,  in  welcher  die  symbolische  Potenz  x^^  durch  xf^  und 

flC")  durch  a,(a,-l)(a,-.2) . . .  (a,-  ^  +  1) 

zu  ersetzen  ist  Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  den  Beweis  fUr  diese 
Darstellungsart  anzugeben.  Die  Ableitung  des  Ausdruckes  von  c^  durch 
die  8fi  geschieht  am  einfachsten  durch  die  Formel: 

\  —  c^x  +  c^x^ ±  c«a?"=  c    •'*« f-e — j-  .. . 

Demgemftss  haben  wir  hier  zn  setzen: 

1-  CiX+C^x* 
und  folglich  nach  11): 


1_  C^x+C^x^ ±  C„a:»q:...  =  c-«"c-^e-^3' 


=  e 


13)     1-  C,a?+  •   •  ±  CnSf  +  . . .  =  (1  -  a?ia?)«'(l-  «,rr)«v  .  .(1  -  «„«)•». 
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Die  Vergleichnng  der  Coefücienten  ergiebt: 

wobei  die  Summe  über  alle  positiven  ganzen  %  erstreckt  wird,  für  die 

«1  +  Hg  H +  X„  =  |t4 

ist.     Daraus  folgt  dann: 

=  (a,a?,  +  (h^%  +  •  •  •  +  ««3?»)^^ 

Aus  13)  erkennt  man  noch  unmittelbarer  als  ans  12),  dass  die  Fordemiig, 
alle  Cft,  sollen  verschwinden,  sobald  fi  >  n  ist,  nur  durch  ganzzahlige  positife    ] 
Werthe  von  a^,  a^^.^.ün  erfOllt  werden  kann,   und  da* die  Summe  der  a 
gleich  n  ist,  nur  durch     S^  =:ajf +rcf +  ...+ a:^ 

und  durch  die  hieraus  entstehenden  Specialisimngen ,  in  denen  einige  der  % 
einander  gleich  gesetzt  werden. 

Die  Dififerentialgleichungen  lü)  werden  h&ufig  mit  Yortheil  dazu  benotit, 
die  numerischen  Coefficienten  von  symmetrischen  Functionen  zu  berechnen, 
deren  litteraler  Theil  vorliegt.     Ist  z.  B.: 

gegeben,   wobei  die  u  noch  unbekannte  numerische  Grössen  bedeuten,  dann 

liefert  10): 

ds 
+  1 -^  =  0=  (4wocJ+2w^c^C2+WJJC3)  +  (WlCf+2u3C,)c^  +  M,c,Cs,+W4Cs• 
Das  System  von  linearen  Gleichungen 

W4  =  4,     Wj  +  li^  =  0,     w,  +  w,  =  0,    2f*3  +  1*4  =  0, 
4wo+Wi  =  0,     2w,  + 2^3 +  1^2  =  0,     «ig +1*4=0 
ergiebt  dann  die  Werthe: 

«0=^     w,  =  —4,    M^=-4,     «3=2,     U4=-4; 
54=  c}  -  4cJ(^  +  4c,ci,+  2cJ  -  4C4. 

Die  Benutzung  dieser  Methode  fordert  als  Berechtigungsnachweis  noch, 
Aö»  g«wigt  w^^'^»  ^ie  Gleichungen  10)  reichen  wirklich  stets  zur  Auf&ndong 


ii#T#  Mit1^eiliiB|^r 


u 


BämmÜicher  Coefücienien  u  aus,  wie  ancb  immer  die  Function  12  beschaffen 
•aei.  Ich  will  diesen  Beweis,  so  einfach  er  anch  ist,  hier  geben,  da  ich 
ihn  noch  nirgends  gefunden  habe.  Es  ist  also  yorausgesetzt^  dass  12  ein- 
.  mal  in  seinem  litteraleu  Theile  durch  Cj ,  c^ , . . ,  c«  mit  unbekannten  Coeffi- 
Heienten  u  ansgedrllckt  ist,  andererseits,  was  sich  ja  leicht  durchführen  lässt, 
H durch  die  5,,  ^^,...s».     Bilden  wir  nun  zunächst 

^^  ,      ,.„_.     dB        dB 


<-"-'-s- 


dcn 


so  treten  auf  die  rechte  Seite  alle  und  nur  diejenigen  Coefficienten  w,  welche 
tn  Aggregaten  ucfcS^cl^  .  r^  gehören,  bei  denen  der  Exponent  f  von  c^ 
einen  von  Null  verschiedenen  Werlb  hat.  Alle  diese  u  sind  nach  der 
Differentiation  mit  verschiedenen  Aggregaten  der  c  multiplicirt,  und  jedes 
dieser  u  kommt  nur  einmal  vor.  Stellt  man  die  linke  Seite  daher  gleich- 
I falls  durch  die  c  dai-  und  vergleicht»  so  giebt  dies  eine  eindeutige  Be- 
stimmung aller   dieser  Ooefßcienten.    Ist  das  erledigt^    dann  gehen  wir  zu 


(_i)-.(„_i) 


dB 


8R 


+  C, 


dB 


» 


0t,  Als  unbekannte  Coefficienten  u  können  nur  solche  auftreten ,  die  der 
erste  Summand  rechts  enthält,  und  das  bind  alle  diejenigen i  welche  in 
Aggregaten  t^c^^« . .  C^_|C^  vorkommen ,  in  denen  6  einen  von  Null  ¥er- 
schiedenen  Werth  hat.  Jeder  derselben  kommt  nur  einmal  vor  und  es 
k<^nnen  verschiedene  «  nicht  gleichen  Aggregaten  angehören.  Ein  Vergleich 
der  rechten  mit  der  durch  die  c  ausgedrückten  linken  Seite  giebt  demnach 
die  eindeutige  Bestimmung  aller  dieser  noch  unbekannten  Coefficienten.  Es 
dB 


können  in 


dCn-i 


auch  bereits  bekannte  Coefficienten  eingehen ,  nämlich  die 


aller  Aggregate  mit  d,  f  =}=  Of  die  hierdurch  sich  ergebenden  Beziehungen 
sind  widerspruchsfrei,  wie  das  aus  der  Existen2  des  Systems  10)  folgt  Auf 
diese  Art  kann  man  fortfahren  und  so  der  Reihe  nach  sämmtliche  Coeffi.- 
etenten  u  bestinmien« 

^Oieasen.  Edgen  Netto. 

XXIX.  Ueber  den  Schwerpmnkt  der  gemeinschaftlichen  Punkte 
eines  Kegelschnitts  und  einer  Curve  dritten  Grades. 
'■ 
1*  Sind   irgend   drei  Geraden  L   und  zwei   Punkte  a,  b  gegeben ,    ao 

iat    dadurch    ein    Büschel    von    Curven    C^  bestimmt,    die   alle   durch   die 

Punkte    a,  b   gehen    und    die  Geraden  L   zu  Asymptoten   haben  und  zwar 

_  gehen  aUe  diese  Curven  C*   noch   durch    einen  weiteren  auf  ah  gelegenen 

1  Punkt  c.     Legen  wir  durch  a  h  einen  Kegelschnitt  C   so   bestimmt  jede 

C  auf  dieeem  Kegelschnitt  vier  weitere  Punkte  p   und  der  Ort  der  Seiten 
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des  Vierecks  dieser  vier  Pankte  p  ist  «ne  Cnnre  der  dritten  Klasse  K^^ 
indem  durch  jeden  Punkt  auf  C^  nur  eine  C  geht  und  von  ihm  also  nub 
nur  drei  solche  Vierecksseiten  ausgehen,  unter  den  GorTen  C^  ist  ab« 
auch  eine  solche,  die  in  die  doppelt  zu  z&hlende  unendlich  ferne  Qentb 
und  in  die  Gerade  ah  zerflült  und  von  den  sechs  Seiten  des  zugeUrig« 
Vierecks  fallen  vier  auf  O«,  während  zwei  die  Asymptoten  des  KegekchniHi 
C  sind.  Die  Curve  K^  hat  also  die  Gerade  &«  zur  Doppeltangente  nii 
die  Asymptoten  des  Kegelschnitts  C^  zu  einfachen  Tangenten. 

2.  Liegt  weiter  die  Mitte  einer  Sehne  äe  des  Kegelschnitts  (P  aof 
einer  Geraden  Q^  so  ist  ihr  Ort  eine  Parahel  P^  die  ebenfalls  die  Asymptotes 
von  C  berührt  Die  beiden  Üurven  K^  und  P^  haben  aber  ausser  GF«  und 
diesen  beiden  Asymptoten  noch  zwei  weitere  Tangenten  gemein ,  das  heiaili 
auf  der  Geraden  Q  liegen  zwei  Punkte,  die  Mitten  von  Sehnen  it  nsd, 
die  zugleich  zu  Seiten  obiger  Vierecke  werden;  oder  wir  finden: 

Jede  der  Curven  C^  bestimmt  auf  dem  Kegelschnitt  C 
vier  Punkte  |7  und  der  Ort  der  Mitten  der  sechs  Seiten  dei 
Vierecks  der  Punkte  p  ist  ein  Kegelschnitt  K^  und  da  der 
Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  K^  zugleich  Schwerpunki 
der  Ecken  jedes  einzelnen  Vierecks  ist,  so  haben  also  die  . 
vier  Punkte,  die  eine  C  auf  C^  bestimmt,  einen  festen  Paakt 
zum  Schwerpunkt  und  ebenso  haben  auch  alle  sechs  Poaki« 
(al>  und  4|>),  die  aufC^  und  irgend  einer  Curve  C  gelegen  siad, 
einen  festen  Punkt  8  zum  Schwerpunkt. 

3.  Ist  femer  irgend  eine  Curve  C\  gegeben,  die  dem  obigen  Bflaehd 
nicht  angehört,  dagegen  die  gleichen  Geraden  L  zu  Asymptoten  hat^ 
welche  mit  dem  Kegelschnitt  C*  unter  Anderem  zwei  Punkte  r  und  i 
gemein  bat,  so  können  wir  unter  den  obigen  Curven  C  zunächst  die- 
jenige auswählen ,  die  durch  den  Punkt  r  geht.  Durch  die  Punkte  a  and 
r  ist  dann  ein  neues  Büschel  von  Curven  C^  mit  den  Asymptoten  L  be- 
stimmt und  die  sechs  Punkte ,  welche  eine  Curve  dieses  Bttschels  auf  (? 
bestimmt,  haben  den  gleichen  Punkt  s  zum  Schwerpunkt,  indem  eiae 
Curve  zugleich  beiden  Büscheln  angehört.  Von  diesem  zweiten  BOschel 
können  wir  übergeben  zu  einem  Büschel  durch  r  und  t  und  finden,  dan 
auch  die  Curven  dieses  Büschels  auf  C^  je  sechs  Punkte  mit  dem  Punkte  i 
als  Schwerpunkt  bestimmen  und  da  diesem  Büschel  die  Curve  C^^  angehört^ 
so  folgern  wir  daraus,  dass  überhaupt  jede  Curve  dritten  Grades,  weldM 
die  Geraden  L  zu  Asymptoten  hat,  mit  C^  sechs  Punkte  gemein  hat,  die 
einen  festen  Punkt  s  zum  Schwerpunkt  haben ,  und  da  die  drei  Asymptotea 
selbst  als  eine  solche  Curve  aufgefasst  werden  können,  so  haben  wir,  weaa 
wir  noch  berücksichtigen,  dass  die  Abschnitte  einer  Geraden,  welche  cüa 
Asymptoten  eines  Kegelschnitts  und  den  Kegelschnitt  selbst  ausschnmdeai 
dieselbe  Mitte  haben: 


leinere  Mittheünngö^ 


Der  Schwerpunkt  der  gemeinsameii  Punkte  eines  Kegel- 
iobnitts  C*  und  einer  Curve  dritten  Grades  ist  der  Schwerpunkt 
ider  gemeinsamen  Punkte  der  Asymptoten  der  ersten  Curve 
'mit  den  Asymptoten  der  zweiten  Curve  und  dieser  Schwerpunkt 
bleibt  derselbe^  wenn  wir  die  beiden  Curven  beliebig  ver* 
ttndern ,  jedoch  ihre  Asymptoten  beibehalten,  und  soll  also  der 
Schwerpunkt  der  gemeinsamen  Punkte  beider  Curven  bestimmt 
werden,  so  können  wir  eine  oder  beide  Curven  durch  ihre 
Asymptoten  erset^^en,* 


» 


n. 


I 
i 


1.  Die  Polarkegelschnitte  C  einer  Basis  C^  für  Pole  auf  der  unend- 
lich fernen  Geraden  bilden  ein  BUschel  durch  vier  Grundpunkte.  Jeder 
dieser  Kegelschnitte  schneidet  eine  Asymptote  in  zwei  zugeordneten  Punkten 
einer  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  Berührungspunkte  der  Kegel- 
schnitte des  Büschels  sind,  die  die  Asymptote  berühren.  Einer  dieser 
Berührungspunkte  ist  aber  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Asymptote  selbst, 
in  dem  für  diesen  als  Pol  der  iugehörige  Kegelschnitt  die  Basis  und  somit 
auch  die  Asymptote  selbst  in  diesem  Punkt  berührt*  Der  andere  Berührungs- 
punkt auf  der  Asymptote  ist  also  Mitte  der  Strecke  zwischen  je  zwei  zu- 
sammengehörigen Punkten  der  Involution;  oder^  die  Polaren  €^  für  Pole 
auf  Gm  in  Bezug  auf  eine  Basis  des  dritten  Grades  bestimmen  auf  jeder 
Asymptote  der  letzteren  Sehnen»  die  eine  gemeinsame  Mitte  haben.  Wir 
folgern  daraus  aber,  dass  die  sechs  Punkte,  welche  einer  der  obigen  Polar- 
kegelschnitte mit  den  Asymptoten  gemein  hat»  einen  festen  Schwerpunkt 
haben,  oder  wir  finden  folgenden  von  Chasles  gegebenen  Satz: 

I  Jeder  Polarkegelschnitt  C  eines  Pols  p  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  in  Bezug  anf  eine  Basis  des  dritten  Grades  0^ 
hat  mit  dieser  sechs  Punkte  gemein,  die  einen  festen  Punkt  s 
zum  Schwerpunkt  haben,  oder,  ziehen  wir  an  eine  Basis  des 
dritten  Grades  irgend  sechs  parallele  Tangenten,  so  haben 
deren  sechs  Berührungspunk  te  einen  festen  Punkts  zumBchwer- 
pooki 

Der  Punkt  s  ist  zudem  Schwerpunkt  des  Asymptotendreiecks  der 
Cnnre  C\ 

2.  Drehen  wir  eine  Curve  C^  um  einen  Pol  p  um  einen  Winkel  von 
80^,  so  liegen  von  den  gemeinsamen  neun  Punkten  der  beiden  Lagen  der 
'iirvr.'  n^  ilrei  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  Gjt>  und  die  übrigen  sechs 

*  Liie^er  Siit*  gilt,  wie  wir  a,  a,  0.  gezeigt  haben,  ganz  allgemein  für  zwei 
beliebig«?  Curven  des  m*»«  und  «*•»»  Grades.  Mit  geringer  Aenderuug  läast  er  dch 
luf  Kegel  schnitte  und  Curven  n^^  Grades  aus  dehnen,  doch  versagt  diese  Art  dee 
iSewcii^eii  i'^ir  d«*ii  rillgemeinen  Fall;  nnd  wir  haben  ea  deBbalb  auch  unterlat^sen, 
ie  in  U  gez.  Rei^iütate  auf  eine  beliebige  Basis  ansiudebnen. 
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sind  Endpunkte  von  drei  solchen  Sehnen  aoi,  bb^  nnd  ee^  der  Bttit, 
die  ihre  Mitte  in  p  haben.  Die  Endpunkte  dieser  Sehnen  liegen  dann  alb^ 
mal  auf  einem  Kegelschnitt  J%  der  „inneren  Polare"  des  Punktes p  ii 
Bezug  auf  die  Basis  C\  Ziehen  wir  weiter  von  jp  an  die  Basis  C^  dia 
sechs  Tangenten,  so  liegen  die  sechs  Berührungspunkte  derselben  auf  d« 
„äusseren  Polare  A^*^  (ersten  Polare)  von  p  in  Bezug  auf  dieselbe 
Basis.*  Die  unendlich  fernen  Punkte  der  letzteren  sind  aber  die  unendlidi 
fernen  Punkte  der  beiden  Geraden  L  und  Xr^  durch  p,  die  mit  der  Baoi 
je  drei  Punkte  gemein  haben,  deren  Schwerpunkt  p  ist.  Der  Schwer« 
punkt  der  sechs  Punkte  a,  a^,  &,  h^  und  c,  C|  ist  aber  ebenfalls  te 
Mittelpunkt  p  von  J^  und  nach  Obigem  bleibt  dieser  derselbe»  wem 
wir  die  Polare  J^  durch  deren  Asymptoten  ersetzen.  Daraus  folgt  aber, 
dass  die  Asymptoten  ebenfalls  mit  der  Basis  je  drei  Punkte  gemein  haben 
müssen^  die  in  p  ihren  Schwerpunkt  haben,  da  nur  dann  p  Schwerpunkt 
der  sechs  gemeinsamen  Punkte  der  Asymptoten  mit  der  Basis  sein  kaiUL 
Die  Asymptoten  von  J^  sind  also  die  Geraden  L  und  Xfj,  oder  wir  finden: 
Die  Polaren  J'undii' haben  parallele  A8ympoten(Steiner  a.a.O.), 

*  Diese  Bezeichnung  rührt  von  Steiner  her. 

Cannstatt,  im  October  1896.  Benedikt  Spobbr. 
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Historiscli-literarisclie  Abtheilimg. 


Historische  Misoallen  n. 

Von 

Dr.  AiiMiN  Wittstein. 


L  Da  ich  über  einen  ?oö  Dorn  erklärten  arabi&chen  Himmelsglobiis 
de«  13»  Jahrhunderts  beider  nur  in  einem  sehr  kurzen  ÄJihlLngsel  zu  meinen 
Historisch-aatroncmiscben  Fragmenten  bericbten  konnte  und  ver- 
motbei  dass  die  „Transactiond  of  the  Hojal  Äsiatic  Society  of  Great  Britain 
and  Ireland  *,  in  deren  zweitem  Bande  Dorn  seine  Beschreibung  veröffent- 
licht  bat,  nicht  jedem  Leser  meiner  Zeilen  leicbt  zugänglich  sind,  so  will 
ich  hier  zunächst,  an  Stelle  jenes  ungenügenden  Citates,  eine  etwas  ausführ- 
lichere Mittheilung  treten  lassen.  Der  vollatHndige  Titel  der  angezogenen 
Abhttndlang  lautet  in  getreuer  Copie:  Description  of  an  Ärabic 
eeleatial  gl  übet  belonging  to  Major  -  General  Sir  Jobn  Malcolm  i  depo* 
sited  in  the  Museum  of  the  Royal  Asiatic  Society  of  Great  Br itain  and 
Ireland.  By  Dr.  Bernbard  Dorn.  (London,  1829.  Gr.  4^.  Mit  zwei 
Figuren  tafeln.)  —  Der  Globus  ist  von  Messing  und  naogenscbeinlich  per- 
lifiche  Arbeit",  wie  der  Verfasser  aus  Yerschiedenen  Merkmalen  schliessen 
in  können  glaubt  Sein  DurcbmesBer  wird  zu  9'/^  Zollen  angegeben;  hat 
mm  darunter  englische  zu  versteben,  so  wären  dies  etwa  230  mm.  Die 
Eebrift' Charaktere  sind  kuti^che.  In  der  Nabe  des  Südpoles  ündet  sich 
die  Inschrift: 

.  ..      .         .  ,,Der  vor  Gott  dem  Höchsten  ganz 

**  ^        '       "^  ^^  Niedrige  Mohammed  ben  HiUl ,  Ästro- 

jto    j     JLs^J)  *ÄiL«J(  J^  ^      nom  von  Mösul  [am  Tigris  in  Mesopo 
H  ,       tamleo],    bat  ibn   im   Jabre   674  der 

p  ^-^"^  ^^^"^^      Flucht  verfertigt" 

Das  Jahr  674  der  Hegra  begann  (jul,)  am  25.  Juni  1275. 

2.  Die  Entscheidung  der  berüchtigten ,  noch  immer  schwebenden  Streit- 
frage nach  dem  wahren  Entdecker  der  dritten  Mond-Ungleicbbeit  ist  vor  un- 
geföhr  zwei  Jahren  durch  die  grosse  kritische  Untersuchung,  L'Almageste 
d'ilbü*!  W§fa  Alhüzdjäni,  des  Herrn  Baron  Carra  de  Vaux,  im 
19.  Bande   des  „Journal  Asiatique**   (Huiti^me   a^rie,    Paris,  1892),   in  ein 

nt  Abfch.  d.  ZeiUoht.  f.  Math,  u  Flirt.  40.  Jfchrg.  18S5.  t  Heft,  l 
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Stadium  gel&Qgt,  dag  man  lerBuclit  sem  mdcbte,  ein  abscbliesaendea  zu 
nennen;  zum  Mitadeeten  aber  musaten  ihre  Ergebnisse  auf  die  Anhänger 
dea  jüngeren  S^dillot  eine  sebr  emücbternde  WirkoDg  ausüben.  leb  balte 
m  geradezn  für  meine  Pflic^bt  —  auch  icbon  desbalb,  weil  ich  mich  in 
diesen  Blfiitem  selbst  ofen  mr  Meinung  L.  Am.  Sädillot^a  bekannt  habe  — 
die  Aufmerksamkeit  der  Astronomen  und  Mathematiker^  die  @ich  nicht  mit 
der  LektUre  philologi scher  Zeitschriften  befaasen,  auf  diese  bedentgame 
Arbeit  des  fraa£Öäischen  Gelehrten  zu  lenken  ^  nnd  nm  @o  mehr  glaube  ich 
mich  hierzu  berufen,  als  meinea  Wissens  bis  jetzt  von  anderer  Seite  Kiohts 
der  Art  geschehen  ist« 

Ausser  der  Einleitung ^  die  übrigens  keine  Bjlbe  davon  enthiU,  daes 
man  irgend  eine  Entdeckung  zu  erwarten  habe,  zerföllt  der  aAlmagest" 
des  Abül  Wefä  in  drei  Tb  eile:  L  Ebene  und  sphäriscbe  Tngooometrie. 
2,  Anwendung  der  trlgonomekischen  Farmein  auf  Beobachtungen.  3.  Theorie 
der  Bewegung  der  Planeten*  Hiervon  umfasst  der  erste  Theil  das  Beste, 
während  der  dritte,  der  eigentlich  den  Kern  des  Werkes  bilden  sollte,  Tiel 
gelitten  bat}  „er  entspricbt  durchaus  nicht  Dem,  was  der  erste  erwarten 
lässt ,  und  rechtfertigt  in  keiner  Wei^e  das  Ansehen ,  dessen  sich  Ahül  Wefä 
als  Beobachter  erfreute  ** 

i,Die  noch  immer  fortbestehenden  Dunkelheiten  im  10.  Abschnitte  des 
Kapitels  vom  Monde  [|  1  i  ütfi  J  J  ^  ^iuJi^  1  ^^**^ !  j^JäJ  J^y  ^  JJ 1  ,^ J  UJ  t 
i^^L:^  ^' ^  ^^°  ^^^  3.  Ungleichheit,  die  sich  beim  Monde  findet  und 
Ungleichheit  mohftd&t  heisst]  müssen  auf  einer  nachtheiligen  Textveränderung 
beruhen,  die,  wie  wir  an  mehreren  Stellen  (Gelegenheit  hatten  zu  betonen, 
überhaupt  die  ganze  dritte  Abtfaeilang  von  Abü'l  Wef&*8  Almagest  in  schäd- 
licher Weise  beeinflusst  hat.  Gleichwohl  scheint  der  in  Rede  stehende 
Abschnitt  ganz  besonders  gelitten  zu  haben.  Der  Styl  krankt  an  seltener 
SchwerfiLlligkeit,  die  Exposition  ist  angemein  weitschweifig;  bald  bezieht 
sich  der  Verfasser  auf  ein  voran fgehendes  Kapitel  über  denselben  Gegen- 
stand 9  bald  äussert  er  sich  so ,  als  käme  er  nun  zu  Etwas ,  das  bisher  noch 

nicht  erklärt  worden  sei.^ „Geben  wir  daher  Jedem,  was  ihm  gebührt: 

Tjge  Brahe  den  vollen  Ruhm,  da  er  niemals  ein  Schriftstück  eines  ara- 
bischen Astronomen  vor  Augen  haben  konnte,  welches  die  erste  Entdeckung 
der  Variation  enthielt;  Ptolemaeus  oder  seinen  Vorgängern  die  Ehre 
einer  genaueren  Theorie ,  als  man  im  Allgemeinen  anzunehmen  geneigt  ist, 
di^  den  Keim  der  dritten  Mond  -  Ungleichheit  in  sich  trug;  Abü'l  Wefä 
und  seinen  Landsleuten  endlich  sehr  wenig  in  der  bewussten  Angelegen- 
heit, höchstens  das  Verdienst  fortgesetzter,  aber  unfruchtbarer  Beobachtungen, 
insofern  diese  nämlich  nur  fähig  waren,  die  Wissenschaft  zu  erstarken, 
nicht  aber  deren  Fortschritt  im  Gefolge  zu  haben.''  -^  Diese  Sohlussworte 
anzuführen,  schien  mir  nOthig;  doch  glaube  ich  kaum,  dass  ein  Astronom, 
dem  die  Geschiebte  seiner  Wissenschaft  nicht  ganz  fremd  ist,   sie  in  allen 
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Punkten  wird  unterschreiben  können.  Derlei  Bedenken  haben  jedoch  mit 
der  Hanptsaehe,  auf  die  es  hier  ankomnit,  nichts  zu  thun,  und  kann  daher 
ikre  BegrCLndang,  die  Bich  in  Kürze  nicht  wohl  vvürda  erledigen  lassen , 
folglich  tmierbleiben. 

3»  Ein  Znfall  seist  mich  in  den  Stand ,  über  die  Lebenszeit  des  Mathe- 
oAtikers  "Omar  Alhajji\ml  Angaben  machen  zu  können ,  die  vieHeicht 
idfl  hinreichend  erachtet  werden  dürften  und,  wenn  ich  recht  unterrichtet 
büi,  bis  snr  Gegenwart  vermisst  wurden,  selbst  bei  Historikern,  wie 
Franz  Woepcke  (L'algubre  d'Omar  Alkhayy£kml  etc,  Paris,  1851)  und 
Moritz  Cantor  (im  I.  Bande  seiner  „Vorlesungen**),  die  der  Wtlrdigung 
deiner  Leietnngeu  im  vollen  Maasse  gerecht  werden.  Er  hat  jedenfalls  in 
iitm  Zeitraome  von  1056  bis  1123  unter  den  Lebenden  geweilt,  spfiter 
sW  nicht  mehr;  denn  im  letztgenannten  Jahre  starb  er.  —  Dazu  hat  das 
Esoerpt  aus  einem  persischen  Codex  verholfen,  welches  Hyde  in  seinem 
tief^lehrten  Werke  über  die  Religion  der  alten  Perser*  glücklicherweise 
der  Nachwelt  überliefert  hat.  von  dem  aber  nur  der  Anfang  uns  hier 
bteres^irt:  In  Libro  Fersico  D«  Bundei^  Num.  44,  de  Morte  Celeberrimi 
iäronomi  Omar  Chdyäm,  sequente  modo  legitnr^ 

jU     -      y^^  i^  j3  ^  \j  ^n  Chronko  memmratum  &  exara- 

I  tum  est^  qudd  Mms  Eegis  Sapientum  & 

W^liaU  UX^f  «ia*  ciUj  K^  4;^!      Pfindpis  Dödorum  atquc  Excmplaris 

,  äfLLj4^n^\^  ^iLt  tXaiJI  Ä.Jö      ^^celicf^ium^  Boämimi  Chogja  Omar 

Clieiydm    accidit    anno   517   in    Urhe 
j.^  4;^(   8^^  *iU  .j'^.*^^  j^Zjl  ^      Neishähtr.   Aique  in  omnibus  Scientiis 

*il^  c^UnI::^.  -  Jt  ^Uf^  .Jf.      tjL-Ä^      ^^  Sapientiis  unicus  &  säeniissimus 

$ui  (emporis  fiät  Qiogja  Nentmi  Versi- 

J^}f'  kS^^^  ^^\^  -^J^  ^^j  r^h     ficalor  Satnarcandensis,  qui  suitetnporis 

^  >  j^  ^^       1^1  ^^^_,  ^jj^.^     Doäissimm   aique   unu$  ex  J)iscipulis 

dic'i  diogtja  Omar  fuU:  et  is  mortem 
i.f.  Ojj  j^  ^^  ^*,iJjiLÄ  jf  _yu^      Chog[ia  Omar  sequcfäe  modo  narrai* 

Der  Anfang  des  Jahres  517  d,  H.  fällt  (juL)  auf  den  27.  Februar  1123. 
-  Da  der  Hoga  (Lehrer,  Meister)  'Omar  im  Jahre  1076  znm  anni 
persici  reformator  erwählt  worden  war,  so  musste  er  damals,  auch 
wemi  er  der  Monge  seiner  Zeit  gewesen  wäre,  doch  etwa  20  Jahre  ge- 
dlilt  haben.  Nischabür ,  wo  er  aus  dem  Leben  schied  ^  liegt  im  norddst* 
liden  Persien  ungefähr  unter  36*/^^  Nord  breite, 

4.  Schleifen  bildende  Curven,  ganz  besonders  ihr  Prototyp,  die 
LemDLscat«,    hat    das    Alterthum    eben    so   zweifellos  gekannt,    wie    deren 


*  Teteram     P^rsarum    et    ParthoruiD     et    Medoruni    Eeligionis 

Hiftioria.  (Aator  est  ThomaB  ilyde^  S.  T.  D.  Linguae  He braicae  in  ünifernitate 
Owa.  Profeisor  Regio«,  &  Linguae  Arabicae  Profeßsor  Laudianua,)  Editio 
»eeuüda.   Oxonü,  MDCCLX,   4»    S.  629. 
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ffistotiscb  -  liteiBTiBche  Abthetlmtg. 


mathematische  Diicuseion  dazumal  unterblieb  ^  Tielleicht  au&h  unterbleiben 
musatö»  und  erat  sehr  spät,  im  Aognst  1638,  also  au  einer  verhSltniBt- 
mäsiig  gar  nicht  so  weit  hinter  nns  liegenden  Zeit,  begegnen  wir  einer 
solchen,  nämlich  der  des  BOgenannten  j^Cartesischen  Blattes";  von  dieser 
Ctirve  sagt  M.  Cantor  („Vorlesujigeii'*,  H.  Bd.  S,  781) ,  ^^dass  eie  ver- 
inutblich  eine  der  ersten^  wenn  nicht  die  ertte  Schleifenlinie  gewesen  sei,^ 
mit  der  man  sich  bescbäfügt  habe**. 

Die  Lemniecate  oder,  wenn  man  lieber  will^  die  Hippopede  des  Eudoxns* 
definirte  vöt  ca*  2000  Jabren  Heron  von  Aleiandria  als  Scbnttt  eines 
wnlatarllgen  Eotationskärpers  (amtoft)  mit  einer  Ebene ^  nnd  nirgendi  ist 
angegeben,  dass  dieselbe  jemals  als  ebener  Schnitt  einer  RegelflScbe  be- 
taracbtet  worden  wäre,  die  sich  atich  schon  den  Alten  fast  von  eelbst  hätte 
darbieten  können.  Es  ist,  wenn  ich  mich  öo  ansdrUcken  darf,  ein  Mittel- 
ding zwischen  dem  geraden  Cj  lind  er  nnd  Kegel »  das  ich  meine,  d.  b.  eine 
Fläche,  bei  der  die  er^engende  Gerade ,  statt  wie  beim  Kegel ,  durch  den 
Mittelponkt  eines  Basis  *  Kreises  des  Cjlinders  hindurchEngehen,  sieb  längs 
eines  Durchmeaaera  dieses  Kreises  bewegt,  wodurch  zwei  mit  der  Schneide 
an  einander  stossende  kei]f5rmige  Gebilde  oder  Conolde  entstehen,  ans  denen 
die  Lemniscate  sammt  ihrer  allgemeinen  Gestalt,  die  jetzt  Cassini ^sche  Curve 
heisst,    durch   ebenen   Schnitt    hervorgeht,    wie     daß  Folgende    dnrch  eine 

hiebet  einfache  Eni- 
Wickelung,  auf  nur 
ein  wenig  allge- 
meinerer Grundlage, 
zeigen  wird. 

Eine  Ellipse,  von 
den  Halbachsen  h  und 
c,  sei  so  situirt,  dass 
ihr  Mittelpunkt  auf 
der  Achse  der  X, 
in  der  Entfernung 
a; = a  vom  Ursprünge, 
liegt,  und  ihre  beiden 
Achsen  resp.  parallel 
den  Achsen  der  T  und  der  Z  sind.  Eine  zur  Ebene  der  XY  parallele 
Gerade   möge    nun   gleichzeitig    die    Ellipse  und   die  Achse  der  Z  treffen; 


•  Die  neueste,  der  Untersuchung  der  Hippopede  gewidmete  Schrift  ist  betitelt: 
„Der  Astronom,  Mathematiker  und  Geograph  Eudoxos  von  Knidos.  I.  Theil: 
Lebensbeschreibung  des  Eudoxos,  Ueberblick  über  seine  agronomische  Lehre  und 
geometrische  Betrachtung  der  Hippopede  von  Hans  Künssberg.  (Programm  tum 
Jahresbericht  der  viercnrtigen  Königl.  Realschule  Dinkelsbühl  pro  1888.)''  8^  Mit 
einer  Figurentafel. 


HiBtorisohe  Miacellen  It. 

daan  ist  der  geometrische  Ort  aller  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  die 
windieliiefe  Begelflftche  %  %        % 

Schneidet  man  diese  Flftche  durch  eine  Ebene,  welche  durch  die  Achse 
der  J  gelegt  und  gegen  die  X  T-  Ebene  um  den  Winkel  o  geneigt  ist, 
und  nimmt,  um  die  wahre  Schnittfigur  zu  erhalten,  eine  leichte  Coordinaten- 
TiBQsformation  vor,  so  ergiebt  sich 

eine  Gleichung,  die  sofort  den  Lemniscaten- Charakter  der  betreffenden 
Corfe  yerrftth.  Letztere  schneidet  die  neue  Achse  der  X  in  a^  =  0  und 
fl^s±e.C0Mea,  oder  im  Coordinaten -  Anfang  und  in  zwei  Punkten,  in 
denen  die  Tangente  senkrecht  auf  der  Achse  der  X  steht.    Ln  ersten  wird 

ihre  Neigung  durch +  —eo9of  bestimmt,  d.  h.  die  Neigung  der  beiden  hier 

möglichen  Tangenten;  denn  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  erscheint 
als  ein  Doppelpunkt ,  wenn  auch  nicht  im  allgemeinen  Sinne.  Weiter  be- 
riUt  die  Curve  in  ,  ^  c.coseca  ^hc      ^     \ 

Mtudmalpunkte,  in  denen  die  Tangenten  parallel  der  Achse  der  X  sind. 
Führt  man  in  die  obige  Gleichung  die  Polarcoordinaten  r,  y  ein  und 
berflckaichtigt,  dass  rcos^y^^fi^  so  folgt: 


h.y2.sinaca8a 
Ist  nun  ca5as=--)  so  erhält  man  die  gemeine  Lemniscate: 

0 

+  c 


*-i  =  — .= j  ']/co82y, 


die  im  Coordinaten -Anfange,  ihrem  Inflexionspunkt,  unter  45^  mit  concaver 
Krflmmang  ansteigt,  und  bei  der  die  halbe  Entfernung  ihrer  Brennpunkte 


betrSgt.  Ein  solcher  Schnitt  ist  aber  nur  dann  reell,  wenn  a  <^  5, 
d.  h.,  wenn  die  j[>eiden  Geraden  (ay  —  hx){ay  +  bx)  =0,  die  Spuren 
unserer  Flftche  in  der  alten  XF- Ebene,  einen  Winkel  mit  einander  ein- 
sehlieeeen,  der  grösser  als  90^  ist,  oder  wenn  die  Flftche  eine  grosse  Apertur 
besitzt. 


HigtoTieGh '  tlteräjiselie  Abttieitung. 


Jede,  tut  Ebene  der  TZ  pamllale  Ebene,  z.  B.  die  in  der  Entfernung 
^  ^  e  TOm  Anfangspunkte ,  schneidet  das  ConoYd  nach  einer  EUipee. 
Der  körperliche  Inhalt  des  keilförmigen  Baumes  zwischen  Sehnittellipse  und 
Achse  der  Z  wird,  wenn  man  bei  der  IntegraÜOE  Ton  einem  der  immer 
gleiebBchenkeiige  Dreieck©  liefernden  Querachniite  parallel  der  Ebene  der 
XY  ausgebt  t  ^c 

2a 


r=  — -•  /  Fr  — ^*(J0  =  ^ 

ao^  '  2 


'CJff* 


Eine  Tangen  tenebene 

tMxH^+flffa^c^+  |ia;(^*-  c*)6«-  ar^^ö*-  0 

an  die  FlScbe  (welche  für  &  ^  e  in  den  cono-oaneus  voa  Wallis  über* 

geht)  Bcbneidet  sie  nach  einer  Erzeugenden  nnd  einer  Linie  dritter  Ordnung. 

Wird  endlich  in  der  voraTifgehenden  Lemnigcaten -Gleichung  der  Factor 
der  Wur^algrösse  im  Zahler  der  Einheit  gleich,  so  nimmt  das  die  LtLnge 
des  Xjemniseaten- Quadranten  darstellende  elliptische  Integral  erster  Gattung 
die  Form  an:  ^ 


/, 


Vi 
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Die  abgekürzte  Miiltiplication. 

Von 

Maximilian  Cuktze 

tn  Thofo. 


Es  unterliegt  ja  keioem  Zweifel,  dass  in  der  freilicli  ntir  hand- 
schriftlich erhaltenen  Arithmetlca  von  Jost  Bürgi  die  abgekürzte 
Multipltcation  gelehrt  ist,  und  dass  dieses  Werk  kurz  nach  1592  geachrieben 
^wurde.  Aber  Jost  Bürgi  ist  nicht  der  Einzige,  welcher  auf  diesen  Kecb- 
linngsvortheil  gelangt  ist,  und  zwar  geschah  dies  etwa  um  dieselbe  Zeit 
oder  etwas  später.  Vor  mir  liegt  eine  Handschrift»  welche  den  Titel  führt: 
„Georgii  Joachiroi  Ehetici  Canon  Triangulorum.  Johannes  Prae- 
toriua  Joachimicus  Canonem  hunc  olim  ab  authore  acceptum, 
descripsit  Cracouiae,  Anno  1569.  Idem  denuo  differentiis  et 
sinn  Yerso  anctnm,  eundem  depinxit  Anno  1599  Mense  Julio, 
Altorfij.«* 

Dem  eigentlichen  Canon  ist  auf  den  folgenden  leeren  Blättern  mancherlei 
hinzugefügt  unter  dem  Gesammttitel:  „Varii  Generis  Miscellanea  Con< 
geata  a  Johan.  Praetorio  Joachimico/  Diese  Miscellanea  enthalten 
nach  einander:  |,I.  Methodus  consiruotionis  Magni  Canonia  Ehetici.^ 
pll.  Recentiornm  quaedam  inuenta^  ad  compendiosam  Canonis 
conBtractionem  spectantia.**  „III.  Compendiosa  muttiplicatio 
duorum  interse  sinnum,  quando  factus  per  1000  etc.  diuidendus  est**, 
and  daran  anschliessend  steht  dann  Folgendes: 

Possuni  e^  in  mtUtiplicatione  duortim  sinuum^ 
ffeH  gtwrumcumqne  alionmi  numerorumt  praeter iri 
superuacanme  notae^  quae  alias  per  diuisionefn  sinus 
toiius  resecari  soknL 

8i  multiplicari  debent  nostri  propositi,  ducatnr  primns 
Inferioris,  veltit  1,  in  omnea  superiores.  postea  bac  inferiore 
nota,  cum  postrema  superioris  scilicet  5  deleta,  subsequens  in- 
ferioris, scilicet  8,  in  residuaa  superioris  naultiplicetun 
Ruraus  8  cum  penultima  superioris,  scilicet  1,  deletis  sequens 
inferioris,  scilicet  9,  in  residuaa  superioria  etc.  Sed  eciendum, 
&i  factus  dtuidi  debet  per  sinum  iotum,  qui  habet  unitati 
postpositaa  tot  zjphras,   qnot  sunt  noUe  in  inferiore  nnmero  multiplicato: 


23740 1  S 

184710  2 

237401 

6 

189920 

8 

9496 

0 

1661 

8 

23 

7 

4 

438504 


*  Cod«  latinna  Monacenai«  Nr.  2it01,  frflber  ZZ  1101.    In  grow  Folio. 
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quod   ultima    Huea    adhuc  ampntari    debet,    nt  videa    in  exempio.  ad    id 
tarnen  prodest,  ut  ultima  nota  qiioti  nostri  eo  exactior  definiri  poaait. 


48J800]6 

124524 

4818019 

33936,0 

9696;0 

19392 

2420 


Item   sinng  29  gr  acilicet  sit   ducendus  in   ainum    1  gr 

484809|6 
124524 

scilicet,  et  factuB  diuidendns  in  lOOOOOöO.  Hio  in  inferiore  snnt 
6  notae  et  tarnen  propter  10000000  7  ultimae  notae  anipu- 
tandae.  Ergo  toUatnr  de  saperiore  ordine  ultima  nota,  nt  videa. 
Ratio  per  se  manifesta  est. 


60369 
Aljter.     Vel  ordine  inTorso,  nt  nltima  inferior  in  primam  auperiorem, - 
poatea  pennltima  inferioris  in  duas  priores  auperioria:   item  antepenaUima 

48480916 
1248t 4 


i 


1 

6 

9 

6 

242 

0 

1939 

2 

9696 

0 

48480 

9 

infeiioria  in  tres  priores  bu- 
periortB  6(;c.  et  hie  modus 
Vulgaris  mnltipUeatiODis  or- 
dinem  seruat. 


60369! 
Si  Sinus  7503415  multiplicari  debet  in  57320  et  factus  in  10000000 
diyidi.    Siquidem  superior  numerus  plene  loca  sinus  explet,  inferior  deficit: 


7503  4 
57320 


37517 

5252 

225 


150 


15 


sie  collocato:  et  amputatis 
superioribus  quoque  duabus 
notis,  perficiatur  ut  antea 
multiplicatio. 


Item  si  508071  ducendum 
dendns.     Quia  maior  numerus 
pro  radio  dato  plenus  non  est, 


43009| 
Sit  in  3421 
071 


0508 

_342J 
deberet  enim  habere  7  notas  ab        .  _ 

initio,  defectum  exple  adposita  ^^ 

0  hoc  modo: 

173 


,  et  factus  in  10000000  divi- 
et  amputatis  tribus  su- 
perioribus abundantibus  notis 
supra  inferiorem  modo  solita 
multiplica. 


0Otu  pleni  siiias  habere,  sie 
'  igitnr  eoIloeaDdi: 


Die  abgekflrcte  Maltiplication 
Sit  45082  duoendas  in  425  et  partiendns  in  100000.     Muorem  video 


460 
425 


82 


1800 


Fac.  191 
Sit  7538  moltiplicandas  in  7041    et  factns    in    100000  dividendas. 
Neuter  horom  pleni  sinas  notas  habet.     Sic  ergo  notabis. 


075  3|8 
7041 


Proba: 


7538 
7041 


527 


530 


MolUplicetar  50384  in 
Somo  iltemtnim  et  quidem 
maionin. 


3 
527 


7538 
0152 
66 


Fac.:  530 
70342    et    factns 
0070  3|42 
50384 


351 
2 


dinidatnr  in  10000000. 
Possit  el  aliter  fieri, 
sed  haec  collooatio  est  ex- 
pedita. 


Fac:  353 
Solent  hypotennsae  et  qoaedam  tangentes  pleno  sinn  esse  abnndantiores, 

75387  9 
30104 


B  ogo  cnm  aliis  mnltipli- 
(tndi:  Tide  exemplaseqnentia. 
Qaotiea  sinns  plenns  in  abun- 
dutiorem  nnmemm  mnltipli- 
cudot,  prior  regnla  obser» 
vkt,  nt: 


Divisore  existente 
100000. 


2261634 

7538 

300 


226947 

Si  nterqne  aeqnaliter  abnndans,  snperiori  tot  zypfaras  adponito,  quot  sunt 

320453400 
3204534 


lotae  abnndantes.  Ut  datis 
3204534  et  3204534.  Cnm 
ndiu  snmatnr  100000,  dnae 
itrinque  notae  nltra  sinnm  per- 
feehun  abnndant,  ergo  dnabus. 
Zypliris  snperior  augeatar. 


96136020 

6409068 

128181 

16022 

961 

128 


102690381 
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Idem  fial,  si  alter  In   duabus  notie   rtliquus  in  uiia  abuadat.     üt  gi 


2573120 

25030 

514624 

128656 

771 


dati    sint  257312  el  25030. 
Ditilsore  posito  10000, 


644052 

Bi  nnm  abnndal,  altar  deficit,   de   abnndante  tot  amputentur  notae, 

quot   in   reliqno    deficiunt    et 


320  5|7 
73  4 


2243 1 
96 
12 


3352 


obsematur  regula.  üt  datig: 
32057  et  734.  Diolsor  antem 
Sit  lOtJOO.  MiDOfi  ad  pleni- 
tudineiB  uns  nota  deest,  ergo 
abundanti  ana  au  ferenda  nota. 


Item  dati  sint  3201251  et  352.    Ditiisoris  100000.    Qoia  minor  duabos 

3201  2 toi  ^   pleao    notts    deficit:    ergo 

oe  a  de   maiore    dnae  ampotandae 

"-^ i notae,  &i  nnmerua  is  ait  plenus 

9603  6 

I  siue  abundana« 

16005 
64|o 
11268' 
81  duo  abondantes  aequaliter,  totmaiori  Zypbras  subiungantur,  quot  in 
alterutro  abundant. 

Si  inaequaliter  abundat  nterque,  tot  maiori  0  adiungantur,  quot  notae 
in  minore  abundant 

I.  Plenus  in  plenum:  servatur  generalis  regula; 
II.  Plenus  in  abundantem:   eadem  teneatur  regula.  abundante 

superiore  loco  coUocato; 
III.  Plenus  in  deficientem  vel  diminutum :  tot  amputantur  notae 

de  maiore,  quot  deficiunt  in  minore; 
IUI.  Abundans  in  abundantem:    tot.O.    maiori  adiciantur,  quot 
abundant  in  minore; 
V.  Abundans    in    deficientem:    de    abundante    tot    auferantur 

notae,  quot  deficiunt  in  minore; 
VI.  Deficiens  in  deficientem:    de  maiore  tot  notae  auferantur, 
quot  deficiunt  in  minore  et  subscribatur  minor. 
De  quo  vero  numero   una  vel  plures  notae  amputantur  is  semper  su- 
periori  loco  collocetur,  reliquus  ei  subscribatur. 


Si  multi- 
plicandus 


I 


D&88  hier  f{lr  die  abgekürzte  Mnltiplication  von  Decimalbrücheti ,  denii 
nur  um  solcbe  bandelt  es  sieb  ja,  alles  geleistet  ist»  was  an  Fällen  über* 
baapt  vorkommen  kann,  ist  klar.  Praetorius  hat  für  alle  anderswoher 
eoinonuneiien  Regeln,  ja  selbst  Beispiele,  stets  den  Verfasser  derselben 
aogegeben  —  er  nennt  z.  B.  Otho,  Rbeticaa,  Pitiacus,  Adrian  van 
Romen^  Ludolph  von  Coeln  n,  A.  *— ,  so  dass  anznnehmen  erlaubt  ist, 
das6  er  alles  nicht  mit  solchem  Hinweis  Versehene  als  sein  Eigenthum  in 
Ansprach  nimmt.  Es  ist  daher  wohl  nicht  mehr  als  billigt  wenn  man  ihm 
für  die  Erfindung  und  Verbreitung  dieser  wichtigen  Rechnungsart  neben 
Jost  Bürgi  als  Hauptbewerber  nennt     An  das  eben  Mit^ethellte  schliesst 

H  sich  als 

^m         IV.  die   vollständige  Auflösung   der   rechtwinkligen  und   der 

^^^^  schiefwinkligen    sphaerischen    Dreiecke    sehr    übersieht- 

^^^1  lieh  in  Tabellenform  gebracht 

Am  Schlüsse  derselben  findet  sich  folgende  für  die  Oescbiehte  wichtige 

■  Bemerkung: 
9  Johan.  Wernerus  Norimbergensisi  in  suis  IIIT  de  triangulis 
libris  ut  plariraum  occupatus  fnit  in  demonstratione  qualitatia 
arcQS  quaesiti  vel  angnli,  qiiae  comitatur  qualitatem  datorum*  EOB 
libros  Wemeri  Ehetici&a  habuit,  sed  manuscriptoB ,  necdnm  puto  ex- 
C0808.  In  quarto  libro  dnos  illos  casus  pertractat,  quorum 
regulas  proximis  duabus  paginis  exposuimns,  aed  aliquanto 
prolixior  est^  opus  enim  habet  duabus  operationibus." 

(Es  ist  dies  jedenfalls  diejenige  Stelle ,  auf  welche  sich  Do  ppelmayr* 
als  in  einem  Manuskripte  des  Praetorius  befindlich  bezieht    Nach  einigen 
leeren  Blättern  folgt  dann  folgende: 
^P  Cübi  duplatio  practica.     Job.  Pr. 

In  quadrant^  stt  h  c  arcus  hexagoni ,  et  bifariam  secetnr  in  d,  Rursus 
arcus  de  bifariam  in  e  et  iterum  de  in  f^  et  connectatur  af^  et  produ- 
catur  db^  af  quousque  Übet  Detur  iam  latus  cubi  ag  et  erigatur  per- 
pendicalum  ffh.  .  Et  erit  ah  latus  cubi,  qui  duplus  est  prioris  difiFerentia 
insensibiU.  Ad  demonstratiuam  autem  praecisionem  angulus  fah  in  modico 
iusto  maior  est,  non  tarnen  duorum  primorum  scrupulorum  unius  gradus 
interuallo,  quod  perceptu  difficile  est  Ad  senaum  fiet  probatia,  si  ak 
aequalis  fiet  ai,  et  ductu  perpendiculari  ik  fiat  huic  aequalis  ah  Et  rursua 
^  üucta  perpendiculari  If  fiat  af  aequalis  am,  et  perpendicularis  tandem 
H  erigattir  m  n.  Manifestum  est  ag^  ai,  al^  am  deinceps  aualogos  esse  sie  ut 
et  ah^  aJc,  af^  an.  Item  gh,  ilc,  If,  mn.  Quando  igitur  am  dupla  de- 
praehendetur  ipsius  ag,  vel  an  dupla  ah^  vel  tandem  gh  dimidium  ipsius 
mit,    certum    erit    propositum.     Ex    diligenti   autem   descriptione   hoc  fieri 


*  Doppeimajrr,  Historische  Nachrichten   von  den  Nürnberf^ischen  ftfathe- 
maiieii  nni!  Eünitlem.    Nürnberg  I7S0.    Fol.    S.  34,  Anm.  cc. 


HistoriBch- literarische  Abtheilnng. 
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depraehendetar.   Arbitramur  vero  practice  hano  rationem  commodiorem 
quam  allam  veterum.     Est  enim   certi  aliquid  nbi  in  dinisionibiu  sabräM; 
absque  errore  sensibili. 

Possit  et  ad  aliam  datam  cuborum  rationem  similis  angolas  fieri  me» 
diante  tab.  sinuum ,  sed  non  est  expedita  scrapalornm  nameratio  in  oircms- 
ferentia  quadrantis. 


und 


sowie 


Nach  Praetorius'  Construction  müsste  V^2  =  sec31^30'  sein.    Nun  ist 
5ec37030'=  1,2604724 
f2  =  1,2599210, 
5ec  370  28'=  1,2599101, 


daher  ist  seine  Aussage  gerechtfertigt,  dass  der  Winkel  baf  noch  nicht  toU 
um  2'  zu  gross  ausfalle.  Bei  einem  Meter  Seite  würde  die  Kante  des  doppelten 
Würfels  sich  noch  nicht  um  0,6  mm  von  der  Wahrheit  entfernen. 

Nach  den  auf  losen  Blättern  vorn  in  der  Handschrift  befindlichen 
Notizen  hatte  Rheticus  für  den  Umfang  des  Kreises  vom  Durchmesser  1 
gefunden : 

«<  3,141592653528. 


Die  abgekürzte  Multiplication.  13 

Johann  Otto*  hatte  Praetorins  im  Augast  1573  zu  Wittenberg  mit- 
;  gvthnlt,  dass  der  umfang  des  Kreises  grösser  sei  als 

^  4247779609    «    ,     n  •        i   ci  4247779611     ^ 
^  löOüOOOaXX)  •  ^'  ''^^''  ^^'''''''''  ^''  ^  1500000ÜOOÖÖ  •  '^' 
Praetorins  rechnet  das  um  in 

3,1415926536i  <  »  <  3,1415926537.** 
Derselbe  Otho  hatte  ihm  damals   noch  gesagt:   „Et  contracte  ad- 
modum  proximum  esse  rationem  ut355ad  113  et  vere  propiorem 
quam    ea   qua   Ptolemaeus  usus   est,    media  scilicet  inter  Archi- 
media  terminos  videlicet  et  377  ad  120.***** 

Bbeticus  hatte  seinen  Werth  aus  dem  sinus  1'' =  4848136811  :  10^^ 
gewonnen,  das  heisst,  aus  der  halben  Seite  des  648(XX)ecks;  während 
Lndolph  von  Cöln  bis  zum  167772160eck  gegangen  war.  Nachdem 
Praetorins  auch  die  beiden  n  einschliessenden  Werthe  Ludolph*s  ge- 
geben bat,  setzt  er  hinzu: 

jyQuid    putas    deberi  ei;  qui  adhuc  10  vel  100  latera 
hisce  adinuenit?     Bespondeo:  Minus  quam  0^, 
und  mit  dieser  sicherlich  fttr  das  yortreffliche  VerstSndniss  ihres  Verfassers 
■engenden  Bemerkung  will  ich  diese  vielleicht  schon  zu  lange  Notiz  scbliessen. 


^  Johann  Otto  muss  heissen  Valentin  Otho.    Man  sehe  meine  kleine 

Note:    «,Zar  Biographie  des  Bheticns*'  (Altprenssische  Monatsschrift  XXXI. 

&.a.6.  Heft,  8.491—496),  wo  ich  weitläufiger  über  diese  Notizen  gehandelt  habe. 

**  Hiervon  ist  offenbar  die  erste  Behauptang  falsch,  da 

n  <  3,1416926636 
isL 

3&& 
***  Damals  (1673)  war  also  der  Nähemngswerth  ---  für  n  schon  bekannt,  von 

113 

welchem  Adrian  Metius  sagt,  sein  Vater  habe  ihn  in  einer  Streitschrift  wider 
Dachesne  zuerst  veröffentlicht  Diese  Streitschrift  kann  doch  aber  vor  1683  resp. 
1686,  in  welchen  Jahren  die  Schriften  des  Dachesne  erschienen  sind,  nicht  heraus- 
gekommen sein,  somit  müsste  also  Otho  ate  der  Erfinder  dieses  bequemen  Ver- 
hältnisses angesehen  werden.    Die  Entstehnngsart 

365  _  377  -  22 
113""    120-7 
ist  ja  wohl  anjsich  klar.  »Es  ist  der  sogenannte  Correspoudenzsatz  mit  Subtraction 
aaf  die  n^eningsweise  richtige  Proportion 

377^    22 

angewendet  worden. 


Receiisionen. 


^k  EUf  ei£i 


BoPBirg  Li®.  Theorie  der  TransformatioAs^nippeß.  Dritter  and  letzter 
Abachnitt.  Unter  Mitwirkung  TOn  FEteoEiCH  Engel.  Leipdg  1693* 
B.  G*  Tenbnor.    XXV  il  830  S. 

Das  grosge  Werk  über  die  iron  Herrn  Lie  begrOndete  Theorie  der 
endlicben  oontinuirJichen  Tranä forma tio&sgrtippen  —  mau  vergleiche  die  in 
dieser  Zeitschrift  (Bd,  34  1889  S.  191  u.  flg.,  Bd.  39  1894  S.95u.flg.) 
erscbienenen  Eesprecbungen  der  beiden  Toraufgegatigeüeii  Bände  —  liegt  mit 
dem  dritten  Bande  nunmehr  abgescMoesen  vor. 

Man  darf  wohl  »ebon  jetzt  behaupten,  dass  dieees  Werk  io  der  Ge- 
Bcbiebte  der  matbema tischen  Literatur  eine  bleibende  Stelle  einnehmen  wird. 

Waa  die  Wirknug  auf  die  nächste  Zukunft  angebt,  ao  sind  wir  über- 
zeugt, dass  gerade  der  vorliegende  Scbluasband  wegen  der  mannigfachen 
Anwendungen  auf  Geometrie  und  Invarianteutheorie  viele  Facbgenoeeen  ver- 
anlassen wird,  das  Studium  der  gruudlegenden  beiden  ersten  Bände  nach- 
zuholen. 

Andererseits  liegt  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  einmal  eine  Reihe 
von  Anwendungen  aus  dem  specifischen  Bereiche  der  Gruppentheorie  nicht 
heraustreten,  andere  wiederum  (so  auf  die  Theorie  der  complexen  Zahlen, 
Differentialinvarianten ,  Mechanik)  hier  nicht  berücksichtigt  werden  konnten. 

Vorab  sei  hervorgehoben,  dass  ein  sorgfältiges,  von  Herrn  Engel  aus- 
gearbeitetes Namen-  und  Sachregister  dem  Leser  eine  nicht  unwesentliche 
Erleichterung  in  der  Orientirung  gew&hrt.  Viele  werden  auch  den  Heraus- 
gebern Dank  wissen  für  das  ausführliche  Schlusskapitel  über  die  gruppen- 
theoretischen  Untersuchungen  anderer  Forscher,  welches  damit  zugleich  die 
Leistungen  von  Herrn  Lie  selber  in  das  richtige  Licht  rückt. 

Der  Inhalt  lässt  sich  im  Wesentlichen  in  vier  verschiedene  Theile 
zerlegen. 

Im  ersten  Theile  werden  die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  (von 
Funkttransformationen)  im  Gebiete  der  Geraden,  der  Ebene  und  des  Raumes, 
unter  ihnen  wiederum  insbesondere  die  projectiven  Gruppen,  klassificirt 
nach  „Typen**,  aufgestellt 

Während  diese  Entwickelungen  eine  gewisse  Vollständigkeit  erreichen, 
stöast  die  Ausdehnung  derselben  auf  den  n-fach  ausgedehnten  Raum  auf 
solche  Scbwierigkeiteu ,  dass  —  im  zweiten  Theile  —  eine  Beschränkung 
auf  einzelne  Klassen  besonders  wichtiger  Gruppen  eintritt. 


I 


Dagegen  lassen  aicb  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  endlichen  con- 
tinuirlichen  Gruppen  mit  verhltltiiissmlisßiger  Leichtigkeit  auf  den  Fall  Über- 
tragen, wo  die  Transformationeu  derselben  rein  reell  sind;  insbesondere 
erfahrt  dadurch  der  erc^te  Theil  eine  wesentliche  Ergänzung. 

Der  dritte  Theil  erörtert  eingehend  eine  der  vorzüglichsten  Anwendungen, 
die  Herr  Lie  überhaupt  von  seiner  Theorie  gemacht  hat,  nämlich  auf  die 
Gründlagen  der  Geometrie,  soweit  dieselben  eben  den  Mitteln  der  Gruppen- 
theorie  überhaupt  zogängUch  sind. 

Im  letzten  Theile  werden  allgemeine  Betrachtungen  über  endliche  con- 
tinuirliche  Gruppen  entwickelt i  die  eine  Ergänzung  zu  den  beiden  ersten 
Bänden  des  Werkes  bilden ♦  namentlich  insofern,  als  sie  eine  rein  begriff- 
liche Auffassung  von  den  Beweisen  der  Hauptsätze  ermöglichen. 

Den  Schiusskapitels  ist  bereits  gedacht  worden. 

Bei  der  überreichen  Fülle  des  Stoffes  muss  von  vornherein  auf  eine 
gleicbmässige  Besprechung  der  einzelnen  Kapitel  verzichtet  werden  \  da  es 
sich  überdies  vorwiegend  um  Fruchtbarmachung  von  früher  entwickelte» 
Methoden  handelt,  mag  es  uns  um  so  eher  gestattet  sein,  nur  die  wich- 
tigsten Ergebnisse,  sowie  den  Standpunkt,  den  die  Herausgeber  bei  den 
einzelnen  Problemen  einnehmen ,  zu  skizziren. 

Da  ist  denn  gleich  zu  Anfang  der  grundlegende  Satz  zu  betonen ,  daes  die 
verschiedenen  Gruppentypen  der  Geraden,  das  ist  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  —  sofern  immer  alle  Gruppen  zu  einem  und  demselben 
Typus  gerechnet  werden,  die  sich  durch  Ausübung  irgend  welcher  Trans- 
formationen der  Variablen  in  einander  überführen  lassen  —  auf  die  Normal- 
form  von  projectiven  Gruppen  gebracht  werden  können.  Es  sind  nur  drei 
Typen»  welche  repräsentirt  werden  durch  die  aligemeine  projective  Gruppe 
auf  der  Geraden  nebst  den  beiden  Untergruppen  von  ihr,  welche  zwei 
Punkte  resp.  einen  Punkt  auf  der  Geraden  festlassen.  Dieser  Befund  mag 
Manchem  sehr  plausibel  scheinen,  ist  aber  keineswegs  so  sehr  leicht  be- 
weisbar.  Von  den  drei  völlig  verschiedenen  Beweisen,  welche  dafür  er- 
bracht werden,  mag  etwa  der  zweite,  als  besonders  durchsichtig,  gekenn- 
zeichnet werden. 
H  Die  infinitesimale  Transformation  einer  r-gliedrigen,   das  heisst  von  r 

H  und  nicht  weniger  Parametern  abhängende  Gruppe  in  einer  Variablen  x  hat 
Ldia  ( 

■  willk 

■  L5suj 


Gestalt : 


J«^! «, (^)  +  e,i,(x)  +  . . .  +  e,lr(*)l  ^  =  i{x)f^^ 


f  eine  beliebige  Function,  die  li  gewisse  Functionen  von  jr,  und  die  €i 
[willkUrltche  Constante  bezeichnen.    Der  Factor  |(x)  kann  als  die  allgemeine 
L5suiig  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  r'^'^^  Ordnung: 

ftnge«ehen    werden,    und   umgekehrt   definirt  eine  solche  Gleichung  eine 
r«gliedrige  Gruppe   in  o;,    sobald   ihr  die  charakteristische  Eigenschaft  zu* 


^ 


a 


kommt I    äfkBB    stets  irgend    swei    Lösungen   |,   17   eine  dritte  iV— t^l'  be 
dingen. 

Die  geoannte  Forderung  führt  fast  unmittelbar  zu  einer  Reihe  ron 
Identitäten  zwischen  den  ct^  welche  erstens  zeigen  ^  dass  r  nnr  der  Werthe 
1,2,  3«fUbig  iat;  Kweitene,  dass  in  dieeen  drei  FilUeo  die  bez.  Gleichungen 
laaten  müssen: 

drittens ,  daas  jede  die^ser  Gleichungen  —  gani  gleichgiUig ,  welche  Function 
mau    für  tJi{x)  nimmt  —    immer  nur  einen  einzigen  Ornppentyptis  definirL 
Wählt  man  den  specjellen  Wertb  et  ^  0 ,   eo  reenltirl  gerade  die  pro- 
jectiTS  Normalform  für  die  drei  Gruppen  type  n : 

1)  I  ^  c^ ,    2)  ^^e^x  +  e^,    3)  |  =  e^^  +  e^s  +  e^r 
oder»  in  endlicher  Darstellung: 

])5;^  =  3C  +  a,     2)tc^  =  ax-\-b^     3)  jt,  —  j-j- — » 

L  ~\~  CX 

WO  die  a^  5,  c  Parameter  bedeuten. 

Hieran  knüpft  sieh  sofort  die  besondere ,  aber  nicht  minder  wichtige 
Aufgabe,  die  verschiedenen  Typen  projectiver  Gruppen  auf  der  Geraden 
aniugebent  wo  nnnmehr  alle  die  Gruppen  tu  einem  und  demselben  Typuä 
zu  reebnen  sind,  welche  durch  projertire  Transformationen  in  einander 
übergehen. 

Mit  Hilfe  der  zu  der  „allgemeinen**  projectiven  Gruppe  3)  adjutigirteii 
Gruppe  und  einer  geeigneten  geometrischen  Deutung  derselben  findet  man, 
dass  zu  den  obigen  drei  projectiven  Typen  jetzt  nur  noch  eine  hinzutritt; 
die  eingliedrige  Gruppe  1)  spaltet  sich  nämlich  in  zwei,  von  denen  die  eine 
zwei  getrennte,  die  andere  zwei  zusammenfallende  Punkte  auf  der  Geraden 
festlässt.  Während  die  letztere  eben  durch  1)  repräsentirt  wird,  wird  es 
die  erstere  durch: 

T)  Xi=ax. 

Die  eben  erörterte  Aufgabe  erweitert  sich  abermals  zu  der,  alle  Unter- 
gruppen der  allgemeinen  linearen   homogenen  Gruppe  in  zwei  Variabeln: 

4)  x^^a^x+a^y]    yi  =  a^x  +  a^y 

zu  bestimmen. 

Die  Durchführung  stützt  sich  wesentlich  darauf,  dass  diese  Grnppe 
eine  —  durch  die  Bedingung  a^a^  —  0^0^=  ^  charakterisirte  —  invariante 
Untergruppe  besitzt,  welche  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  3) 
holoedrisch  isomorph  ist. 

Im  Ganzen  ergeben  sich  elf  Untergruppen  von  4),  von  denen  zwei 
dreigliedrig,  vier  zweigliedrig,  fünf  endlich  eingliedrig  sind. 

Die  Verfasser  wenden  sich  nunmehr  zu  der  ungleich  schwierigeren 
Bestimmung  aller  Typen  von  endlichen  continuirlichen  Guppen  der  Ebene. 

Die  Lösung  erfolgt  stufenweise;  erst  werden  die  primitiven  Gruppen 
erledigt,  das  sind  solche,  bei  denen  keine  einzige  Curvenschaar  q){x,  y)^=const. 


it  bleibt,  sodann  die  imprimitlvei}  Gnippen,  die&e  wieder  in  gewisse 
"ÖisBeii  eiDgeifaeilt. 

Ob  eine  Gruppe  G  der  Ebene  primitiv  ist  oder  nicht,  llisBt  sich  fast 
uiimittelbar  entnehmen  ans  den  Anfangsgliedern  der  Beihenentwickehmgi 
fdche  für  die  infinitesimale  Transformation  der  einen  beliebigen  Punkt 
ilar  Ebene  in  Ruhe  lassenden  Untergruppe  von  G  besteht 

Hieraus  wird^  mit  Hilfe  früherer  Sütze,  ohne  Weiteres  das  merkwürdige 
£rg«bniss  hergeleitet,  dass  nur  drei  primitive  Typen  existiren,  die  sich 
wieder  auf  eine  projective  Normalform  bringen  lassen: 


'gx  +  hy+V 


yi^ 


dx  +  ep  +  f^ 
gx  +  hy  +  l' 


6) 


Xi  =  ax+  by  +  c,    y,  =  da?  +  ey  +  f, 
dito  mit  der  Bedingung  ae  —  hd—  1. 


Sie  heissen  die  allgemeine  projective  Gruppe  (der  Ebene) «  die  lineare 
ttnd  die  epecielle  lineare  Gruppe ^  und  führen  resp.  gerade  acht*  sechs, 
ßtnf  Parameter  mit  sich. 

Bei  einer  im  primitiven  Gruppe  G  existirt  mindestens  eine  invariante 
üftrreDSchaar  fp{x,  y)^const\  führt  man  also  an  Stelle  von  ;r,  y  zwei 
D«ue  Veränderliche  ein,  deren  eine  qp  ist,  so  giebt  es  eine  zu  (?  isomorphe 
Gruppe  G\  welche  die  eine  Variable  qp  für  sich  transformirt.  Daher  sind 
ms  F&lle  zu  unterscheiden,  da,  wie  wir  wi&sen,  <jp  nur  drei-,  oder  zwei-, 
oder  ein-,  oder  nullgliedrig  (in  letzterem  Falle  nämlich  gar  nicht)  trans- 
foroLixt  werden  kann. 

Eine  eingehende  Untersuchung  der  vier  Fälle  ftlbrt  zunächst  zu  einem 
Sjäteme  von  Grnppentjpen,  welche  sicher  alle  überhaupt  möglichen  Typen 
imprimitiver  Gruppen  umfassen. 

Weiter  handelt  es  sich  darum»  zu  entscheiden,  welche  der  so  ge- 
wonnenen Typen  etwa  noch  mit  einander  äquivalent  sind. 

Dies  durchaus  nicht  so  einfache  Problem  ist  auch  dadurch  von  In- 
tiresae,  als  es  auf  ein  anderes,  schon  von  Laguerre^  Halpben,  und 
weiterhin  von  englischen  Mathematikern  behandeltes  Problem  zurückführbar 
iitf  nämlich  festzustellen,  welche  invarianten  Eigenächaften  einer  linearen 
Differenüalgleichung  gegenüber  gewissen  Transformationen  beider  Variabein 
tnkofflmen. 

Die  wirkliche  Lösung  der  Aufgabe  geschiebt  indessen  auf  einem 
direeteren  Wege:  man  wird  die  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  noch 
euuDil  in  Klassen  einzutheilen  suchen,  jetzt  aber  derart,  dass  jede  Gruppe 
eiafif  ond  nur  einer  Klasse  angehört. 

Dazu  dient  die  Zahl  der  bei  einer  Gruppe  invarianten  Schaaren  von  je 
®^  Curven;  je  nachdem  diese  Zahl  gleich  1,  oder  2,  oder  cc^,  oder 
aber  oo^  ist,  hat  man  vier  Hauptklassen  von  Gruppen  zu  unterscheiden. 

Hill  -llV  ÄJb%h.  d.  ZaiUcbr.  f.  M«th.  li.  ¥hj%.  40.  Jiibrg.  lii'^b.  U  Heft,  ^ 
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Die  gemeinte  Eintheilang  lässt  sieb  rein  begrifflich  diircbfübren  and 
erlaubt  dann,  aus  der  kurz  znvor  erwSbnten  Tabelle  iiBprjmitiver  Tjpen 
die  überflttaaigea  auszasebelden ;  die  Ermitteking  der  jeweils  invarianten 
Carvenscbaaren  erfolgt  aber  auch  mit  analytiscbem  Wege«  sodass  man 
die  Differentialgleicbuagen  erster  Ordnung  ftlr  jene  Bchaaren  wirklieh  bin^ 
ecbreibeo  kann. 

Die  endlicben  conticuirlicbeti  Gruppen  von  Funkt -Transformationen 
lassen  sieb  aueb  ala  reduclble  Gruppen  von  Berttbrunga-TranBrormationen  anf- 
fassen ;  da  andererseit«  bereits  im  aweiten  Bande  des  Werkes  alle  Tjpen  irredu- 
eibler  Gruppen  von  Berübrunga-TranBformationen  aufgeatellt  waren,  &c  t&t 
man  nunmehr  im  Besitze  eines  jedenfalls  Tollständigen  Sjstems  der  Gruppen 
von  Berübrunga  -  Transformationen  in  der  Ebene.  Auch  hier  bedarf  eä  wieder 
einer  ergänzenden  Untersuchung,  welche  überflttssige  Tjpen  beseitigt. 

Es  erübrigt  für  das  Gebiet  der  Ebene  noch  die  Lösung  der  —  Alge* 
braiker,  Geömeter  und  Zablentheoretiker  in  erster  Linie  interessirenden 
—  Aufgabe,  alle  projectiven  Gruppen  in  Typen  einzutheilen. 

Dieselben  ordnen  sich  von  lelbst  so  an^  dass  entweder  einem  Tjpos 
der  dualiBtiscbe  gegenüber  steht,  oder  aber  ein  Typus  zu  sieh  selbst  dua- 
listiach  Ist* 

Ea  Ist  beacbtenswerth ,  dass  die  Ent Wickelungen  dieses  Kapitels  nn- 
abhängig  von  den  vorhergebenden  gebalten  sind,  so  dasa  ihr  Verständniss 
nur  die  einfachsten  Sätze  aus  der  Gruppen theorie  und  der  neueren  Geometrie 
erfordert. 

Zunächst  werden  die  verschiedenen  Typen  von  eingliedrigen  projectiven 
Gruppen  in  Angriff  genommen ;  es  geschiebt  das  auf  Grund  der  Thatsache, 
dass  jede  projective  Transformation  der  Ebene ,  also  auch  jede  infinitesimale, 
mithin  auch  jede  eingliedrige  projective  Gruppe  mindestens  einen  Punkt 
und  eine  durch  ihn  gebende  Gerade  —  oder,  wie  man  kürzer  sagt,  ein 
„Linienelement''  —  in  Buhe  lässt.  Verlegt  man  die  Gerade  in's  Unend- 
liche, so  wird  damit  für  eine  infinitesimale  projective  Transformation  von 
vornherein  eine  einfache  canonische  Gestalt  gewonnen.  Deren  Discussion 
liefert  fünf  verschiedene  Typen  eingliedriger  Gruppen;  jeder  von  ihnen  ist 
zu  sich  selbst  dualistisch  >  und  kann  vollkommen  dadurch  charakterisirt 
werden,  dass  er  je  ein  bestimmtes ,  aus  Punkten  und  Geraden  zusammen- 
gesetztes Gebilde  invariant  lässt. 

Eine  unmittelbare  Anwendung  davon  wird  gemacht  auf  die  Behand- 
lung der  zuerst  von  F.  Klein  und  Lie  gelösten  Aufgabe,  diejenigen  ebenen 
Curven  zu  bestimmen ,  welche  (eine  oder  mehrere)  infinitesimale  projective 
Transformationen  in  sich  zulassen.. 

Abgesehen  von  den  Geraden  und  Kegelschnitten  sind  das  nur  die  Curven 
y  =  c*  und  y  =  ic«,  wo  der  Parameter  a  von  0,  ^,  1,  2  —  1  verschieden 
anzunehmen  ist,  und  diese  gestatten  auch  nur  je  eine  einzige  infinitesimale 
projective  Transformation. 
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[  Von  den  fünf  Typen  eingliedriger  Gruppen  wird  für  die  Fortftlhrang 
der  Aufgabe  am  wichtigsten  der  anderswo  bei  Lie  auch  als  „Elation** 
bezeichnete,  welcher  alle  Punkte  einer  Geraden  und  zngleich  alle 
Strahlen  eines  auf  ihr  liegenden  Punktes  invariant  l&sst  Untersucht  man 
nämlich  eine  projectire  Gruppe  daraufbin,  ob  und  wieviel  Elationen  sie 
enthält,  80  gelangt  man  zu  dem  wichtigen  Ergebnisse  dass  —  mit  Aus- 
nahme der  allgemeinen  projectiven  Gruppe,  sowie  der  dreigliedrigen, 
welche  einen  (eigentlichen)  Kegelschnitt  invariant  l&sst  —  jede  projective 
Gruppe  mindestens  einen  Punkt,  oder  aber  dualistisch  eine  Gerade  in 
Rahe  lässt 

Man  kann  sich  daher  auf  die  Gruppen  beschränken,  bei  denen  ein 
Punkt  in  Ruhe  bleibt,  und  man  wird  dieselben  nunmehr  in  Klassen  ein- 
tbeilen,  je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  Gruppe  die  ao^  Richtungen 
durch  den  festgehaltenen  Punkt  unter  sich  transformirt. 

So  ergeben  sieh  im  Ganzen  35  verschiedene  Typen  projectiver 
Gruppen ,  deren  inünitesimale  Transformationen  in  einer  Tabelle  vereinigt 
werden* 

Referent  möchte  hier  die  principielle  Bemerkung  einschalten,  dass  die 
Ueraosgeber  vielen  Fachgenossen ,  denen  es  vorerst  weniger  darum  zu  thun 
iatv  sich  die  Methoden  der  Gruppentheorie  anzueignen,  als  ihre  Anwendungen 
kennen  zu  lernen,  einen  Dienst  erwiesen  haben  würden,  hatten  sie  ihrer 
symbolischen  Tabelle  der  infinitesimalen  Transformationen  eine  zweite  reale 
an  die  Seite  gestellt »  mit  den  Gleichungen  der  Gruppen  in  der  geläufigen 
endlichen  Gestalt 

Herr  Lie  und  seine  Schüler  werden  zwar  einwenden,  dass  es  im  ein- 
zelnen Falle  nicht  so  schwer  sei,  die  infinitesimale  Form  der  Gruppe  in 
die  endliche  umzusetzen;    Referent  muss  aber  persönlich  gestehen,  dass  es 

[bei    ihm    langdauernder   Uebung    bedurft    bat,    um    eine    derartige  |,Trans- 

I  ponirung*'  anstandslos  vornehmen  zu  kennen.    So  nalurgemäss  das  Rechnen 

*  mit  den  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gruppe  ist,  so  lange  über 
die  Natur  der  Coefficienten  in  den  endlichen  Gleichungen  gar  keine  Be* 
schrRnkungen    vorliegen,    die  Sachlage    gestaltet    sich   ganz   anders,    wenn 

I  besondere  Probleme  —  beispielsweise  die  Klassification  algebraischer 
Differentialgleichungen  bei  V  essi  ot  —  eine  functionen  theo  retische  oder  zahlen- 

I  theoretische  Prficisirung  der  Coefficienten  erheischen. 

Einem  Coefficienten  a  der  infinitesimalen  Transformation  kann  in  der 

lendlichen    Gleichung    der   Gruppe  je   nachdem    wiederum   ein    Coefficient  a 

I  entsprechen ,  oder  aber  c",  oder  auch  la  u.  s*  f. 

Für  die  speciell  hier  in  Betracht  kommenden  projectiven  Gruppen  der 

I  Ebeoe  bieten  die  endlichen  Gleichungen  auch  noch  den  nicht  zu  unter- 
ichÄtzenden  Vorlheil,  dass  man,  von  ihnen  ausgehend,  die  Differential- 
invarianten  und  invarianten  Differentialgleichungen  der  Gruppen  viel  directer 
baHimmen  kann,  und  zugleich  so,  dass  ihre  geometrische  Bedeutung  erhellt. 


Es  wäre  übrtgeni  für  die  Geomtter  eine  dankbare  Aufgabe,  stmäcbat 
die  projectiTen  Gruppen  von  Neuem  zu  besttmoseu,  obne  Yon  dei&  speci- 
ßseheu  Methoden  der  allgemeinen  Gruppe ntbeorie  Gebraucb  zu  macben> 

Die  Li e 'sehe  Tabelle  der  projectiven  Grippen  der  Ebene  dient  ibrer- 
seJts  wiederum  als  Grundlage  zur  Aufstellung  einer  entsprecb enden  Tabelle 
für  die  linearen,  bomogenen  Gruppen  in  drei  Yeränderlicben ^  die  nicbt 
nur  von  Wicbtigkeit  ist  für  die  Klassißcation  der  endlicben  continuirlichen 
Gruppen  Ton  Punkt -TrauBformationen  des  Raumes,  sondern  ancb  für  die 
Zwecke  der  Zablentheorie  Bedeutung  gewinnen  wird.  Es  tritt  jetzt  die 
Aufgabe  heran,  die  für  Gerade  und  Ebene  erlaugten  Resultate  auf  den 
Baum  auszudebnen.  Da  die  rolle tändtge  AnsfUbrung  dieses  schwierigen 
Problems,  wie  eich  erwarten  Iftast,  einen  ungemeinen  Aufwand  ?oo  Zeit 
und  Baum  beansprucben  würde,  bo  begnügen  sieb  die  Heraitsgeber  damit 
—  sowohl  im  Falle  der  endlichen  continnirlichen  Gruppen  überhaupt,  wie 
in  dem  der  projectiren  Gruppeo  — »  gewisse  hervorragende  Kategorien  von 
Gruppen  wirklich  anfzuateUen  i  und  im  üebngen  den  Weg  zu  bezeichnen, 
auf  dem  der  Leaer  die  in  Rede  atehenden  Fragen  erschöpfen  kann. 

Unter  den  endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  Raumes  verdienen 
die  meiste  Beachtung  die  primitiven  unter  ihnen ,  bei  denen  also  weder  eine 
00^  Schaar  von  Flächen,  um^h  eine  co^  Schaar  von  Ourven  invariant  bleibt 

Die  Natur  einer  solchen  Gruppe  Q  hängt  in  erster  Linie  von  der- 
jenigen Untergruppe  ab,  welche  einen  beliebig  gewählten  Fuukt  P  fe^t  lässt, 
oder  auch  von  der  mit  letzterer  isomorphen  Gruppe  G\  welche  die  oo* 
Richtungen  durch  P  transformirt.  Diese  Gruppen  G'  sind  ja  identisch  mit 
den  projectiven  Gruppen  der  Ebene.  Wirkliche  Schwierigkeiten  bereitet 
nur  der  Fall,  wo  ff  einen  (eigentlichen)  Kegel  zweiten  Grades  invariant 
läset,  oder,  analytisch  ausgedrückt,  eine  partielle  Differentialgleichung  in 
drei  Variabein ^  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades. 

Unter  Zuziehung  der  Monge'schen  Charakteristikentbeorie  reducirt 
sich  dann  die  Aufgabe  auf  die  andere,  alle  die  Berübrungs- Transformationen 
der  Ebene  (von  einer  gewissen  Parameterzahl)  zu  finden,  welche  eine  ge- 
wisse Curvenscbaar  der  Ebene  invariant  lassen. 

Derartige  Ueberlegungen  haben  das  beachtenswerthe  Ergebniss  zur 
Folge,  dass  es  nur  acht  verschiedene  Typen  von  primitiven  (endlichen  con- 
tinuirlichen) Raumgruppen  giebt,  als  deren  canonische  Repräsentanten  man 
wählen  kann: 

1.  die  allgemeine  projective  Gruppe, 

2.  die  affin  -  projective  Gruppe, 

3.  diejenige  Untergruppe  von  2.,   welche  zugleich  alle  Volumina  un- 
verändert lässt, 

4.  die  Gruppe  eines  (eigentlichen)  linearen  Complexes, 

5.  die  Gruppe  einer  (eigentlichen)  Fläche  zweiten  Grades, 

6.  die  Gruppe  aller  Bewegungen, 
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7.  die  Gruppe  aller  Bewegungen   und  Aehnlichkeita-Tranaformationen, 
S«  die  Gruppe  aller  Traasformationen  durch  reciproke  Badien. 

Einzeln  genommen  waren  diese  Gruppen  den  Geometern  bekannt;  das 
Wesentliche  ist  hier  aber^  dass  sie  zuBaoimen  ein  ^yoUes  System"  priml- 
tirer  Eaumgruppen  ausmachen. 

Die  imprimitiven  Gruppen  werden  in  drei  Klassen  eingeordnet  ^  von 
denen  die  beiden  ersten  vollständig  discutirt  werden,  nämlich  einmal  die 
jenigen  Gruppen,  hei  denen  eine  Schaar  von  oo^  Flächen  iovariant  bleibt, 
die  sich  aber  nicht  in  eine  invariante  Schaar  von  oo^  Curven  zerlegen  lassen 
soll,  sodann  g^^rade  umgekehrt  diejenigen,  welche  eine  x'  Schaar  von 
Corven  in  Buhe  lassen ,  ohne  dass  sich  dieselben  in  eine  invariante  Schaar 
von  oD^  Flächen  zusammenfassen  lassen. 

Ist  die  Flächenschaar  dargestellt  durch  93(0;,  y,  jer)  ^^const^  die  Curven- 
schaar  durch  <3p(a:,  y,  e)  ^  ccnst,  if{x^y,  z)^  conat^  so  kommt  die  Unter- 
suchung (analog  einem  obenerwähnten  Falle)  darauf  hinaus,  zu  ermitteln, 
wie  die  Mannigfaltigkeit  der  q>  resp.  der  g»  und  ^  unter  sich  transformirt 
wird. 

}  Hinsichtlich  der  noch  fehlenden  imprimitiven  Gruppen  werden  wenigstens 

Methoden  entwickelt,  welche  die  ganze  Aufgabe  in  eine  grosse  Anzahl  ein- 
zelner Aufgaben  zerlegen,  deren  jede  unabhängig  von  den  andern  erledigt 
werden  kann.  Der  Leser  soll  dadurch  in  den  Stand  gesetzt  werden «  sich 
jede  Kategorie  imprimitiver  Raumgruppen,  deren  Kenntniss  ihm  gerade 
wüQficbenswerth  ist,  ohne  pnncipielle  Schwierigkeiten  zu  verschaffen. 
\  Herr  Lie  bat  übrigens  die  erforderlichen  Rechnungen  schon  vor  längerer 
Zeit  (wenn  auch  auf  weniger  einfachem  Wege)  durchgeführt  und  ist  dabei 
2U  dem  theoretisch  sehr  wichtigen  Ergebniss  gelangt,  dass  jede  transitive 
Raumgruppe,  das  heisst  eine  solche,  welche  zwei  (innerhalb  eines  gewissen 
Bereiches)  beliebig  gewählte  Funkte  in  einander  überführen  kann,  sich  auf 
eine  solche  canoniscbe  Form  bringen  läset,  dais  die  Coefficienten  der  in- 
finitesimalen Transformation  ganze  rationale  Functionen  von  x^  y^  b  und 
von  gewissen  Exponentialausdrücken  c*',  e'*,,..  werden,  wo  i,,  il^,...  ganze 
lineare  Functionen  von  .r,  y,  z  bedeuten. 

Ob  ein  ähnliches  Gesetz  für  die  transitiven  Gruppen  des  ti>fach  aus- 
gedehnten Raumes  gilt,  steht  noch  dahin. 

Auch  die  Frage  nach  den  fprojectiviscb)  verschiedenen  Typen  pro- 
jectiver  Raumgruppen  wird  unter  der  Einschränkung  behandelt,  dass  nur 
die  primitiven  unter  ihnen  nebst  ihren  sämmtlichen  Untergruppen  voll* 
itändig  erforscht  werden.  Es  sind  das  gerade  die  sieben  ersten  der  oben 
milgetheüten  Tabelle. 

Als  Mittel  zur  Untersuchung  dient  die  Frage  nach  den  Curven  und 
Flächen,  welche  eine  Gruppe  projectiver  Transformationen  in  sich  ge- 
itaiten;  für  die  vorliegenden  Zwecke  genügt  die  Annahme,  dass  dte 
gemeinten  Gruppen  von  mindestens  drei  Parametern  abhängen. 


Von  Curven  geboren  hierher:  Gerade,  Kegelachnitt  und  cabisehe  Raqh 
curve,  Yon  Flächea:  Ebene,  Kegel  zweiter  Ordouog,  die  Abwickelbar 
einer  cubischen  Raumcurve,  die  Fläcbe  zweiten  Grades  und  die  Caylej*«eh, 
Lintenfläcbe  dritter  Ordnung, 

Im  Interesse  der  Geometrie  und  Inyariantentbeorie  mächte  man  ^ 
bftdanern ,  dass  die  Herausgeber  die  in  Rede  stehende  Frage  nicht  erschöpft 
haben,  und  im  Zusammenhange  damit,  dass  sie  nicht  wenigstens  eine  Täfe] 
sltmmtlicher  eingliedriger  projectiver  Raumgruppen  aufgestellt  haben.  Deati 
auf  eine  Fläche  oder  Uunre  (quaternILre  Form  oder  Formenschaar),  die  in. 
finilesimale  projective  Transformationen  in  sich  zulässt,  ist  die  üblich« 
Invariantentheorie  nicht  ohne  Weiterea  anwendbar,  so  dass  eben  atj  dieeer 
Stelle,  wie  Herr  Lie  in  der  Vorrede  stark  betont ^  der  Invariantentheorie 
eine  wesentliche  Lücke  auszufüllen  bleibt  Die  Vertreter  dieses  Gehietes 
würden,  wie  wir  glauben,  den  ihnen  gemachten  Vorwurf  geduldige?  auf 
sich  nehmen,  wenn  Herr  Lie  seine  bittere  Pille  mit  folgendem  Zusätze 
etwa  versüsst  hätte:  ^^Ibr  ha¥t  allerdings  eine  wesentliche  Lücke  gelasaii, 
aber  ich  kann  es  Euch  nicht  so  übel  nehmen,  denn  die  Vorfrage,  jent 
Formen  —  zunächst  im  quaternären  Gebiete,  wo  die  Sache  überhaupt  erst 
acut  wird  —  selbst  aufzustellen,  ist  eine  gruppenlheoretische  und  iwar 
keineswegs  ganz  leichte;  mt$ine  Mittel  indessen  erlaubten  mir  deren  Auf- 
Stellung:  hier  habt  Ihr  sie,  verwendet  sie  nun  fruchtbar  und  füllet  jetit 
mit  Euren  Mitteln  Eure  Lücke  aus.^  Neben  dieser  drastischen  Abscbweifun^ 
sei  noch  eine  andere  damit  verwandte  Bemerkung  pro  domo  gestattet. 

In  seiner  Vorrede  weist  Herr  Lie  gelegentlich  darauf  hin ,  wie  die 
mannigfaltigen  Di fferentiationsprocesse,  deren  sich  die  projective  lovanaatia' 
theorie  bedient,  nichts  Anderes  als  Differential  in  Varianten  gegenüber  gt» 
wissen  projectiven  Gruppen  seien.  Referent  hat  sieh  nun  gerade  in  seiaeiD 
„Berichte  über  die  Fortschritte  der  projectiven  Invariantentheorie,  von  1892* 
bemüht,  zu  zeigen ,  wie  der  gemeinte  Gesichtspunkt  vor  Allem  bei  Studj 
zur  Geltnng  komnut 

Von  den  primitiven  projectiven  Gruppen  kommt  für  die  metrische 
Geometrie  neben  der  Gruppe  der  Bewegungen  vor  Allem  noch  die  »der 
Bewegungen  und  Aehnlichkeits- Transformationen"  in  Betracht,  welche  tU- 
durch  definlrt  isi^  dass  sie  einen  Kegelschnitt,  den  Kugelkreis,  invanAot 
lüsst  Die  einzigen  (reellen)  Flächen,  welche  bei  dieser  Gruppe  gerade 
oo^  verschiedene  Lagen  annehmen,  sind  die  Kugeln;  andererseits  die  ein ^ 
zigen  Curven»   welche  der  nämlichen  Bedingung  entsprechen,  die  Geraden. 

Dies  ist  die  Quelle  der  Erscheinung,  dass  die  Plüeker*8che  Lmien- 
geometrie  und  die  neuere,  von  Lie  so  sehr  geförderte  Kugelgeometrie  unter 
den  Versinnlich un gen  eines  vierfach  ausgedehnten  Raumes  eine  ausgezeichnet« 
Stellung  einnehmen* 

Die  im  primitiven  projectiven  Raumgruppen  lassen  sämmtlich  je  eine  ge' 
wisse  Pnnktfigur  invariant     Zuerst  werden  die  wenigen  Gruppen  bestimmt 
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bei  denen  die  Figur  keine  ebene  ist,  sodann  werden  Methoden  entwickelt, 
wie  man  zu  den  übrigen,  welcbe  also  einen  Punkt,  oder  eine  Gerade,  oder 
eine  Ebene  in  Ruhe  lassen,  gelangen  kann. 

Das  folgende  Kapitel  dehnt  die  bisher  besprochenen  Ontersnchnngen 
nach  verschiedenen  Richtungen  aus. 

Was  Yör  Allem  die  Erweiterungen  auf  den  Raum  R„  von  fi- Dimen- 
sionen angeht,  so  besteht  vorläufig  noch  gar  keine  Aussicht  auf  Methoden, 
die  die  Bestimmung  aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen ,  oder  etwa  bloe 
der  primitiven  unter  ihnen  im  E„  auch  nur  principiell  erledigten. 

Die  Herausgeber  begnügen  sich  daher  mit  einigen  besonderen  Unter- 
suchungen, die,  so  zu  sagen,  als  Muster  dienen  sollen.  So  über  Gruppen 
des  Eni  welche  in  gewissem  Sinne  analog  sind  den  drei,  früher  an  erster 
Stelle  erwähnten  projectiven  Typen  des  2?3,  ferner  über  solche,  die  raög* 
liehst  transitiv  sind,  weiter  solche,  die  einen  Differentialausdrnck  zweiten 
Grades   V  ^  £fik{x)dxidXkt    oder   die   Gleichung   JD  =  0  invariant  lassen. 

Stehen  schon  die  beiden  letztgenannten  «Untersuchungen  in  nahem  Zu- 
sammenhange mit  denen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  so  gilt  das 
in  noch  höherem  Maasse  von  dem  Kapitel  über  reelle  Gruppen,  das  übrigens 
auch  eine  specifische  Wichtigkeit  für  sich  hat. 

Es  kommt  darauf  an,  unter  welchen  Modificationeo  die  allgemeinen 
Begriffe  und  Sätze  der  Gruppentheorie  auf  „reelle"  Gruppen  übertragbar 
sind,  also  auf  solche,  für  die  sämmtHche  auftretenden  Grössen  (Variable, 
Parameter,  Coefßcienten ,  Zusammensetzungs - Conslante  u,  s,  f.)  nur  reelle 
Werthe  annehmen  sollen. 

Sind  X£^=fi(Xi  a)  die  Gleichungen  einer  reellen  Grippe  ^  (wo  die  a 
die  Parameter  bedeuten),  so  macht  es  einen  wesentlichen  Unterschied, 
oh  die  fi  analytische  Functionen  ihrer  Argumente,  also  auch  für  compleze 
Werthe  derselben  definirt  sind,  oder  nicht. 

Im  ersteren  Falle  ist  die  Discussion  der  Gruppeneigeusc haften  ver- 
hältnissmässig  einfach,  2U  ^  geh5rt  eben  stets  eine  zweite  Gruppe  G,  die 
entsteht,  wenn  man  für  die  Variablen  und  Parameter  complexe  Werthe 
znlässt,  und  man  bat  nur  festzustellen,  worin  G  und  g  übereinstimmen, 
und  worin  sie  sich  unterscheiden.  So  z.  B.  sind  beide  Gruppen  stets  gleich- 
teitig  transitiv  resp«  intransitiv,  dagegen  kann  sehr  wohl  die  eine  primitiv 
uein,  die  andere  imprimiiiv  u.  s.  f. 

Die  Uebertragung  der  Fundamen talsätze  geht  glatt  von  Statten. 

Verwickelter  ist  es  im  zweiten  Falle,  wenn  die  f  reelle,  nicht  ana- 
Ijüsebe  Functionen  der  x  und  a  sind.  Hier  ist  es  nöthig,  tiefer  liegende 
Untertnchungen  von  Cauchj  und  Lipsohitz  über  die  Lösungen  reeller, 
nicht  analytischer  Differentialgleichungen  heranzuziehen,  wobei  besondere 
Voranssetsungen  über  die  Existenz  erster  und  zweiter  Ableitungen  der  f 
nach  den  x  und  a  erforderlich  sind.  Die  Beweise  der  Sätze  werden  nur 
angedeutet. 


Als  besondere  merkwürdig  und  wichtig  sei  ein  Theorem  mitgethsilt, 
wonach  es  bei  traQsitiYen  reellen  Gruppen  erlaubt  ist,  sich  auf  analjUsehe 
Functioneii  f  zu  beschränken. 

Die  oben  erwähnten  Eniwickelungeu  über  Gruppen  mit  invarianter 
Gleichung  I):^£fik{3c)dxidxk  =  0  werden  jetzt  öoch  einmal  für  reell« 
Gruppen  und  reelle  Ausdrücke  J>  durchgeführt  In  gleichem  Sinne  werd«ij 
die  in  den  ersten  Kapiteln  erhaltenen  Listen  von  Gruppen  anf  der  Geraden 
und  m  der  Ebene  ergänzt,  wobei  nur  wenige  Gruppen  als  neu  auf- 
zunehmen sind. 

Wir  müssen  uns  beeilen »  zu  einem  der  hervorragendsten  Kapitel  ßW> 
zugehen,  welches  die  Grundlagen  der  Geometrie  vom  gm ppentheoretiad 
Standpunkte  aus  beleuchtet. 

Bekanntlich  hat  zuerst  Lobatschewski  1829  auf  it)directem 
dargethan,  dass  bei  Preisgebnng  des  elften  Euklidischen  Axioms  ausser 
der  Euklidischen  Geometrie  noch  eine  s^weite  eiistire.  Sodann  wie* 
Riemann  1854  mit  analytischen  Hilfsmitteln  —  indem  er  vor  Allem  du 
Axiom  zu  Grunde  legt,  dass  der  Raum  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  sei  — 
nach,  dass  bei  gewissen  Forderungen,  über  die  Natur  des  BogenelemeDta, 
Über  die  freie  Beweglichkeit  einer  Linie  ohne  Äenderung  ihrer  Lfioge,  nad 
anderen f  ausser  der  Euklidischen  Geometrie  noch  ^wei  andere  möglieb 
seien,  yon  denen  die  eine  eben  die  Lobatschewski'sche  ist,  wShreiH! 
die  andere  mit  der  auf  der  KugeloberMche  zusammenfallt*  Die  Bi«« 
man  naschen  Beweise  sind  1870  von  Lipsehitz  geprüft  und  yervolktllodigt 
worden, 

von  Helmholtz  hat  weiter  in  einer  sehr  bekannt  gewordenes 
Arbeit  von  1868  versucht,  zu  den  Eie  mann 'sehen  Ergebnissen  zu  g«. 
langen,  indem  er  die  Hiem an n 'sehen  Axiome  durch  elementarere  nü 
anschaulichere  ersetzte,  vor  Allem  unter  Ausschluss  solcher  über  oneDd- 
lieh  benachbarte  Punkte* 

F*  Klein  wies  Lie  1869  darauf  hin,  dass  der  Eiemaun-Helm^ 
boltz'schen  Behandlung  der  Frage  ein  gruppen theoretisches  Problem  üu- 
plicite  zu  Grunde  liege.  Lie  hat  dann  1884  mit  seinen  Mittele  die  aa- 
geregte  Untersuchung  durchgeführt  und  dieselbe  in  zwei  Arbeiten  1886 ,] 
(ohne  Beweise)  und  vollständig  1890  veröffentlicht. 

Das  fragliche  Problem,  hier  schlechtweg  als  das  ;,  Rt  emann-Hel 
holtz'sche"  bezeicbnei,   wird    wörtlich  formulirt  (S.  397)   wie  folgt:   „Es 
sollen   solche  Eigenschaften    gefunden  werden,    die   sowohl    der  Seboar  der 
euklidischen,   als   den   beiden    Schaareu   von    nichteuklidiscben  Bewegung^ 
zukommen ,   und  durch  die  diese  drei  Schaaren  vor  allen  anderen  möglidien 
Sohaaren  von  Bewegungen  einer  Zablenmannigfaltigkeit  ausgezeichnet  sind.'* 

Unter  Schaaren  von  Bewegungen  sind  hier  allgemeine  Schaaren  vol 
Orts  Veränderungen  oder  Punkt-  Tranaformationen  im  Et,  zu  verstehen;  ^ 
es  indessen  naturgemäss  erscheint ^  davon  auszugehen,  dass  die  ZusammeSi 


1886, 
e!H 
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setzQDg  zweier  eigentlicber  BewegungeD  stets  wieder  eine  Bewegung  liefert, 
80  wird  das  Problem  gleich  im  Anfange  näher  dabin  präcisirt,  dass  unter 
einer  Schaar  von  Bewegungen  von  vornherein  eine  ^Gruppe**,  das  beisat 
eine  reelle^  continuirliche  Grnppe  von  paarweise  inversen  Punkt* Trans- 
formationen gemeint  sein  soll.  Wir  werden  uns  im  Wesentlichen  auf  den 
gewöhnlichen  Kaum,  den  Ej^  beschränken. 

Im  Uebrigen  sollen  die  gesuchten  charakteristischen  Eigenschaften  fQr 
die  Gruppen  der  drei  Bewegungen  in  engerem  Sinne  —  oder  kürzer:  ftir 
die  drei  „ürgrnppen**  —  geometrischer  und  zwar  möglichst  einfacher 
Natnr  sein, 

Dass  das  Riemann'sche  Axiom  des  Raumes  als  einer  Zahlenmannig- 
fältigkeit  hier  adoptirfe  ist,  ist  ja  selbstverständlich,  da  die  LieVbe  Gnippen- 
tbeorie  ein  rein  analytisches  Gebäude  ist. 

Auch  jetzt  ist  das  gestellte  Problem  noch  sehr  verschiedener  Lösungen 
fUhig,  je  nach  der  Auswahl  der  zu  treflTenden  Merkmale.  Lie  hat  wohl 
zuerst  betont,  dass  derartige  Merkmale  ftir  Bewegungen  in  zwei  wesent- 
lich getrennte  Klassen  zerfallen ,  je  nachdem  sie  sich  auf  die  infinitesimale 
Umgebung  eines  Punktes  beziehen ,  oder  aber  auf  endlich  von  einander 
entfernte  Punkte. 

Demgemäss  wird  die  Aufgabe  auch  doppelt  behandelt ,  so,  dass  einmal 
nur  Eigenschaften  der  ersten  Klasse,  das  andere  Mal  nur  solche  der  zweiten 
benutzt  werden,  und  zwar  jedesmal  ein  System  von  nicht  nur  binreichenden, 
sondern  auch  wirklich  noth wendigen  Eigenschaften  der  drei  Urgruppen. 

Das  erstere  Problem,  bei  dem  nur  unendlich  benacbl^arte  Punkte  in 
Betracht  kommen,  erweist  sich  als  das  leichtere* 

Es  wird  der  neue  Begriff  der  „freien  Beweglichkeit  Im  Infinitesimalen*' 
eingeführt:  bei  Festhaltung  eines  (reellen)  Punktes  P  und  eines  (reellen) 
durch  P  gebenden  Linienelementes  p  soll  noch  continuirliche  Bewegung  mug- 
lich  »ein,  hingegen  nicht  mehr^  wenn  ausserdem  noch  ein  durch  P  und  p 
gehendes  (reelles)  Flächenelement  ti  festgehalten  wird. 

Das  Hauptresnltat  lautet  dann,  dass  jede  Raumgruppe ,  welche  in 
einem  (reellen)  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im  In- 
finitesimalen besitzt,  vermöge  einer  (reellen)  Punkt -Transformation  stets  in 
eine  der  drei  Urgruppen  tlberführbar  ist. 

Der  Kernpunkt  des  Beweises  ist,  dass  man  die  Eigenschaften  der  frag^ 
liehen  Gruppen^  welche  offenbar  transitiv  und  sechsgliedrig  sind,  zurück- 
führt auf  die  der  dreigliedrigen  projectiven  Gruppe,  welche  die  (reetlenj 
Linienelemente  durch  P  transformirtt  wobei  ein  (imaginÄrer)  Kegel  von 
Linienelementen  ^^^  ^  ^^2^  _^_  ^^t^  ^  0 

invariant  bleibt  Alle  (reellen)  sechsgliedrigen  Gruppen  der  Art  sind  aber, 
nnch  einer  früheren  Rechnung,  gerade  unsere  drei  urgruppen. 
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Im  J7„(f»  >  3)  gestaltet  sieb  die  Sache  ganz  analog;  nur  in  der  EbeDe 
reicht  die  freie  Beweglichkeit  im  lafiiiitesimaieii  noch  nicht  hin  v^ 
Charakterisirong  der  drei  ürgnippen. 

Die  zweite  Lösting  des  ßie  mann -Hei  m  ho  Uz 'sehen  Problems  sollte 
nur  Merkmate  der  zweiten  Klasse  benöthigen,  also  solche  j  dte  sich  «nf 
endlich  entfernte  Punkte  beziehen. 

Dass  in  der  Tbat  zwischen  den  Merkmalen  beider  Klassen  ein  ti«f. 
gebender  Unterschied  herrscht,  wird  durch  eine  Reihe  auffälliger  £r. 
schein  nngen  illustrirt. 

So  folgt  z.  B.  aus  der  Annahme^  dass  bei  einer  (etc.  continuirlicbea) 
Gruppe  zwei  endlich  entfernte  Punkte  im  lin  stets  eine  and  nur  eine  In- 
Variante  besitzen  sollen ,  durchaus  noch  nicht  das  Gleiche  für  zwei  beDBch- 
harte  Punkte,  sondern  nur,  dass  solchen  mindestens  eine  Invariant« 
zukommt. 

Ferner  kann  dabei  (wie  auch  durch  ein  Beispiel  belegt  wird)  der  be- 
sondere Fall  eintreten,  dass  eben  diese  Invarianten  von  zwei  benacbbarten 
Punkten  alle  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  dx  sind.  Da  aber  der 
Ausdruck  fUr  das  Riemanu'scbe  Bogenalement  homogen  von  erster  Ord* 
nung  in  den  dx  ist,  so  kann  also  aus  der  Existenz  einer  Invahaote 
zweier  endlich  entfernter  Punkte,  oder,  wie  man  sagt,  einer  „Abstauds- 
f  uilction  %  durchaus  noch  nicht  mit  Sicherheit  auf  die  Existenz  eines  Bog«a. 
elementes  geschlossen  werden. 

Die  zweite  Lösung  des  Problems  verlangt  von  der  fraglichen  <,Griipp«* 
üur,  dass  sich^  nach  Feathaltung  eines  Punktes  P,  irgend  ein  anderer, 
endlich  von  P*  entfernter  Punkt  Q  noch  auf  einer,  nicht  durch  P  gehenden 
Fläche  (oder  doch  zum  Mindesten  auf  einem  irreducibeln  Theile  derselbea) 
völlig  frei  bewegen  können  6oU,  also  so,  dass  Q  in  jeden  anderen  Paoh 
der  Fläche  noch  continuirlich  überfübrbar  ist.  Dass  die  Fläche  nicht  durck 
P  hindurchgeben  soll,  verhütet,  dass  jemals  zwei  endlich  entfernte  Punkte 
in  zwei  benachbarte  übergehen. 

Eine   solche  Gruppe  G  erweist  sich  wiederum  als  transitiv,   und  twIM 
endlich  entfernte  Punkte  haben  bei  Ihr  eine  und  nur  eine  Invariante;  ferner^ 
ist  sie  als  reelle  Gruppe  primitiv ^  weiter  endlich  und  secbsgUedrig;  endlich 
werden   die  Linienelemente   durch   einen  Punkt  P  durch   eine  dreigliedrige 
Gruppe  g  transformirt. 

Aus  früheren  liechnungen  läsat  sich  dann  wiederum  entEebmeD;  diu 
die  einzig  möglichen  Gruppen  ff  die  drei  ürgruppen  sind. 

Der  Beweis  für  den  Raum  von  mehr  als  drei  Dimensionen  ist  eot- 
sprechend^  nur  bleibt  hier  immerhin  die  Möglichkeit  offen,  dass  die  analogen 
Axiome  noch  überflüssige  Bestand  theile  enthalten. 

Man  kann  nunmehr  auch  noch  verlangen,  dass  die  drei  ürgrnppea 
selber  durch  rein  gruppentheoretische  Merkmale  von  einander  geschiedea 
werden. 


eoensiouen. 


Dies  ist  in  der  That  ausführbar:  bescbränketi  wir  uns  wieder  auf  den 
gewöbulichen  Raum,  bo  euth&lt  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
eine  „invariante'*  (reelle)  Untergruppe»  die  beiden  anderen  Gruppen  nicht; 
andererseits  besitzen  die  letzteren  (reelle)  viergliedrlge  Untergruppen,  die 
im  Falle  der  Lobatschewski'schen  Geometrie  „integrabel*  sind,  im 
Falle  der  Riemann*ijchen  nicht. 

Die  Helmholtz 'sehen  Deductionen  werden  von  Lie  einer  eingehenden 
Kritik  unterzogen;  als  Haupteinwand  ist  an zuf (ihren,  das3  von  Helm- 
holtz Eigenschaften  endlich  entfernter  Punkte  auf  unendlich  benachbarte 
Punkte  übertragt,  was,  wie  schon  oben  betont,  nicht  ohne  Weiteres  zulössig  ist. 

Lie  hat  sich  damit  aber  nicht  begnügt,  sondern  hat  die  Helm- 
holtz*sche  Arbeit  —  Ühnlich ,  wie  Lipschitü  die  Hiemann'sche  — 
in  positiver  Richtung  ergänzt. 

Hält  man  nämlich  ausschliesslich  an  den  vlerHelmh ollz 'sehen  Axiomen 
fest,  und  versucht,  deren  Forderungen  gruppentheoretisch  zu  prÄcisiren, 
80  ergiebt  sich ,  dass  die*  drei  ersten  Axiome  bereits  gerade  hinreichen  zur 
Cbarakterisirung  der  drei  Urgruppen,  dass  also  dann  das  vierte,  das  so- 
genannte „Monodromie- Axiom**,  überflüssig  wird. 

Der  Lie 'sehe  Ansatz  besteht  darin,  dass  sich  ein  Theil  der  Helm- 
holtz'schen  Forderungen  mit  einer  bestimmten  gruppentheoretischen  Frage 
deckt.  Bezeichnet  man  nämlich  eine  Invariante,  welche  r  Punkte  des  ge- 
wöhnlichen Raumes  einer  Gruppe  gegenüber  besitzen  mögen,  dann  als 
„wesentlich**,  wenn  sie  sich  nicht  durch  Invarianten  von  weniger  als 
r  Punkten  ausdrücken  lässt,  so  besagt  die  fragliche  Form ixlirung,  dass  die 
drei  Urgruppen  jedenfalls  solche  sein  müssen,  für  die  je  zwei  Punkte  stets 
eine  einzige  Invariante^  mehr  als  2wei  Punkte  dagegen  keine  wesentliche 
Invariante  haben« 

Die  DurchführuDg  der  Aufgabe,  alle  derartigen  Gruppen  zu  ermitteln, 
fuhrt  auf  elf  Gruppentypen,  von  denen  aber  acht  nachträglich  in  Wegfall 
kommen,  da  sie  die  weiteren  Forderungen  der  drei  ersten  Helmhol  tauschen 
Axiome  nicht  befiiedigen. 

Gegen  die  durch  Riemann  und  Lipschitz  vertretene  Auffassung 
wird  im  Wesentlichen  nur  oingewaudt,  dass  Begriflfe,  wie  Bogenelement 
und  a  fortiori  Llinge  einer  Curve  nicht  elementar  genug  seien,  um  gerade 
bei  den  Grundlagen  der  Geometrie  als  Bausteine  verwendbar  zu  sein. 

Aehnlich  wird  allerdings  Mancher  auch  die  erste  Lösung  von  Herrn 
Lie  selber  ansehen,  denn  die  Vorstellung  unendlich  benachbarter  Punkte 
itt  schliesslich  ebenso  wenig  „elementar^,  das  heisst  in  diesem  Falle  so  viel 
als  anschaulich. 

Am  Schlüsse  seiner  Entwickelungen  wirft  Herr  Lie  selber  die  Frage 
anf,  welchen  Nutzen  dieselben  für  die  Gesammterkenntniss  der  Grundlagen 
der  Geometrie  gewähren.  Denn  das  letzte  Ziel  aller  derartigen  Bestrebungen 
doch  sein,  die  Geometrie  auf  einem  „vollen^  Systeme  möglichst  ein- 
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facber  geometriscber  Axiome  aufzubauen,  nämlicb  einem  BOlcben,  dai  itt 
dem  Zwecke  binreicbend  aei^  aber  auch  keine  fiberflüs&igen  Bestandthejle 
entbalte. 

Da  ist  denn  nun  die  Meinung  von  Herrn  Lie»  dass  seine  beidea 
Lösungen  des  Problems  je  ein  volles  Sjstem  von  Axiomen  involvireu,  mr 
dass  das  Axiom  von  der  Zablenm  au  n  ig  faltigkeit  des  Raumes  eben  kein  geo- 
metrisches (und  einfaches)  sei. 

Es  wUrde  sich  demnach  weiterbin  darum  handeln  müssen,  das  letzt- 
genannte Axiom  seinerseits  durch  ein  äquivalentes  Sjstem  elementar- 
geometrischer  Axiome  zu  ersetzen ,  das  zusammen  mit  den  übrigen  gruppea- 
theoretischen  Axiomen  ein  definitives  volles  Sjrstem  der  gewOnscbteo  Art 
lieferte. 

Einen  Weg  dazu  giebt  er  nicht  an,  erwähnt  auch  die  in  dieser  Rich- 
tung liegenden  verdienstvollen  Untersuchungen  Neuerer,  vor  Allem  yob 
F*  Klein,  mit  keinem  Woiie. 

Unseres  Eracbtens  müsste  man  zu  dem  Behufe  den  von  Lie  ein- 
geschlagenen Weg  consequent  rtickwärts  verfolgen  und  seine  Gruppentbeorie 
selbst,  wie  schon  oben  bei  dem  Beispiele  der  projectiven  Gruppen  der 
Ebene  bemerkt,  rein  geometrisch  au  begründen  versuchen. 

Die  gvössten  Schwierigkeiten  würden  hierbei  voraussichtlich  die  Vor- 
aussetzungen  machen,  welche  Herr  Li©  den  reellen  Gruppen  zu  Grunde 
legen  musste,  nämlich  über  die  Existenz  erster  und  zweiter  Diferentill* 
qaotienten  der  die  Grappe  darstellenden  Functionen. 

Eben  dieser  Umstand  macht  die  Lie'schen  Axiome  weit  weniger  einftch, 
als  es  auf  den  ersten  Blick  erscheint. 

Herr  Lie  übt  wiederholt  an  verscbiedenea  Fachgenossen  eine  sehr  sctii 
Kritik  vom  gruppen theoretischen  Standpunkte  aus.  Es  wttrde  dem  Referenl 
nicht  anstehen,  eine  Kritik  seinerseits  wieder  kritisiren  zu  wollen;  es  dirf 
denn  aber  wohl  doch  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  z.  B.  eine  Aeussercng 
(Vorrede  8,  XII)  wie  „das  Verdienst  der  damit  zusammenhängenden  Unter- 
suühungen  des  Herrn  F.  Klein  über  nichteuklidiscbe  Geometrie  lieg« 
wesentlich  darin,  dass  in  ihnen  die  Hesultate  seiner  Vorgänge  populurisirt 
würden",  auf  starken  Widerspruch  stossen  wird  und  muss. 

Das  letzte  Kapitel  bringt  eine  ßeihe  wertbvoller  Ergänzungen  zu  de& 
beiden  ersten  Bänden :  besonders  inatructiv  für  den  Leser  dürfte  eine  neue 
Hedaction  der  Beweise  für  die  grundlegenden  BHze  der  Theorie  sein,  welche  den 
begrifflichen  Kern  der  analytischen  Opemtionen  deutlich  hervortreten  Iftssi 

Möchten  diese  Zeilen  an  ihrem  Tbeile  zu  einer  unbefangenen  Würdignog 
der  Lie'scben  Schöpfung  beitragen. 

Die  selbstlose  Hingabe  des  Mitarbeiters»  Herrn  F*  Engel,  die  da& 
Gelingen  des  ganzen  Werkes  erst  ermöglichtet  ^^^  °^<^b  einmal  rühmeiiii 
hervorgehoben.  W.  Fn  Meyer. 


» 


Ld^OQS  de  TagT^gation  claksiqne  de  math^matiqueB  par  G.  KÖNias,  maltre 

de  conf^reDces  a  TEcole  Dormale  supi^rieare  et  (\  la  Sorboune,  pro- 
feBseur  reropla^ant  au  Coll<^ge  de  France.  Paris  1892*  A,  Hermann . 
In  4"  lith,  208  pag.  10  Frs. 

^ Vielleicht  ist  es  angemessen,  für  diejenigen  unter  unseren  Lesern» 
welche  mit  den  französischen  ünterrichtsverhitUnissen  nicht  vertraut  sind, 
hier  »a  erwähnen,  dass  die  „agr6gation  de  math^matiques*'  eine  Prüfung  ist, 
welche  denjenigen,  die  sie  bestehen^  die  Berechtigung  verleiht,  (Titutar*) 
Professoren  der  Mathematik  an  einem  staatlichen  Gymnasium  zu  werden. 
Diese  Prüfung  umfasst  verschiedene  Theile  von  recht  bedeutender  Art, 
unter  denen  auch  Lehrvorträge  auftreten,  die  vor  einer  staatlichen  Commission 
über  Themata  stattfinden,  welche  auf  den  Gy mnasialunterricht  Bezug  haben 
und  ein  Jahr  vorher  bekannt  gegeben  werden.  Diese  Themata  sind  in 
den  Lehrbüchern  gewöhnlich  Febr  unvollständig  behandelt  und  eben  das 
ist  einer  der  Gründe,  sie  zu  wählen:  sie  sind  natürlich  der  Gegenstand, 
mit  dem  sich  vorzugsweise  diejenigen  beschäftigen,  die,  wie  Herr  Königs, * 
damit  beauftragt  sind,  die  Candidaten  anzuleiten,  die  eich  zur  Prüfung 
vorbereiten.  Aus  dieser  Beschäftigung  ist  das  Buch  hervorgegangen,  das 
wir  besprechen."  (Aus  einer  Recension  des  Herrn  J,  Tanaery  im  ^ Bulletin 
des  sciences  mathematiques.*') 

Jedoch  ist  nicht  der  ganze  Band  diesen  Themen  gewidmet;  er  zerfällt 
vielmehr  in  zwei  Theile,  die  allerdings  äusserlich  nicht  von  einander  ge- 
schieden sind:  der  eine  (S.  5  — 108)  enthält  „einige  der  schwierigsten 
Themen«  die  fUr  die  Prüfung  des  Jahres  1892  anfgestellt  sind",  und  der 
zweite  (S.  108  —  208)  beschäftigt  sich  mit  den  anallagmatischen  Curven 
und  Flächen.  Der  Zweck  dieses  Theiles  ist  der,  ^die  Studirenden  mit 
einem  der  scht$nsten  Kapitel  der  Geometrie  bekannt  zu  machen  ^  welches 
ihnen  so  schwer  zugänglich  geworden  ist^  seitdem  das  Buch  des  Herrn 
Darboux  i»Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  a]g6bnques, 
et  sur  la  th6orie  des  Imaginaires*'  (1873)  vergriffen  ist.* 

Was  an  dem  ersten  Theile  besonders  angenehm  auffallt  und  die  Leetüre 
desselben  zu  einem  wahren  Genuss  macht,  ist  die  klare  Durchführung  aller 
dieser  an  sich  ja  einfacheren  Probleme^  der  echt  pädagogische  Geist,  der 
das  Ganze  durchweht,  der  alles  ÜnnÖthige  bei  Seite  lägst,  den  Gedanken 
aber|  der  ausgearbeitet  werden  soll,  bis  zu  seinen  letzten  Consequeuzen 
durchführt f  so  dass  Nichts  unklar  bleibt,  und  es  wäre  nur  zu  wünschen, 
daas  eine  ganze  Reihe  solcher  Themen  auch  bei  uns  in  ähnlichen  Muster- 
arbeiten erschienen;  es  könnte  das  nur  von  bestem  Einfluss  auf  die  Gediegen- 
heit der  Arbeiten  unserer  Candidaten  sein. 


•  Dom  Keferenten  ist  dieftee  Werk  leider  nicht  bekannt,  ao  dass  er  eine 
Vcrgleichütig  mit  demselben,  die  gewiss  recht  interessant  gewesen  wäre,  nicht 
durchföhren  kaon^ 


mM 


Die  einzelnen  Tbeile  sind : 

Schnitt  zweier  FlStcben  zweiten  Grades  in  dem  Falle^  iß 
welchem  dieser  Schnitt  zerfällt  Auf  der  einen  Fläche  werden  tji« 
Parameter  k  und  f*  der  geradlinigen  Erzeugenden  als  Variable  genönunen* 
jeder  Gleichung  zwischen  l  und  ^  entspricht  eine  Curve  auf  dieser  Fliehe, 
welche  vom  zweiten  Grade  in  X,  sowie  auch  in  ^  ist,  wenn  die  Carre 
durch  eine  zweite  Fläche  zweiten  Grades  ausgeschnitten  wird.  Jedem  raög. 
liehen  Falle  der  Zerlegung  dieijer  Gleichung  wird  die  geometriäche  Inter- 
pretation gegebeii*  --Ueber  die  metriachen  Eigenschaften  eines 
Büschels  von  Kegelschnitten»  —  Achsen  eines  ebenen  Schnittes 
einer  Fläche  zweiten  Grades,  Um  dieselben  zu  bestimmen,  wirf 
das  Maximum  und  das  Minimum  des  Quadrates  eines  Hadius  vector  h  dem 
Schnitte  gesucht,  mit  seinem  Mittelpunkte  als  Anfangspunkt.  (Der  pam- 
bolieche  Schnitt  ergiebt  sich  als  Grenzfall.)  —  Die  FlJtchen  zweiten 
Grades  in  Ebene ncoordinaten.  —  üeberdie  Zahlen  e  nnd  i. 
Dieser  einzige  rein  analytische  Aufsatz  hat  Herrn  Tann  er  j  zum  Ver- 
fasser« In  demselben  ist  der  Beweis  der  Transcendenz  beider  Grössen  nach 
den  Arbeiten  von  Hermite,  Lindemann,  Weierstrasa  und  Molk 
geliefert  nnd  eine  aus  diesen  Beweisen  hervorgehende  Bestimmung  beider 
Grössen  gegeben.  —  Von  den  Kugeln,  welche  vier  gegebene  Ebeneo 
berühren*  —  Von  den  KugelUi  welche  vier  gegebene  Kugeln 
berühren.  Es  wird  diese  Aufgabe  als  Verallgemeinerung  der  vorheN 
gehenden  behandelt  und  dabei  die  Gergonne'scbe  Lösung  noch  vervoU- 
stfindigt.  —  üeber  die  Gleichung  in  l.  Mit  l  ist  hier  der  variaU» 
Parameter  eines  Kegelschnittbüscbels  bezeichnet,  so  dass  /*+ A^  =^  0 
Gleichung  desselben  ist,  wenn  f^^O  und  ^—0  zwei  Kegelschnitte 
Büschels  sind.  Die  behandelte  Gleichung  ist  diejenige  dritten  6i 
deren  erstes  Glied  die  Discriminaute  der  Form  f  +  lg  ist 

Damit  endet  der  erste  Tbeil^  in  welchem  am  Schlüsse  vieler  Aaff 
noch  auf  die  Literatur  hingewiesen  ist,  die  dabei  nachgelesen  werden  ki 

Im    zweiten    Tbeile    werden    nach    einer    Einlei tnng    über    Inveri 
und    Systeme    von    Kugeln    im  Räume    die   anallagmatischen    FlächcQ 
Curven  als  sich  selbst  inverse  Flächen  bez.  Curven  behandelt,  die  am 
ra ansehen  Flächen  besonders  als  die  Enveloppen  einer  Kugelschaar,  diel 
einer  gegebenen  Kugel  orthogonal  sind.    Je  nachdem  die  Kugeln  von  eii 
oder   von  zwei  Parametern  abhängig  sind,  beschreibt  der  Mittelpunkt 
selben    ein    Curve    oder    eine    Fläche.      Die   anallagmatischen    Flächen 
ersten   Art    werden   von  jeder   Kugel    in   einer   kreisförmigen  KrUmmui 
linie  berührt  und  ihre  Rückkehr  kanten  (nach  der  erweiterten  Deünition 
Herrn    Darboux)    sind    die    allgemeinsten    anallagmatischen    Curven. 
Flächen    der  zweiten  Art   werden  von  den  Kugeln  nur  in  je  zwei  Fun! 
berührt,    —    Unter   den   anallagmatischen  Curven    beanspruchen   diejenigen 
ein  erhöhtes  Interesse  ^  bei  welchen  die  erzeugende  Scbaar  von  Kugeln  sich 


auf  eine  reducirt.  Wir  erhalten  dadurch  die  sphärischen  anallagmatischen 
CuTven,  die  durch  stereographiscbe  Projection  in  ebene  übergehen. 

Kach  einigen  Bemerkungen  über  die  Anwendung  der  Inversion  auf 
die  Systeme  von  Kugein  beschränkt  sich  der  Herr  Verfasser  auf  den  Fall, 
daaa  die  Systeme  von  Kugeln  bez.  von  Kreisen  vom  zweiten  Grade  sind, 
also  auf  diejenigen  Enveloppen,  die  cyklische  Flächen  bez,  Curven  genannt 
werden.  Die  cyklischen  Curven  auf  der  Engel  und  in  der  Ebene  theilt  er 
in  drei  Arten  ein,  je  nachdem  sie  keinen  Doppelpunkt,  einen  Doppelpunkt 
mit  verschiedenen  Tangenten  oder  einen  RUckkehrpunkt  besitzen.  Die 
Eigenschaften  dieser  Cnrven ,  besonders  auch  die  Focaleigenscbaften »  werden 
geometrisch  abgeleitet  und  die  Gleichungen  vierten  und  dritten  Grades  dis- 
cutirtt  welche  sie  darstellen. 

Den  ScMuss  bildet  die  Behandlung  der  cycliscben  Flächen,  der  Cykliden 
tm  allgemeineren  Sinne,  bei  welchen  der  Mittelpaukt  der  erzeugenden  Kugel 
eine  Curve  bez,  eine  Fläche  zweiten  Grades  beschreibf ;  die  Bearbeitung  ist 
eine  eingehende,  docb  muss  wegen  der  grossen  Zahl  der  verschiedenen 
Fälle  auf  die  auch  in  diesem  Theile  sehr  klar  und  anschaulich  geschriebene 
Originalabhandlnng  verwiesen  werden,  Di-^  Willgrod, 


IBie  Kegelfocalen,     Von    Prof,  Dr,  G.  Huber.     Bern  1893.     Buchdruckerei 
Karl  Stämpfii  und  Cie,    56  Quartseiten,    Mit  einer  Figurentafel. 
Es  seien  a^  b^  c  drei  positive  Zahlen,  a  ]>  &,  und 
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die  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  ^  in  gewöhnlichen  Coordinaten. 
Kegelfocale  nennt  der  Verfasser  den  Brennpunktsort  0  der  Curven,  nach 
welchen  S  gescbnitten  wird  durch  die  Ebenen  eines  Büschels^  dessen  Kante  K 
auf  der  Hauptebene  (a,  c]  des  Kegels  senkrecht  steht  (in  einem  Funkte  0). 
Die  zum  Tbeil  auch  imaginären  und  räumlichen  Curven,  welche  das 
Analogon  bei  den  Hauptebenen  {ah)  und  (hc)  bilden  würden,  werden  nicht 
erwähnt.  Die  Focalen  sind  Curven  vierter  Ordnung  in  der  Ebene  {ac\ 
Ihre  Gleichung  hängt  ausser  von  a,  h^  c  noch  von  den  Parametern  j?,  s 
ab,  den  cartesiachen  Coordinaten  des  Punktes  0,  gemessen  resp.  anf  den 
Achsen  (c)  und  (a)  als  Coordinatenachsen,  Wegen  Symmetrie  genügt  die 
Djftcussion  positiver  Werthe  p,  s.  Die  Kegelerzeagenden  /"j,  f^  in  der 
Ebene  (ac)  („Focalerzeugende'')  sind  Asymptoten  aller  doppelt  unendlich  viel 
Poesien.  Berühren  sich  K  und  fi  in  einem  Punkte  von  /",  (oder  f^),  so  zerfitllt 
C  io/i  (oder /|)  und  eine  „Berübrungsfocale'^  dritter  Ordnung  mit  Oval.  ^  =  0 
glebt  die  Schaar  der  zur  Achse  (c)  symmetrischen  „Achsen focalen*, 
p  er  0  die  zur  Achse  (a)  symmetrischen  „Scheitelfocalen**,  $  ^  od  und 
p  Ä  00  geben  Schaaren  von  Geradenpaaren,  0  ist  Doppelpunkt  der  Curve; 
und  zwar   verwandelt  sich    derselbe  aus  einem  isolirten  über  einen  Selbst- 


■^B. 


lietoriscb  *  literariecbe  AbtbeÜa 


berübif'*  in  einen  Knotenpunkt  und  weiter  über  einen  Htickkehr-  in  einen 

isolirten  Punkt,  weon  s*  voö  oo  über  — ^  und  weiter  über  ^* -j-^—^  gagen 

0  abnimmt  Der  Kegdscbeitel  iS  ist  stets  Knotenpunkt  der  Focalen  vierter 
Ordnung;  die  ßertihrungeifocalen  berühren  gich  in  ^;  alle  Acbsenfocalen  baben 
in  S  das  ntimlicbe  Paar  Tangenten.  Die  Focallinien  des  Kegels  tangtren  alle  0, 
umhüllen  die  Systeme  p  =  const.  und  $  =  const^  ihre  von  der  Achse  (c) 
durchzogenen  Winkel  sind  von  Zweigen  der  Focalen  unbetreten.  Das  Ge* 
fichiccbt  der  Focalen  ist  l ,  die  Coordinaten  ihrer  Funkte  sind  also  durch 
eliiptiBcbe  Fnnetionen  eines  Parameters  u  darstellbar: 


^=snu 


j^ssnu  —  a^pcnu-j-ayb^  +  c^ipsnu—scn  f*)4iiii 


c^ssnu  —a^p€nu  +  al/b*  +  (^ipsnu  —  scnu)dnn 

[Coordinaten  -  Anfang  0,  X  parallel  der  Achse  (a),   T  der  Achse  (c)].    Die 

auf  einer  Geraden  —  —  cofff  amu  ausser  0  liegenden  Curvenpunkte  heissen 

„conjugirt".  Die  Mitten  ihrer  Verbindungsstrecken  liegen  auf  einer  Hyperbel 
bei  den  Focalen  trierter,  auf  einer  Geraden  bei  denen  dritter  Ordnung, 
Bpecialtsirungen  werden  ftir  die  Cjlinder focalen  unter  Ankündigung  einer 
Dissertation  von  F.  Stähli  am  Schlüsse  des  Kapitels  I  angedeutet,  für  die 
Kreiskegelfocalen  in  Kapitel  II  ausgeführt.  Für  diese  ist  b  =  a  und  er- 
scheint ein  dritter  Knotenpunkt  Ä  im  Schnitt  der  Achse  {c)  mit  ihrer 
durch  K  gehenden  Normalebene;  das  Geschlecht  wird  0,  „rationale^  Dar- 
stellung möglich: 

(r*5  —  a^p  igq>)  +  a'fn(p^sigq>)  sin  q> 
X  = 5 zT-z » 


y  = 


{c^s  —  a^p  ig  q>)  +  a^m{p  —  stgq>)sinq> 
c*  —  o*  tg^  (p 


fg<Pt 


oder: 


y  = 


-  {c^sX^  +  2ap{am  +  a)k  +  siam  +  aY\  ( 1  -  A^) 

[cn'-{afn  +  ay]{]+k^) 
"  2|c^5;i^  +  2ap{am  +  a)k  +  s(am  +  aY]  k 
p72^  ^am  +  ay]  ( 1  +  X') 
(-  oo<  A  <  +oo). 

Die  Focalen  gehen  durch  die  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen, 
die  zugehörigen  Tangenten  durch  0,     Eine  Gerade  durch  0  schneidet  noch 


*  Zwischen  einer  Geraden  und  einer  Curve  dritter  Ordnung. 


"X 


»censionen. 


Curvenpuiikte  büb,  für  deren  Paratoeter  A,  A^^—  1  ist;  analog  ist  beim 
Doppelpunkt  S  giltig: 


Aj  Ag 


_  f  }/a*+e^  +  a  \^ 


Der  Ort  der  Berührpunkte  der  von  Ä  an  die  Ereifikegelfocalen  gehenden 
Tangenten  ist  sechster  Ordnung  und  wird  discutirt« 

Die  folgenden  Abschnitte;  Wendeputiktsgleichaug,  Wendekegelschnitt, 
Doppeltangenten  und  Doppel tangentenkegelschnitt  bei  Kreiskegelfocalen 
stellen  eine  Anwendung  der  ¥on  Brill  (Math.  Ann.  Bd.  12)  gegebenen  all- 
gemeinen  Formeln  für  rationale  Curven  vierter  Ordnung  dar.  Die  Wende- 
punk tsgleiebung  sechsten  Grades  ist  nur  für  specielle  Fälle  bequem  zu 
discutiren.  Die  reellen  Wendepunkte  liegen  bei  Achsen-  und  Berühr- 
focalen  für  s  —  const^  bei  Scbeitelfocalen  für  p^const  anf  geraden  Linien; 
der  Wendekegelschnitt  kann  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel  sein,  für  Achsen- 
focalen  wird  er  eine  Hyperbel  |  welche  die  Cnrve  in  zwei  reellen  Punkten 
schneidet,  für  Scbeitelfocalen  ein  Kreis,  dessen  Radius  von  s  allein  abhängt. 
Allgemein  hat  die  Kreiskegelfocale  zwei,  einen^  keinen  reellen  Wendepunkt, 
je  nachdem  Je  den  Kegel  schneidet,  berührt  oder  gar  nicht  trifft.  Reelle 
Doppeltangenten  sind  nicht  vorhanden,  abgesehen  davon,  dass  Achsen-  und 
Scbeitelfocalen  einen  Selbstberührpunkt  besitzen,  dessen  Tangente  senkrecht 
zur  Achse  (e)  steht  oder  mit  ihr  zusammenfällt.  Die  Mittelpunkte  der 
Doppeltangenten -Kegelschnitte  für  ein  System  p  ^^  const  oder  $  ^  consi 
liegen  auf  einer  Curve  fünfter  Ordnung,  welch©  diacutirt  wird. 

Kapitel  III  bringt  Specialisirungen  des  vorhergebenden  auf  den  Kreis- 
cyUnder.  Wir  erwähnen  nur,  dass  als  ßertthrnngsfocale  die  Stropholde 
oder  logocyklische  Curve  von  Boot h  auftritt.  Capitel  IT  giebt  eine  directe 
Darstellung  der  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kreiskegelfocale  durch 
rationale  Functionen  eines  Parameters^  Kapitel  V  die  verbältnissmässig  ein- 
fache Quadratur  der  Schleife  bei  Berührungs-  und  Achsenfocale. 

Dies  im  Grossen  und  Ganzen  der  Inhalt  der  Broschüre,  welche 
StudirendeO;  die  in  Ermangelung  eines  eigenthümlichen  Gedankens  die 
DiflCttasion  einer  algebraischen  Curve  oder  eines  Systems  solcher  Curven 
als  Arbeit  sieh  vornehmen  wollen,  zum  Muster  dienen  kann. 

Im  Interesse  der  Aufstellung  einer  unzweideutigen  Terminologie  möchten 
wir  darauf  hinweisen ,  dass  in  dem  ersten  Satze  der  Abhandlung  drei  verschie- 
dene Bedeutungen  des  Wortes  Achse  durcheinander  spielen:  Achsengerade, 
positiver  Achsenparameter,  Hauptachse.  Die  positiven  Grössen  a,  b,  c  beim 
Kegel  und  entsprechend  überhaupt  bei  Flöcben  zweiter  Ordnung,  welche  sicher 

eigene  Wortbezeicbnung  verdienen  ,  scheinen  dieselbe,  nach  verschiedenen 

gebrtiuchlicbsten  Lebrbüch<fr  zu  schliessen,  noch  nicht  gefunden  zu  haben. 

„Längen''  der  Achsen  und  Halbachsen  kann  man  glattweg  doch  nur  beim 
Ellipsoid  sprechen.  Vielleicht  findet  der  oben  gebrauchte  Ausdruck  „positiver 
Acbsenparameter^  Anklang;  von  den  Kegelachsen  die  eine  als  Hauptachse,  die 
anderen  aU  Nebenachsen  zu  bezeichnen,  liegt  ungemein  nahe.       H,  Brunn. 

lütt  •  Ui  AbUi  tl  Zoittckr  r,  Math.  u.  Fhj«.  40.  Jfthrg.  18»5,  1.  H«fi  21 
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Historiscli-literariscbe  AbtbeOuog. 


La  g^ni<§trogTaphie  oe  Tart  des  oonstrnctions  g^am^trlques  pa?  Emili 
Lbmqinb.  Paria  1893,  Gautbier- Viüars. 
In  den  geometriacben  üntersucbungen  unserer  Tage  wird  das  geo- 
metriscbe  Ding  an  eich  oft  mit  Formeln  zugedeckt  oder  aus  dem  dreidimeo- 
sionalen  Eaume  binausprojicirt.  Bei  dfeeer  Art  der  }ietracbtung  ist  es  eine 
überflüssige  Aufgabe  für  die  Wertbung  von  geometrischen  Conatructionen 
einen  Maassstab  zu  schalen.  Wer  aber  gezwungen  ist,  nicht  nur  mit  deis 
Munde  zu  (K^natruiren ,  sondern  seine  geometrischen  Gedanken  mit  dm 
Stifte  zu  fixiren,  der  wird  die  Lösung  dieser  Aufgabe  freudig  begrtBeen* 
Ein  VerßBch  dazu  liegt  in  einem  Büchlein  tob  E.  Lemoine  yor,  welcbw 
nGöomötrographie**  betitelt  ist. 

Der  Verfasser  Msst  alle  Constractionen  durch  folgende  f^f  Gmod- 
Operationen  entstehen: 

P»  Man  legt  das  Lineal  bei  einem  Pankte  an.    Op.  (-Hj). 

2^.  Man  zieht  eine  gerade  Linie.    Op.  (iZ^). 

3^.  Man  setzt  eine  Zirkelspitze  auf  einen  bestimmten  Punkt  Op.{t 

4^.  Man  setzt  eine  Zirkelspitze  auf  irgend  einen  Funkt  einer  ] 

b^\  Man  beschreibt  einen  Kreis.    Op.  (Cj). 
Jede    Construction   kann   durch  WiederliolungeE   der  Gmndoperatifii 
ausgeführt  werden.    Die  Gesammtheit  der  Operationen  wird  durch  die  Fon 

bestimmt  h^i  +  h^2  +  %<^i  +  m,C,+m,C, 

Aus  dieser  Formel  werden  zwei  Coefficienten  zur  Beurtheilung  der  Coa- 
structionen  abgeleitet*  Der  eine  ist  ?|  +  2^  +  iM|  +  wt^  + 1%  und  beisat  ik 
Einfachheit  (5»  simplicit^)  der  Construction.  Der  andere  Coefficient  ist 
h  ~^  ^h  ~^  ***«  ^^^  "^^^^  Genauigkeit  {Ej  exactitude)  genannt  2,  giebt  die 
Anzahl  der  gezogenen  Geraden,  m^  die  Anzahl  der  Kreise  oder  Kreli- 
bogen  an. 

Der  Verfasser  wendet  diese  Grundsätze  auf  eine  Reibe  Ton  Aufgaben 
der  Elementargeometrie  an  und  gelangt  zu  dem  überraschenden  Result&be, 
dass  viele  als  „klassisch''  geltende  Constructionen  weit  davon  entfernt  fliod 
die  einfachsten  zu  sein.  Der  Grand  dieser  Erscheinung  liegt  meistens  darin, 
dass  der  Geometer  die  Aufgaben  mit  dem  geringsten  Aufwände  vos  6ft* 
danken  und  Worten  zu  lösen  sucht»  während  der  Constructeur  die  Loüang 
vomeht,  welche  die  kleinste  Zahl  von  Linien  fordert  Es  ist  nicht  leicht, 
beiden  Gesichtspunkten  gleichzeitig  gerecht  zu  werden.  Aber  es  ist  sehon 
viel  erreicht t  wenn  der  tbeoreti sirende  Geometer  die  Bedürfnisse  dea  Coo* 
structeurs  zu  berücksichtigen  sucht  and  bedenkt,  dass  fär  Viele  die  Geometrie 
eigentlich  doch  nur  um  des  Construirens  willen  da  ist 

Lemoine  deutet  seihst  an,  dass  die  von  ihm  aufgestellten  Grond- 
stttze  für  die  darstellende  Geometrie  und  die  graphische  Statik  noA 
einiger  Erweiterungen  bedürfen,  welche  sich  auf  das  Zeichnen  mit  Winkeb 
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beziehen.  Dann  aber  wäre  ein  Maassstab  gescbaüen,  nach  dem  Ldäungen 
derselben  Aufgabe  auf  ihre  constructive  Einfachheit  bin  verglichen  werden 
können. 

Es  wird  nicht  an  Einwendungen  gegen  die  Grundsätze  von  Lemoine 
fehlen  und  besonders  die  vollständige  Gleichstellung  des  Kreises  mit  der 
Geraden  eiTegt  Hedenken  theoretischer  Art.  Aber  abgesehen  davon  wird 
jeder  Geometer  das  Büchlein  mit  Freude  und  Nutzen  lesen  und  vielleicht 
dadurch  veranlasst  werden,  von  seinen  Constrnctionen  einige  Linien  ab- 
zuschneiden. Er  wird  sich  dadurch  den  Dank  aller  Derer  erwerben,  welche 
diese  Linien  wirklich  zeichnen  mUssten,  X)r.  Betel« 


An  elementary  treatise  on  Fonrier'B  series  and  sptierlcal,  cylindrical 
and  eilipsoidal  harmonicB  with  applieationB  to  prohlems  in  mathe- 
matical  physics»  by  William  Elwood  Byebly  (Harvard  Univeraity), 
Boston  1893.    Ginn  &  Comp,    8^    287  p. 

Das  in  der  Ueherschrift  genannte  Werk  gehört  einer  namentlich  in 
England  und  Amerika  cultivirten  Ricbtung  an,  welche  vornehmlich  auf  die 
Technik  des  Rechnens  und  auf  die  leichte  Verwendbarkeit  mathematischer 
Entwickelungen  zur  Lösung  von  Aufgaben  Gewicht  legt,  während  ein  tiefer 
gehendes  Erfassen  der  behandelten  Gegenstände,  zumal  im  Sinne  der 
modernen  Functionentheorie ,  durchaus  zurücktritt,  Es  zeigt  sich  dies  ein* 
mal  darin,  dass  der  Herr  Verfasser  gegen  die  neue  zum  grossen  Tlieil  mit 
geometrischen  Anscbanungen  arbeitende  Theorie  der  linearen  Difi'erential- 
gleiohnngen  zweiter  Ordnung  in  keiner  Weise  Stellung  nimmt »  und  dass 
er  andererseits  (in  Ansehung  der  älteren  Theorie)  Convergenzbetrachtungen 
gar  zu  sehr  in  den  Hintergrnnd  zurückdrängt.  Der  Hauptinhalt  des  Buches 
besteht  vielmehr  in  der  formal  analytischen  Behandlung  von  Reihen-  und 
Integral -Darstellungen  der  in  der  üeberschrift  angedeuteten  Functionen,  die 
tbeila  direct  durch  ihre  analytischen  Ausdrucksformen,  theils  mittelbar  als 
Integrale  wohlbekannter  Differentialgleichungen  eingeführt  werden.  Die 
letzteren  anlangend,  so  handelt  es  sich  um  die  Differentialgleiobungen  der 
Patentialtbeorie ,  der  Wärraeleitungi  der  schwingenden  Saiten  u.  8.  w.;  doch 
giebt  der  Herr  Verfasser  jeweils  nur  die  physikalische  Bedeutung  der  ein- 
zelnen Differentialgleichung  an^  ohne  auf  deren  Entwicklung  einzugeben. 
Betreffs  der  Stoffanordnung  bringt  es  eine  geringe  Erschwening  mit  sich, 
^aaa   in  dem   einleitenden  Kapitel  bereits  mehrere  Untersuchungen  gegeben 

rerden ,  welche  zweckmässiger  vielleicht  erst  bei  den  späteren  Ausführungen 

gebracht  wären  {  besonders  macht  sich  dieser  umstand  bei  der  Behandlung 

der  Kugelfunctionen   geltend.     Bezugnahme   auf  die   Originalliteratur  wird 

lim  Verlaufe  des  Textes  fast  überall  vermieden ;  doch  muss  es  als  besonders 

rerihvoll  hervorgehoben  werden,  dass  im  letzten  Kapitel  eine  von  Herrn 
Dr.  M.  06cher  (Harvard - University)   verfasste  historische  Skizze  über  die 
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im  Baehe  bebandelteii  QegeziBtiode  beigegeben  ist  Tm  üebrigen  ist  sebr 
anzuerkennen»   dass   die  pbjsiVali sehen  Anwendungen  jederieit  durcb  Abb- 

fülming  zablmclier  Eiozelbeispiela  noch  weiter  erläutert  werden.  Döcb 
istj  bienrnn  abgesehen ,  eine  Äufoahine  des  in  Bede  stehenden  Werkes  bei 
dexa  detitscheo  matbematigcben  Pnbllknm  wobl  Bchon  deshalb  weniger 
empfebleniwerth^  weil  wir  ii  den  Vorleinngen  Eietnann's  über  partielle 
Dif erentiaTgleicbungen ,  in  den  Jen  igen  F.  Nenmano's  über  die  Theorie  des 
Potentials  und  der  Kagelfuncüoiien,  vor  allem  in  H  eine's  Kugel* 
functionen  n.  9.  w.  Werke  besitzen,  welche  die  nämlieben  Gegenstände  in  einer 
?ielieitigere  Anforderungen  befriedigenden  Weise  behandeln. 

Im  Einzelnen  ist  die  Stoffanordnuug  die  folgende.  Im  einleitenden 
Kapitel  I  werden  einige  Ad  gaben  über  Integration  der  DifferenUalgleichungen, 
speciell  der  linearen  homogenen,  entwickelt  und  besoudtrre  Aosfüliruzigen 
über  Integration  durch  Reiben  gegeben.  Hieran  eehliesst  sieb  gleich  die 
Behandlung  eines  besondereo  Problems  aug  der  Wärmeleitung  xnr  Ein* 
ftlbrung  der  Fourier 'sehen  Btnhen,  eowie  die  Behandlung  einer  besonderen 
Potentialfunetion  zur  Einführung  der  gewöhn  11  eben  Kugelfuoctionen  Pm(^), 
Qm{^)  (Burface  Zonal  Harmonica)  und  endlich  die  Besprechung  der 
achwingeuden  kreisförmigen  Platten  zur  Einführung  der  ßes  sergeben 
Fuuctiouen  (Cjlindrical  Harmonica).  Ea  folgen  weitere  allgemeine  £r^ 
drterungen  2ur  Integration  der  linearen  DiSerentlalgleiehnngen. 

Im  zweiten  und  dritten  Kapitel  sind  die  Fonrier 'sehen  Reihen  be- 
bandelt; doch  werden  in  Betreff  der  Convergenz  derselben  im  Wesentlichen 
nur  einige  Resultate  ohne  Ableitung  angegeben.  Bemerkenswerth  ist,  dass 
in  Einzelbeispielen  das  Zustandekommen  des  Summenwerthes  durch  wirk- 
liches Zusammenfügen  der  einzelnen  Sinuscurven  geometrisch  erläutert  wird. 

Kapitel  IV  bringt  zahlreiche  Anwendungen  der  Fourier  'sehen  Reihen 
auf  Probleme  der  Physik,  und  zwar  vor  Allem  auf  das  Problem  der 
Wärmeleitung;  es  wird  ferner  das  Problem  der  Strömung  der  Elektricität 
in  einer  unendlichen  Ebene  und  die  Vibration  quadratischer  Platten  be- 
handelt 

Das  fünfte  Kapitel  ist  den  Kugelf unctionen  erster  und  zweiter  Art 
Pm{x)  und  Qm{x)  (Zonal  Harmonics)  gewidmet,  die  gleich  in  der  ersten 
Hälfte  des  Kapitels  wieder  zu  einer  Reibe  physikalischer  Anwendungen 
benützt  werden.  Es  folgen  einige  elegante  analytische  Ausführungen  über 
Kugelfunctionen ,  welche  im  Wesentlichen  die  bekannte  Darstellung  gegebener 
Functionen  in  Reihen  nach  Kugelfunctionen  zum  Ziele  haben. 

In  entsprechender  Weise  behandeln  die  drei  folgenden  Kapitel  die 
allgemeinen  La  place 'sehen  Kugelfunctionen  (Spherical  Harmonics),  die 
B es  sei 'sehen  Functionen  und  endlich  die  L  am  6 'sehen  Functionen 
(Ellipsoidal  Harmonics).  In  einem  Anhange  sind  Tafeln  über  die  numerischen 
Werthe  der  mehrfach  genannten  Functionen  beigefügt.  ^   Friokb 


Uniplanar  Algebra  ^  beiDg  pari  I  of  the  propaedeutio  to  tbe  bigber  mathe- 

■  matical     analysia,     by     Irving     Strinqham    (üniversHy    of    Cali- 

I  fomia)*     SaD  FraDcisco  1893«    Berkeley  press.    8^.    141   p. 

r        Daa  yorliegende  Blieb  bat  einen  ausgesprocben  didactiseben  Cbarakier 

und    ist    aus  Vorlesungen    hervorgegangen ,    welcbe    Herr   Stringbam  an 

der  üniversity    of  California   zur  Einfilbrung  in  da«  höhere  mathematiecbe 

Studium    gehalten    hat     Es    ist    das    auch    in    England    stark    verbreitete 

Studium  des  Euklid ^  welches  hier  nach  Denkweise,   Methodik  und  Farm 

der    Darstellung    von    bestimmenden  Einfltiss   war.     Scharfe   logische  Fun* 

dirung  und  präcise  Abgrenzung  des  dargebotenen  Stoffes  zeichnen  die  Dar- 

Stellung   aus«     Uebrigens    ist    von    geometrischer   Denkweise    ausgedehnter 

Gebrauch  gemacht ,  und  das  Buch  schliesst  sieb  in  seiner  ganzen  Eigenart 

den  bekannten  englischen  Elementarbüchern   ^Sy Ilabus  of  Plane  Geometrie** 

und  „Text -Book  of  EucHd'a  Elements*^  an. 

Etwas  apart  ist  die  Stri  ngb  am'sche  Definition  ^^einer*'  Algebra, 
Ein  bei  gewissen  wohldefinirten  Operationen  sich  immer  wiedererzeugendes 
System  von  Zahlen,  das  man  in  Verallgemeinerung  einer  bekannten  Sprech- 
weise einen  Zahlenkörper  nennen  wtlrde,  bezeichnet  der  Herr  Verfasser  als 
eine  |,Gruppe"  und  fährt  dann  fort  „such  a  group  is  an  algebra^  obwohl 
unter  den  anzuwendenden  Operationen  auch  Logarithmirung  und  Ex* 
ponentiation  sich  finden. 

Die  Darstellung  beginnt  mit  Euklid^s  Lehre  von  den  Proportionen, 
entwickelt  sodann  die  Regeln  der  algebraischen  Grundoperationen»  die 
Eigenschaften  der  Logarithmen  ^  Exponentialfunctionen,  der  goniome  tri  sehen 
und  hyperbolischen  Functionen.  Es  folgt  die  Erweiterung  der  bisherigen 
Entwickelungen  auf  compleie  Grössen,  und  es  igt  endlicb  ein  Kapitel  über 
conforme  Abbildung,  sowie  eines  tlber  den  Fundamen talsatz  der  Algebra 
gegeben. r^  Fricke. 

üie  niehteuklidische  Oeometrie  vom  Altertlmm  bis  zur  Gegenwart.  Eine 
historisch  -  kritische  Studie  von  Dr.  A.  Karägiaknide8.  Berlin  1893. 
In  Kommission  bei  Mayer  <fe  Maller. 

I  In  dem  ersten  Abschnitte  des  Werkes  werden  diejenigen  Mathematiker 
des  Altertbums  besprochen,  welcbe  sich  mit  der  Begründung  des  Parallelen- 
axioms beschäftigten.  Den  Gegenstand  des  zweiten  Abschnittes  bilden 
die  Untersuchungen  von  Gauss,  Lobatchefsky  und  RiemanUf  während 
der  dritte  sich  mit  den  Arbeiten  der  Herren  Helmholtz,  Klein  und 
Foincar6  beschäftigt.  Eine  eigentliche  Geschichte  der  nichteuklidiscben 
Geometrie  ist  das  vorliegende  Werk  nicht,  d^  dasselbe  nicht  ein  Gesammt- 
bild  des  Schaffens  der  in  demselben  bebandelten  Autoren  bietet  Der 
Werth  desselben  besteht  vielmehr  in  der  scharfen  und  treffenden  Kritik, 
die    es    der   nichteuklidischen  Geometrie   zu  Tbeil    werden    lässt.     Um  den 

■Btandponkt  des  Verfassers  zu  charakterisiren  und  zugleich  eine  Probe  seines 
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eigeütbUtuHchen  bilderreiebeti  Stjfb  za  geben  ^  üleQ  hier  einige  Siellen  ans 
der  Eecapitulation  angefElhrt: 

1*  Es  giebt  nur  einen  einzigen  E&um^  in  welchem  alle  Menseben  leben 

und  denken,  und  in  welcbem  eine  Klassa  von  Matbematikern  nach  eigenem 
Gesehmack  und  eigener  Willkdr  ibre  begonderon  Räume  consiruirt  bat  und 
construirt  —  Das»  es  mehrfach  ausj^edebute  Mannigfaltigkeiten  giebt, 
bestreitet  Niemand;  der  Baum  aber  hat  drei  Dimensionen, 

2.  Diejenigen  Mathematiker,  walebe  einen  Eaum  durch  reine  Zahlen 
conatruiren,  gleichen  denjenigen  Menschen,  welche  ihr  MiUionenYermögen 
im  Traume  construiren.  —  Die  beiden  Gebiete  Arithmetik  und  Geometrie 
helfen  sieb  einander,  aber  nie  erzeugt  das  eine  Gebiet  das  andere,  oder 
ersetzt  es  tdüs tändig.  Wir  operiren  in  der  analytischen  Geometrie  t,  B. 
mit  Oleichangenp  aber  wir  dUrfen  nicht  vergessen,  dass  wir  i^ugleicb  Co- 
ordinaien  gebrauchen  j  und  diese  Coordinaten  mEIssen  wir  erst  haben. 

3.  Diejenigen  Geometeri  welche  die  Definition  der  Parallelengmdenf 
des  fünfte  Postulat  und  den  daraus  folgenden  Satz  der  Winkelsnmme  im 
geradlinigen  Dreiecke  fallen  lassen  und  synthetisch  eine  ebene  Geometrie 
eonstruiren  wollen,  die  entsprechen  genau,  kann  man  sagen ^  denjenigen 
Arithmetikem  f  welche  das  Äiiom  der  Gleichheit  fallen  lassen  und  ibre 
algebrafschen  Probleme  nicht  dnr^h  Gleichungen,  sondern  durch  Un- 
gleichungen auflösen  wollen.  2kf^  Meter. 
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Recensionen. 


The  ETanston  Colloquium.  Lectures  on  mathematica,  delivered  from  Aug.  28 
io  Septi  9,  1893  at  Northwestern  üniyersity  Evanston,  111.  by 
Felix  Klein,  reported  by  Alexander  Ziwet,  New- York  1894. 
Macmillan  and  Co,  8^  109  p. 
tJeber  die  Euislehung  dieses  Buches  sind  folgende  Bemerkangen  vor- 
ausÄuachicken.  Herr  Prof.  F,  Klein  hatte  sich  während  der  üniversitäts- 
ferien  im  Herbat  1893  im  Auftrage  der  köaigl.  preuss.  Regierang  nach 
Chicago  begeben,  um  bei  dem  dortaelbst  während  der  Zeit  Tom  2L  bis 
27.  August  tagenden  Mathematiker  -  Congress  als  Vertreter  der  deutschen 
Mathematik  zu  fungiren.  Nach  Abschluss  des  Congresses  hat  Herr  Klein 
aas  eigener  Initiative  vor  einem  grösseren  ZnhÖrerkreise  in  der  North» 
rwestern  üniversity  zu  Evanston  (bei  Chicago)  eine  Reihe  weiterer  VortrSge 
^gehalten  und  dieselben  zn  einem  Colloquium  ausgestaltet.  Diese  Vor- 
lesungen wurden  von  Prof.  Ziwet  (Ann  Arbor)  ausgearbeitet  und  in  dem 
in  der  Ueberschrift  genannten  Buche  publicirt. 

Herr  Klein   hat    in   den   in  Rede   stehenden  Vorlesungen  einen  sum* 
m arischen  Ueber blick  über  diejenigen  T heile  der  modernen  Mathematik  ge* 
geben,    in   welche   er  selbst  fortbildend   und  umgestaltend  eingegriffen  hat. 
In  vieren    unter   den  zwölf  Vorlesungen  ist  überdies  Bericht  erstattet  Über 
die    Untersuchungen    anderer    deutscher    Forscher^    welche    Herru    Klein 
wissenschaftlich    besonders  nahe  stehen.     In  allen  Vorlesungen   ist   Nach- 
druck darauf  gelegt»  dass  die  Grundgedanken  und  Hauptgesichtspunkte  der 
einzelnen  vorgetragenen  Theorien  möglichst  lebhaft  in  Evidenz  treten.     Es 
iracheint    dieserhalb    das   vorliegende  Buch    auch  für   deutsche  Leser  sehr 
Iwertfavoll^  und  es  wird  ein  kurzes  Referat  über  den  Inhalt  der  Vorlesungen 
'•gewiss    willkommen    sein.     Nur    wolle    man    bei    der   Beurtheilung   dieses 
Inhalts  bemerken,   dass  sich  das  Evanston  Colloquium  unmittelbar  an  den 
LCoogress    anschloss,    und    dass    daher   Gegenstände^    welche   im    Congress 
bereits  ausführliche  Berücksichtigung  fanden  (wie  s.  B*  die  Gruppentheorie) 
im  Colloquium  dementsprechend  in  den  Hintergrund  gestellt  wurden. 

Die  erste  Vorlesung  ist  Clcbseb  gewidmet.  Im  Anschluss  an  eine 
Charakteristik  seiner  wissenschaftlichen  Eigenart  werden ,  unter  vorlüufiger 
ZnrQckBchiebnng  seiner  geometrischen  Arbeiten,  als  seine  hauptsächlichsten 

lliit.-  Ui  Abüi.  d.  Zulttohr.  f.  MaUl  u.  Ph/i.  10,  J&kf g.  ISirft.  S.  Haft  4 
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Leiatiiegen  diejenigen  in  der  Tavuriantentbeorie  und  in  der  Verknüpfung  der 
AbeFscben  FaneÜonen  mit  der  Geometrie  genunnt.  Es  knüpft  sieb  hieran 
eine  kritiscb  gebaltene  Gegecüberatellung  Eiemaon's  und  seiner  modernen 
ForUetzer  einerseits,  sowie  von  Clebsch  und  seiner  Schule  andererseits. 
Als  weitere  Yon  Olebach  inangnrirte  Untersncbnngsncbtungen  werden 
genannt  f  einmal  die  Untersuchungen  über  algebraische  Functionen  mehrerer 
Verfinderlicben ,  die  durch  Noetber,  Picard,  Foincar^  u.  Ä.  fortgesetzt 
Bind,  Eodann  die  mit  den  DifrereDtialgleiehtingen  erster  Ordnung  enge  ver- 
bnndene  Theorie  der  Connexe, 

In  der  zweiten  und  dritten  Vorlesung  wird  Beriebt  erstattet  über  einen 
Theil  der  Forechnngen  Ton  Sopbns  Lie.  Es  bandelt  sich  hierbei  aber 
nicht  um  die  aügemeLnen  gruppeutheoreliscben  Prineipien ,  von  welchen  die 
neneren  Werke  Lle'^  und  seiner  Bcbüler  handeln,  sondern  Prof.  Klein 
bespricht  die  rein  geometrischen  Ergebnisse,  welche  einer  früheren 
Forsch ungsperlode  Lie's  angeboren.  An  Btelle  des  Punktes,  der  Ebene, 
der  Geraden  benutzt  Lie  die  Kugel  als  liaumelement  uud  giilndete  hierauf 
eine  u Kugelgeometrie*'  nach  dem  Modell  der  Plücker 'sehen  Liniengeometne^ 
mit  welcher  eretere  in  h{^cbst  interessantem  Zusammenhange  steht  Ein 
anderer  Gedanke  Lie's  ist  es,  an  Stelle  der  Kugel  in  gleichem  Sinne  ein 
nach  Lage  und  Richtung  orientirtes  „Fläcbenelcment^  zm  set^n.  Die  hier 
entspringende  Geometrie  Btebt  in  engster  Beziehung  sur  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  OrdDuug,  Diese,  sowie  auch  die 
Beziehung  zu  den  Berührungs  Transformationen  wird  in  der  dritten  Vor- 
lesung erläutert. 

Die  folgende  Vorlesung,  über  die  reellen  Züge  der  algebra- 
ischen Cnrven  und  Flächen,  giebt  in  ihrem  ersten  Tbeile  eine 
historische  Uebersicht  über  die  hier  in  Betracht  kommenden  Arbeiten. 
New  ton 's  „enumeratio  linearnm  tertii  ordinis^  steht  natürlich  voran;  den 
gleichen  Gegenstand  behandelt  1852  Möbius  mit  rein  geometriscben 
Mitteln.  Es  folgt  ein  Beriebt  über  Clebscb's  Modell  der  Diagonalfläche, 
sowie  über  die  sich  anschliessenden  eigenen  Arbeiten  Kleines  und  die- 
jenigen Rodenberg's  über  die  Gestalten  der  Flächen  dritter  Ordnung; 
es  werden  ferner  Roh n 's  Arbeiten  über  Fläcben  vierter  Ordnung  aus- 
führlich charakterisirt.  Die  Untersuchung  der  reellen  Züge  algebraischer 
Curven  ist  für  die  vierte  Ordnung  von  Zeutben  geleistet,  allgemeinere 
Ansätze  für  beliebige  Ordnungen  sind  von  Harnack,  Hilbert,  sowie  in 
eigenen  Arbeiten  Kl  ein 's  entwickelt;  die  letzteren  basiren  auf  der  Heran- 
ziehung symmetrischer  Riem  an  n 'scher  Fläcben,  welche  am  Schlüsse  der 
Vorlesung  etwas  ausführlicher  bebandelt  werden. 

Eine  weitere  Vorlesung  ist  Schwarz'  Theorie  der  Dreiecks- 
fanctionen  gewidmet,  jedoch  nicht  innerhalb  der  beschränkten,  von 
Schwarz  selbst  eingehaltenen  Grenzen.  Vielmehr  entwickelt  Klein  die 
geometrische  Theorie  der  Kreisbogendreiecke  in  solcher  Allgemeinheit,  dass 
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die    ftii*    die   Geeammtheit    der    bjpergeometriscben    FaDctionen    eine    aas« 
reichende  Grundlage  bietet.  | 

Demn&cbst  entwickelt  Prof.  Klein  seine  Ueberzeugnngen  über  i^den 
matbemaliscbeD  Cbarakter  der  Raumanscbauung  und  die  6e* 
ziebung  der  reinen  Matbematik  zu  anderen  Wissenschaften ,  in  denen  eie 
Verwendung  findet",  An  der  Hand  interessanter  Beispiele  wird  der  Unter- 
ficbied  zwischen  i, naiver*^  und  ,, begrifflieb  geläuterter**  Baumanscbauung 
entwickelt.  Ein  ganz  entsprechendes  Sacbverbältnisä  Bndet  bei  der  innerhalb 
der  Physik  f  Astronomie  etc.  angewandten  Matbematik  einerseits  und  der  flir 
sich  entwickelten  abstracten  Mathematik  auf  der  anderen  Seite  statt 

Bie  siebente  und  achte  Vorlesung  bebandeln  zahlen  theoretische  Gegen- 
stände, nimlicb  die  ersiere  ist  im  wesentlicben  ein  Heferat  über  Hilberths 
Beweis  der  Trans cen de nz  von  e  und  n^  die  letztere  entwickelt  die 
Gittertbeorie  der  binUren  ganzzabligen  quadratischen  Farmen. 
Dieselbe  basiri  anf  einer  von  Gauss  herrtibrenden  geometrischen  Inter- 
pretation  der  binären  quadratischen  Formen  und  ist  von  Herrn  Klein 
dazu  benutzt»  die  Composition  der  Formen,  sowie  die  Eigenart  der  idealen  , 
Zahlen  quadratischer  Körper  geometrisch  verständlich  zu  machen.  | 

In  der  neunten  Vorlesung,  die  Auflösung  der  höheren  algebra- 
ischen Gleichungen,  entwickelt  Klein  seine  Auffassung  vom  Grund- 
problem der  Algebra;  seine  Arbeiten  über  die  Gleicbongen  fünften  Grades, 
sowie  über  diejenigen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  1B8  Snb- 
fititationen  geben  hier  die  Richtung  an. 

Aach  die  folgende  Vorlesung,  über  einige  neuere  Fortschritte 
bei  den  byperelliptischen  und  AbeTficben  Functionen,  giebt 
zuiiammenhlingenden  Bericht  über  eine  lliogere  Forschungsperiode  Kleines 
und  seiner  damaligen  Schüler  Burkhardt,  Pascal,  Wirtinger  u*  A. 
Die  Tendenz  kann  man  kurz  dahin  angeben,  dass  die  hergebrachte  Lehre 
Ton  den  genannten  Functionen  in  lebhafte  Wechselbeziehung  gesetzt  wird 
zu  den  neuereu  Theorien  der  Invarianten,  der  projectiven  Geometrie,  der 
Gruppen  u.  b.  w* 

In  der  elften  Vorlesung,  die  neuesten  Untersuchungen  über 
nicht^euklidische  Geometrie,  ist  nach  einer  allgemeineren  Einleitung 
erstlich  Über  Lie^s  bezügliche  Untersuchungen  (zumal  betreffend  Helm- 
holtz'  Monodromieaiiom)  Bericht  erstatten,  sodann  wird  über  Clifford's 
Ideen  gesprochen,  welche  durch  Klein'»  eigene  Arbeiten  allgemeiner  be- 
kannt geworden  sind. 

Ein  Vortrag  über  „das  Mathematikstudium  in  Göttingen*',  sowie  der 
Wiederabdruck  eines  von  Klein  verfassten  Artikels  ^Die  Entwickelung  der 
Mathematik  an  den  deutschen  Universitäten**  aus  der  LeiisVben  Fest- 
schrift   ^Die  deutschen  Universitäten''  beschliessen  das  Buch. 

E.  Frjckk. 
^  4* 
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Bistoriaüli  ^  Hterfaistbe  Abtfaeilmig. 

Lfibibucti  der  Geometrie  zum  Qebrauob  an  QjmiiasieB,  N&cb  den  nenen 
preuss liehen  LebrpMneD  bearbeitet  too  Dr,  Bebkhakd  Hsbchee^ 
ordenUicbem  Lehrer  am  grofisberzoglicben  Gjmuasixam  2U  Jeua^ 
Drittes  Heft.  Enthaltend :  Stereometrie  nnd  Grundlebren  von  den 
Kegelachnitten  (Lehranfgabe  der  Prima),  Leipzig  1893,  Verlag 
?oß  Carl  Jacobsen.     Preis  1  Mk.  10  Pf, 

Lehrbneb  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Für  höhere  Schulen 
Yon  Dr,  BERKOAßD  Hbrcher.  Erweiterter  Sonderabdmck  ans  dem 
Lehrbuch  der  Geometrie  von  demselben  Verfassen     Preis  75  Pf* 

Im  ersten  Thell  bietet  das  vorliegende  Bnch  eine  leicht  verstfindliche 
Darstellung  des  wicbtigsten  LehritoE'ei  aus  dem  Gebiete  der  Stereometrie. 
Der  zweite  Theil  enthält  einen  Gmndriss  der  analytischen  Geometrie, 
welchem  in  einem  Anhang  noch  die  Cubatur  des  Rotations  -  EUipsoida 
bin^ugeftlgt  ist.  Von  diesem  zweiten  Theil  hat  der  Verfasser  noch  einen 
erweiterten  Send erabd rock  erscheinen  lassen.  Die  Erweiterungen  bestehen 
in  der  Einfübrupg  der  Polar  -  Coordinaten ,  der  Abliitung  der  Polar* 
Gleicbungen  für  die  Kegelschnitte  und  der  DreitbeilLmg  des  Winkels. 

M.  Me¥£n, 

ITeber  adjnngirte  Bystente  simultaner  linearer  Differentialgleieliungeii  mit 
einer  unabhängig  veränderlichen  Grösse.  Von  Dr.  E.  GnijNFELD. 
Nikolsburg  1893.    Druck  von  A.  Rosenau. 

Herr  Frobenius  hat  im  77.  Bande  des  „Journals^  für  die  reine  und 
angewandte  Mathematik  merkwürdige  Determinantenbeziehungen  gefunden, 
welche  zwischen  den  Integralen  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung und  denen  ihrer  Lagrange'schen  Adjungirten  bestehen.  Der  Ver- 
fasser stellt  analoge  Beziehungen  für  adjungirte  Systeme  simultaner  linearer 
homogener  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  auf  und  beweist,  dass 
die  Integrale  des  einen  Systems  die  integrirenden  Factoren  des  anderen 
sind.  Ferner  zeigt  er,  wie  sich  ein  System  linearer  nicht  homogener 
Differentialgleichungen  mit  Hilfe  der  Integrale  des  zugehörigen  homo- 
genen und  seines  adjungirten  Systems  integriren  lässt  und  wie  man 
andererseits  die  Integration  eines  Systems  homogener  linearer  Differential- 
gleichungen auf  die  Integration  eines  nicht  homogenen  Systems,  welches 
eine  Unbekannte  und  daher  eine  Gleichung  weniger  enthält  und  auf  eine 
Quadratur  zurückführen  kann;  die  Integration  dieses  letzteren  Systems 
erreicht  der  Verfasser  auch  durch  Anwendung  der  Theorie  des  ;,  letzten 
Multiplicators^.  Die  gewonnenen  Resultate  werden  fast  durchweg  auf  das- 
jenige specielle  System  angewendet,  aus  welchem  die  lineare  (homogene 
resp.  nicht  homogene)  Differentialgleichung  n^*'  Ordnung  hervorgeht. 

M.  Mbyer. 
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Anfangsgründe   der   Aritlimetik  und  Algebra  für    höhere   Lehranstalten« 

i  Nach  den  neuen  Lehrpläoen  bearbeitet  von  Karl  Schwbrinq  y  Diroctor 

des  ßtiftUchen  Gymnasiums  in  Düren.    Freiburg  i.  Br,  1893.    Herder- 

1  bebe  Verlagshandlung.    79  S.    8  \    Preis :  broschirt  1  Mk. ,  gebunden 

I  1  Mk.  80  Pf. 

Die  tiefsinaigea  und  frucbtbaren  neueren  Forschungen  eines  Lipschitz, 
Dedekind,  G,  Cantor  und  anderer  über  die  Grundlagen  der  Arithmetik  sind 
YOü  solcher  Bedeutung,  daes  sie  nicht  ohne  Einflnss  auf  die  Elementar- 
Mathematik  bleiben  können.  Es  fragt  sich  nun ,  was  und  wie  viel  davon 
für  die  Schule  zu  verwenden  sei.  Offenbar  nur  dasjenige ,  was  den  bis- 
herigen Gang  einfacher,  klarer  und  zusammenhängender  macht*  So  hat 
der  Verfasser  des  vorliegenden  Buches  es  gehalten,  und  dadurcb,  indem 
er  weise  Maass  bielt,  strenge  Wissenscbaftlichkeit  und  Klarheit  mit  prak< 
tisober   Brauchbarkeit  gepaart.     Darin  und    in    der  Berücksicbtigung    des 

,  Geistes  der  neuen  Lehrpläne  berubt  das  Neue  und  Originelle  des  Bucbes. 
In  der  althergebrachten  Weise  ein  neues  Lehrbuch  zu  schreiben^  hat 
der  Verfasser  mit«Eecbt  wohl  für  überflQssig  gebalten.  Der  Inhalt  ist  in 
drei  Lehrgänge  getbeiltj  der  erste  urofaäst  etwa  das  Lebrpensnm  der  Unter- 
tertia, der  zweite  das  der  Obertertia  und  UnterBecunda  eines  Gymnaslumsj 
der  dritte  enthält  einerseits  die  Erweiterung  derjenigen  Gebiete,  die  im 
zweiten  nur  mit  Berücksichtigung  des  AllernÖtbigsten  und  Wichtigsten  he- 
bandelt  sind,  andererseits  die  schwierigeren  Partien  und  auch  solche, 
die    durch    die    Lehrpläne    nicht    vorgeacbrieben    werden.     So    werden    im 

I  zweiten  Lehrgänge  z.  B.  der  Begriff  des  Logarithmus  und  die  logarith- 
mischen Sätze  nur  an  der  Basis  ^10"  erläutert  —  ein  sebr  glücklicher  und 

^  höchst  praktischer  Griff  —  um  dann  im  dritten  ihre  Verallgemeinerung  und 
Erweiterung  zu  erfahren.  Die  Regeln  Über  die  Brucbreebnung  und  die 
negativen  Zahlen,  ein  wunder  Punkt  in  vielen  LebrbÜcbern^  entspringen 
hier  lediglich  der  Permanenz  der  Multiplicationsgesetze.  Hierin  diese  Ein- 
fachheit und  befriedigende  Klarheit  geschaffen  zu  haben  ist  ein  besonderes 
Verdienst  des  Verfassers.  Neu  ist  ferner  eine  näherungs weise  Auflösung 
der   Gleichung    x"  —  a   und    die    Lösung    der  Gleichungen   vierten    Grades, 

I  aowie  eine  Reihe  kleinerer  Bemerkungen. 

Alles  Künstliche  und  wissenschaftlich  Werthlose,  wie  negative  und 
gebrochene  Wurzelexponente,  die  ja  selbst  dem  Fachmanne  nicht  vorkommen, 
isi  ausgeschieden.  Die  Einführung  neuer  Sätze  etc.  geschieht  unter  steter 
Vergleichung  mit  dem  gewöhnlichen  Zablenrechnen;  es  gilt  dem  Verfasser 
als  Princip:  „Keine  Rechnung  ohne  Probe,  kein  Satz  ohne  Zahlenbeispiel \ 
Wir  sind  überzeugt,  daes  das  Buch,  wenn  es  mit  Einsicht  und  Ge- 
schick  verwendet  wird^  nicht  nur  ungemein  brauchbar,  sondern  auch  sehr 
fruchtbar  sich  zeigen  wird.  Zum  Selbstunterrichte  würde  es  sich  dagegen 
nicht  empfehlen,  womit  wir  aber  keineswegs  einen  Tadel  aussprechen,  son- 
dern    nur    eine    das  Buch    charakterisirende    Bemerkung    machen    wollen. 
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ZuiQ  Belbitatudium  ist  i^s  nlmlieh  go  zu  sögen  mohi  „langstielig"  genug; 
es  wiire  zu  knapp,  wifesenacliaftlicb^  Yoroebm  eiclusir.  —  Der  Druck  ist 
tadellos,  das  Papier  gut ^  p^  Schütte. 

TTigODometrie  fUr  höhere  Lehranstalten,  l^ach  den  neuen  Lehr  planen 
bearbeitet  Yon  Karl  Sc}iwk:rinq,  Direetor  des  itirtiechen  Gjm- 
nasinmi  in  Düren.  Mit  16  Figuren.  Freiburg  i  Bn  1893.  Herder* 
sehe  Verlagahaadlnug.  52  8»  8*.  Preis:  brosehirt  80  Pf, ,  gebunden 
1  Mk.  10  Pf*  —  Hiervon  getrennt  und  einzeln  käuflich  der  erste 
Lehrgang  u.  d.  T.  Anfangsgründe  der  Trigonometrie  für  die 
sechste  Stufe  höherer  Lehranstalten  nach  den  neuen  Lehr  planen  be^ 
arbeitet  gr.  8^.  12  S*  Preis:  20  PL 
Tn  der  vorliegenden  Trigonometrie  ist  das  Lehrgebäude  nieht,  wie 
bischer  üblicb,  wissengchaftlicb  systematisch  aufgebaut ,  sondern  den  neuen 
Lehr  Vorschriften  entsprechend  methodisch  concentrisch.  Wir  wollen  den  hüb- 
schen Banplan  kurz  skizziren.  Ohne  einleitenden  Pomp  und  Festgepränge  wird 
EOgleich  der  erste  Stein  gelegt:  Die  Aufgabe,  aue  den  SÜten  eines  Dreiecks 
den  Inhalt  su  berechnen  (Heronische  Formel).  Daran  schliesst  eich: 
Man  berechne  die  Höhen.  Ein  Zabknbeispiel  verankert  die  Steine*  Die 
Aufgabe  i  die  Winkel  aus  den  Seiten  £u  berechnen ,  liefert  den  einen  Eck* 
Biftin,  Sinns,  und  eine  xweite  L5snng  derselben  Aufgabe  den  anderen, 
Cosinus»  Die  bekanpte  Aufgabe,  eine  senkrechte  Höhe  zu  bestimmen, 
liefert  die  übrigen  Ecksteine  Tangens  und  Cotangens.  Zahlenbeispiele, 
Proben  und  üebungen  sorgen  dafür,  dass  die  Steine  fest  und  richtig  liegen. 
Nach  der  Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  folgt  die  des  gleich- 
schenkligen, und  das  Fundament  und  der  Unterbau  ist  fertig. 

Der  Cosinus -Satz  —  bemerkenswertb  ist  die  Einführung  seiner  all- 
gemeinen Gültigkeit  — ,  der  Sinns -Satz  und  die  Beziehungen  zum  Radios 
des  eingeschriebenen  Kreises,  der  Tangens •  Satz ,  geometrisch  abgeleitet, 
bilden  den  Oberbau.  Dass  die  Tangens -Formeln  für  die  halben  Winkel 
und  die  Beziehungen  zu  den  Radien  des  ein-  und  der  angeschriebenen 
Kreise  mit  eingemauert  werden ,  dient  dem  Gebäude  nicht  nur  zur  Schön- 
heit, sondern  auch  zu  praktischem  Nutzen.  Gleichzeitig  wird  unten  noch 
ausgebaut:  die  Beziehungen  der  vier  Functionen  unter  einander.  Nun  ist 
der  Bau  schon  so  fest,  dass  wir  uns  darin  einrichten,  zum  Schrecken 
derer,  die  da  erst  Verputz  und  Stuckarbeit  angebracht  wissen  wollen.  Wir 
machen  schon  schöne  Berechnungen  von  Stücken  am  Dreiecke,  Vierecks- 
aufgaben und  Berechnung  von  regelmässigen  Vielecken. 

Dann  erst  (dritter  Lehrgang)  arbeiten  wir  die  Einzelheiten  des  Unter- 
baues aus:  Additions-,  Multiplications- und  Divisionstheoreme;  die  ersteren 
führen  uns  zu  Verallgemeinerungen.  Nöthig  haben  wir  noch  die  Functionen 
kleiner  Winkel;  die  Berechnung  von  n  dient  mehr  zur  Zierde.  So  baut 
man  leicht,  und  es  macht  allen  viel  Freude,  so  den  Bau  erstehen  zu  lassen. 
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Eine  Reihe  von  Aufgaben,  geometrische  und  analytische ^  zeigen  uns,  dads 
der  Baa  gut,  solid  und  praktisch  hergestellt  ist,  imd  zeigen  uns,  wo  wir 
noeb  bequemere  Einrichtungen,  Erweiterungen,  Verzierungeo  und  Ver- 
sehÖDerüDgen  anbringen  können.  p.  Schütte. 

Leitfaden  for  den  Unterricht  in  der  Raiimlelire,  Von  Prof,  H,  Martus, 
Director  des  Sophien- Realgymnasiums  in  Berlin.  L  Theil:  Ebene 
Figuren*  96  S.  gr.  8**.  IL  Theil :  Dreiecksrechnung  und  Körper- 
lehre. 138  S.  gr.  8^.  Bielefeld  und  Leipzig  1893,  Verlag  von 
Velbagen  &  Klasing. 

la  diesem  Leitfaden  bringt  uns  der  Verfasser  einen  voll  stand  igen» 
etwa  auf  die  Hälfte  des  Umfanges  beschränkten  Auszug  seines  ausführlichen 
Lehrbuches  „Raumlehre  für  höhere  Schulen".  Er  enthalt  an  Lehrsätzen 
ozid  Uebungen  alles  das^  was  zum  Aufbau  des  Systems  nothwendig  ist.  Die 
Eiariebtnng  und  Anordnung  ist  genau  die  des  grösseren  Werkes,  so  dass 
es  leicht  ist,  den, Inhalt  des  Leitfadens  nach  jenem  zu  ergänzen  und  weiter 
toiinbauen.  Das  grössere  Werk  haben  wir  im  4.  Hefte  des  37.  Jahrganges 
und  im  6.  Hefte  des  37.  Jahrganges  ausführlich  besprochen  und  wir  weisen 
laf  diese  Besprechungen  hierdurch  hin.  Alle  die  Eigenthümlichkeiten  und 
Vorzüge,  die  wir  da  dem  Hauptwerke  beigelegt  haben,  haften  auch  dem 
forliegeuden  Leitfaden  an^  unter  anderen  die  musterhaft  klare  und  ver- 
lUadUche  Darstellung  und  Anordnung,  die  Vermeidung  fremdsprachlicher 
Ausdrücke  und  deren  glückliche  Verdeutschung »  die  vielen  schönen  der 
Fmia  entnommenen  Zablenbeispiele,  und  bei  der  Körperlehre  insbesondere 
dt«  perspecti Tisch  richtigen  und  sauberen  Figuren  p  wodurch  das  Buch  fast 
einiig  in  seiner  Art  dasteht,  schliesslich  die  vorzügliche  Ausstattung.  Von 
dem  grösseren  Werke  haben  wir  behauptet,  dass  es  zu  den  besten  seiner 
Alt  gehöre;  wir  können  auch  von  diesem  kürzeren  Auszuge  dasselbe  sagen. 

F,  Schütte. 

Die  Grundlehren  der  ebenen  Geometrie.  Ein  Leitfaden  für  den  Unter- 
richt mit  Uebungsaufgaben  von  Jos.  Lenqaneb,  Professor  am 
königU  alten  Gymnasium  zu  Würzburg.  Vierte,  umgearbeitete  Auf- 
lage der  „Ebenen  Geometrie"  von  A.  Steomann.  Kempten  1893. 
Verlag  der  Job.  KöseVscben  Buchhandlung,    180  S.   8«. 

Vorliegendes  Lehrbuch  unterscheidet  sich  von  den  meisten  ähnlichen 
Büchern  in  Bezug  auf  Inhalt,  Darstellung,  Anordnung  und  Behandlung 
des  Stoffes,  welche  die  schon  vor  Menschenaltern  übliche  ist,  im  Ganzen  so 
weoig,  dass  man  hierüber  nichts  sagen  kann.  Der  Lehrstoff  ist  noch  recht 
amfangreich;  der  üebungsstoff  ist  zwar  erweitert,  aber,  dass  Petersens 
«Methoden  und  Theorien^  von  EinHuss  darauf  gewesen  seien,  wie  es  in 
der  Vorrede  heisst,  davon  merkt  man  leider  nicht  viel.     Denn  weder  sind 
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die  Aufgaben  Bach  jenen  Methoden  geordnet,  noch  auch  treten  die  Id 
der  Auflösung  irgendwo  prägnant  hervor.  Ueberhaupt  merkt  man  nicht  fiel 
Yon  modei'uem  Zuschnitt  Auch  der  ümaUnd,  dass  das  Werk  in  Fraktur* 
schrift  gedruckt  ist,  während  naan  doch  jetzt  fast  allgemein  für  derartigt 
Sachen  Antiqua  verwendet,  muthet  einen  etwas  altmodisch  an.  Lobea 
wollen  wir,  dass  die  Constru et ion saufgaben  mit  Zahlenbeispielen  veraelieQ 
sind  ;  ungliicklicherweise  liefern  aber  die  meisten  dieser  Zahlen  ab  Mil 
meter  genommen  sehr  winzige  Dreieckcben,  während  sie  als  CenttiD«! 
genommen  viel  zu  gross  für  die  Ausführung  auf  Papier  sind.  Sonst  gii 
63  nicht  viel  zu  lohen  noch  auch  zu  tadeln;  das  Buch  ist  eben  zu  we^ 
originell.    Auch  die  Figuren  sind  nar  mittelmässig  achÖEL      p,  Schütti, 


Methodisches  Hilfsbueb   für  den  Yonmterricht  in  der  Oeometrie  und  daa 
geometrische    Zeichnen,    Znm  Gebrauche   an    höheren   Lehranstallx 
und  Fortbildungsschulen*  Von  0.  Büeslen,  Professor  am  Realljo« 
in  Scbw.  Gmünd.  Stuttgart  1893.  Verlag  von  Ad.  Bonz&  Comp,  488,  ( 
Die  in  diesem  Buche  befolgte  Methode  ist  so  trefflieb  dem  kindlichi 
Geiste   angepasst ,   dass   sie   sicher   die   schönsten  FrQchte   tragen   und  do« 
Schüler  Freude  an  Geometrie  bekommen  lassen  wird.  —  Was  erklärt  werdi 
soll,    wird   vorher   gezeichnet    und   kommt  so    durch  das  Auge  zunächst  in 
die  Anschauung.      Handelt   es    sich    um    die   Congruenz   von    Figoren,  so 
werden  sie  auf  Carton  gezeichnet ,  ausgeechDitten  und  wirklich  zur  Deckung 
gebracht»    so    sind    Irrthümer    und  Unklarheit    ganz   ausgeschlossen, 
Fundamental  aufgaben  (man  mochte  wünschen,  dass  sie  auch  t/pograpbtK 
hervorgehoben  wUrden)   sind  sorgfältig  behandelt  und  werden  durch  viek 
Wiederholungen    befestigt.     Die    Constrnction saufgaben    sind    einfach  tii 
leicht,    und    die    gegebenen  Stücke    sind    in    bestimmten  Maassen, 
metern,  angegeben.     Dies  erleichtert  dem  Schüler,  der  das  Concrete  mehr 
liebt I  als  das  Allgemeine,   die  Aufgabe  und  übt  sein  Auge,    es  erleickti 
dem  Lehrer  die  Controle    und  schötzt  vor   ungünstigen  Fällen  und 
nungeUf  die  das  zu  Erweisende  nicht  deutlich  erkennen  lassen. 
Freude   werden  dem  Schüler  die  Zeichenübungen   machen,    namentlich  die 
einfachen  und  doch  so  hübschen  Ornamente.     Sie  geben  auch  der  Phantaäi^ 
Nahrung,   wecken   den  Schönheitssinn,    und   es   hat  für  den  Schüler  hübai 
Reiz,   die  Construction   stlbstständig,   oder   nach   leichten  Andeutungea 
finden.     So   lernt  er  spielend  eine  Reihe  geometrischer  Wahrheiten  k^nm 
und    zugleicb    anwenden,    und    spielend   lernt  doch    das  Kind  am  liebaU 
Wir  möchten  dem  Verfasser  sogar  rathen ,  die  Zahl  derartiger  Figuren  m 
zu  vermehren   und  sie  passend  durch   das   ganze  Buch    hin    zu  vertheileit* 
Gerne   gestehen  wir  ein,   dass  wir  selten  ein  Werkchen  gefunden,  das  sö_ 
sehr  seinem  Zwecke  entsprechend  wäre  wie  dieses  kleine  Hilfsbuch. 

F.  SCBÜTTI. 


Zeidf] 


Algebraische  GleichimgeE  nebst  dea  Resultaten  und  den  Metbodeu  2u 
ihrer  AüflösaDg.  Von  Dr.  Ernst  Bardey.  Vierte  Auflage,  Leipzig  1893* 
Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  378  S.  S^,  Prois:  brosch.  6  Mk. 

Dieses  ausgezeichnete  Werk ,  das  nicht  nur  theoretisch  interessant| 
aondem  auch   für  den  Lehrenden   in  vieler  Hinsicht  praktisch  verwendbar 

[ist,  Hegt  nunmebr  in  vierter  Auflage  vor.  Es  dürfte  bei  den  Facbgenosseu 
wobl  allgemein  so  bekannt  sein,  dass  eine  kurze  Charakteristik  bier  ge- 
nügen wird.  Das  Buch  enthält  etwa  1000  Gleichungen  nach  bestimmten 
Principien  geordnet  nebst  ihren  Lösungen,  und  zwar  quadratische  Gleich- 
ungen und  solche  höheren  Grades,  die  sieb  auf  quadratjgche  zurückführen 
lassen,  namentlich  solche,  die  interessant  in  der  Form,  elegant  und  über- 
raschend in  der  Lösung,  einfach  in  den  Resultaten  sind,  dann  solche  mit 
ausgezeichneten  oder  leicht  erkennbaren  Wurzeln.  Die  Durcharbeitung  dieses 
Buches  schärft  den  Blick  ungemein  für  die  Erkennung  der  Zurückführbar- 
keit  einer  Gleichung  und  die  Art  und  Weise  wie  sie  anzugreifen  ist*  Ferner 
werden  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  bebandelt,  die  in  ähnlicher 

[Weise   bemerkenswerth   sind*     Die   meisten  Gleichungen   erscheinen   in  all- 

{ gemeiner  Form|  nur  wenige  in  Zahlenwertben. 

In  dieser  neuen  Auflage  sind  Druckfehler  ausgemerzt,  einzelne  Theile 
verbessert,  einige  Lösungen  erweitert;  die  Veränderungen  sind  jedoch  keine 
wesentlichen.  p,  SoBÜTTfi. 


Logarithmisch- trigonometrische  Tafeln  für  neue  (centeBimale)  Theilung 
mit  sechs  Decimalslellen.  Von  W.  Jordan,  Professor  an  der  königL 
technischen  Hochschule  zu  Hannover,  Stuttgart  1894,  Verlag  von 
Konrad  Wittwer,     420  8.    Royal  -  Octav.     Preis   10  ML 

Diese  Tafetn    enthalten    zunächst   die  Logarithmen   der  gewöhnlichen 

^Zahlen  von  1  bis  HX>000  auf  sechs  Stellen;  dann  folgen  die  Logarithmen 

der  trigonometri sehen  Functionen.    Bei  der  hier  zu  Grimde  liegenden  Kreis- 

tbeilnng  ist  ein  Quadrant  gleich  100  Graden ,  ein  Grad  gleich  100  Minuten, 

eine   Minute    gleich    1^30   Secunden.      Bexeicbuung:    !*'=  100^  =  10000^*^. 

^Von  0^  bi§  20'  sind   die  Logarithmen    angegeben   von  je  10  zu  lO*'*',  von 

•20^  —  50*'  von  jedem  1"  (20^^==  18^  alter  Theilung).     Das  kleinere  Inter- 

vail    am  Anfange   der  Tafel   ist   noth wendig   wegen    der   sehr   grossen  und 

ungleichen  Differenz  von  lo^nn  und  lag  ig*    Es  hätte  auägereicht,  mit  dem 

L kleineren  Intervall   bis  zu  5^  zu    gehen,    im  Interesse   der  Bequemlichkeit 

■  ist  weiter  gegangen,    und  soll   in  späteren  Auflagen  das  kleinere  Intervall 

VOD  10^^  bis   ans  £nde  der  Tafel   fortgeführt  werden.     Dies   ist  jedenfalls 

.viel  bequemer,  denn  nichts  ist  lästiger  bei  derartigen  Rechnungen ,  als  das 

i  langweilige  Interpoliren ,  das  man  wegen  grosser  Differenzen  nicht  im  Kopfe 

machen   kann.     Für   ganz  kleine  Winkel   sind   auch   die  bekannten  Zahlen 

S  nnd  Tf  wie  z*  B.  bei  Bremiker  und  Schrön  unten  angebraeht 
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Der  Mangel  an  sechsstelligen  Tafeln  —  und  eine  solche  ist  fOr  d< 
Landmesser  nöthig  —  für  die  neue  Theüung  hat  den  Verfasser  zar  Heraoi 
gäbe  dieses  Werkes  veranlasat.  Benutzt  wurde  eine  grosse  achtstelfig 
Tafel,  die  1891  in  Paris  erschien,  jedoch  hat  der  Verfasser  zur  Coutröl 
Ift)  Werthe  des  log  sin  und  log  cos  auf  15  Stellen  selbstständig  bereclioeti 
sowie  eine  Anzahl  Zwischen  wertbe,  Die  Tafel  ist  in  verschieden  er  Weise  iq 
controlirt.  dasa  Fehler  so  gut  wie  ausgeschlossen  sind. 

Die  technische  Anordnung  ist  wohlgelungen  und  Übersichtlich,  itf 
Druck  sehr  eorrecL  Eine  Verbesserung  mikhten  wir  vorschlagen,  Dadj^ 
erste  Tafel  auf  jeder  Seite  60  Zeilen  bat,  also  nicht  rund  abscbliesft,  so 
möchte  jedes  10000  durch  einen  auffallenderen,  dickeren  oder  doppelten 
Querstrich  hervorgehoben  werden.  Das  Papier  ist  hervorragend  schön  im4 
dauerhaft.  p,  SchOtti. 

Bie  Kegelschnitte  in  rein  projectiver  Behandlung.    Von  Jon.  Thomib  k 
Jena.     Mit   in   den  Text  eingedruckten  Holzschnitten    und  16  litbo- 
grapbirten  Figuren  tafeln*    Halle  a.  S.  1894.   Verlag  von  Louis  Kebert 
181  8,    8K    Preis  6  Mk. 
Der  Verfasser   hatte   ira  Jabre  1873   unter  dem  Titel   „Geometrie  der 
Lage"  ein  Werk   über   Gebilde    erster   und   aweiter  Ordnung  veröffeotiiclit 
dessen  Inhalt    diesem    neuen  Werke    einverleiht    und    insbesondere  in  den 
Kegelßchnitten,  Kegelscbnittbüscheln    und  Scharen    in   weit   ausführlicherer  i 
Weise  bebandelt  ist.     Vor  altem  sind  die  Grundaufgaben  aucb  für  die  Fälle 
gelöst  f  in  denen  ideale  Gebilde  in  dieselben  eingehen.     Diese  sind  m  dem  , 
berühmten  Werke    von    Reye    nicht    berücksichtigt.      Von    den   Shnlichen 
Werken  der  Herren  Zech,  Cremona,  Rulf  und  den  Steiner-Schröter- I 
»eben   Vorlesungen   unterscheidet    sich   das   vorliegende   Werk    vornehmlich 
durcb    die  Reinheit    der  Methode.     Es    sind    sämrntlicbe    Ableitungen  und 
Beweise  rein  projectiv  erbracht.    Dadurch  gewithrt  es  dem  Lernenden  men 
reinen  und  in  hohem  Grade  befriedigenden  Genuss*    Denn  nicht  mit  Unreebt  : 
bemerkt   der   Verfasser    in   der  Vorrede:    n^ie   ein   schriller  Pfiff  in  eine 
harmonische  Musik  tönt  es  herein,  wenn  z.  ß.  in  Schrüter's  Abhandlttüg  ; 
über  die  Clebsch'sche  Configuration,  die  im  Allgemeinen  projectiv  gebalfn  j 
ist«  plötzlich  eine  quadratische  Gleichung   aufgelöst  wird.**  --  Von  hohem 
Interesse   sind    die  einleitenden  Erklärungen    über   die  Unmöglichkeit  einer 
reinen  Geometrie  der  Ebene  ohne  den  Kaum ,  über  den  Begriff  des  Punkte», 
der  Linie,  und  der  Continuität,  die  Eigenschaften  der  Geraden,  Adjunctlon 
des  uneigentlicben  Punktes,    und   der    nneigentlichen  Geraden  eiuer  Ebene» 
das  Lineal  als  Consirnetionsmitte) ,    Dualität  u.  A.    Ebenso    ist  ben^erkesi- 
werth   das   Schlusskapitel    über  Maassverhältnisse.     Ausser  den   speei&sclieii 
Kapiteln    über    die    idealen  Elemente    enthält    das  Buch    an    vielen  Steiles 
Neues  oder  schon  Bekanntes  in  neuer  Beleuchtung,   wie  dies  ja  bei  eioem 
ao   einhettUeb    und   individuell  *  eigenartig    durchgearbeiteten    Buche   aiebt 


Recensfotten, 
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ka^bleiben  kaiiD.  Die  DarstelluDg  ist  dabei  klar  und  sorgfältig,  so  da&s 
lie  auch  dem  weniger  GeUbten  keine  Schwierigkeiten  bietet  HerTorbeben 
Tfolkn  wir  noch  die  reiche  Änaabl  von  Figuren  auf  Tafe!n  und  im  Texte, 
ilenA  mit  Recbt  hält  Verfasser  es  für  nützlich,  von  Figuren  einen  aus- 
gedelintan  Gebrauch  2U  machen,  da  es  eine  £u  grosse  Uuterstülzong  der 
Yorstellnng  ist,  deren  sich  nur  wenige  entschlagen  m^jchten, 

F.  Schütte. 

Intationi  de  logiqne  math^matiqne  par  O.  Peano»   professeur  d'Aiialyse 
infinitesimale   k  rüniversit6    de  Tuiin,     Introduction   au  Formulaire 
de  math^matique  publik  par  la  Rivista  di  Matematica,    Turin  1894. 
52  pag. 
Wenn    nnter    dem   Kamen   eines    Mathematikers   ein    solcher  Gelehrter 
Tentaoden  werden  müsste,   dem  alle  TbeÜe  der  Mathematik  gleich  geläufig 
w&r€D|  so  erzwänge  diese  Forderung  das  EIngeständniss,  dass  in  der  Gegen- 
wart Niemand    mehr    auf   diesen   Namen  Anspruch  erbeben    könnte.     Min- 
de^tenä  in  gleichem  Maasse,    wie  in  irgend  einer  Wissenschaft,  hat  in  der 
^fatbematik   die  Arbeitstheilung   sich    eingestellt.     Und    dennoch   sind  alle 
Eißzelgebiete   so    mit   einander  verbunden ,    dass  kein  Bearbeiter  des  Eiien 
KeaDtniss   der  Aodereü   entbehren  kann.     Aus   diesem  Dilemma  kann  man 
ftof  xwei  Arten   sich  erretten*     Die  eine  Art   besteht  in  Hathserholung  bei 
jemein  Pachmanne   im   engeren   Sinne  des  Wortes.     Der  seit  Anfang  1894 
in  E*8ri9  erscheinende  j^Initrmcämirt  des  malJtematiüitns^  bat  sich  die  Auf- 
gibe  gestellt,  solche  Anfragen  und  ihre  Beantwortung  zu  vermitteln,  ein,  wie 
Ufis  scheint,  sehr  glücklicher  Gedanke,  insbesondere  deshalb  glücklich ,  weil 
die  Fragen,  wenn  auch  von  einem  Einzelnen  gestellt,    meistens  Vielen  ans 
der  Seele  gesprochen  sind«  und  weil  deshalb  die  Antworten  erst  recht  auf 
illgemeineres  Interesse   rechnen  können.     Die  andere  Art,  das  dem  weniger 
BewEQderten  Nothwendige   2u  beschaffen^    besteht  in  dem  Nachschlagen  in 
eig«a8  in  solchem  Zwecke  hergestellten  Sammelwerken.    Ein  solches  Werk 
ist  Herrn  Hagen  *s  Synopsis ^  und  ühnlicbe  Zwecke  soll  das  ^^ Formulaire  de 
mtkmatique'*    erfällen,    dessen   Herausgabe    die    „EiviMa  di  maicmatka*^ 
uDternommen  hat.    Will  eine  solche  Sammlnng  der  bekannten  Sätze  ihren 
Tolieü  Nutzen   gewähren ,  so   moss   sie  Vollständigkeit   mit   üebersichtlich- 
keit  verbinden ,  nnd  Letztere  hat  die  Leitung  der  „Rivista  di  matematica* 
dadurch  zu  erreichen  gesucht,  dass  sie  bei  der  Drucklegung  die  wesentlich 
ibkQrzenden     Zeichen    der    mathematischen    Logik    in   Anwendung    bringt. 
Ein  Mlasdtand    findet    hier  allerdings  statt,  der  nämlich,  dass   nicht  jeder 
btbematiker    die  Schrift    zu    lesen   im  Stande  isti     Aber   wohl  oder  übel 
tird  man    es    lernen   mtlssen,    die    Zeichen   zu   verstehen,    welche  die  all- 
gemeine  Schrift  Leibnizens    zur  Wahrheit   machen  sollen.     Fangen  doch 
teDigstens  in  Italien  auch  Schriftsteller  ansserhalb  der  „Rivista  di  matematica" 
iDt  sich   ihrer  zu  bedienen,  wie  z,  B.  Herr  Francesco  Oiudice  in  den 
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f,AUi^    der  Tunner    Akademie    vom    31.  December  1893.     Freilich    b«dtf{ 
es    zar  Erlernung    eitler   Sprache    der  Hilfsmittel*     Eine  Sprachlehre ,    ein 
Wörterbuch    mtlsBen   vorbanden   sein,    und  als  solche  hat  das  kleine  Bock« 
211   gelten,    von    dessen    Erscheinen  wir    unseren   Lesern  Kenntniss  gebeo/ 
Das8  Herr  Peano   mehr   als    irgend  ein  Anderer  dazu  berufen  war,  ein^ 
solche  Anleitung  zur  Kenntniss  der  Symbole  der  mathematischen  Logik  m 
srerfassen»  bedarf  nicht  erat  der  Begründung,  und  ein  Blick  in  die  Schrift 
selbst    wird    Jedem    die  Ueberzeugung    beibringen  ^    dass    der  Berufene  iji 
diesem    Falle    auch   der  richtig  Ausgewählte  war.    Wird  die  neue  Schrift, 
spräche  in   der  That  das  leisten,  was  Leibniz  beabsichtigte  und  erwartete? 
Wird  sie  mehr  sein   als   eine  Kurzschrift?     Wird   sie   das  Denken  anter. 
stützen,    das  Erfinden    erleichtern?      Diese  Fragen    zu    beantworten   ist  ea 
noch  nicht  an  der  Zeit,    Erfolg  oder  Misserfolg  werden  darüber  entscheide]!. 

Cantok, 

Logica  Matematica  (Manuale  Hoepli).    C.  Buealb-Forti,  Professore  oella 
E.    Accademia    Militare    di  Torino.      Milano    1894.    ülrico   Hoepli. 
VI,   158  pag. 
Iq    der  gleichen  Stadt,    in    welcher  Herr  Peano  wirkt,    und  in  &h 
lieber  Richtung  wie  er,   ist  auch  Herr  Barale -Forti  thäiig.     Er  h&i^ 
der  Turiner   Universität  Vorlesungen    über   mathematische   Logik   gehal(| 
und  dieselben  zu  einem  ganz  kurzen  Leitfaden  verdichtet.    Nur  die  ma 
matisch- logische  Symbolik   gestattete    ihn   so  kurz  sich  auszudrücken^ 
wer  jene  vollständig  beherrscht,  wird  die  kleine  Schrift  zu  lesen  im  8U 
sein,    welche   allerdings   eine   Erklärung   der    gebrauchten  Zeichen  vor 
schickt,    so    dass    sie    seibat    dem   Leser   ermöglicht ^   jene  Aneignung 
Symbole  sich  zu  verschaffen.      _^ Caktoi 


GiuLio  VivANTi.  II  eoEcetto  dlnEniteeimo  e  la  sua  applicazione-alla  i 
matica.  Saggio  storico.  Mantova  1894*  Bei  G.  Mondovi,  134  3. 
Herr  Vivanti  hat  in  dem  ungemein  fesselnd  geschriebenen  Bucbe, 
welches  wir  durch  diese  Zeilen  iu  empfehlen  wünschen,  eine  in  dieser 
Form  neue  Aufgabe  sich  gestellt.  Er  ist  dem  Begriffe  des  Unendlichen, 
und  zwar  sowohl  des  Unendlich  grossen  als  des  Dnendlichkleinen ,  in  «einer 
geschichtlichen  Entwickelung  von  den  ältesten  Zeiten  bis  zu  Gauch/  na 
gegangen,  während  er  die  Geschichte  des  Operirens  mit  dem  Unendhofa 
das  heisst  die  verschiedenen  Methoden  der  Infinitesimalrechnung  als  neb 
sächlich,  wenn  nicht  schon  als  bekannt  bei  Seite  schiebt.  Dadurch 
zwar  nicht  wesentlich  neue,  von  Vorgängern  des  Verfassers  nie  behandd 
Dinge  zur  Sprache  gebracht »  aber  die  Anordnung  ist  eine  eigenartige 
lässt  das  Behandelte  in  neuer  Beleuchtung  erscheinen.  Wir  zweifeln  md 
dass  Leser,  welche  philosophische  Betrachtungen  den  geschichtlich  er- 
zählenden vorziehen ,  dem  uns  vorliegenden  Buche  eine  besondere  Anziehai 
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kraft  nacbrübmen  werden.  Aber  auch  solche  Leser ^  welche  gleich  dem 
Referenten  der  entgegengeseUteD  Geschmacksrichtang  baldigen,  werden 
weder  ohne  Vergnügen,  noch  ohne  Nutzen  Herrn  Viyanti's  Auseinander- 
setzungen folgen.  Ist  doch  jeder  Historiker  bis  äu  einem  gewissen  Grade 
insoweit  von  seinem  Wohnorte  abbl&ngig,  als  ihm  nicht  Überall  alle 
^ßchriftsteller  gleich  bekannt  und  deren  Werke  gleich  zugänglich  sein  können. 
lerr  Vivanti  z.  B*  beherrscht  die  italienische  Literatur  in  einem  Maasse, 
wie  es  bei  Forschem  aus  anderer  Heimatb  unmöglich  wäre,  und  wir  per- 
sönlich haben  Mancherlei  bei  ihm  gelernt  Caktor, 


Abriss  der  Gesobiohte  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  im 

Alterthum,  Von  Dr*  SicotfUND  Günther^  ord.  Professor  an  der 
teohnischen  Hochschule  München«  Separatabdnick  aus  dem  ^ Hand- 
buch der  klassischen  Alterthumswissenscbaft**.  2.  Aufl.  Bd.V,  1.  Ab- 
theihmg.  C.  H.  Beck'scbe  Verlagsbuchhandlung  (Oskar  Beck)  in  München« 
1893.  S.  231— 313. 
Es  war  eine  schwere ^  fast  unlösbare  Aufgabe,  auf  den  Raum  von 
JB  Druckseiten  (S,  309—313  sind  durch  die  Erklärung  benutzter  Ab- 
kürzungen und  durch  ein  alphabetisches  Register  in  Anspruch  genommen) 
die  Geschichte  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  im  klassischen 
,  Alterthume  zusammen  zu  drängen.  Zu  ihrer  blosen  Inangriffnahme  gehörte 
dne  Beherrschung  des  Stoffes  und  ein  Talent  zu  Übersichtlicher  Anordnung,  wie 
sie  nur  wenigen  Persönlichkeiten  eigen  sind*  Herr  Günther  hat  gerade  diese 
beiden  Eigenschaften  schon  wiederholt  an  den  Tag  gelegt,  und  so  auch  bei 
dieser  Gelegenheit  üeber  eine  so  kurz  gefasste  und  dennoch  verhältnissmÄasig 
vollstlindige  Darstellung  zu  berichten  ^  will  kaum  angehen.  Wir  begnügen 
uns  damit,  zu  erklären,  dass  wir  an  dem  mathematischen  Tfaeile  des  Ab- 
risses —  über  den  naturwissengcbaftüchen  Tbeil  zu  urtheilon  fühlen  wir 
wir  uns  nicht  befugt  —  nichts  WesenÜiches  auszusetzen  haben,  und  dass 
der  Leserkreis  des  Handbuches  sich  um  so  vertrauensvoller  dort  Rath  holen 
kann,  als  Herr  Günther  nicht  versäumt  hat,  überall  diejenigen  Schriften 
anzuführen,  in  welchen  die  Einzelheiten  weitläufigere  Behandlung  gefunden 
M^eu,  _  Cantoä, 

Het  bloeitijdperk  der  wiskundige  wetenschappen  in  Nederland.  Vortrag, 
gehalten  am  8.  Januar  1894,  Gedenktag  der  Amsterdamer  Universität 
durch  D.  J.  Kortkweo.  20  S. 
Als  Blüthezeit  der  hoUändischeu  Mathematik  bezeichnete  der  Festredner 
die  Jahrzehnte  von  dem  Auftreten  Simon  Stevin^s  in  Leiden  bis  zu 
Hn/gens,  diesen  mit  eingeschlossen.  Es  ist  einleuchtend,  dass  von  einer 
MOlchen  Zeit  und  den  grossen  Dingen ^  welche  sie  hervorbrachte«  auf  einem 
Druckbogen    (4  Seiten   sind  durch  Anmerkungen   in  Anspruch  genommen) 
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kaum  die  Umrisse   gezeichnet  werden  konnten.     Niemand  weiss  das  bester 
ak  Herr  Korteweg  selbst,  der  scbon  iror  mebreren  Jahren  einen  45  Seiten 
starken  ÄBfsatz  im  XX IL  Bande  des  Archives  Neerlandaists  veröffentlicbte, 
wekher  ausschliesslich   mit   Consta ntin   Hujgena    dem  Vater  sieb  be* 
sebäftigtf     mitbin    odt   einen    winzigen    Theil    des    Inhaltes    der    Pe$tre<ie 
behandelt.    Aber  Herr  Korteweg  bat  es  verstanden,  jene  Umrisse  mit  fester 
Hand  zu  entwerfen^  so  dass  sie  seinen  Zuhörern  sich  gewiss  2u  bleibeDder 
Erinnerung  eingeprügt  haben.    Ganz  beUttufig  hat  er  bei  dieser  Gelegenheit 
eine  Entdeckung  veröffenüioht     Das  Geburtsjahr  von  Johannes  Huddd 
welches    man    nicht  kannte,    fällt   auf  1624.     In  einem  Kirchenregister  isi 
nämlich   die   am  26,  Januar  1673   vollzogene  Trauung  Hudde's  eiagetragea 
und  bemerkt,  er  sei  damals  49  Jahre  alt  gewesen.  Cahtoi. 


Der  Magister  Johann  Fabricius  und  die  Soenenflecken  nebst  einem  Eicqn 
über    David    Fabricius.       Eitxe    Studie    von    Geraabd    Bebthouj. 
Leipzig  1894.    Veit  k  Comp.    60  S. 
Am   9.  M^rzl6ll  kat  Johann   Fabricius   die    Sonnenüecken  entdeckt. 
Zur  Herbstmesse  des  gleichen  Jahres  erschien  dessen  Narratio,  die  gedmcktv 
Beschreibung  der  auffallenden  Erscheinung;    Am  2L  Ociober  1611  begtai 
Christoph    Bcheiner    seine  Beoboehtungen ,    welche    er   im   Janaar  1612  ia 
Drucke    veröffentlichte.     Galilei    endlich    stellte    seine    Beobachtungen 
Sonnenßecken    seit    dem  5,  Aprü  1612    an.    Scheiner    und    Galilei   nena 
Fabricius  nie   in   den  Schriften,    in    welchen   sie   sieb    gegenseitig  die  Bot'] 
deckung    streitig   machten.    Gleichwohl    konnten    sie ,    um    nicht   zu  cagi 
mussten  sie  Kenntniss  von  dessen  älteren  Rechten  haben.    Johann  Fsbrloi 
starb  zwischen  dem  9,  März  1616  und  dem  7.  Mai  1617,     Die&e,  towwt« 
um  Fabricius    sich    handelt,   durchaus   neue  Daten   stellt  Herr  Bertbold  in" 
seiner  sehr  wertbvöllen  Abhandlung  fest»  welche  20  Seiten  Text,  S  SeiUa 
Anmerkungen    nmfasst     Die    letzten   32  Seiten    sind    durch  AbdrQcke  im- 
gemein    seltener,    theil  weise    nur    noch   in    einem    einzigen  Exemplare  all 
findbar  geweseneu  Schriften  erfüllt,  von  welchen  die  Nar ratio  des  Fabrici 
von  1611  besonderes  Interesse  erwecken  dürfte.  CA^TOE. 


]>ie  geometTisebe  Entwickelung  des  Infinit esimalbegrifs  im  Exhaostioni« 

beweift    bei   Arehimed    \md    ihre    Bedeutung    für    die   Differlniial- 

geometrie    und    die    Schule.     Von   Hbruanh   Becker,     Oberlehrer, 

Wissenschaftliche    Beilage    zu    dem   Jahresbericht  des   kGnigl.  OjiB* 

nasiums  zu  Insterburg  für  1893—1894  [Programm  -Nummer  6],  26S, 

Sobald    die    geometrische    ßetraehtong    sich    den   Aufgaben   zuwanji 

welche  heute  mit  Hilfe  der  Infinitesimalrechnung  behandelt  werden,  kofl 

sie     dieser    iihnliche    Auffassungen    nicht    missen.      Ihnen    entsprang    die' 


tecensionen. 


£xbait8tioQ6i]ieÜiodd  der  Griechet) ,  welche  nameoÜicb  von  Archimed  mit 
rasser  Kanstferiigkeit  gehandhabt  wurde.  Herr  Becker  bat  sieb  der  Auf- 
Lgabe  untenogen ,  feöromtliche  Beispiele  der  Exbaustion  in  Archimed's  Schriften 
limriusucben  und  in  moderner  Sprache  ausammenzustellen.  Caktor, 


Lei  m^caniques  ou  T^l^vateur  de  Häron  d'Alexandrie  publiees  pour  la 
premittre  Ibis  sur  la  Version  arabe  de  Qoätii  ibn  hHqii  et  tradoites 
ea  fraD9ais  par  M.  le  Baron  Carba  de  Vaüx.  Extrait  du  Journal 
Adiatique.  Paris  1894.  Imprimerie  Nationale.  309  p. 
Der  hochinteressante  Band  besteht  aus  36  8.  Einleitung,  115  S.  ara- 
bischem Texte  und  158  S.  franzodischer  Uebersetzung.  Vermöge  unserer 
vollatttndigen  Ünkenntniss  des  Arabiscben  waren  wir  nur  im  Stande  mit 
[idem  in  franztSsisoher  Sprache  Gedruckten  uns  zu  beschäftigen,  und  müsden 
wir  uns  wegen  der  Richtigkeit  der  Uebersetzung  auf  die  anderweits  erprobte 
Zuverlässigkeit  des  Herausgebers  verlaäsen.  Er  selbst  ist  indessen  weit 
davon  entfernt^  überall  mit  gleicher  Sicherheit  aufzutreten.  An  den  ver- 
schiedensten Stellen  &nden  sich  Fussnoteni  welche  die  Verstümmelung 
und  UnVerständlichkeit  des  Textes  bedauern,  ein  Umstand,  mit  welchen 
roaa  wohl  rechnen  muss^  bevor  man  aus  einzelnen  Sätzen  weitgehende 
Folgerungen  zieht.  Wenn  z.  B.  auf  S.  73  ^Posidonius  der  Stoiker"  als 
Gewlthrsmann  angeführt  wird,  wenn  daran  sieb  anschliesst,  Archimed  habe 
eine  von  diesem  ausgebende  Erklärung  gespaltet,  wenn  eine  Fussnote  dazu 
bemerkt,  der  Name  Posidonius  sei  zweifelhaft,  und  die  Bezeichnung  als 
Stoiker  nicht  minder,  da  es  auch  heissen  könnte  i,ein  Maler",  so  möchten 
wir  den  Schluss,  Heron  müsse  also  noch  90  vor  Christi  Geburt  gelebt 
bftbdn,  weil  damals  erst  Posidonius  von  Rhodos  blühte,  weniger  leicht 
nntergcbreiben  als  den  anderen,  die  hier  genannte  Persönlichkeit  sei  eben 
nicht  Posidonius  von  Rhodos*  Jene  Uebersetzung  würde  der  Hei^ausgeber 
wahrscbeinlich  auch  nicht  in  seinen  Text  aufgenommen  haben,  wenn  er 
nicht  mit  Herrn  Di  eis  der  Ansicht  wäre,  die  Meinung,  die  seit  Martin 
sieb  eingebürgert  hat,  Heron  von  Alexandrin  habe  seine  BlQthezeit  um 
100  vor  Christi  Geburt  gehabt,  müsse  wieder  verlassen  werden,  indem 
Heron  erst  in  einer  Zeit  lebte,  zu  welcher  römische  KunstausdrUcke  in  die 
griechische  Sprache  eingedrungen  waren,  etwa  im  zweiten  nachchristlichen 
Jahrhunderte.  Selbstverständlich  würde  diese  Verschiebung  von  Heron's 
Lebenszeit  die  wesentlichsten  Veränderungen  in  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik bedingen.  Die  unbestreitbaren  üebereinstiramungen  zwischen  römischer, 
griechischer,  arabischer  Feldmessung  würden  auf  eine  andere  Urquelle  als 
aar  das  grosse  Werk  Heron^s  zurückgeführt  werden  müssen.  Ein  Ano- 
nymus, den  man  aber  doch  nur  als  Alexandriner  sich  denlcen  könnte,  träte 
an  die  Stelle  Heron*s  und  dieser  selbst  verlöre  an  der  Werthschälzungi 
die   man   ihm   entgegenzubringen   sieb  gewöhnt  hat,     Gerade  diese  letztere 
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Nothwendigkeit  wtlrde  uns  persönlich,  wir  können  fast  sagen,  schnaenett 
und  macht  uns  widerwillig,  die  Gründe  ohne  Weiteres  anznerkennen »  welche 
Heron  an  das  Ende  eines  Zeitraums  versetzen ,  als  dessen  Lehrer  wir  ihu 
betrachteten.  Auch  die  durch  Herrn  Carra  de  Vaux  einem  grl^sser^ 
Leserkreise  erschlossene  Mechanik  stimmt  zn  der  Bewunderung,  welche 
wir  für  Heron  besasseUp  und  zeigt  ihn  im  schönsten  Lichte.  In  dieser  Be* 
Ziehung  ist  ÜbrigenR  der  Herausgeber  durchaus  gleicher  Meinung  mit  im«, 
und  er  hebt  in  seiner  sehr  schönen  Einleitung  hervor,  wie  Heron^  gestStzttef 
die  mechanischen  Schriften  eines  Aristoteles  und  Archimedes,  von  welchen 
er  Letzteren  wiederholt  nennt  ^  während  man  den  Namen  des  Ersteren  Ter» 
gebens  eucbt^  einen  erheblichen  Fortschritt  bezeichnet*  Lesern,  die  nicht 
selbst  Untersuchungen  anzustellen  beabsichtigen  ^  ist  die  Einleitung  gam 
besonders  zu  empfehlen ,  da  sie  ihnen  erspart,  sieb  durch  den  mituntdr, 
wie  wir  bereits  erwähnt  haben »  recht  dunklen  und  bruchstückartigen  Text 
hindurch  zu  arbeiten.  Unser  Bericht  würde  eine  wesentliche  Lücke  lassen, 
wenn  wir  nicht  erwähnten,  daes  Herr  Carra  de  Vaux  8,  21—22  der  Ein- 
leitung nachzuweisen  sucht,  Heron  müsse  nach  Vitruvins  und  nach  Piiiiiug, 
also  nicht  vor  dem  Ende  des  ersten  nachchristlichen  Jahrhundert  gelebt  haben, 
weil  er  eine  Art  Presse  mit  Hilfe  der  Schraube  beschreibe,  von  welcher 
Pliniua  berichte,  dass  sie  in  seiner  eigenen  Lebenszeit  erfunden  woniea 
sei.  Aber  auch  dieser  Sehluss  gleich  den  anderen,  welche  dazu  bestinunefl 
sollen  die  Lebenszeit  Heron's  wesentlich  später  zu  setzen,  als  man  es  seit- 
her that,  beruht  auf  einer  Annahme:  dass  nämlich  die  Mechanik  nicht 
ähnliche  Einschiebungen  erlebte,  wie  sie  in  den  geometrischen  Schriftea 
Heron's  nachweisbar  sind.  Dieser,  wie  uns  scheint,  sehr  schwerwiegende  Ein- 
wurf ist  von  Herrn  Hultsch  in  dem  „Literarischen  Centralblatt"  vom  U.April 
1894  S.  554 — 555  gemacht.  Cantos. 

Bonwstoffen  voor  de  geschiedenis  der  wis-en  natuurkundige  wetensscbappen 
in  de  Kederlanden  door  D,  Bierbns  de  Haan.    Verhandelingen  der 
Koninklijke  Akademie    van    Wetenschappen    te    Amsterdam  (Eento 
Sectie,  Deel  IL  No.  1)  met  5  Kaarten.   Amsterdam  1893.   JokMiUltf. 
60  S. 
Wer  mit  Geschichte  der  Mathematik  sich  beschSftigt,  kennt  und  schallt  die 
Funde,  welche  Herr  Bierens  de  Haan  In  den  verschiedensten  niederiändiäcben 
Archiven  gemacht  hat   nnd    welche  In  der  That  als  werthvoUes  Baumaterial 
bezeichnet   werden    können ,   nicht   immer  vollkommen   zubehauen   und  ge- 
glättet, um  ohne  Weiteres  in  ein  Mauerwerk  eingefügt  werden  zu  kÖaceDf 
aber  stets  verwendbar  und  von  festem  inneren  Gefüge.     Die  gleichen  Eigea- 
schaften    kommen   auch    der    neuesten   Veröden tlichung   unseres   bewährten 
Fachgenossen  zu  Gute.    Quetelet  hat  in  meiner  Histoire  des  sciences  matki-- 
maiiques  ei  physiques  chez  les  Beiges  (Brüssel  1864)  sich  anf  S.  247—253 
mit  Michael  Florentius  van  Langren  beschäftigt,  der  von  etwa  160O 


Recensioueri. 


I  bis  etwa  1660  gelebt  habe,  dessen  Mondkarte  als  diejenige  bezeichnet  wird, 
I  welclie   wabrscheinlicb    zuerst    die    heute  Bocb    gebräuchlichen   Namen   der 
§iöxelnen  Erhöbungen  und  Vertiefungen  enthielt,  der  auch  Verbesserungen 
dag  Hafens    von    Ortende    vorschlug    und    überhaupt  die    Sicherung  dieser 
lauteren   Festung   sich    angelegen   sein    liesB,    wie    sein    Briefwechsel    mit 
ßonillaad  erweise*  Ehen  dieser  Langren  ist  es,  dem  die  neuen  Forsch imgen 
des  Herrn  Biereos    de   Haan    gewidmet   sind.    Er  kam   im   Jabre  16(K)   im 
Begleitung  seiner  Eitern  nach  Brüssel,  lebte  also  damals  scbon.     Er  starb 
in  Mai  1675  in  Brüssel  als  königlicher  Kosinograpb.    Er  sab  eine  lohnende 
,  Aufgabe   darin  ^    die  Versandung  von  Seehäfen  zu  verhindern  und,    wo  sie 
.  bereits  begonnen  hatte ,  ihr  entgegenzutreten.    Allerdings  widersprachen  seine 
Theorien   den  hergebrachten  Meinungen  der  Wasserbau prakti ke r ,    und  des- 
italb  wurden  sie  bezüglich  des  Hafens  von  Mardjck  gründlich  unterschätzt, 
bis  dieser  unfähig  war  Kriegsschiffe  in  genügender  Anzahl  zu  fassen,   was 
den  Verlust  von  Dünkirchen   für   den  König  von  Spanien   zur  Folge  hatte. 
Um  so  lebhafter  drang  Langren  auf  die  Entsandung  des  Osten  der  Hafens. 
Dieselbe  Absiebt   wollte  ein  gewisser  Pierre  de  Roberti,  Vorsteher  der 
Me&tigungsarbeiten ,  mit  wesentlich  anderen  Mitteln  erreichen,  welche  be- 
deutend    kostspieliger    waren    und    statt    Nutzen    nur    Schaden    brachten. 
ÜDter  Langren's  Freunden,    welche   seine   Pläne    im   Grossen  und  Garnen 
billigten,   war  auch  Constantin   Buygena  der  Vater ^  und  Langren  be- 
ging die  Taktlosigkeit,    zwei  Briefe  desselben   einer  seiner  Streitschriften 
ei&iQverleiben ,  worüber  Jener  sich  dann  bitter  beschwerte.    Stand  es  doch 
dem  Rathe  Friedrich  Heinrichs  von  Oranien  übel  an ,  öffentlich  als  Gewährs- 
minn  in  einer  Sache  zu  erscheinen,    welche,  wenn  auch  wiBsensehaftlicher 
Nator,  dem  Könige   von  Spanien  Nutzen   zu   bringen  geeignet  war.     Herr 
Bierens  de  Haan  hat  die  auf  die  Ostender  Hafenarbeiten  bezüglichen  Acten 
DftWi  den  dazu  gehörigen  Karten  fast  vollständig  zum  Abdrucke  gebracht, 
10  dass   es  nunmehr  möglich  ist,   sich  ein  eigenes  Urtheil  über  Langren's 
Tbaorien  zu  bilden.  . _^ ^ Cantor. 


^  Geometrie   von  R^nö  Deflcartes ,   deutsch   herausgegeben  von  Ludwig 
H      ScHLESiiiGER.   Mit  zwoi  Figuteu tafeln.   Berlin  1894  Mayer  &  Müller. 

F    X,  lies. 

I  Die  älteste   Ausgabe   der   Descartes'schen   Geometrie   von  1637,   sowie 

II  daran  lateinische  üebersetzung  von  1640  durften  zu  den  grössten  hiblio- 
graphischen  Seltenheiten  gehören.  Häufiger  hegegnet  man  in  antiquarischen 
Katalogen  dem  zweiten  Abdrucke  der  lateinischen  Uebersetzung  von  1659. 
Dag  französische  Original  ist  seitdem  dreimal  neu  aufgelegt  worden:  im 
J»hre  1728  in  der  Cousin' scheu  Gesammtausgabe  der  Descartes'schen  Werke 
Band  V  und  im  Jahre  1886.  Herr  Schlesinger  hat  nun  auch  eine  deutsche 
Uebersetzung  der  nach  so  manchen  Richtungen  bahnbrechenden  Schrift  an- 
gefertigt ,  welche  ihm  bei  Uebungen  zur  analytischen  Geometrie  im  Ansohluss 

Eiat' lit  AUb.  d.  Zoltaobr.  f.  MuLb.  u  Vhya.  40.  Juhrtf.  1SU&.  ¥  lieft.  ^ 
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an  Descart^a  diente  ^  die  er  an  der  Berlioer  üiiiversitSi  im  Sommer  ! 
abhielt,  und  ein  Verleger  fand  sicli  bereit,  diese  üeberaetzimg  der  alt. 
gemeinen  Benntzung  zugänglicb  zu  macben.  Möge  ibr  Erscheinen  daiu 
beitragen  t  dass  unsere  beutigen  Mathematiker  jenes  unsterblicbe  Werk 
mehr  also  nur  dem  Namen  nacb  oder  ans  kurzen  Auszügen  kennen  lerneo. 
Niemand,  dessen  sind  wir  äberzeugt,  wird  die  darauf  verwandte  Zeit  nach* 
trüglich  bereuen.  Die  üebersetzung  ist,  so  weit  wir  uns  mit  derftelbea 
näher  bekannt  gemacht  haben,  recht  treu  und  lesbar^  letzteres  sogar  noch 
etwas  mehr  als  das  Original,  in  welchem  Descartes  mitunter  absichtlich 
dunkle  Redewendungen  bevorzugte.  44  angeftlgte  Anmerkungen  erleichtern 
das  Verständniss,  Caih'or. 
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Ein  nngedrucktes  Eeobenbneh  aus  dem  Jahre  1676  von  Oberlehrer  RiEssEf. 
Programmbeilagen    aus  Gltlckstadt,    [1893:    Programm  Nr.  280 
1894:  Programm  Nr.  279.]    26  und  24  S. 

Im  Jahre  1647  gab  Arnold  Möller,  Rechenmeister  zu  Lübeck,  den 
Güldenen  Lchrschatjs  heraus.  Im  Jahre  1719  veröffentlichte  Paul  Halcke 
sein  Malhematisches  Sinneticonfe^it,  Zwischen  beide  Schriften  Mit  das  Eecheü- 
buch,  welches  Heinrich  tho  Aspern  (1631 — 1695),  der  seit  1667  an 
der  Schule  in  Nenendorf  in  Holstein  thätig  war,  im  Jahre  1676  verfasste, 
und  welches  sich  handschriftlich  im  Besitze  der  Familie  tho  Aspero  er- 
halten  hat  Die  Zwiachenstellung  ist  keine  Mos  äusserlicbe.  Herr  Biesben, 
der  in  zwei  aufeinander  folgenden  Jabresprogrammen  sich  der  danki 
werthen  Mühe  unterzog,  über  jenes  ungedruekte  Rechenbuch  zu  berichl 
hat  sichergestellt,  dass  Heinrich  tho  Aspern  einerseits  Halcke's  Lebrer 
war»  andererseits  Möller's  Vorlage  mit  Yortbeil  benutzte.  Insbesondere  ist 
die  vielfach  gereimte  Form,  sind  einzelne  Aufgabengattungen,  auch  einielne 
bestimmte  Aufgaben  sammt  ihren  Zahlen  von  dem  einen  Verfasser  zum 
anderen  und  zum  dritten  zu  verfolgen  gewesen.  Ein  theils  beabsichtigter, 
tbeils  unfreiwilliger  Humor  ist  in  allen  diesen  Schriften  wahrnehmbar ;  der 
namentlich  dann,  wenn  er  in  plattdeutsche  Verse  sich  kleidet,  gertdeia 
erfrischend  wirkt  Tho  Asperu^s  Rechenbuch  zerfallt  in  vier  Elasseo  and 
einem  Lustgärtlein*  Die  I.  Klasse  lehrt  die  vier  gemeinen  Recbiumg»' 
arten  an  ganzen  Zahlen,  die  IL  Klasse  an  Brüchen»  Die  III.  Klasse  bat  M 
mit  der  Regeldetri  zu  thun ,  die  IV.  Klasse  mit  Vermiscbungsrechiumgea 
{BeguJa  Ällisiationis)  ^  unbeiütimmten  Aufgaben  (i?.  Fir^jwum)  und  dem  falache» 
Ansatz  (B.  Falsi),  Dm  Lnstgftrtiein  geht  über  diese  Aufgaben  dann  noch 
hinaus.  In  seinen  Beeten  ^  so  heiseen  die  einzelnen  Kapitel  —  wachsen 
Ausziehungen  von  Wurzeln  zweiten  bis  neunten  Grades,  Auflösung  Ton 
Gleichungen  bis  zum  dritten  Grade  einschliesslich,  Untersuchungen  tlber 
figurirte  Zahlen,  Herr  Riessen  hat  überall  Anmerkungen  beigefügt,  welche 
dem  heutigen  Leser  das  Verstöudniss  erleichtern.  Gaittor. 


BecensidneD. 


Prafessor  Dr.  Rudolf  Wolf  1816—1893.    Der  BerDischen  naturforschenden 
I  Gesellflchaft   zum  Andenken   beim   50jährigen  Jubiläum   ihrer  „Mit- 

I  theilungen*'  gewidmet  von  Professor  Dr.  J.  H.  Graf.    Mit  dem  Por- 

I  trait  von  Professor  R,  Wolf,    Bern  1894.    Bei  K*  J,  Wjss.  [Separat- 

I  abdrock   aus    den   MittheiluDgen    der   natarfor&cbenden  Gesellschaft 

I  von  Bein«] 

"         Mit  23  Jahren  wurde  Rudolf  Wolf  (1839)  in  Bern  an  der  Realschule 
angestellt;   acht  Jahre  später  (}847)   trat    er  an  die   Spitze   der   dortigen 
Sternwarte;  wieder  acht  Jabre  später  (1855)  berief  ihn  sein  Heimatscanton 
LZ&rich  als  Lehrer  der  Mathematik  an  das  Gymnasium  und  als  Lehrer  der 
I Astronomie  an   das  neu   gegiUndete  Polytecbnikitm ;    Ende  1864   bezog  er 
Idie  nach  Semper'schen  Plänen  erbaute   neue  schöne  Sternwarte ,   als  deren 
tDirector   er  noch  29  Jahre  wirkte.     Dem  Berner  Aufenthalt  gehört  Wolfe 
rhahn brechende    Entdeckung  von  dem    Zusammenfallen    der    Soanenßecken- 
periode  von    11|  Jabren    mit    einer    genau    ebenso    langen    Periode    der 
Declinationsvariationen    der    Magnetnadel   an,     einem    Zusammenfallen    in 
dem  Sinne,  dass  die  Maxima  beider  Erscheinungen  und  ebenso  ihre  Minima 
stets  gleichzeitig  auftreten.    Ebendort  begann  Wolf  mit  den  Würfel  versuchen, 
«durch   deren  Anstellung   er   das  Gebiet  der  Wahrscheinlichkeit  a  priori  mit 
Idam  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  in  Verbindung  brachte.     In  Zürich 
ketzte  er  beide  Untersuchungtjreihen  fort,   Sonnenfleckenbeobacbtungen  und 
WürfelvcrBUche  beschäftigten  ihn  bis  in  seine  letzte  Lebenszeit,  aber  daneben 
trat    eine    neue    Geistesricbtwng  Wolfs    glänzend    hervor,    die    historische. 
Die  ^Biographien   zur  Kulturgeschichte   der   Schweiz*    (1858 — ^1862) ^   das 
^Handbuch  der  Mathematik,  Pbysik,  Geodäsie  und  Astronomie*'  (1872)^  die 
kj^Geschichte  der  Astronomie"  (1877),  die  „Geschichte  der  Vermessungen  in 
pder  Schweiz"  (1879),  das  |,Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte  und 
Literatur**  (1890— 1893)  sind  geschichtliche  Leistungen  allerersten  Ranges, 
mit  welchen  zu  wetteifern  fast  unmöglich  ist,   insbesondere,  wenn  man  die 
Raschheit  der  Aufeinanderfolge  und  die  Gründlichkeit  der  Schriften  neben- 
einander beachtet.    In  Zürich  begann  Wolf  auch  die  Veröientlichung  seiner 
werthvollen  „Astronomischen  Mittheilungea*,  welche  er  bis  zur  82,  Nummer 
brachte;    die    83.  Nummer    Hess    er    redactionell  vollendet  zurück  j    für  die 
weitere    Fortsetzung    des    verdienstlichen    Unternehmens    sorgte    er  teeta* 
Cmentariscb.     Diese  nackten  That^achen  eutnehmen  wir  theils  dem  uns  vor- 
Fliegenden   warm  geschriebenen   kleinen   Buche,   theils    eigener   Erinneriing. 
Niemals   wird    aus  dieser    die    liebenswürdige    Persönlichkeit    Wolfs    ver- 
Licbwinden,   wie   er   in   seinen  Briefen,    wie   er   in   der   mÜDdllchen  ünter- 
'redung  sie  offenbarte.    Wieder  genau  den  gleichen  Eindruck  gewinnen  wir 
aus  einem  Nekrologe,  den  Herr  Wolfer,    des  Verstorbenen  Nachfolger  an 
der  Sternwarte,  in  der  „Vieii^ljahresschrift  der  Astronomischen  Gesellschaft" 
Jahrgang  29  Heft  I  veröffentlicht  hat. 


Caktor. 


6* 


1 


60 


HIstonsob  -  literarische  Abtheilung. 


Erinneraiig  an  Moritz  Abraham  Stern  toh  Fbbdinand  Budio.  Zürich  1894. 

Am  2,  Februar  1894    wurde   in  Ztlricb   die  Leiche   eines  86  i jährigen 
Greises  der  Erde  übergeben ,  der  gewiss  keinen  Feiiad ,  wohl  aber  mblreichel 
ihn  Yerebreude  Bchüler  und  Freunde  zurtlckgelasaen  hat.    Wie  konnte  maul 
auch  anders ,  als  mit  hochschätzender  Liebe  an  ihm  hängen^  dem  selbst  801 
liebevollen,    dienstwilligen,    zurorkommenden    Manne,    an    dem    die   Jahre 
spurlos  vorüber  zu  gehen  schienen  bis  auf  die  Spuren  geistiger  Th&tigkeit, 
die  er  selbst  in  die  wissenschaftliche  Geschichte  jener  Jahre  eintrug.    Herr 
Eudio    hat    an  Sternes    Grab   als  jüngerer   Fachgenos&e    warme  Worte  ge- 
sprochen.*   Dem  Referenten  persönlich  war  Stern  mehr  ab  das.    Ich  hatte 
die  Freude,  in  den  Jahren  1849  —  1851  seine  Vorlesungen  in  Göttingen  als 
aufmerksamer  Zuhörer  zu  besuchen  und  an  dem  mustergiltigen  Vortrage  des 
Lehrers  mich  zu  bilden.  Es  sei  gestattet,  aus  meiaeD  Krinaeruugen  an  jene  Zeit 
wenige  ergäuEende  Striche  zu  dem  von  Herrn  Rudio  Gesagten  hinzuzufügen» , 
Im  Sommersemester  1850  las  Stern  über  Elementarmathematik  *  eine  Vor« 
lesung,   welc|6   unter  den  in  Anmerkung  4  genannten   Dicht  euthalten  ist 
Vielleicht   gehörte   sie   nicht   zu  seinem  gewöhnlichen  Kreislauf  der  Gegen- 
stände,  aber  jedenfalls   war  die  Vorlesung  hochinteressant   und  gab  Ster 
Gelegenheit I   nach  zwei  Richtungen   sich   breiter   zu  fassen,   als  es  ihm  isl 
seinen    anderen  Vorlesungen    möglich    war-      Er   verweilte    bei   den    pbilool 
sophischen    Grundlagen     der    Mathematik    und    bei    deren    geschichtlichem" 
Wachsen*     In    beiden  Dingen  kann  ich  mich  nur  seinen  dankbaren  Schüler 
nennen*     Stern    gehört   die    Auffassung    der    Mathematik    als    Erfahrungs- 
wissenschaft   an^    welche    ich   in     meinen    „Grundzügen    einer    Elementar«^ 
arithmetik**  (Heidelberg  1855)    an  die  Spitze  stellte,    bei  Stern   entwickelte 
sich  meine  Neigung  zu  Forschungen  über  die  Geschichte  der  Wissenschaften, 
Seine  Vortragsweise  war  klar,  anspruchslos,  einfach,  wie  der  ganze  Mann, 
und  auch   der  humoristische  Zug,   den  man  noch  auf  der  Photographie  zn 
erkennen  vermag,  fehlte  nicht,    Stern  sprach  meistens  ganz  frei.    Nur  wenn^ 
es   sich   um   ein   bestimmtes    Beispiel    handelte   oder  um   Fortsetzung  einer] 
Erörterung,   welche   in  der    vorhergehenden    Stunde   nicht  zu   Ende   hatte«] 
geführt   werden   können,    zog   er  einen  bei  seinen   Zuhörern  sprichwörtlich 
gewordenen    kleinen   Zettel    aus    der  Westentaschet    dem    er   die   nöthiges 
Aufzeichnungen    anvertraut   hatte.     Er    rechnete    an   der  Tafel   mit  grosser! 
Sicherheit»     Kam  es  ja  einmal  vor,  dass  er  sich  irrte,  so  war  ihm  Nichts 
lieber,  als  dass  man  ihn  unterbrach,  um  den  Irrtham  so  früh  als  möglich 
verbessern   zu  können .    Während    meines  Aufenthaltes    in  GÖttingen  wurde 
das   dortige   mathematische   Seminar   eingerichtet,   in  dessen  Leitung  Stern 
sieh  mit  Ulrich  theilte.    Gra,de  diese  Theitung  war  geeignet,  uns  erkennen 


*  Die  Grabrede  ist  ausser  in  dem  uns  vorliegenden  beionderen  Drucke  noofa 
mala  in  der  VierteljahrBüchrift  der  ZQricher  naturwiftenfechaftlichen  Geaclltcha 
Jahrgang  3S^  Heft  2,  erschienen* 
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zu  lassen,  was  wir  an  Stern  bosassen.  Nur  Wenige  mögen  mit  mir  sich 
der  damaligen  Zeit  erinnern,  unter  ihnen  jedenfalls  Hiebard  Dedekind, 
Aber  die  noch  Vorhandenen  haben  ohne  Zweifel  an  jene  Zeit  und  an  unseren 
Lehrer  ein  treues  Gedächtniss  sich  bewahrt.  Cai^tor* 


Die  Sirenen*  Ein  ßeitrag  stur  Entwickelungsgeschichte  der  Akustik,  Theil  IL 
Die  Arbeiten  deutscher  Physiker  über  die  Sirene  in  dem  Zeiträume 
Ton  1830  bia  1856.  Von  Br*  Ernst  Robel,  Oberlehrer.  Wiasen- 
schaftliche  Beilage  zum  Jahresbericht  des  LuisenstUdtiscben  Beal- 
gymnasiums  lu  Berlin.  Ostern  1894,  [Programm  Nr, 98.]  Berlin  1894, 
R,  Gaertner^s  Verlagsbuchhandlung  (Hermann  Hejfelder).  31  S. 
Für  den  L  Theil  der  Untersuchungen  verweisen  wir  auf  Bd.  XXXVII 
dieser  Zeitschrift,  Historisch  -  literarische  Äbtheilung  S.  7L  Der  IL  nicht 
minder  interessante  Theil  igt  der  Hauptsache  nach  den  Arbeiten  von  Opelt, 
Seebeck,  Dove,  v»  Helmholtz,  Ohm  gewidmet.  Dieselben  sind  theils 
eiperimenteller ,  theils  mathematisch -theoretischer  Natur  gewesen,  theils 
haben  sie  die  Aufgabe  nach  beiden  Richtungen  bin  behandelt  und  gefördert, 
wie  es  in  der  persönlichen  Richtung  der  einzelnen  Forscher  begründet  lag* 
Die  drei  zuerst  Genannten  waren  die  experimentell  arbeitenden«  der  an 
letzter  Stelle  Erwähnte  der  in  mathematischen  Entwickeluugen  geübte 
Akustiker.  Helmboltz  vereinigte  in  sich  die  beiden  Begabungen.  Opelt 
hat  auf  seine  Versuche  eine  Musiklehre  aufgebaut,  Seebeck  hat  unter 
Anderem  die  Interferenz  der  Töne  einfach  nachweisbar  zu  machen  gewnsst. 
Dove  vervollkommnete  die  sogenannte  mehrstimmige  Sirene,  so  dass  sie 
zur  Hervorbringung  von  Combinationstönen  geeigneter  wurde,  v.  Heimholte 
brachte  die  Lehre  von  diesen  Combinationstönen  durch  Versuche  und  mathe- 
maiische  Entwickelungen  in's  Reine.  Ohm  hat  zuerst  den  Gedanken  aus- 
gesprochen,  dass  jede  beliebige  periodiscbe  schwingende  Bewegung  nach 
dem  Fourier*schen  Theoreme  entwickelt  werden  kann,  und  dass  dann  jeder 
der  Coefficienten  dieser  Reihe  die  Amplitude  eines  einzelnen  wahrgenommenen 
Tones  darstellt.  Bei  dem  Widerspruch  Seebeck's  gegen  die  Anwendung 
dieflea  Gedankens  auf  die  Sirene  bricht  die  Abhandlung  ab*  Cantob, 


Syfttematisches  Verzeicbnisi  der  Abbandlnngen^  welche  in  den  Schul- 
schriften äämmtlicher  an  dem  Programmtauscbe  theilnehmondeu  Lehr* 
anstalten  erschienen  sind.  Bearbeitet  von  Dr.  Rudolf  Klxtssmann, 
Nebst  zwei  Registern,  IL  Band  1886  —  1890.  Leipzig  1893.  Bei 
B.  G.  Teubner.  VII,  285  S. 
Wie  viele  Gelehrsamkeit  steckt  doch  in  unseren  Schulprogrammen,  wie 
viele  Arbeit  ruht  dort  vergraben,  manchmal  auch  begraben!  Der  geregeltere 
Programm  tausch    hat    zwar    einige   Abhilfe    getroffen«    Lehrern   derjenigen 
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Anstalten f  weiche  elq  dem  Tausche  Iheünehmen,  dürfte  Bicht  leicht  der 
Titel  eines  Programmes  nitbelcannt  bleiben,  welches  ihn  interessiren  kaua« 
Aber  Privatgelehrten  und  Universitätslehrern  kommt  gerade  umgekehrt 
nur  selten  ein  für  sie  wichtiges  Pregramm  zur  Kenntniss^  es  sei  denn,  dasa 
der  Verfasser  es  ihnen  zuschicke,  Herstellung  eines  sjatematischen  Ver. 
zeichnisses  solcher  Abhandluageu  war  deshalb  geradezu  ein  BedQrfniga,  tu^^j 
Herr  Klussmanu  bat  die  Aufgabe  der  Aufertigung  dieses  Verzeicfaoisses  vor* 
treffliüh  gelöst.  Die  Anordung  ist  nach  Föcbera  und  innerhalb  jed« 
Faches  nach  der  alphahe tischen  Folge  des  VerfassemameDs.  Am  BcMaase 
ist  ein  Verzeichuiss  nach  dem  Orte  der  betreffenden  Anstalt,  ein  zweites 
nach  dem  Namen  der  Verfasser  angelegt)  so  dass  das  Auffinden  gesudier 
Programme  wesentlich  erleichtert  ist.  Caktob. 


Yieritellige  logaTithmiBoh-trigoEometrisclie  Tafeln  nebst  einigen  phjsi. 

kaiischen  und  astronomischen  Tafeln  i  für  den  Gebrauch  an  höheren 
I  Schulen.    Zue  am  mengestellt  von  C.  Rohbbäch  ,  Dr.  phil. »  Oberlehm 

am    Gymnasium    Ernestinam    zu   Gotha.     Gotha  1893,     Verlag  von 

E.  F.  Thienemann.  32  S. 
Vieratelltge  Logarithmen,  das  scheint  bis  auf  Weiteres  die  Forderung 
der  Mittelschulpädagogik  geworden  zu  sein.  Im  38.  Bande  dieser  Zeitschrift 
(Histor,  *liten  Ahtblg*  S.  691  zeigten  wir  solche  von  Herrn  E.  R.  Müller  an^ 
die  in  Stuttgai-t  gedruckt  waren,  heute  liegen  uns  solche  aus  Gotha  vor. 
Druck  und  Ausstattung  dürften  bei  beiden  Tafeln  gleich  gut  sein,  auch 
der  Preis  ist  der  gleiche.  Als  Vorzug  der  Robrhach'schen  Tafeln  könoen 
wir  herTOrbeben,  dass  am  Schlüsse  eine  graphische  Darstellung  der  gomo- 
metrischen  Functionen  beigegeben  ist,  das  heisst  die  Zeichnung  der  auf 
ein  und  dasselbe  Coordiuatensystem  bezogenen  Curven  y  =  sinuc^  y  s=  cosx, 
y  —  iangx^  p  =  €otx^  y  ^  secx^  ^  =  cos€€X.  Die  Curven  wurden,  wie 
das  Vorwort  miltheiltf  im  doppelten  Maassstabe  gezeichnet  und  photo- 
graphisch reducirt.  ____^^  Cahtor. 


< 


Ueber  das  VeriichernnfsweBen  der  Bergwerks -Bruderladen  und  ähnlicheft 

Kasseneiunchtungen.    Von  Dr.  E,  Kobald,  ordentlichem  Professor  Bfc»^| 

der  kaiserl.  IsöuigL  Bergakademie   zu   Leoben.    Zweiter  Theil:    üm>  «j 

Wittwen-  und  Waisenversieherung,  mit  einem  Anhange  Üb'^^ 

die  KrankenTersicherung  und  über  das  Begräbnissgeld,  [Sonderabdrac::=5l 


aus    dem    Berg-    und    HüttenmILnnischen    Jahrbuch    etc  ,    XLL  Bi 


Leoben  1893.    Bei  Ludwig  Nüsslen    48  S. 
Wir  haben  im  38.  Bande  dieser  Zeitschrift  {Histor,  -  liter.  Abthlg,  8.  7« 
den   ersten  Theil  der  Kobald'schen  Untersuchungen  besprochen*     Wenn 
ihm   die   klare  Weise   nachrühmen    durften,   in   welcher   der   Verfaseer 
zusammengesetzten  Fragen,   um    welche  es  sich  bandelte,  in  ihre  Beetan^c^ 
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theile  tu  zerlegen  wusste,  so  kennen  wir  das  gleiche  Lob  auch  der  Fort* 
raetcQQg  ertheilea.  Die  Frage  der  WittwenTersichemDg  ist  hier  bebandelt 
^nnd  dabei  mussten  zwei  FSUe  unterschieden  werden,  je  nachdem  der  Mann, 

welcher  als  arbeitstüchtig  in  die  Ehe  trat  —  denn  nur  dann  gewähren  die 

österreichigchen  Brnderladen  Wittwenveraorgung  — ,  als  arbeitstüchtig  Ter- 
istorben  ist  oder  früher  invalid  wurde«  also  selbst  schon  Unterstützung 
fVezog.     Die  WEusenversicherung   kommt   nur   im  Titel  des  Heftes  vor,    im 

Texte  ist  von  ihr  so  gut  wie  nicht  die  Rede.  Bezüglich  der  anhangsweise 
I  behandelten  Krankenversicherung  hegen  wir  einiges  Bedenken.  Die  in  Tagen 
r  ausgedrückte  KrankheiUdauer   während    eines  Jahres  fasst  Herr  Kobald  als 

eine  Function  des  Alters  x  auf  und  bezeichnet  sie  mtt  K{x),  Ist  das  wohl 
L  richtig?     Dass   die  Lebensdauer  von  dem  Alter  abhängt,   wird  von  Jedem 

bereitwilligst   zugestanden  werden*     Auch  die  Lebensgefährlich keit  gewisser 

bestimmter  Krankheiten  dürfte  Function  des  Alters  sein.  Ob  aber  das 
L  Gleiche  Ton  der  Krankheitsdauer  behauptet  werden  darf,  scheint  uns 
f  Eweifelhaft.  Cantor. 

L  lynopils  der  höheren  Hathematik.   Von  Johanh  6.  Hagen,  S.  J.,  Director 
\  der  Sternwarte  des  Georgetown  College,  Washington,  D,  C,  IL  Band: 

1  Geometrie  der  algebraischen  Gebilde.    Berlin  1894,    Verlag 

I  von  Felix  L.  Dames.    IV»  416  8, 

r         Als   wir  im  XXXVIL  Bande  (Histor.^liter,  Abthlg.  S,  151-152)  den 
L  Band  der  Synopsis  unseren  Lesern  empfahien ,  nannten  wir  ihn  den  An- 
fang eines  ganz  groseartig  angelegten  Werkes.     Wir  dürfen  bei  der  Anzeige 
des  IL  Bandes,    der   dem   ersten   in   der    fast  unglaublich  kurzen  Zeit  von 
nur   drei  Jahren  nachfolgte,    nicht  bereuen,   jenes  Ausdruckes  uns  bedient 
2U   haben,    denn    die    Fortsetzung    ist    des  Anfanges,    so    weit    zahlreiche 
Stichproben    zu    einem    Urtbeile    befähigen,    in  jeder  Weise    würdig.    Die 
dreizehn  Abschnitte  des  IL  Bandes  führen  die  üeberäcbriften:  I.  Die  Grund* 
iJagen  der  Geometrie.    IL  Die  projectivische   Geometrie.     III.    Die  Coordi- 
inatensysteme*    IV.  Die   linearen  und  quadratischen  Liniensyäteme.     V.  Die 
fAusdehnungslebre.    VL  Die  ebenen  Curven  im  Allgemeinen.    VII,  Die  ebenen 
Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades.    VlIL  Die  ebenen  Cnrven  dritten  Grades. 
IX.  Die  ebenen  Curven  vierten  Grades.    X*  Die  Haumgebilde  im  Allgemeinen. 
XL  Die  Eaumgebilde  ersten  und  zweiten  Grades,    Xll.  Die  Fiächen  dritten 
Grades.     XIII.  Die  Flächen   vierten  Grades.     Man    wird   aus  diesen  Ueber- 
i  tehnften  einigermassen  den  Umfang  des  behandelten  Stoff^es  ermessen  können. 
Berr  Hagen   hat  auch  in   diesem  Bande   eine    über   nahezu  alle  Zeiträume 
der  mathematischen  Literatur  sich  erstreckende  staunenswerthe  Belesenheit 
lan  den  Tag  gelegt,   und   wir  gestehen  gern  ein^    dass  wir  bei  der  Durch- 
llicbt    des  Bandes    wiederholt    an  Dinge    erinnert    wurden,    welche   wir    in 
LtinsereQ  Vorlesungen   Über  Geschichte  der   Mathematik   mit  Stillschweigen 
übergangen  hatten ,  kleine  Lücken  lassend ,  welche  bei  nächster  Gelegenheit 
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tkubgefülit  werden  sollen.  Als  der  Druck  de»  ßandes  schon  ziemlich  weil 
vorgesch ritten  war^  fand  Herr  Hagen  einen  ebenbürtigen  Mitarbeiter  in  i 
Herrn  Franz  Mejer  (Clansthal),  dessen  Mitwirknng  in  der  Vorrede  als  sehr 
fruchtbar  gerühmt  wird.  Unsere  eigene  Kenntniss  Meyer*8cher  Arbeiten 
Iftsst  nns  an  das  Verdientsein  dieses  Lobes  nicht  zweifeln»  und  bleibt  diete 
Mitwirknng  auch  für  den  IIL  Band  erhalten,  so  können  wir  dessen  Erscheinen 
nur  mit  um  so  höher  gespannten  Hoflfnnngen  erwarten.  Ohne  Herrn  Hagen'i 
grosBon  Verdiensten  irgend  zu  nahe  treten  zu  wollen,  bleibt  es  doch  immer 
wahr,  dass  bei  einem  Sammelwerke  vier  Augen  noch  mehr  sehen  ak 
deren  zwei,  Caätob. 

Berechming  yob  Renten   und    LebensyersicheTungan    an    der   Hand  yoo 

Beispielen  erläutert  von  Jos.  THANNABAua,  kaiserL  königl.  Ober- 
real schul  -  Professor  in  01m  titz.  Wien  1893.  Verlag  von  Karl  Graeser. 
132  S. 

Zinsesiifisem-  Efld  Basten  •  Tafeln.  Von  Jos,  Tbannabaur.  Wien  1893,  Ver- 
lag von  Karl  Graeser.  78  S. 
Wir  vereinigen  in  dieser  kurzen  Anzeige  zwei  Bücher,  welche  der 
gleiche  Verfasser  zu  gleicher  Zeit  in  demselben  Verlage  erscheinen  lie^s, 
denn  wiewohl  als  getrennte  Werke  dem  Verkaufe  ausgesetzt,  gehöreo  ^]^ 
doch  eigentlich  zusammen.  In  dem  einen  umfangreicheren  B^ndcben  sind 
in  etwas  breitspuriger,  leichtverständlicher  Weise  die  verschiedenen  Formela 
abgeleitet,  welche  bei  Renten  und  Lebensversicheruagen  Anwendung  findcD, 
iii  dem  weniger  starken  Hefte  sind  Tafeln  abgedruckt,  die  auf  Grundlage 
jener  Formeln  hergestellt,  auch  von  soleben  FersönUchkeiten  benutzt  werden 
können^  welche  um  die  Begründung  sich  nicht  kümmern  können  oder  wollen. 
In  dem  dogmatischen  wie  in  dem  praktischen  Tbeile  ist  mit  gleicher  Aus* 
jnihrliohkeit  wie  der  gewöhnliche  Fall  einer  Verzinsung  am  Ende  eine^ 
Termines  auch  der  der  antieipativen  Verzinsung  behandelt ,  bei  welcher 
der  Zins  zum  Voraus  abgezogen  wird.  Wir  können  den  Zweck  dieser  Be- 
handlung eines  rechtmässig  nicht  vorkommenden  Falles  nicht  einsehen. 

Cantor. 

Alianaire  du  Bureau  des  Loiigltu.des  avec  des  Kotices  scientifiques.  Parii  ^ 
1893  und  1894.     Gauthier -ViUars  et  fils. 
Indem   wir  den  beiden  letzten  Jahrgängen  des  bertlhmten  Jabresbucbi 
einige  Worte    der  Anzeige   widmen,   dürfen    und  müaaen   wir  uns  darauf i 
beschränken,  die  üeberschriften  der  dem  eigentlichen  Jabrbncb  angehäagteii 
wissenschaftlichen  Mittheilungen   ztir  Kenntniss  zu  bringen.     Das  Jahrbuch 
für  1893  enthielt:  J.Janssen»   Das  Observatorium   auf  dem  Mont  BlaßC. 
Cornu,    Ueber    die    Wechselbeziehung    zwischen    den    Erscbeinungea  der 
ruhenden   und   der   bewegten  Elektricität,   und   über  elektrische   Einheiten« 
Tisserand,     Hede     bei    der    Beerdigung    von    Ossian    Bonnet,     Faye, 
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H  Boaquet  de  la  Grje,  Loewy,   Redea  bei  der  Beerdigung  des  Admiral 

H  Moachess.     J,  Jansseu,    Hede    bei    der    Einweihung    eines    Denkmals    des 

H  General    Perrier.    Dem   Jabrbuche   für  1894   sind    beigegeben:    Poincar^« 

H  Liebt   und   Elektricitöt  nacb   Maxwell    und    Hertz.     Fleuriais,   Ursprung 

H  und  Oobraucb  des  sogenannten  Compasses.   J«  Janssen,  Vier  Beobachtungs- 

V  tage  auf  dem  Moni  Blanc.     Faye,   Bouquet  de  la  Grye,   Fleuriais, 

I  Reden    bei    der    Beerdigung    des    Admiral    Paris.      Tisaeraud,     Cornu, 
Mouches,  Heden  bei  der  Einweihung  des  Arago  -  Denkmals.       Cantor. 

^^^Ezeroises  d*arithm6tiqiie.   Enouces  et  Solutions  parj.  Fitz -Patrick,  ancien 
^L  profesäeur    de    mathtsmatiques   et  Georges   Ch£ybel.,    Directeur    de 

^M  Tinstitution  Cfaarlemagne  ü.   Toura,     Avec   une  pr^face  de  M.  Jules 

^^^^  Taknery,   Sous-Directeur   des  ^tudes  seien tifiques  ä  Tecole  normale 

^^^K  Bup^rieure,     Paris  1893.     Librairie   seien tifique.     A.  Hermann.    IX, 

^^^y  483  pages. 

^M  Das   uns  yorliegende  Werk    kann   als  Lehrbuch   in  Atifgabenform   be- 

zeichnet werden,  indena  alle  465  bebandelten  Aufgaben  mit  so  ausführlichen 
Auflösungen  versehen  sind,  dass  kaum  ein  wichtiger  Lehrsatz  oder  eine 
H«gel  der  Arithmetik  vermisst  werden  dürfte.  Die  16  Kapitel,  in  welche 
die  Aufgaben  vertbeilt  sind,  fähren  folgende  üeberschriften :  1.  Einleitende 
Bemerkungen  und  Numeration;  S.Addition  und  Subtraction;  3. Multiplication; 
4«  DWision;  5.  Theilbarkeit  der  Zahlen;  6«  Gemeintheiler  ganzer  Zahlen; 
7.  Primzahlen;  8*  Brüche j  9.  DecimalbrÜcbe  und  Decimalzahlen;  10.  Ver- 
hältnisse und  Proportionen;  IL  Zahlensysteme;  12*  Quadrate  und  Quadrat- 
wurzeln; 13.  Guben  und  Cubikwurzeln ;  14.  Progressionen;  15.  Verschiedene 
Aufgaben;  16*  Anfangsgründe  der  Zahlentbeorie.  Als  Anhang  ist  ein  von 
Herrn  Mairot  herrührender  ßeweis  des  Satzes,  dass  jede  ganze  Zahl  als 
Summe  von  höchstens  vier  Quadratzahlen  sich  darstellen  lasse,  abgedruckt. 
Wenn  ein  Gelehrter  von  dem  Range  des  Herrn  Jules  Tannery  es 
der  Mühe  werth  erachtet,  zu  einem  Buche,  dessen  Inhalt,  wie  wir  sehen, 
nicht  Über  die  Anfangsgründe  sich  erhebt,  eine  Vorrede  zu  schreiben,  wenn 
er  die  Aufgaben  selbst  als  insgesammt  lehrreich  und  viele  derselben  als  neu 
und  geistvoll  bezeichnet ,  so  kann  dieser  umstand  bereits  ein  h^Jehst  an- 
genehmes Vorurtbeil  erwecken,  und  bei  genauerer  Ken ntnissn ahme  bildete 
sich  uns  neben  dem  Vorurtheile  ein  selbsts tändiges  Urtheil,  welches  nicht 
minder  günstig  ausfiel,  als  das  des  Herrn  Tannery. 

Es  ist  ja  nur  natürlich,  dass  bei  einer  so  grossen  Menge  von  Aufgaben 
auch  Irrthümer  sich  einschleichen.  Wenn  z.  B,  auf  8.  248  —  249  in  Auf- 
gabe 306  aus  n^^4n<N<  *»'  — 2n  der  Scbluss  n~2<yN<  n- 1 
gesogen  wird,  so  ist  das  entschieden  falsch,  wie  «  =  5,  JV=7  erkennen 
Ittast  Der  sofort  in  die  Augen  springende  Grund  des  Irrthnms  besteht 
darin,  dass  man  aus  der  ursprünglichen  Ungleichung  zwar  7f  < «*  —  2«  + 1  j 
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aber  keineswegs  ♦»*  — 4f«  +  4<  JV  zu  folgern  berechtigt  ist  Hätte  nnB  dit 
Zeit  zn  Gebote  gestaDden^  s^mmtJiche  AufgabeD  zu  prQfen,  so  wären  wir 
vermutblieh  auf  mehrere  solcher  Flüchtigkeiten  gestossen;  allein  sie  md 
weit  eEtferot^  den  Gesammtein druck  zu  beeinträchtigeD. 

Die  Verfasser  haben  es  in  der  That  verstanden  ^  eiue  Sammlung  f<m 
Aufgaben  zu  vereinigen ,  deren  Auswahl  es  gestattet ,  bei  ihrer  Auflösoog 
eine  Gesammtwiederholang  aller  arithmetischen  Lehren »  welche  dem  Mittel- 
Schulunterricht  angehören^  zu  veranstalten.  Jeder  Lehrer,  auch  id  Deatsci 
land,  wird  van  der  Sammlung  erwllnschten  Gebrauch  machen  können,  Er 
darf  nicht  fürchten,  Ällzuleichtes  und  Alltägliches  zu  finden,  im  Gegtn^ 
theil!  Manche  Aufgaben  machen  an  den  Scharfsinn  dessen,  der  sie  Ih^ 
BOllj  recht  bedeutende  Ansprüche,  und  alle,  die  wir  wenigstens  näher  aa, 
sahen,  sind  interessant  genug ,  zur  Anstrengung  des  Scharfsinnes  in  reizen. 

—  Cantor. 

Edcr Kations  math^matiques  par  M,  Edouard  Lucas.  Tome  II L  Fari^  1693, 
Gauthier -Villars  et  fils.    200  pag.    Tome  IV.    Paris  1894.  266  pag. 

Der  IL  Theil  der  mathematischen  Erholungen  ist  1883  erschieDen  und 
im  29.  Bande  dieser  Zeitschrift  angezeigt.  Ermuntert  durch  den  Beifall, 
mit  welchem  die  beiden  Theile  aufgenommen  worden  waren,  sammelte  Licas 
den  Inhalt  eines  IIL  und  IV,  Theiles^  als  1891  ein  vorzeitiger  Tod  ilui 
wegraffte.  Engbe  freund  eleu  Pachgenossen ,  den  Herren  H»  Delannoj,  CA.  ^ 
Laisantf  E,  Lemoine  wurde  von  der  französischen  mathematischen  Gettlli 
Schaft  der  Auftrag,  das  von  Lucas  Vorbereitete  der  OefTentHchkeit  zu  QW* 
geben,  und  sie  haben  ihre  Aufgabe  pfliehtgetreu  erfüllt.  Volle  Gleichf5rniiglef 
der  behandelten  Gegenstände  darf  man  in  den  beiden  neuen  Tbeilen 
wenig  suchen,  als  in  den  beiden  früheren.  Der  Hauptsache  nach  h&t  Luei 
allerdings  Verstandes  spiele  untersucht,  iß  welchen  mit  Combinatorik  tw^ 
bundena  Zahlentheorie  die  Auflösung  systematisch  finden  iSEsst;  aber  er 
sieb  das  üebergreifen  auf  andere  mathematiscbe  Dinge  nicht  versagt- 

Im  in.  Theile  haben  die  Herausgeber  zu  den  beiden  ersten  Erholung 
(L  Le  calcul  digital-,  2.  Machines  arithm^tiques)  volksthümliche  Vorlesung 
benutzt,  welche  Lucas  1885  in  Paris,  1884  in  Blois  hielt.  Wir  hab 
selten  oder  nie  einen  gleich  ernsten,  um  nicht  zu  sagen  trockenen  Oeg 
stand  mit  mehr  Witz  und  sprudelndem  Humore  erörtert  gesehen.  Die 
anderen  Erholungen  des  Bändchens  beziehen  sich  alle  anf  Spiele,  irelc; 
bald  mit  dem  Taquin,  bald  mit  dem  Mühlspiel,  bald  mit  dem  Bh 
verwandt  sind. 

Die  acht  Erholungen  des  IV.  Theiles  sind  dem  ewigen  Kalender, 
Kugelaritbmetik,  der  Stfibcbenarithmetik ,  dem  Mühlspiel,  den  Zaat 
quad raten  Fermat's,  den  Gittern,  dem  Vierfarbensatze  geographischer  Karteii,' 
der  Gehmaschine  gewidmet.  Die  erste  Erholung  gehört  also  der  Chrono- 
logie,   die    sechste    und   siebente    der  Geometrie   der   Lage»    die  achte 
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handelt  sich  um  eine  Gelenk  Vorrichtung)  der  Mechanik  an.  Aber  Lucad 
war  Beiner  Begabung  nach  vorzugsweise  Zablentheoretiker ,  und  so  hat  er 
auch  in  den  nicht  arithmetischen  Erholungen  Anknüpfungen  an  zablen- 
theoretische  Aufgaben  gefunden*  Man  würde  ihm  frerlich  unrecht  thun, 
wenn  man  nicht  hervorhöbe ,  dass  er  auch  umgekehrt  in  die  arithmetischen 
Erholongen  Geometrisches  hineinzuflechten  wusate.  Der  Gescbichts forscher 
vermöchte  allerdings  in  beiden  Theilen  Stoff  zur  Bemängelung  ohne  grosse 
Schwierigkeit   aufzuEnden,    aber    diese   kleinen   Unrichtigkeiten   muss  man 

^m     eben  in  den  Kauf  nehmen. 

B  Der  alte  Dichter  wollte  durch  erregtes  Lachen  auf  die  Sitten  wirken, 

ridendo  castigat  nwres,  Lucas  wollte  einen  Leserkreis,  der  ernstem  Nach- 
denken nicht  viel  Geschmack  entgegenbringt,  dadurch  fär  die  Zahlen theorie 
gewinnen,  dass  er  deren  Anwendbarkeit   auf  Spiele  u.  s.  w.  in  anmutbiger 

^ Weise  zeigte.  Er  hat  dadurch  die  mathematische  Literatur  um  vier  reizende 
Bändühen  bereichert*  Cantob. 

SoPBDs  LiE ,  Vorlesungen  llber  contiEuirliohe  Gruppen  mit  geometrisobdii 
und  anderen  Anwendungen.  Bearbeitet  und  heraasgegeben  von 
k  Georg  SoBfiFF^BS.  Leipzig  1883.  B.  G.  Teubner.  XII  u.  810  S. 
Den  „Vorlesungen  von  S,  Lie  über  Differentialgleichungen  mit  be- 
kannten  infinitesimalen  Transformationen**,  Leipzig  1891  --  vergL  diese 
Zeitschrift  Bd.  38  8*  95  und  185  —  hat  der  Herausgeber  nach  Ablauf  von 
£wei  Jahren  einen  weiteren,  noch  umfangreicheren  Band  folgen  lassen. 
Ganz  unabhängig  von  dem  ersten  soll  derselbe  eine  Einleitung  in  die 
Li  ersehe  Theorie  überhaupt  sein  und  dadurch  das  Studium  des  bekannten 
grossen  Werkes  von  Lie- Engel  vorbereiten  (vergl.  die  Besprechungen  des- 
selben in  dieser  Zeitschrift  Bd.  34  S.  171,  Bd.  39  S.  95,  Bd.  40  B,  14). 
Die  Lie'sche  Lehre  nimmt  heutzutage  eine  eigen thümliche  Stellung  ein; 
H  einer  Bchaar  von  begeisterten  Anhängern  steht  eine  nicht  geringe  Partei 
Solcher  gegenüber^  die  sich  sceptisch  und  abwartend  verhalten,  und  die 
von  derjenigen  Tragfähigkeit  und  Fruchtbarkeit ,  die  Herr  Lie  selber  seinem 
Systeme  zuschreibt,  nicht  ohne  Weiteres  überzeugt  sind. 

Diese  „Indifferenten*'  gehen  wohl  noch  weiter  und  glauben,  dass  das 
rapide  Anschwellen  der  Lehrbuchliteratur  Über  eben  diesen  Gegenstand  der 
Förderung  der  Theorie  eher  schttdlich  als  nützlich  sei. 

Selbst  Referent  kann  sich  der  Meinung  nicht  ganz  verschliessen ,  dass 
eine  knappe  Zusammenfassung  des  von  Lie  Müd  seinen  Anblngern  auf 
dem  Gebiete  der  Transformationsgrnppen  Geleisteten  eher  am  Platze  sein 
möchte. 

Der  ganzen  Anlage  nach  ist  der  vorliegende  Band ,  wie  auch  der  voran* 
g^gtmg^nQf  in  erster  Linie  für  einen  Studirenden  in  mittleren  Semestern 
bestimmt.    Der  Text  wird    durch    zweckmässige   Beispiele,    wo  es  angeht^ 
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leickter  veretändüch  gemacht,  und  es  wird  eine  behagliche  Breite  in  der 
Darstella  Hg  beliebt. 

Was  die  Vorkeuntnisse  des  Lesers  angebt,  so  ist  Eines  attfflQJi|j 
während  eine  tüchtige  Vorbildung  in  der  Atialjsia,  einschltesslieh  der  for- 
malen Tbeorid  der  Differentialgleichungen  beansprocht  wird  ^  bSlt  ea  der 
Herausgeber  für  nöthig»  die  einfacbsten  Begriffe  und  SStie  ans  der  pio- 
jecÜFen  Geometrie  der  Ebene  aosführlich  darzulegen. 

Da  der  Hauptinhalt  des  Buches  dem  —  vom  Heferenten  bereite  auf 
das  Eingehendste  besprochenen  —  dritten  Bande  des  Lie-Engerscbea 
Werkes  gemeinsam  ist,  so  wird  es  genügen»  auf  Einiges  aufmerksam  u 
machen  I  was  bei  Sehe  ff  er  s  cbarakteristiscb  hervortritt. 

Das  Ganze  lässt  sich  in  drei  Hauptabschnitte  eintheilen.  Der  ente 
behandelt  die  Terschiedenen  Typen  von  projectiven  Gnippen  der  Ebene, 
sowie  darüber  hinaus  die  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  ia  zwei 
Variabein.  Im  zweiten  Abschnitte  werden  die  grundlegenden  Sätze  der 
Gruppentheorie  in  n  Variabein  erörtert,  woran  sich  Unters  ach  ungeD  Über 
Zusammensetzung  von  Gruppen  anschliessend 

Der  letzte  Abschnitt  bringt  eine  Auswahl  von  sehr  verscbiedenartigeo, 
unter  einander  katim  im  Zusammenhange  siehenden  Anwendungen. 

Was  die  projectiven  Transformationen  der  Ebene  angeht,  so  lasäen 
sich  dieselben,  wie  schon  Möbiua  im  Wesentlichen  erkannte^  ab  die- 
jenigen Punkt -Transformationen  definiren,  welche  Gerade  stets  wieder  jj 
Gerade  überführen. 

Von  den  «wei  hierfür  erbrachten  Beweisen  ist  insbesondere  der  iweite, 
rein  analytische  von  Interesse  und  zugleich  für  den  Charakter  des  Bucbes 
bezeichnend. 

Die  Geraden  der  Ebene  sind  nämlich  die  Integral ctirveo  der  DifferentiAl- 
gleichung  ^'=0.     Soll  also  eine  Punkt- Transformation 

jede  Gerade  wieder  in  eine  solche  überführen,  so  miiss  die  Gleichung  ^  \  =  u 
verm5ge  y=  0  identisch  befriedigt  werden. 

Drückt  man  y\  dorch  y\  y*  und  durch  die  ersten  und  zweiten  partiellen 
Ableitungen  von  ^>  und  i|;  nach  x  und  y  aus,  so  führt  die  gestellte 
Forderung  auf  vier  partielle  Differentialgleichungen,  durch  deren  dlrecte 
Integration  Herr  Scheffers  in  der  That  darauf  geführt  wird,  dass  9»  nad 
"p  linear  gebrochene  Functionen  von  x  und  y  mit  demselben  Nenner  Bein 
müssen. 

Die  linken  Seiten  jener  Gleichungen  bleiben  bei  Auaühung  einer  all* 
gemeinen  projectiven  Transformation  bis  auf  Pactoren  ungeöndert,  das  heint, 
sie  sind  „Differentialinvarianten"  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe«  jedoeh 
—  was  nicht  erwähnt  wird  —  in  dem  Sinne,  dass  x  und  y  als  unab- 
hängige   Veränderliclie    fungiren,    während    bei    den    sonst  im  Werke  Tor- 
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^mmenden  Differentialiiiyananten  stets  y  als  die  oDabhängige,  x  als  die 
ibbÄDgige  Ver&aderliche  anzusehen  ist. 

I  Eine  noch  verwickeitere  Analyse  erfordert  die  rechnerische  Veri- 
Äcstion  des  begrifflich  ao  einfach  ei  nzn  sehen  den  Satzes,  dass  die  aus  einer 
irejecÜTen  infinitesimalen  Transformation  erzeugte  eingliedrige  Gruppe 
jlBS  lauter  projectiven  Transformationen  besteht.  Für  die  neun  Coefficienten 
'j«Der  Gruppe  wird  ein  System  ?on  ebenso  vielen  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen  aufgestellt,  deren  Lösungen  sie  sind. 

Auf  ein  ähnliches,  nur  einfacheres  Ergebniss  wird  man  geführt, 
itdoii  man  sich  von  vornherein  auf  die  „allgemeine  lineare"  Gruppe  G^ 
Ibeecbr&nkt;  man  gelangt  nJtmlich  hier  zur  Aufgabe  der  Integration  einoj» 
l|d'ilembert*8chen''  Systems; 
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Teonstanten  Coefficienten. 

Bechnet  man  je  zwei  eingliedrige  ,» lineare"  Gruppen  zu  demselben 
Tjpüs,  wenn  sie  vermöge  einer  „  linearen '^  Transformation  in  einander 
Bberftihrbar  sind,  so  ergiebt  eine  Diecussion,  dass  gerade  acht  solcher 
typen  eiistiren. 

Es  ist  nun  instmctiv  äu  sehen»  wie  die  d'Alembert*sehe  Inte- 
pationsmethode  des  obigen  Systems  (bei  Berücksichtigung  aller  Ausnahme- 
feile)  geradezu  äquivalent  ist  mit  der  ZurückfÜhrung  jener  acht  eingliedrigen 
Bmppen  auf  einfache  canonische  Formen. 

Bei  Gelegenheit  der  wichtigen  Aufgabe,  die  endlichen  Gleichungen 
liöer  beliebigen  r-gliedrigen  Gruppe  bei  Keontniss  ihrer  r  iufiniteBimalen 
transfonnationen  und  deren  eingliedrigen  Gruppen  zu  construiren ,  wird 
eiQ  TOB  Lie  und  Maurer  zugleich  gefundenes  praktisches  Princip  in 
Anwendung  gebracht»  das  einfach  darin  besteht,  jene  r  eingliedrigen  Gruppen 
lißtereinander  auszuüben. 

An  den  Beweis  des  Hauptsatzes,  dass  r  unabhängige  infinitesimale 
Irmaformationen  Ui^,,,üf  dann  und  nur  dann  eine  r - gliedrige  Gruppe 
bieogen^  wenn  sich  jeder^  Klammerausdruck  ( £7,  t/j^)  linear  aus  den  U  zu- 
temmensetzt  ^  knüpft  sich  in  ungezwungener  Weise  die  wichtige  Theorie 
ier  Differentialinvarianten  an,  das  sind  aus  x,  y^  y\  ^"..  .  gebildete  Aus - 
irUcke,  die  der  Gruppe  gegenüber  absolut  invariant  sind. 

*  Alle  Differential  in  Varianten  der  Gruppe  sind  aus  zweien  ableitbar »  die 
lla  Lösungen  eines  Systems  partieller  Differentialgleichungen  erscheinen, 

*  So  elegant  und  allgemein  diese  Methode  als  rein  theoretische  ist,  so 
Ibt  sie  doch  in  praxi  kaum  verwendbar:  mau  wird  da  vielmehr  von  den 
bÜichen  Gleichungen  der  Gruppe  ausgehen. 

I  Bei  Aufstellung  der  verschiedenen  Typen  projectiver  Gruppen  der 
Ebene  erweist  sich  die  Einführung  des  Dualitätsbegriffes  als  unumgänglich. 
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Hier  scheint  es  dem  Heferenten,  als  oh  ein  zn  weit  getriebenes  Strehen 
nach  Allgemeinheit  eine  an  sich  einfache  Sache  schwierig  machen  k^nne. 
Ergt  wird  ein  Kriterium  dafür  aufgestellt,  dass  eine  Curvenschaar  eise 
Gruppe  gestattet,  und  dieses  dsuin  auf  den  ganz  speciellen  Fall  angewandt, 
dass  die  oo*  Schaar  der  Geraden  in  der  Ebene  vermöge  einer  projectiTea 
Gruppe  in  sich  übergeht. 

Als  Endergebniss  tritt  der  bekannte  elementare  Satz  auf,  dass  die 
Qesammtheit  aller  Projecti  vi  täten  und  Dualitäten  wiederum  eine  Grapp« 
constituirt* 

Wir  müssen  uns  beeilen,  noch  Einiges  über  die  „Anwendungen*  d^ 
dritten  Abschnittes  mitzatb eilen. 

Für  den  Geometer  von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage,  wie  man 
am  Einfachsten  theoretisch  entscheiden  kann ,  ob  zwei  Curven  oder  Fläcben 
congruent^  das  ist^  durch  Bewegung  in  einander  tiberftihrbar  oder  auch,  o^ 
sie  vermdge  der  Gruppe  der  Bewegungen  mit  einander  äquivalent  sind. 

Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  die  Aufgabe  nur  dann  eine  befn«« 
digende  Lösung  finden  wird,  wenn  sich  das  gemeinte  Kriterium  nur  solcbw 
mathematischer  Bildungen  bedient,  die  der  Bewegungsgrnppe  gegendW 
invariant  sind ,  und  das  werden  hier  nur  Differentialinvarianten  sein  könneft. 

In  der  That  ergiebt  sich  für  ebene  Cnrven,   dass  sie  im  Allgeinein«a 

congmant    sind,    wenn    die  Ableitung  —  des  Krümmungsradius  nacb  d«r 

Bogenlänge    bei    beiden  Curven    dieselbe  Function    von   r  ist;    bei  Baooi» 
curven    tritt    noch    die   Torsion    hinzu,     Aehnliche«    gilt  für  Flächen,  w«.] 
Übrigens  nur  die  Grundlagen  gegeben  werden. 

Das  Bemerkenswerthe  sind  aber  gerade  die  Ausnahmefälle,  wem 
nämlich  eine  der  Differential  in  Varianten  ihre  Bedeutung  verliert ,  das  heiiili 
einen  cons tauten  Werth  annimmt. 

Beschränken  wir  uns  auf  die  Ebene,  so  kommt ^  abgesehen  von  des 
trivialen  Fällen  der  Kreise  nnd  (allgemeinen)  Geraden ,  nur  der  Fall  der 
^Minimalgeradeu**  y  +  ta?  =  canst  m  Betracht. 

Hier  tritt  die  merkwürdige  Erscheinung  ein,  dass  die  Geraden  jeder 
dieser  beiden  Schaaren  nur  unter  sich  congrnent  sind ,  dass  man  also  nicht 
schlechtbin  sagen  darf,  dass  zwei  Gerade  stets  miteinander  congruent  «ind. 

Im  Räume  spielen  die  „Minimalcurven^  eine  ähnlicbe  BoUe.  Wenn 
übrigens  im  Texte  behauptet  wird,  dass  nicht  nur  die  Lösung  des  Probkma, 
sondern  selbst  die  Formulirnng  desselben  ganz  neu  seien  |  so  dürfte  dsa 
wenigstens  hinsichtlich  der  ebenen  Curven  nicht  sutreffend  sein,  denn,  ab- 
gesehen von  den  Ausnahmefällen,  findet  man  das  oben  angegebene  Kriterium 
in  etwas  anderer  Fassang  £«  B.  bei  Hoppe. 

Referent  möchte  ferner  noch  hinzufügen,  dass  er  durch  Prof.  F.  Klein 
auf  dem  Chicagoer  Congress  1893  eine  Tafel  der  Differentialinvariiuite& 
aller  projectiven  Gruppen  der  Ebene  hat  vorlegen  lassen,  womit  das  MiteriftI 
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gewonnen  ist ,  nin  ein  analoges  AeqniYälenzkriterium  für  alle  jene  Gruppen 
aufzustellen. 

Eine  für  die  Aritbmetiker  interessante  Anwendung  Bndet  die  Gruppen- 
theorie  auf  die  fiogenannien  höheren  complexen  Zahlensysteme.  Es  bandelt 
sieb  um  die  Frage,  welche  Arten  von  MultipHcation  bei  complexen  Zahlen 
?on  der  Form  x=  eiX^  +  e^x^'\-  -  *,  +  en£H  (wo  die  €i  Eißbeiten,  die  x^  ge- 
wöhnliche Zahlen  bedeuten)  noch  m5glich  sind^  wenn  ausser  dem  distri- 
butiven ond  asBOciativen  Gesetze  (nicht  aber  dem  commutativen)  nur  noch 
verlangt  wird,  dass  die« Division  ausführbar  ist. 

Wesentlich  als  Folge  des  associativen  Gesetzes  stellt  die  MultipHcation 
g^xtf  eine  erste  oder  eine  zweite  Gruppe  dar,  je  nachdem  man  die  Xt 
resp.  die  pi  als  die  ursprünglichen  Veränderlichen  ^  dabei  die  f/^  resp.  die 
Xi  als  die  Parameter  und  beide  Mal  die  jf,-  als  die  neuen  Veränderlichen 
anffasst. 

Vermöge  ihrer  Bildnngsweise  kommen  diesen  Gruppen  besonders  ein- 
fache Eigenschaften  zu* 

Auf  Grund  dieses  Ansatzes  lässt  sich  die  Aufgabe ,  für  einen  gegebenen 
Werth  von  n  alle  Typen  von  Zahlensystemen  tn  ermitteln,  auf  rein  gruppen- 
theoretische Principien  zurückführen  und  bis  incl.  n  —  5  explicite  ausrechnen. 

Ausser  einem  ausführlichen  Referat  über  die  Älteren  Untersuchungen 
solcher  Zahlensysteme  wird  besonders  auf  die  neuereu  Arbeiten  von  Study 
und  vom  Herausgeber  eingegangen;  die  nicht  unwichtige  Abhandlung  von 
Molien  ist  etwas  kurz  weggekommen* 

Als  eine  weitere  Anwendung  sei  noch  das  Kapitel  über  binäre  In- 
varianten tbeorie  hervorgehoben:  wenn  auch  die  Ergebnisse  nicht  eigentlich 
neu  sind^  so  ist  es  doch  lehrreich  zu  sehen,  wie  sich  die  üblichen 
Operationen  in  diesem  Gebiete  in  die  fi^iegorien  der  Grappentheorie  ein- 
reihen^ 

Der  einschlägigen  Arbeiten  von  S  tndy  (vergL  besonders  seine  ^Ternären 
Formen*^)  wird  nicht  gedacht;  auch  der  historische  Bericht  des  Heferenten 
von  1892  ist  einer  Erwähnung  nicht  für  würdig  erachtet  worden ,  trotzdem 
daselbst  der  ganze  Stoff  —  durchaus  nicht  zur  Zufriedenheit  der  speci- 
fischen  Vertreter  der  Invarianten -Disciplin  —  nach  groppentheoretischen 
Massnahmen  gegliedert  ist W.  Fbanz  Meybb, 


E.  GopRSAT.  Vorlesungen  über  die  Integration  der  partiellen  Biferential- 

gleichnngen  erster  Ordnung.  Bearbeitet  von  C.  Bouklet.  Autoristrte 

deutsche  Ausgabe  von  H.  Maser*    Mit  einem   Begleitwort  von  S.  Lie* 

Leipzig  1893.    B.  G.  Teubnen    VIII  und  416  S. 

Da  den  im  Jahre  1891  erschienenen  Original -Vorlesungen  von  Gotirsat 

in  dieser  Zeitschrift  keine  Besprechung   zu  Theil    geworden  ist,   so   möge 

eine  solche  aus  Anlass  der  vorliegenden  deutschen  Uebersetzung  nachgeholt 

werden. 
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Ein  STstem  von  m  solcber  Gleich  tiogen  Z^  =  0  heisst  ein  „volbtän- 
dige«*|  wenn  jeder  der  Klammeraiisdrticke(XjXt)  eine  lineare  Function  der 
I,  ist:  ist  ein  System  von  ^<m  Gxeichungen  kein  vollständiges,  so  lässt 
es  sich  doch  durch  Aufnahme  neuer,  mittelst  Klammeroperation  zu  bilden- 
der Gleichungen  zu  einem  vollständigen  Systeme  ergELnzen.  Man  darf  sich 
ftUo  von  vornherein  auf  letztere  beschränken. 

Die  Eigenschaft  der  Vollständigkeit  ist  eine  zweifach  invariante  —  gans 
irie  bei  den  Conabinanten  der  projectiven  Invariantentheorie  —  einmal  der 
Gruppe  aller  Transformationen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  gegen- 
über, sodann  aber  auch  gegenüber  der  Gruppe  aller  linearen  Tranafor- 
mationen  der  X  (mit  Coefficienten ,  die  im  Allgemeinen  noch  von  den  x 
ibb&ngen). 

Wegen  der  letzteren  Eigenacbaft  darf  man  sich  ein  vollständiges  System 

f OD  I»  Gleichungen   nach  m  der  Ableitungen  -r — (i  =  l,2,...m)  aufgelöst 

nod  hinterher  wieder  Alles  auf  die  linke  Seite  geschafft  denken;  in  dieser 
cuonischen  Form  heisst  das  System  ein  nJacobi^acbes**  und  läeat  sich 
acch  dadurch  charakterisiren ,  dass  alle  {XiXti)  identisch  verschwinden. 

Für  ein  Jacobi^scbes  System  —  uod  damit  zugleich  ffLr  jedes  voll- 
etUidige  System  —  von  m  Gleichungen  mit  m  +  n  Veränderlichen  x  läsat 
gicb  der  Hauptsatz  nachweisen ,  dass  es  n  verschiedene  Integrale  9^91^.  ..«y^n 
besitd. 

Um  dieselben  zn  Enden  1  hat  A.  Mayer  ein  besonders  einfaches  und 
iDgleich  elegantes  Verfahren  eingeschlagen. 

Vermöge  einer  geeigneten  Transformation  der  m  ersten  x  wird  die 
Aufsuchung  der  97  zurdckge^lhrt  auf  die  von  n  Integralen  einer  einzigen 
liaearen  Gleichnng,  und  diese  Aufgabe  reducirt  sich  wiederum  nach  be- 
kannter Methode  auf  die  Integration  von  n  gewöhnliehen  Differential- 
gleicbaogen  der  Formt 


1) 


d^i  =  Aidx^^i{i=  1,  2,,.n)y 


10  die  ilf  (ausser  den  x)  noch  m«l  Grössen  y^n^*ym  als  Parameter  mit 
Bei  führen.  Noch  mehri  schon  die  Kenntnisa  eines  ersten  Integrales  von 
1)  führt  zu  der  eines  ersten  Integrales  des  gegebenen  Systems. 

Nennt  man  eben  diese  Ermittelung  eines  ersten  Integrales  von 
iQleichungen  I)  —  und  damit  ist  bereits  der  Fandamental-Process  ge- 
wonceii,  der  die  ganze  Theorie  durchzieht  —  eine  „Operation  von  der 
Oninung  ♦i*',  so  hat  man  danach  successive  je  eine  Operation  der  Ord* 
Dtingea  n,  n— !,*.*!  auszuführen,  um  die  ursprüngliche  Aufgabe  zu 
erledigen, 

Die  eben  gestreifte  Reciprocität  zwischen  der  Integration  einer  ein- 
lelnen  linearen  partiellen  Gleichung  und  der  eines  gewissen  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  kann  auf  ein  vollständiges  System  auS' 

EbLUw  Abtb.  d.  ZeiUehi-.  f.  Math,  u.  Fh/e.  40.  Jakrg,  lS»f5.  i.  Hoft  g 
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gedehnt  werden  ^  nur  dass  das  gewöbniicbe  System  die  Bediogniig  erftUten 
niu&s,  „YoltsULndig  integrirbar"  zu  sein,  das  ist,  dass  die  Aofaiigi. 
werthe  Bämmtlicher  Variabein  willkürlich  angenommen  werden  dllrfcft, 
Ist  dann  f—  c  ein  Integral  dieses  Systems,  so  ist  aucb  f  ein  Integr»!  d«i 
volUtündigen  Systems  nnd  umgekehrt.. 

Nunmehr  wendet  sich  der  Verfasser  zu  beliebigen  partiellen  Gleicbüiig«n 
erster  Ordnung.  Nach  Lagrange  werden  drei  Kategorien  von  Integraleo 
eingeführt,  das  i,¥ollätändige^,  das  „allgemeine*,  und  das  ,,singaläre*  und 
gezeigt,  wie  swisoben  den  beiden  ersten  ein  wesentlicher  Unterschied  nicht 
besteht 

Lagrange  gab  im  Falle  von  drei  Variabel n  x^  y,  e  eine,  spllter 
YOn  Charpit  vervollkommnete  Methode  an,  um  eine  beliebige  partidlfi 
Gleichung  erster  Ordnung  auf  eine  lineare  zurückzuführen. 

Die  entsprechende  Erweiterung  auf  den  Fall  von  n  Variabein  gelang 
erst  viel  später  Jacob  i,  dessen  Verfahren  von  Mayer  vervollkommnet  wurde. 

Die  erste  allgemeine  und  zugleich  directe  Methede  znr  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  war  aber  inzmscbfin 
von  Pf  äff  gegeben  worden. 

Indem  er  das  Problem  als  besondem  Fall  eines  allgemeineren  er* 
kannte,  führte  er  die  Lösung  des  letzteren  auf  die  vollständige  Integration 
mehrerer  Systeme  von  simultanen  Differentialgleichungen  von  der  Ordnus^ 
1,  3,.*.2n-3,  2n-l  zurück. 

ünabhüngig  davon  bat  bald  darauf  Cauchy  eine  weit  einfachere 
Methode  angegeben,  die  mit  dem  ersten  der  Pf  äff 'sehen  Systeme  allein 
anskommt 

Mit  Hilfe  der  verallgemeinerteE  Klammerausdrtlcke  gelangte  Jacobi, 
wiederum  ohne  Canchy  zu  kennen «  zn  einer  Integrationsmetbode ,  die  im 
Grunde  mit  der  Cauchy'schen  identisch  ist 

Endlich  rtlhrt  von  Lie  eine  Methode  her^  die  gewissermassen  die 
Zusammenfassung  der  übrigen  ist^  die  aber  zugleich  vermlSge  einer  natnr-- 
gemässen  Erweiterung  des  Integralbegriffs  dahin  ausgedehnt  werden  kann, 
dass  sie  zugleich  alle  Ausnahmefälle  mit  umfasst. 

Bei  Cauchy  steht  der  Begriff  der  „Charakteristik^  im  Mittelpunkt« 
des  Oanzen,  und  hieraus  ist  wiederum  die  Li  ersehe  Theorie  erwachsen. 

Um  hiervon  eine  Vorstellung  zu  geben  ^  beschränken  wir  uns  auf  drei 
Variable  x,  y^  z  und  benützen  geometrische  Redeweise.     Sei 


^^Tx: 


dann  heisse  „Element'*  die  aus  einem  Punkte  {x,  y^  s)  und  einer  durth 
ihn  gebenden  Ebene  mit  den  Richtuugscoefficienten  p^  q  gebildete  Figur. 
Eine  partielle  Differentialgleichung  F{x,  y»  e,  p^  ^)  =  0  ordnet  daan 
jedem  Elemente  von  2^  =  0  eine  bestimmte  Curve ,  eben  die  Charakteristik 
ux.  die  dieses  Element  berührt. 


BecensiooeD.        H^^^^^^^T  '^^ 

Diese  CuTYen  hängen  von  drei  willkUrlLchen  Piirametern  ab^  das  ist, 
&ie  bilden  einen  Curvencomplex ,  und  jede  Integral  fläche  von  F  —  0  wird 
durch  die  nach  einem  bestimmten  Gesetze  einaDder  assocHrten  Carven 
dieses  Compleies  erzeugt 

Die  Integration  einer  partiellen  Di^erentialgleiehting  erster  Ordnung 
imd  die  Bestimmung  ihrer  Charakterialikeü  sind  zwei  äquivalente  Probleme. 
Während  nnn  Jacob i  und  Mayer  die  Integration  einer  (oder  mehrerer] 
pÄrtiellen  Differentialgleichung  auf  die  eines  „ Involutionssystems "  (die  Ver- 
illgemeinerang  eines  Jacobi 'sehen  Systems)  und  diese  wieder  auf  die 
«Ines  Ja  CO  hingehen  Systems  zurückführen,  gelingt  Lie  mittelst  der 
Cbarakteristiken  der  Nachweis,  dass  die  Integration  eines  solchen  In- 
fOlotioDssystems  zurückkommt  auf  die  einer  einzigen  linearen  partiellen 
Di^rentialgleichung  mit  einer  grösseren  Anzahl  von  Yariabeln. 

Die  bereits  angedeutete  Yerallgemeinerung  von  Lie,  durch  welche  die 
gaaie  Theorie  einen  gewissen  Abscbluas  erfahren  hat,  vollzieht  sich  auf 
Grand  des  Begriffes  ^Element". 

Als  „Integral*  einer  Gleichung  F{3C,  y^  s^p,  q)^0  ist  danach  jedes 
doppelt  nnendUche  System  von  Elementen  zu  verstehen»  welches  neben 
F^O  der  Relation  dg  ^ pdx  +  qdp  genügt.  Es  kommen  daher  nicht 
nur  Integralflächen ,  wie  früher,  sondern  anch  Integrale arven  und  Integral- 
packte  in  Betracht. 

Da  andererseits  auch  (vergL  das  bez.  Heferat)  die  Li  Busche  Theorie 
der  Berflhrungs*  Transformationen  aus  dem  Begriffe  des  Elementes  hervor- 
gegangen ist,  so  ISsst  sich  erwarten,  dass  eben  die  Beruh rungs- Trans- 
formationen dazu  dienen  werden,  die  partiellen  Differentialgleichungen  auf 
flbf&cbe  canonische  Formen  zu  bringen. 

Dies  ist  in  der  That  der  P'all,  und  zwar  aufQrunddes  fundamentalen 
SiUes,  dass  der  verallgemeinerte  Klammemusdruck  einer  Berübrungs -Trans- 
fonnutlon  gegenüber  invariant  bleibt ,  und  zwar  auch  dann  noch ,  wenn  weder 
di«  partiellen  Differentialgleichungen,  noch  die  angewandten  Berührungs- 
Tnntformationen  die  abhängige  Variable  enthalten. 

Referent  hat  geglaubt,  dass  diese  Ski^zirung  einiger  Hauptmomente  dem 
Leser  mehr  nützt  als  eine  Kritik  im  EiuÄelnen,  die  sich  bei  der  Vortreff- 
Iklikmt  des  Werkes  doch  nur  auf  unwesentlichere  Punkte  richten  könnte« 
Bei  der  knappen  Darstellung  ist  es  wohl  nicht  zu  verwundern ,  wenn 
der  Leser  hier  und  da  nach  Abschlnss  einer  Entwickelung  (z.  B.  S.  103) 
flitht  ohne  Weiteres  erkennt,  inwiefern  damit  die  ursprünglich  gestellte 
Aafgabe  gelQst  ist« 

Eines  glaubt  Referent,  namentlich  im  Interesse  der  Physiker,  be- 
d&ufim  SU  müssen,  dass  mit  einer  einzigen  Ausnahme  (3.  135  — 136)  jede 
Anwendung  der  vorgetragenen  Methoden  auf  die  partieilen  Differential- 
gleichungen der  Mechanik  unterdrückt  worden  ist.       w.  Franz  Meyre. 
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Die    Haupt-    niid    BreEnpunkte    eines   LinseEayfitems      Elementar« 

Stellung  der  durch  M5bms ,  Gauss  uod  Be&sel  begründeten  Theorja, 
Von  C.  Neümänn.  Mit  Figuren  im  Text  Zweite  Auflage.  Leipzig  1893^ 
Verlag  von  B.  G.  Teubner  42  S. 
Die  vorltegende  Auflage  beatebt  aos  einem  Neudruck  des  im  Jahre 
zum  ersten  Mal  erschienenen  Werkes;  nur  in  dem  Vorwort  sind  m 
bistorische  Irrtbümer  ausgemerzt  worden*  Nach  einer  kurzen  Einleitung, 
welche  das  altgemeine,  der  Lösung  zu  unterziehende  Problem  behandelt, 
folgt  das  erste  KapiteK  das  nur  dem  Durchgang  des  Lichtes  durch  eine 
einzige  brechende  Flöcbe  gewidmet  ist.  Nachdem  zn  dem  auffallendea 
Strahl  der  gebrochene  &ammt  den  beiden  Brennpunkten  gefunden  hi^  wirf 
die  Constmction  des  gebrochenen  Strahls  erläutert,  woran  sich  die  coa- 
jugirten  Punkte  und  Ebenen  anschliessend  In  dem  zweiten  Kapitel,  das 
den  Durchgang  des  Lichtes  durch  beliebig  viele  brechende  Flächen  verfolgt, 
wird  man  mit  der  Wichtigkeit  der  Haupt-,  Brenn-  uud  Knotenpunkte  oad 
deren  eiperimentellen  Bestimmung  vertraut  gemacht  Da^  Werkcbea  loll 
allen  angehenden  Optikern  aufs  Wärmste  empfohlen  werden,  zuraal  aussei 
Trigonometrie  keine  höheren  Anforderungen  in  Bezog  auf  Mathematik  ge- 
stellt werden. B.  Nibel 

Bid   Brechung   des  Lichtes   einer  Ebene.     Wissenschaftliche  Beilage  im 

siebenten  Jahresbericht   über   die  Margarethenschule   zu  Berlin  Tao 

Hermann  Hahn,     Berlin  1893.     E.  Gärtner's   YerlagsbucbhandiiiDg 

(Hermann  Heyfelder).     10  S. 

Der  wesentliche  Inhalt  der  kleinen  Schrift  giebt  einen  Vortrag  wieder, 

welchen  der  Verfasser  schon  im  Januar  1889  in  dem  Verein  zur  Fördenujg 

des  physikalischen  Unterrichts   in  Berlin  gehalten  hat.     Die  Brechung  d«8 

Lichtes  in  einer  Ebene  wird  auf  rein  geometrische  Weise ,  die  mit  der  80" 

genannten  neueren  Geometrie  verwandt  ist,   durchgeftihrt  im  Gegensats  to 

den  analytischen  Methoden^ B^  Nrbel, 

Bas  Hivelliren.  Von  Fbanz  Lorber.  Mit  97  in  den  Text  gedruckteji 
Figuren.  Zugleich  neunte  neu  bearbeitete  Auflage  der  theoretischen 
und  praktischen  Anleituug  zum  Nivelliren  von  S.  Stampfer.  Wien  1894. 
Verlag  von  Carl  Gerold's  Sohn,    GOSS,    Preis:  gebunden  15  Mk. 

Die  vorliegende  Auflage  weist  gegenüber  den  früheren  wesentlichä 
Erweiterungen  bezw.  Umarbeltuagen  auf.  Eingeschaltet  sind  die  drei  Ab^ 
schnitte,  welche  sich  auf  die  Genauigkeit  und  Ausgleichung  der  NiTelle- 
ments,  auf  das  Prficisions- Nivellement  in  der  österreichiach  -  ungarischen 
Monarchie  und  auf  den  Einflass  der  Aenderungen  der  Schwere  auf  Nivelk* 
menta  beziehen.  Eine  Vermehrung  wurde  dem  Abschnitt  über  die  optiächeo 
Bestandtheile    der    NivelHr- Instrumente   zu    Theil»     an    welcher 


JH 


aie  oputfCQen 
er    Professor 


Dr.  Ko bald  einen  hervorragenden  Antbeil  bat.  Die  DarstellnDg  ist  bo 
eingebend j  das8  Jeder,  der  mit  der  Geometrie  bekannt  ist«  das  Bncb  mit 
Leichtigkeit  lesen  kann;  dazi)  kommen  noch  die  vielen  praktischen  Winke 
und  die  Tabellen  und  Formeln  im  Anhangs  so  dass  der  jaoge  Geomeier 
in  diesem  Werke  einen  treuen  Berather  findet.  Die  Verlagabuchbandlung 
bat  sich  ein  grosses  Verdienst  erworben,  indem  sie  für  einen  sehr  schönen 
Druck  und  für  gute  Figuren  besorgt  war.  ß.  Nbbel, 


A  Treatise  on  the  Kinetic  Theoiy  of  Gases  bj  Henry  Williah  Watson. 

Second  Edition.  Oxford  1893.  At  the  Clarendon  Press.  87  p. 
Der  Umfang  dieser  zweiten  Auflage  ist  derselbe,  wie  der  der  ersten, 
wohl  aber  ißt  ein  besonderer  Wertb  auf  die  Behandlung  des  Stoffes  gelegt 
worden ,  damit  der  Anfänger  von  dem  Vorgetragenen  vollständig  tiberzeugt 
ist  Im  Wesentlichen  folgt  der  Verfasser  den  Methoden  Boltzmann's 
mit  gewissen  Einschränkungen!  so  namentlich  bezüglich  des  Begriffes  des 
MolecuL  Wir  theilen  den  Wunsch  des  Verfassers,  dass  durch  die  ein- 
heitliche, leichtfassliche  Darstellung  der  grundlegenden  Untersuchungen  auf 
dem  Gebiete  der  kinetischen  Gasiheorie  neue  jugendliche  Arbeitskräfte  für 
den  Weiterbau  dieses  Zweiges  der  mathematischen  Physik  gewonnen  werden 
möchten.  B.  Nebel. 

An  elementary  treatise  om  theoretical  mechanice  by  Aleiandbr  Ziwet. 
Part  1;  Kinematics  —  181  p.-^  Part  II:  lutroduction  to  dynamics; 
staücs  —  183  p.  New* York  1893,  Macmillian  and  Co,  and  London. 
Noch  des  Verfassers  ürtheil  bestehe  unter  den  zafaUosen  Werken  der 
theoretischen  Mechanik,  die  in  Deutachland,  Frankreich  und  England  vor- 
banden sind,  keines,  welches  den  amerikanischen  Studienverhältnissen  an- 
gepasst  sei,  wo  das  Studium  der  Mechanik  erst  aufgenommen  wird^  uacb- 
dem  der  8tudirende  sich  die  Elemente  der  höheren  Mathematik  angeeignet 
hat«    Das   ganze  Werk    soll   drei  Bände    von    nahezu    gleicher  Stärke   um- 

^fasßen,  wovon  die  beiden  ersten  erschienen  sind.  Der  erste  Band  umfasst 
die  Kinematik t  während  der  zweite  zunächst  die  Einführung  in  die  Dynamik 
im  Allgemeinen  zum  Gegenstand  hat  und  sodann  die  Statik  behandelt. 
Der  dritte  Band»  welcher  im  Laufe  des  Jahres  1894  erscheinen  soll«  sei  der 
Kinematik  gewidmet.  Obwohl  das  Werk  in  erster  Linie  als  eine  Einführung 
in  die  theoretische  Mechanik  als  solche  anzusehen  ist,  so  war  der  Verfasser 

»doch  bestrebt,  den  Bedtlrfnissen  der  künftigen  Ingenieure  Rechnung  zu 
tragen,  indem  er  die  allgemeinen  Theorien  durch  besondere  Probleme  und 

'  Beispiete  nutzbar  verwendet  hat,  mit  deren  Lösung  sich  der  Studlrende 
befassen  soll.  Um  die  vorgesetzten  Grenzen  nicht  zu  üborschreiten  ^  hat 
der.  Verfasser  auf  die  schwierigeren  Gebiete  der  Mechanik  von  vornherein 
verzichtet^    hat  aber  doch   eine  Beihe  von  Kapiteln  aufgenommen,  die  bei 
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dem  ereten  Studium  über  ach  lagen  werden  köonen.  Im  AnhaDg  finden  E;cb 
die  LösungeE  der  im  Teit  eingestreuten  Aufgaben,  Das  erste  Kapit«j 
beschäftigt  sich  mit  der  Oeometrie  der  Bewegung,  während  erst  io  dem 
überwiegend  grösseren  zweiten  Kapitel  die  eigentltclie  Kinematik  zur  Geltung 
kommt ,  also  diejenigen  geometrischen  Bewegungserscheinungen ,  bei  welcben 
durch  die  Einführung  der  Zeit  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung 
auftreten.  Während  in  Deutschland  die  Mechanik  gewöbnlicb  in  Statik  und 
Dynamik  eingetheilt  wird,  bezeichnet  der  Verfasaer  die  Lehre  Ton  den 
Kräften  mit  Dynamik  und  theilt  diese  in  Statik  und  Kinetik  ein.  Ein 
Hatiptgewiebt  legt  der  Verfasser  auf  die  geometrischen  Methoden  und 
graphischen  Conatrnctioneu ,  weil  dieselben  für  diesen  Gegenstand  am  besten 
geeignet  sind.  B,  Nmei. 
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Recensionen* 


l  treatiae  on  tbe  mathematical  theory  of  elaaticity.  Bj  A.  E.  H.  Love, 
B  Volume  II.  Cambridge:  At  the  aniTersity  preßB»  1893,  327  Seiten, 
Durch  eine  geBchlcbtlicbe  Einleituiig  wird  Eicht  nur  diejemge  des 
üfton  Bandes  wieder  aufgeBommen  und  fortgesetzt,  sondern  wir  bemerken 
ftach  mit  Vergnügen  darin,  dase  der  Autor  die  deutsche  Literatur  durch- 
soi  kennt  und  würdigt,  eine  EigenBcbaft,  die  man  bisher  vielfach  bei 
den  Engländern  vermisste.  —  Der  Inhalt  dieses  zweiten  Bandes  erstreckt 
ädi  im  Wesentlichen  auf  die  Öntersucbungen  solcher  Körper,  bei  denen 
Bine  Dimension  sehr  klein  ist  im  Verhaltniss  au  den  anderen,  wie  z.  B. 
tone  Stäbe,  dünne  Platten,  dQnne  Glocken  u,  s.  w.  Im  Uebrigen  sei 
auf  die  Besprechung  des  ersten  Bandes  verwiesen,  dem  der  zweite  in 
Nichts  nachsteht.  __^ ß    Nebel. 

titory  of  the  theorie  of  elasticity  and  of  the  strength  of  materials 
from  Galilei  to  the  present  time.  By  the  late  Isaac  Toduukter. 
Edited  and  completed  for  the  sjndics  of  the  university  press  hy 
Karl  Pearson.  Volnme  II,  Saint -Venant  to  Lord  Kelvin.  Part.  I. 
762  Seiten*  Part*  IL  546  Seiten  nebst  12  Seiten  Ergltnzungen 
des  L  Bandes.  Cambridge:  As  tbe  umversity  press.  1893. 
Sieben  Jahre  sind  seit  dem  Erscbeinen  des  ersten  Bandes  verflossen, 
dam  nunmehr  der  zweite  Band  in  Gestalt  zweier  stattlicher  Theile  folgt. 
Diss  eine  solche  Pause  auB&ergew5hnlich  lang  ist^  fühlte  auch  der  Ver- 
fUNT^  denn  in  seinem  Vorwort  sucht  er  sich  zu  entschuldigenH.  Nur  der 
hdbnumn  allein  weiss  es  völlig  zu  würdigen,  welcher  Bienenieiss  bei  der 
Hennsgabe  eines  solchen  Werkes  nöthig  ist  und  welcbe  Energie  ein 
HifiD  an  den  Tag  legen  muss,  wenn  er  neben  seinem  anstrengenden  Be* 
rufe  als  Lehrer  sich  einer  solchen  Aufgab©  unterzieht.  Dazu  kommt,  dass 
fende  die  Zeit  von  1850 — 1860  f(lr  die  Theorie  der  Elasticität  ganz 
betoaders  fruchtbringend  war;  ferner,  dass  entgegen  dem  ursprdngUchen 
Plütt  von  Todhunter  neben  der  rein  matbematiachen  Seite  der  Theorie 
incli  die  physikalischen  und  techniscben  Berübrunggpnnkte  mit  der  Theorie 
eingehend  beiücksicbtigt  worden  sind.  Mit  dem  Verfasser  freuen  wir  uns 
flbfar  die  Vollendung  des  Werkes;  denn  es  ist  für  das  Weiterarbeiten 
ibiolut    noth wendig,    dass    die    sehr    oft    zusammenbanglosen   und    weit- 

Iii.  lii.  Abih.  d.  Z&ilachi.  t  Matti.  o.  Fhjt.  40.  J&bT^.  1 S95.  3.  Heft.  1 
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zerstreuten  Arbeiten  von  Zeit  za  Zeit  zu  einem  Oanzen  vereinigt  werd« 
Das  erste  Kapitel  dee  zweiten  Bandes  ißt  den  üntersucbtingen  Saint. 
Venant's  gewidmet,  auf  die  die  kleineren  üntersocLungen  eeiner  Zeit- 
genossen folgen»  Der  zweite  Tkeil  des  zweiten  Bandes  beginnt  mit  den 
Arbeiten  von  Franz  Neumann^  Kirch b off  und  Clebacb,  wäbreod  die 
beiden  nocb  folgenden  Kapitel  Boussinesq  und  Sir  William  Tbomson 
(Lord  Kelvin)  zufallen.  Ein  sorgfältig  aufgestelltes,  alpbabetiech  geord- 
netes Inlialtsverzeicbniss  gestattet,  in  kürzester  Zeit  das  Gewünsclite  ani 
der  reichen  Fülle  berauszufinden,  was  für  den  Fachmann  von  nnscbati- 
barem  Werth  ist.  B.  Nebel. 

Die  Lehre  von  der  Elektrieität.  Yon  Gustav  Wiedemant?.  Zweite  um- 
gearbeitete lind  vermehrte  Auflage.  Zugleich  als  vierte  Auflage 
der  Lehre  vom  Galvanismus  und  Elektromagnetifimus,  Erdler  Baud. 
Mit  298  Holzschuitten  und  ^wei  Tafeln.  BrauDSchweig.  Verlag 
von  Friedrich  Yieweg  &  Sobn.  1893.  1023  Seiten.  Preis  26  Mt 
Seit  dem  Erscheinen  des  ersten  Bandes  der  ersten  Aaflage  im 
Jahre  1882  hat  die  Lehre  von  der  Elektricitüt  ganz  gewaltige  Port- 
Bt'britte  zu  verzeicbnen,  die  bis  xum  Fundament  des  riesigen  Baues  reichen. 
Fallen  doch  in  dieee  Periode  die  grossartigen  experimentellen  Entdecbingen 
von  Herz*  Da  das  Werk  den  Umfang  voo  fünf  Bänden  nicht  flber- 
scbreiten  soll,  so  galt  es  schon  hei  dem  ersten  Band,  alles  üeberflüssige 
aiisrnschöiden  oder  in  Fussnoten  unterzubringen;  auch  die  GryppiniDg  des 
Inbaltes  ist  eine  etwas  andere  geworden.  Aus  dem  früheren  xweiten  Band 
sind  die  Elektrisir  -  und  Influenzmaschinen  noch  in  den  jetzigen  ersten  auf- 
genommen worden.  Die  Literatur  wurde  bis  zum  Ende  des  Jahres  1892 
fortgeführt  und  soll  am  Schluss  des  Werkes  noch  durch  Nachträge  ergÄnH 
werden.  Nach  des  Verfassera  Angabe  soll  das  Manuskript  grössten  TheÜB 
druckbereit  sein,  so  dass  wir  hoffen  dürfen,  in  nicht  zu  femer  Zeit  dieses 
für  den  Forscher  unentbehrliche  Handbuch  der  ElektricitStslehre  bis  auf 
die  Gegenwart  vervollstaadigt  zu  sehen,  Dass  die  üussere  Ausstattung 
allen  Anforderungen  entspricht,  dafür  bürgt  schon  der  Name  Friedricb 
Vieweg  &  Sohn,  B.  Nebel. 

Vorlesungen  über  MaxwelFs  Theorie  der  Elektricität  und  des  Lichte ^ 

Von  Ludwig  Boltzmann.    IL  Tbeil    Verhültniss  mr  Fernwirkung^ 
theorie,    ßpecielle    Fälle    der    Elektrostatik,    stationären    Strömu 
und  Induction.    Mit  Figuren  im  Text  und  zwei  Tabellen.    Leip 
Verlag    von    Johann    Ambrosius    Barth    (Arthur    Meinor).      1391 
166  Seiten      Preis  5  Mk. 
Mit  Freuden  sei   dieser  zweite  Theil  der  Vorlesungen  Boltzmann 
tlber  MaxwelTs  Theorie  der  Elektricität  und  des  Lichtes  begrüsst,  trag^^ 
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sie  doch  wesentlich  zur  rascheren  Verbreitung  und  zum  leichteren  Ver- 
stSndnias  der  Maxweirschen  AbhandluDgen  bei.  Durch  Beibehaltimg 
der  MaxwelTscben  Buchstaben  zeigt  sich  schon  äusserlich  des  Verfassers 
Bestreben^  die  für  die  Weiter  forsch  an  g  unumgänglich  nothwendigen  Lehren 
MaxwelTs  so  raseh  wie  möglich,  dem  Leser  in  Fleisch  und  Blut  über- 
zuführen.  Auch  hier  ist,  wie  im  ersten  Theil,  der  Inhalt  in  14  Vor- 
lesungen eingekleidet,  in  denen  den  alten  Vorstellungen  ihr  Platz  in  der 
Max w einsehen  Theorie  angewiesen  wird.  Mdgeu  diesem  zweiten  Theil 
noch  weitere  folgen!  Der  Verleger  sei  auf  den  Druckfehler  seines  Vor- 
namens auf  dem  Titelblatt  aufmerksam  gemacht.  B.  Nebel. 


I 


I 
I 


Dia  optische  IndicatriXt  Eine  geometrische  Daratellung  der  Lichtbeweg- 
ung  in  Krystallen  von  L,  Fletscher*  üebersetzt  von  H.  Ambronn 
und  W.  König.  Leipzig  1893.  Verlag  von  Johann  Ambrosius 
Barth  (Arthur  Meiner).  69  Seiten,  Preis  3  Mk. 
Die  Üebersetzer  haben  geglaubt^  nur  den  Theil  des  Werkes  des  Ver- 
fassers, der  gerade  im  deutschen  Leserkreise  Interesse  zu  erwecken  ver- 
mag, ins  Deutsche  zu  Übertragen;  er  besteht  aus  dem  zweiten  und  vierten 
Kapitel  des  Originals.  Es  handelt  sich  hier  um  das  als  Indicatrix  be- 
zeichnete Hilfsellipsoid,  dem  dreiachsigen  gegenüher  dem  Eotationsellipsoid, 
aus  welchem  ersteren  unter  ausschliesslicher  Anwendung  dieser  HilfsflUche 
alle  Satze  tlber  Strahlen  und  Wellenebenen  und  ihre  gegenseitigen  Be- 
ziehungen in  zweiachsigen  Krystallen  abgeleitet  werden.  Es  ist  dies  gerade 
für  den  Anfänger  von  grosser  Wichtigkeit;  denn  bei  der  Benutzung 
mehrerer  Hilfsfiächen  ist  eine  Verwirrung  in  den  meisten  Fällen  nicht 
zu  vermeiden.  Die  einfache  Darstellung  wird  ganz  besonders  zur  Ver- 
breitung in  Deutschland  beitragen,  B^  Nebel. 


^ Anleitung  zur  Krystallberechnung.    Von  Benko  Hecht.    Mit  einer  Figuren- 
tafel und  fünf  auf  Pauspapier  gedruckten  Hilfsprojectionen»    Leipzig 
r  1893*      Verlag    von    Johann    Amhrosius   Barth    (Arthur    Meiner). 

f  76  Seiten.     Preis  3  Mk. 

Mit  Hilfe  der  Determinanten,  einiger  gonlometrischer  und  krystallo- 
graphischer  HilffeSätze  nebst  der  stereographischen  bezw.  Parallel -Pro- 
jection  ist  der  Verfasser  im  Stande,  jede  Kryetallberechnung  auszuführen. 
An    einer  Reihe   von  Beispielen    wird    die  Fruchtbarkeit  der  Methode  aus- 

■  einander  gesetzt^  Die  mathemaiischen  Hilfsmittel  sind  an  die  Spitze  ge- 
stellt und  dürften  einem  Gjmnasialabiinrienten  keinerlei  Schwierigkeiten 
machen.  B.  Nebel. 

1^    Grundbegriffe    der    Meteorologie    fUr    hdhere  Sobulen  und  zum  Selbst- 

■  Unterricht.    Zosammengestelit  von  E.  Wilk.    Zweite  Auflage«    Mit 
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fünf  Karten  and  acht  in  den  Text  gedruckten  Fignren.  Leipzig, 
Verlag  Ton  Jnl  B&deker,  1892,  58  Seiten.  Preis  1  Mk. 
Das  Böchelchen,  dessen  zweite  Anflage  eine  etwas  andere  Gruppirung 
das  Stoffes  aufweist,  bat  seine  Entstehung  localen  Unterricbta Vorschriften 
zu  yerdanken.  Statt  einer  Sammlrmg  empirischer  Regeln  finden  wir  den 
ganzen  Inhalt  im  Zusammenhang  dargestellt  als  notbwendige  Folgerung 
der  Bestrahlung  der  Erde  durch  die  Sonne  mit  Zuhilfenahme  der  pbysi^ 
kaliscben  unterschiede  zwischen  Erde  und  Wasser  und  der  der  Erde  eiget, 
thümlichen  destalt,  so  dass  der  Schüler  von  der  Meteorologie  den  Ein- 
druck  einer  Wissenschaft  erhalt.  Mit  dem  Verfasser  bedauern  wir  aufi 
Lehhafteste,  dass  die  Karten  bei  ihrer  Kleinheit  nicht  in  Farben  erschienen 
sind,  was  hei  einer  Neuauflage  sehr  zu  berücksichtigen  wäre,  Auclt  dem 
Laien,  der  sich  etwas  über  die  Witterucgsverhältnisse  auf  unserer  Erde 
in  Kürze  oriemtiren  will,  sei  dieeei  Büchlein  empfohlen.  ß,  Nebel. 


Kleinere  Schriften  und  Briefe  tob  Robert  Mayer*  Nebst  Mittbeilungen 
aus  seinem  Leben.  Herausgegeben  von  Jakob  J.  Weyrauch.  Mit 
zwei  Abbildungen.  Stattgart  1893*  Verlag  der  J.  G.  Cotta'schen 
Buchhandlung  Nachfolger.     503  Seiten.     Preis  10  Mk. 

Der  Herausgeber,  welcher  auch  die  dritte  Auflage  von  Bobert 
Mayer*e  Mechanik  der  Wärme  besorgt  bat,  war  bestrebt,  in  diesem  Werb 
nicht  nur  die  kleineren,  in  Zeitschriften  zerstreuten  Aufsätze  Mayer'fi 
zasammenzustellen ,  sondern  auch  May  er 's  Correspondenz  und  Alles^  wu 
sich  auf  sein  Leben  bezieht^  mit  grosser  Sorgfalt  zu  sammeln,  damit 
der  Nachwelt  ein  möglichst  getreues  Büd  des  genialen  Entdeckers  dea 
mechanischen  WttrmeEiquivalentes  überliefert  werde.  Dies  ist  um  so 
wichtiger,  weil  anfänglich  die  Fachgelehrten  aus  Mangel  an  Verst&odniu 
Mayer  derart  zusetzten,  dass  seine  Kraft  diesem  Hohn  (vergl.  Seyllör) 
nicht  gewachsen  war,  und  weO  unmittelbar  darauf  ein  heftiger  Prioritäta- 
streit  drohte,  ihm  die  Früchte  seiner  Arbeit  und  der  damit  verbundenen 
K&mpfe  zu  entreissen.  Durch  das  muthige  und  thatkx'üftige  Eintreten  des 
grossen  englischen  Gelehrten  Jobn  Tjndall  war  es  Mayer  vergönnt,  die 
ihm  unstreitig  gebührende  Anerkennung  erleben  zu  dürfen.  Mit  grosßeni 
Bedauern  erfüllt  es  uns,  dass  es  in  Folge  der  schweren  Erkrankung 
TjndalTs  nicbt  gelungen  ist,  diesen  ebenso  wichtigen,  als  interessÄntan 
Theil  des  Briefwechsels  vollst&udig  wiederzugeben.  Aus  dem  Eifer,  mit 
welchem  der  Herausgeber  dieses  grosse  Sammelwerk  durchgeführt  and 
durch  entsprechende  Vorbemerkungen  zu  einem  ganzen  vereinigt  bat,  dürfen 
wir  schliessea  und  hoffen,  dass  er  nicht  nachlassen  wird,  diesen  Theü  noch 
zu  ergänzen*  Der  VoUstäDdigkeit  wegen  wurde  auch  der  schon  im  Jahre 
1889    von   Prof.  Frey  er    herausgegebene   Briefwechsel    zwischen  Mayer 
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und  Griesinger  nach  den  Originalen  hier  wieder  aufgenommen.  Durch 
die  Einsicht  in  die  feinMhligen  Familienbriefe,  darch  das  Bildnies  Mayer's 
and    durch    die   Abbildung   seines  Wohohaußes   wird    dem   Leser   die   Per- 

Isönlichkeit  des  grossen  Schwaben  forscher«  aufs  Lebhafteste  vor  Augen  ge- 
fttluriy  fUr  den  schon  zu  Lebzeiten  auch  seine  engeren  Landsleute  theil* 
weise  eingetreten  sind  (erinnert  sei  an  das  mannhafte  Auftreten  8iegiiiuxid 
Schottes  in  der  württembergischen  Kammer),  so  dass  hier  nicht  ganz 
zutrifft  das  etwas  harte  Wort  eines  schwäbischen  Dichters: 
Es  wurde  stets  in  Schwaben 
^  Für  einen  Dichter  was  gethan, 

^m  Sowie  man  ihn  begraben.  B.  Nebel. 

Die  Aequivalenz  der  NaturkräHe  und  das  Energiegesetz  als  Weltgesetz. 

Von  Dr.  Heumann  Schefflbu,    Leipzig  1893,    Verlag  von  Friedrich 

Förster,  585  Seiten.  Preis  9  Mk. 
Wer  den  Nachruf  liest,  mit  welchem  der  Verfasser  dieses  Buch  dem 
Andenken  seiner  früh  verklärten  Tochter  widmet,  der  wird  aus  innerster 
Seele  mitempEnden,  wie  schwer  das  Schicksal  den  Verlasser  getroffen  hat, 
und  wie  sehr  dadurch  das  harmonische,  häusliche  Lebensglück  desselben 
gestört  worden  ist.  Es  würde  zu  weit  führen,  wenn  hier  auch  nur  annähernd 
auf  den  reichen  Inhalt  dieses  rein  philosophischen  Werkes  eingegangen 
werden  soll;  der  Leser  muss  somit  auf  das  Original  verwiesen  werden. 
Die  Vorrede  beschäftigt  sich  dagegen  in  ihrem  ersten  Theil  mit  dem  auf 
Farad aj's  Anschauungen  aufgebauten  Werke  MaxwelTs  über  Elektrlcitat 
und  Magnetismus,  das  dem  Verfasser  erst  nach  Beendigung  des  vorliegen- 
den Werkes  in  die  Hände  gelangt  ist  und  deshalb  nicht  mehr  in  dem- 
selben  verarbeitet  werden  konnte.  Auf  Grund  angeführter  Schriften  nimmt 
der  Verfasser  die  Priorit&t  für  sich  in  Anspruch,  den  Aether  als  das  ver- 
mittelnde Medium  hingestellt  sn  haben.  Wir  haben  die  feste  üebeizengong, 
dass  sich  solche  Ansprüche  auch  noch  bei  früheren  Autoren  auffinden 
lassen I  wofern  wir  nur  recht  emsig  suchen,  dass  demnach  die  Priorität 
noch  mteren  Datums  ist.  Damit  ist  es  aber  nicht  gethan,  es  kommt  viel- 
mehr darauf  an,  aufzufinden,  in  welcher  Weise  eine  solche  Vermittelung 
stattGndet*  Für  die  Physik  war  es  daher  ein  fundamentaler  Schritt,  als 
die  Existenz  elektrischer  Wellen  auf  experimentellem  Wege  erhärtet  wurde. 
Wie  Viele  haben  früher  vereinzelt  und  erst  in  neuerer  Zeit  in  grösserer 
Zahl  aasgesprochen,  dass  die  Gravitation  auf  eine  ähnliche  Wellenbewegung 
zurückzuführen  sei!  Wohl  mag  durch  solche  Aussprüche  die  Philosophie 
gefordert  werden,  die  praktische  Physik  dagegen  ist  durch  solche,  wenn 
auch  vielleicht  berechtigte  Behauptungen,  die  aber  des  experimentellen 
Beweises  noch  ermangeln,  um  keinen  Schritt  weiter  gekommen.  Die  Phy- 
siker   werden    daher   erst  Denjenigen,    welcher    dereinst  das   Räthsel   der 


I 


Hietori Bch  -  literarische  Äbtheilung, 


86 


Grayltatioii  auf  experimentelle m  Wege  löst,  zu  ihren  grössten 
rechnen,  zn  denen  sie  nunmelir  auch  den  Entdecker  der  elektrischen  Welleii 
zählen.  Die  Fernwirkiing  von  Theitchen  zu  Theilchen  wird  anch  heate 
im  Allgemeinen  nicht  geleugnet,  wobl  aber  die  unvermittelte  Femwirkung 
von  einem  Theilchen  zu  einem  in  endlicher  Entfernung  befindlichen^  obus 
dass  die  dazwischen  gelegenen  Theilchen  in  Mitleidenschaft  gezogen  werden. 

Vorlesungen  liber  Zahlentheorie  von  P.  6.  lejenne  Dirichlet  Heraus, 
gegeben  und  mit  Zusätzen  versehen  von  ß,  I)edekij?d.  Vierte  um- 
gearbeitete und  vermehrte  Auflage.  Braunschweig*  F.  Vieweg  uad 
Sohn.     1894.    VIII  und  657  Seiten. 

Ein    so    anerkanntes    Lehrbuch,    wie    das    vorliegende,    von   Neui 
rühmen  zu  wollen  ^  scheint  dem  Beferent«n  überiüüsig  zu  sein. 

Es  kann  sich  nur  darum  handeln,  die  Fortschritte  hervormheben, 
welche  die  neue  Auflage  des  Werkes  der  vorangegangenen  gegenüber  auf- 
weist Referent  kann  sich  hierbei  wohl  um  so  kürzer  fassen,  als  er  in 
den  ,yG5ttinger  Anzeigen^^  die  fraglichen  Veränderungen  auf  das  ElngeheDdite 
aualjsirt  hat. 

Eine  wesentliche  Umgestaltung  hat  nur  das  leizte  Supplement  ,, Geber 
die  Theorie  der  ganzen  algehraischen  Zahlen ^^  erfahren;  es  braucht  woM 
kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  der  Inhalt  dieses  Supplementes  bereiti 
in  der  dritten  Auflage  die  eigenBte  Bchöpfung  des  Herausgebers  war. 

Das  Ziel  dieser  Untersuchungen  ist  folgendes.  Schon  Gauss  bUt« 
erkannt j  wie  die  ,, ganzen  complexen  Zahlen"  x  +  iy^  wo  x^  ff  alle  ganz» 
rationalen  Werthe  durchlaufen,  eine  Theorie  zulassen,  die  der  gew5bö- 
lichen  rationalen  Zahlentheorie  in  allen  weseutlichen  Zügen  parallel  iJliifL 
Der  Orund  dafür  ist  wesentlich  der,  dass  auch  für  die  ganzen  compleien 
Zahlen  ein  Algorithmus  zur  Aufsuchung  des  gross ten  gemeinschaftlicbäA 
Theilers  eiistirt,  der  von  dem  Euklidischen  Algorithmus  nur  darin  ab- 
weicht, dass  die  „Grösse^*  einer  ganzen  Zabl  x  +  iy  durch  deren  „Norm' 
x^  +  ^^  gemessen  wird. 

Man   könnte   nun   versucht  sein,    die  Theilbarkeitsge setze  der 
rationalen    wie    complexen    Zahlen,     auf    die    Gesammtheit    aller   ,,, 
algebraischen*^    Zahlen    O     auszudehnen,     das     heisst    solcher,     die   einer 
Gleichung  von  der  Form: 

1)         O«  +  a,  ^«- ^  +  0,^""»  +  ^ '  •  +an^i^  +  Qn  =  f{p)  *  0 
mit  ganzrationalen  Coefßcienten  a  genügen. 

Eine  solche  ,f ganze *^  Zahl,  wie  sie  kurzweg  genannt  wird,  wird 
„theilbar**  durch  eine  zweite  heissen,  wenn  der  Quotient  wiederum  mt 
ganze  Zahl  ist.  Sind  zwei  ganze  Zahlen  gegenseitig  durch  einander  theilbar 
od&r  yyASSOoiirt**,    so   ist  ihr  Quotient   eine  ,,Emheit'',    das   ist  eine  'U^ 
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welche   emer  Gleichaag  (1)   mit  dem   letzten  Coefficienten  +  1  oder  —  1 
genügt  and  umgekehrt 

Lassen  sich  nnn  auch  manche  Analogien  mit  der  gewöhnlichen  Theil* 
barkeitstheorie  aufstellen ,  so  tritt  doch  sehr  bald  eine  wesentliche  Ver- 
schiedenheit ein;  während  n&mlieh  eine  ganzrationale  Zahl  nur  auf  eine 
einzige  Weise  in  Fac Loren  zerlegbar  ist,  findet  jetzt  eine  nnbeschr^kte 
Zerlegbarkeit  statt. 

Der  innere  Grund  dafiir  ist  bald  zn  erkennen.  Eine  Primzahl  plm 
rationalen  Zahl  engebiete  besitzt  sowohl  die  Eigenschaft,  nur  durch  aich 
selbst  und  durch  die  Einheit  theilbar  zui  sein^  als  auch  die  andere  ^  dass 
ein  Prodnct  von  zwei  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen  gleichfalls  durch 
p  untheilbar  ist. 

Diese  beiden  Eigenschaften  treten  aber  —  als  p^Primzdil- Charakter^* 
und  als  „ünzerlegbarkeit''  im  Gebiete  aller  ganzen  Zahlen  auseinander. 

Anders  wiederum  verhält  es  sich  mit  dem  Begriffe  des  Relativ|)tim- 
Seins  zweier  ZahUn  or,  j3,  der  im  rationalen  Gebiete  sowohl  dadurch  er* 
klErt  werden  kann^  dass  ßi  und  ß  ausser  der  Eiuheit  keinen  gemein- 
samen Thoiler  haben,  als  auch  dadurch,  da^s  die  Gleichung  ccx-\-ßf/=^  l 
in  ganze»  Zahlen  jr,  tj  lösbar  sein  soll;  hier  ist  es  auch  bei  allgemeinen 
ganzen  Zahlen  yon  yornherein  wahrscheinlich^  dass  die  eine  Erklärung  die 
andere  zur  Folge  hat^  es  fehlt  aber  dazu  vorldu^g  jeder  Ansatz  eines 
Beweises. 

Beide  umstände  drängen  darauf  hin,  sich  vor  der  Hand  auf  ein  engeres 
Gebiet  TOn  ganzen  Zahlen  zu  beschränken,  nämlich  ein  solches,  das  einer 
ganz  bestimmten  vorgelegten  Gleichung  (1)  entspringt,  ähnlich  wie  die 
ganzen  complexen  Zahlen  aus  der  Gleichung  a?*  +  1  —  0  hervorgehen. 

Um  aber  den  Umfang  eines  solchen  Gebietes  ganzer  Zahlen  dent- 
lieber  zu  tibersehen,  ist  es  zweckmässig,  zunächst  von  einem  umfassen- 
deren Gebiet  auszugehen,  und  eine  irredwcible  Gleichung  (1)  mit  ge- 
brochenen rationalen  Coefficienten  zu  Grunde  zu  legen;  eine  Wurzel  O 
derselben  heisst  eine  „gebrochene  algebraische  Zahl/^  die  n  Wurzeln 
^j  ^1,  ..,^Ä— 1  der  Gleichung  heissen  conjugirt. 

Aus  einer  solchen  Zahl  ^  denke  man  sich  vermöge  der  vier  rationalen 
Grundoperationen  ein  Zahlensystem  7?(#)  gerade  so  hergeleitet,  wie  die 
rationalen  Zahlen  aus  der  Eins.  Das  System  i2(^)  bildet  einen  „Körper**, 
das  heisst,  seine  Individuen  gehen  durch  die  vier  Species  ineinander  über, 
und  zwar  einen  „endlichen  Körper  n**"*  Grades"  da  je  w-f  l  seiner  Zahlen 
dnrch  eine  lineare  Relation  mit  rationalen  Coefficienten  miteinander  ver- 
knüpft sind* 

Vartauscht  man  O  mit  einer  conjuglrten  Wurzel  von  (1)^  so  geht 
meh  der  Körper  lZ(i>)  in  einen  oonjngirten  über,   derart,  dass  dabei  alle 
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zwischen  den  Zahlen  von  i2(^)  bestehenden  rational  an  Beziehungen 
ändert  bleiben. 

Auf  welche  Weise  lassen  sich  nun  alle  „ganzen"  Zahlen  eines  solch^ 
Körpers  arithmetisch  darstellen? 

Ist  m  eine  solche  ganze  Zahl,  so  i&t  leicht  zn  sehen,   dass  auch  jed« 

Zahl   hat    von    der   Form   Ä^,  +  7*^  w  +  Äj  m^  + |-Ä„_itti*'*"^    mit  willkBr- 

liehen  ganzrationalen  Coefficieuten  h  wiederum  eine  ganze  Zahl  des  Körpm 
ist:  Von  der  gröasten  Bedeutung  ist  nun  aber  die  Frage  nach  der  Um- 
kebrnng^  oh  sich  anch  stete  eine  ganze  Zahl  cü  des  Körpers  so  answIlUa 
lässt,  dass  jede  andere  ganze  Zahl  des  Körpers  in  die  Form  hu^  gehrwM 
werden  kann. 

Für  einen  Körper  nämlich  ^  wo  das  der  Fall  ist,  ißt  die  ganze  Theöro 
der  Theilbarkeit,  wie  Zolotareff  und  Dedekind  nachgewiesen  halten^ 
auf  das  Verhalten  gewisser  höherer  Congrnenzen  [deren  linke  Seite  di« 
Form  f{d)  in  1)  ist]  ziirückführbar. 

Indessen  gelang  Dedekind  1878  der  wichtige  Beweis  dafür,  dui 
Körper  esistiren,  bei  denen  die  gemeinte  Annahme  dnrchaus  unzdliflig 
ist;  um  also  eine  ausnahm sIobo  Theorie  auf^abanen,  bedarf  es  ganz  andern 
und  tiefer  liegender  HilfEmitteL 

Solche  bietet  nun  in  weitestem  Umfange  die  Dedekind  sehe  Ideal thcorie. 

Es  ISsst  sich  in  jedem  endlichen  Körper  an  Stelle  der  Potenzen  im  tu 
eine  ^, Basis '^  von  n  ganzen  Zahlen  m^^  ta^^  m^^  ...o)pi_i  so  auswäblfo^ 
dass  die  lineare  Form  o  — A^caQ  +  ftjcai  +  — --fÄ«.,!««—!  (bei  gleicher 
Bedentang  der  h)  in  der  That  die  oben  geforderte  Eigenschaft  besitzt, 
also  fUr  variable  Werthe  der  h  sämmtliche  ganze  Zahlen  des  Körpers,  und 
zwar  jede  nur  einmal,  darstellt.  ^_^ 

Allgemein   nennt  man  ein  Zahlensystem  von  der  Form^A^o);,  aoeb 

0 

wenn  die  m  irgend  welche  n  Zahlen  sind,  einen  ,^ endlichen  Modul '^  mit 
der  Basis  m^,  co^,  ..,  Wa— i:  derselbe  besitzt  offenbar  die  Eigenschaft,  da«a 
seine  Individuen  durch  Addition  nnd  Sahtraction  ineinander  übergehen. 
Als  Zeichen  dient  [&>(,,  m^,  ...co«,i]» 

Unser  System  o  hat  aber  tlberdies  noch  die  Eigenheit,  dass,  wenn 
w'  irgend  eine  gaoze  Zahl  des  Körpers  ist,  das  Product  la^ZÄ,to|  wiedaran 
dem  Systeme  o  angebörti  ein  derartiger  endJicber  Modul  heisst  ein  ,^1^^^^ 
(des  Körpers). 

Wie  man  leicht  bemerkt^  enthalt  der  Körper  ausser  o  noch  nnendlicb 
viele  andere  Ideale;  z.  B.  das  System  aller ^  dnrch  eine  feste  ganze  Zahl  d* 
des  Körpers  theilbaren  ganzen  Zahlen  des  Körpers  ist  stets  ein  solches  Idoal. 

An  diese  letzteren  Ideale  lassen  sich,  wie  verschiedene  Beispiele  vod 
Körpern   zeigen,   die   Theilbarkeitsgesetze  unmittelbar   anknüpfen.    So  im 
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emfachBteö  Fn\le  des  rationalen  Zahlengebietes,  Eine  Zerlegung  m=^np 
läast  Bich  auch  ereetzen  durch  die  Prodtictgleichung  für  Ideale  [m]  ^  [n] .  [jpj, 
deren  Inhalt ^  genauer  betrachtet^  ein  doppelter  ist:  einmal  gelangt  man 
stets  zu  einer  Zahl  in  [m],  wenn  man  irgend  eine  Zahl  in  [wj  mit  irgend 
diner  Zahl  in  [p]  multiplicirt ,  und  zwar  bleibt  hierbei  keine  Zahl  in  [m] 
ausgeschloBsen;  andererseits  sind  alle  Zalileo  des  Sj'stems  [m]  in  dem 
Systeme  [n]  (oder  auch  \p\)  enthalten.  Die  erstere  Eigenschaft  wird  man 
dahin  ausdrücken,  daes  [m]  das  „Product**  der  beiden  „Factoren"  ist,  die 
sLweite  dagegen  dahin,  dass  [m]  ein  „Yielfa<}hes^'  von  [n]  oder  auch  [n] 
ein  Theiler  von  [m]  ist. 

Weitere  Beispiele,  wie  das  eines  „Kreiatheilungskörpers",  lassen  aber 
auch  erkennen,  dasa  selbst  in  dem  Falle,  wo  die  Zerlegung  einer  Zahl  in 
Primfaotoren  er^t  durch  Aufnahme  Kummer 'scher  „idealer  Factoren^'  als 
eine  eindeutige  hergestellt  werden  kann,  als  rein  reales  Aequivaleni  die 
Zerlegung  von  einem  Ideal  in  Prim -Ideale  eintritt;  hierbei  kommen  der 
Gesammthett  der  durch  einen  idealen  Factor  thailbaren  wirklii-hen  ganzen 
Zahlen  des  Örpers  genau  wieder  die  beiden  oben  bes^iuhneten  Eigen- 
schaften eines  Ideales  zu,  so  dass  dieselben  von  jetzt  ab  umgekehrt  ein 
Ideal  deüniren«  Es  entsteht  somit  —  da  die  blosse  Verwendung  idealer 
Factoren  auf  unübersteigbare  Hindemisse  fuhren  würde  —  in  erster  Linie 
die  Aufgabe,  für  alle  endlichen  Körper  ohne  Ausnahme  den  Fundamental- 
sats^  zu  erhürten^  dass  jedes  Ideal  eines  gegebenen  Körpers  auf  eine  und 
nur  eine  Art  als  Prodnct  von  Prim- Idealen  (das  heisst  solche,  die  nur 
durch  sich  selber  und  durch  das  Gesammtgebiet  o  theilbar  änd)  dar- 
gestellt werden  kann. 

Und  dies  h&ngt  in  der  Hauptsache  davon  ab,  dass  in  der  That  bei 
Idealen  allgemein  die  Begrifi^e  Vielfaches  und  Prodnct  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  können,  so  dass  also  stets,  wenn  ein  Ideal  iit  durch  ein 
anderes  u  theilbar  ist,  das  heisst,  die  Zahlen  von  m  sämmthch  in  n  ent- 
halten sind,  ein  drittes  Ideal  p  eilstirt,  so  dass  tn  — n|)  ist,  in  dem  Sinne, 
dass  durch  Multiplication  irgend  einer  Zahl  in  n  mit  irgend  einer  in  p 
der  Reihe  nach  sUmmtliche  Zahlen  in  m  entstehen. 

Um  in  diesem  Angelpunkte  der  ganzen  Theorie  vorzudringen,  wird 
man  zuvörderst  eine  selbststllndige  Theorie  der  endlichen  Moduln  ent- 
wickeln, wobei  auf  das  Sorgsamste  zu  sondern  ist,  was  hier  die  Begriffe 
des  Vielfachen  und  des  Productes  gemein  haben  und  was  nicht.  Erst 
dann  wird  man  erkennen  kiSnnen,  weshalb  bei  den  besonderen  Moduln, 
welche  Ideale  eines  und  desselben  Körpers  sind,  beide  Begrifle  äquivalent 
werden.  Und  eben  hierein  liegt  das  Haupt  verdienst  der  Neubearbeitnng 
der  Theorie  seitens  seines  Schöpfers,  dass  der  fragliche  Angelpunkt 
glncii  im  Anfange  der  Idealtheorie  klargestellt  wird,   während  das  in  der 
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Torigen  Auflage  nur  auf  einem  mlibsamen  Umwege  und  nicht  oluie  Herta^ 
ziehimg  freatdarüger  Hilfsmittel  erreicbt  wurde. 

Der  Forts eb ritt  der  neuen  Auflage  ist  in  erster  Linie  einer  weacnt- 
lieben  Vertiefung  der  Begriffe  der  Modoltbeorie  zu  verdanken;  man  beachte 
in  dieser  Hinsicht  den  merkwürdigen  Dwalismua  zwischen  ,»grÖ8sten  gm. 
Tbeiler"  und  „kleinstem  gem.  Vielfachen''  von  Moduln,  die  Begriffe  dei 
,, Quotienten'^,  des  ,, eigentlichen  Moduls"  der  ,,  Ordnung"  und  „der  HöU« 
einer  ganzen  algebraischen  Zahl  **,  Vor  Allem  aber  ist  es  der  Satz  in  §  173  VI 
über  die  Umformung  algebraiscber  Moduln,  auf  dessen  Orand  erst  die 
Entwickeliing  der  eigentlichen  Idealtheorie  in  ihrer  vornehmen  Sch^nbeit 
ermöglicht  wird. 

In  zweiter  Linie  iat  die  Umarbeitung  der  Körpertheorie  zu  erwähnen, 
wenngleich  dieaelbe  als  solche  eine  noch  viel  durchgreifendere  geworden 
ist,   als  die  der  Modultheorie. 

Es  bandelt  sich  hier  weniger  um  neue  Einzelergebnisse,  als  um  die 
principielle  Anordnung  des  Stoffes;  mit  einem  Worte,  der  im  Obigen 
Bkizzirte  Weg  der  dritten  Auflage  wird  jetzt  gerade  in  umgekehrtör 
Biebtung  durchlaufen.  Während  dort  auf  Grund  einer  einzelnen  vorgegebenen 
Gleichung  1)  allmählich  die  allgemeinen  Eigenschaften  des  zugehörigen 
endlichen  Körpers  erschlossen  werden  ^  nicht  ohne  Vermeidung  von  Hech- 
nnngen,  wird  jetzt  von  ganz  beliebigen  Körpern  ausgegangen;  die  Begriffe 
eines  Theilers  oder  ünterkör|jers »  einer  eindeutigen  Abbildung,  der  R^u- 
cihilität  im  allgemeinster  Weise  aufgestellt  und  combiniri  Der  Grad  tiy 
die  Norm,  die  Discrlminante  und  so  fort  erscheinen  von  vomberein  &I5 
Invarianten  von  Körpern^  das  heiBst  Bildungen^  die  von  einer  specieUen 
Darstellung  der  letzteren  ganz  unabh^ingig  sind. 

Ein  endlicher  Körper  tritt  als  solcher  auf,  der  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Theilern  besitzt,  er  besitzt  den  Grad  n,  wenn  je  »  +  1 
Zabien  desselben  ein  reducibles  System  bilden,  während  sich  immer  n  irrd- 
ducible  Zahlen  des  Körpers  auswühlen  lassen;  ein  solcher  Körper  enthült 
dann  immer  unendlich  viele  algebraische  Zahlen^  die  Je  einer  irredncibeln 
Gleichung  von  der  Form  1}  genügen,  wodurch  der  frühere  Ausgang* 
punkt  wieder  erreicht  ist. 

Dabei  können  die  CoeflBcienten  von  1)  selbst  einem  beliebigen  K($iper 
(nicht  nur  dem  der  rationalen  Zaklen)  angehören  ujid  so  fort  ünzweifelhAfl 
ist  das  eine  Stufe  der  Darstellung  und  Verarbeitung,  die  an  wisseachaft- 
lieber  Höhe  kaum  noch  überboten  werden  möchte;  die  Kraft  der  Begriffe 
und  Sätze  reicht  denn  auch  weit  über  das  zunächst  gesteckte  Zieli  (ü«? 
Theilbarkeitsgeseüe  für  die  ganzen  Zahlen  eines  endlichen  Körpers,  hmm^ 

Wo  so  viel  Licht  ist,  wird  freilich  auch  der  Schatten  nicht  fehbo, 
und   der  liegt,  wie  dem  Keferenten  scheint,   vor  Allem  auf  der  pldagogi* 
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sehen  Seite,  So  wenig  speciEscbe  matbefuatische  KenuiDisse  Tom  Leser 
rerlangt  werden,  um  so  grösaer  ist  der  Anspruch  an  sein  Abstractions* 
vermögen  xmd  an  seine  Ausdauer*  Von  der  im  üebrigen  nahe  verwandten 
Untersuchungsricbtung  Eronecker's  unterscbeidet  sieb  die  Dedekind'scbe 
wesentlich  darin,  dass  Ersterer  als  ideale  Divisoren  von  vornherein  ge- 
brochene (algebraische)  Zahlen  zulüsst,  während  Dedekind  &icb  principielL 
auf  die  Verwendung  ganzer  Zahlen  und  zwar  nur  solcher  des  jeweils  vor- 
liegenden endlichen  Körpers  beschränkt. 

Bei  dem  ganzen  wissenschaftlichen  Standpunkte  des  Herausgebers  ist 
es  erklärlich,  weshalb  fremdartige  Forscbuogen  der  neueren  Zeit  keine 
Berücksichtigung  gefunden  haben. 

Mancher  Leser  wird  freilich  ein  gewisseB  Gefühl  der  Enttäuachung 
nicht  zurückhalten,  wenn  er  von  dem  grossartigen  AufscLwunge,  welchen 
z,  B.  die  ganze  Theorie  der  quadratischen  Formen  auf  Grund  geometriBch- 
functioneatheoretiscber  Methoden  erhalten  hat^  Nichts  erfahrt. 

Andererseits  will  Beferent  durchaus  nicht  in  Abrede  stellen ,  dass 
eine  Methode^  die  den  verschiedensten  Richtungen  zugleich  gerecht  werden 
will|  zumal  für  einen  jüngeren  Studirenden  mit  manchen  Gefahren  ver- 
bunden ist,  und  da&s  dem  gegenüber  ein  so  consequent  festgehaltener 
Standpunkt,  wie  er  uns  in  den  ,, Vorlesungen**  entgegentritt,  einen  ungemein 

I erzieherischen   Werth  hat 
Nach  der  unmassgeblichen  Meinung  des  Referenten  wäre  ein  gewisser 
Mittelweg  das  Richtige;   ohne  der  Systematik  Etwas  zu  vergeben,   könnte 
doch    die    ,, gemischte^'    Methode    als    historisches,    heuristisches    und    ver* 
gleichendes  Pnncip  mit  gutem  Erfolge  zur  Anwendung  kommen. 
H  " W.  FiiANZ  Meyer. 

Lehrbuch  der  hdheren   Analyeis.     I.  Band.     Lehrbuch   der   DiOferential- 

rrechnung.  Zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  an  Universitäten  und 
^  iechQischen  Hochschulen.  Von  H.  Giiavelii  h.  Berlin.  F.  Dümmler's 
P  Verlagsbuchhandlung.  1893.  Vffl  und  323  Seiten, 
Es  ist  immer  etwas  Missliches,  über  den  ersten  Band  eioeä  grösseren 
Weckes  stu  nrtheilen,  zumal  wenn  sich  wie  hier  der  Verfasser  über  Plan 
and  Anlage  des  Ganzen  völlig  in  Stillschweigen  hüllt.  Es  kann  leicht  als 
Fehler  angesehen  werden,  was  sich  möglicher  Weise,  wenn  erst  das  Werk 
abgeachlossen  vorliegt,  in  einen  Vorzug  umwandelt. 

Auf  die  Gefahr  hin,  solche  Irrthümer  zu  begehen,  muss  Referent 
die    hier   gebotene   „Differentialrechnung'^  als    eine   selbBtstlUidige   Schrift 


Unacweifelhaft  hat  dieselbe  mancherlei  Vorzüge, 

Die  Ausstattung  seitens   der  Verlagsbuchhandlung   ist  Im  VerhSltnisa 
SU  dem  wohlfeüen  Preise  geradezu  eine  tadellose. 
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Was  die  Anordnung  des  Stoffes  anbelangt,  so  war  66  das  Bestr«b«i 
des  Verfassers^  den  Stndirenden  gleich  auf  der  ersten  Stufe  mit  t\mt 
Reihe  von  Verfeinerungen  bekannt  zu  machen,  welche  die  Theorie  iu  den 
letzten  Jahrzehnten  erfahren  hat;  es  braucht  in  dieser  Hinsicht  jt  tm 
an  Kamen  wie  Weierstrass,  Dedekind,  G.  Cantor,  StoU,  Dini 
Pringsbeim  erinnert  zu  werden. 

Wenn  man  noch  h inzunimmt ^  dass  der  Verfasser  eine  üebersicht  Qber 
die  Elementarbegriffe  der  räumlichen  Lijiiensjsteme  mit  aufgenommei)  hat 
so  darf  man  wohl  sagen  ^  dass  das  Lehrbuch  des  Herrn  GrayeUii 
mit  Vortheil  als  Ergänzung  zu  anderen  Lehrbfichern  geringeren  Uni< 
fanges  benutzt  werden  kann,  um  so  mehr,  als  die  Darstellung  des  mm 
Tbeü  ahstracten  Stoffes  im  Grossen  und  Ganzen  ein  entschiedenes  G«- 
schick  verräth. 

Hierüber  hinaus  möchte  indessen  Referent  nicht  gehen,  er  möcliti 
eher  eineu  ungeübten  Leser  vor  einer  aussehliesslichen  Benutzung  dai 
Bucbes  warnen» 

Denn  das  Bestreben  des  Verfassers,  dem  Leser  die  SchSrfe  nnj 
Präcision  der  neueren  Ricbtung  vor  Augen  zu  fllhren,  wird  nicht  seltei 
dui'ch  einen  lückenhaften  und  uöprJlcisen  Vortrag  vereitelt 

Koch  schlimmer  ist  ein  Mangel,  der  freilich  auch  nur  als  ein  äosser- 
lieber  aufgefasst  werden  kann:  Das  Buch  wimmelt  geradezu  von  fion- 
störenden  Drackfehleni,  und  was  das  gerade  bei  einer  „Differeiitial' 
recbnUDg^*  für  einen  jungen  Studirenden  besagen  will,  weiss  jeder  Matbe- 
inatiker  aus  eigener  Erfahrung, 

So  fehlen  Seite  13  Zeile  4  die  oberen  Indices  o,  auf  Seite  13  ui 
wiederholt  das  Zeichen  <  durch  <  zu  ersetzen,  auf  Seite  42  ZeÜe  1  Toa 
unten  fehlt  die  Einschaltung  ^^  positive'^,  Seite  156  letzte  Zeile  hat  ei 
„<"  statt  „>"  zu  beigsen  und  so  fort. 

An  manchen  Stellen  ist  es  zweifelhaft,  ob  man  da  noch  von  eioem 
Druckfehler  sprechen  kann.  Auf  Seite  41  ist  bei  der  Erklärung  der  aln- 
giilären  Stellen  von  dem  Verhalten  an  der  Stelle  a;*"OQ  keine  Be^«^ 
Seite  164  wird  eine  bedingt  convergente  Heihe  als  eine  „semiconvergente'^ 
bezeichnet  und  so  weiter. 

Die  Art  und  Weise,  wie  citirt  wurd,  unterliegt  auch  manchen  Bs- 
denken.  Die  G.  Cantor'sche  Theorie  des  Irrationalen  wird  Heine  ta- 
geschrieben    (mit   dem   Citat   Crelle's   Journ.  Band  74),    während  Heiuö 

L daselbst  ausdrücklich  betont,  dass  sie  von  C an tor  herrühre;  bei  Gelegenbeit 
des  „Schnittes**  wird  nur  auf  das  Lehrbuch  von  Stolz  verwiesen,  sa 
dass  der  Leser  glauben  muas,  letzterer  habe  diesen  wichtigen  Begriff 
eingefiihrt,  während  man  denselben  bekanntlich  Dedekind  verdankt 
Und  »0  weiter. 
1^^ 
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Trokdem  ist  Referent  der  üeberzeugung,  dass  eine  zweite  Auflage  des 
Buches,  vorausgesetzt,  dass  ibr  eine  eorgfUltige  Correctur  voran  gegangen 
i8t|  den  angestrebten  Zweck  erfüllen  wird. 

Heferent  will  gern  bekennen,  dass  er  einer  milderen  Auffassung  Baum 
gegeben  baben  würde ,  b Sitte  er  nicht  gerade  anderswo  eine  Bespreebung 
Torgefunden,    die  durch  ihre  masslosen  Lobeserhebungen  abstossen  rnnsste. 

— W.  Franx  Metek. 

Semartres.  Cours  d' Analyse.  Premiere  Partie.  Fonctions  de  Variables 
reelles.  Deuxifeme  partie.  Propritit^s  des  fonctions  analytiqnes. 
Redig^s  par  K.  Lemaitbe.  Paris.  A,  Hermann.  1892.  192  resp. 
168  Seiten. 

Die  französischen  Professoren  der  höheren  Analjsis  sind  in  der  an- 
genehmen Lage,  bei  ihren  Zuhörern  eine  hinreichende  Kenntniss  der 
Elemente  der  Differential*  und  lutegralrecbnung  YOraussetzen  zu  dürfen. 
Das  spiegelt  sich  denn  auch  in  den  französischen  Lehrbüchern  wieder. 
Während  die  deutschen  Werke  über  Analysis  der  keineswegs  leicbten 
Aufgabe  zu  genügen  haben,  sich  TOrsb  mit  der  Arithmetik  und  Algebra 
abzufinden y  können  die  französischen  sofort  in  medias  res  übergeben  und 
den  Begriff  der  allgemeinen  Functionen  an  die  Spitze  stellen. 

Die  Yorliegenden  autograpbirten  Hefte  (ein  drittes  ist  seit  längerer 
Zeit  in  AuBsicht  gestellt,  aber  noch  nicht  erschienen)  geben  Vorlesungen 
wieder,  die  der  Verfasser  an  der  facolt4  des  sciencea  zu  Lille  über  den  in 
Bede  stehenden  Gegenstand  gebalten  hat.  Man  darf  wohl  den  ßückschluBs 
maehen,  dass  die  Zuhörer  nicht  diejenigen  Elitetruppen  gewesen  sind, 
wie  sie  Paris  aufzuweisen  bat  Denn  der  Verfasser  bütet  sich  geffissentlich, 
in  ausgedehnte  abstracte  Erörterungen  der  moderaen  Subtilitäten  einzu- 
gehen, er  hat  vielmehr  die  Absicht,  aus  dem  grossen  Gebiete  der  Func- 
tionen reeller  und  complexer  Variabein  das  Wesentlichste,  zugleich  mit 
interessanten  Anwendungen,  herauszuheben,  und  die  organische  Verbindung 
au£nidecken,  in  der  die  Fuadamentalbegriffe  zu  einander  stehfn. 

Diese  Aufgabe  hat  der  Verfasser  zweifellos  glücklich  gelöst;  es  ist 
erstaunUch,  was  Alles  auf  gedrängtem  Räume  zur  Behandlung  kommt. 

Das  erste  Heft  gliedert  eich  in  vier  Abschnitte.  Für  eine  reep, 
mehrere  unabhängige  reelle  Variable  werden  die  Differentialquotienten  und 
Differentiale  der  Functionen  entwickelt;  besondere  Anregung  gewährt  dem 
Leser  ein  Excurs  über  Functionaldeterminanten. 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Taylor'sohe  und  Mac-Lauiin- 
sebe  Reibe  und  im  Anscbluss  hieran  Variationen,  sowie  Maxima  und  Minima. 
Der  dritte  und  vierte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  unbestimmten  und 
beftimmten  Integralen.  Hierbei  werden  die  Grimdtüge  der  elliptischen  und 
hypereUiptisehen  Integrale,  sowie  der  trigonometrischen  Reiben  mit  erörtert. 
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Das  zweite  Heft  zerfallt  wiederum  in  vier  AbsckDitte.  Zuerst  wird 
der  Leser  mit  den  analytischen  Fimctionen  im  Allgemeinen  bekannt  g«. 
macht;  als  interessante  AnweDdang  erscheint  die  Theorie  der  Kugei^ 
ftinctionen  und  das  Dirichlöt'scbe  Problem. 

Der  zweite  Abschnitt  wendet  sich  den  eindeutigen  analytischen  Pwmj- 
tionen  zu,  wobei  auch  die  neueren  üntersucbungen  von  Weieratrasa  mi 
Mittag-Leffler  über  Primfunc tionen  berücksichtigt  werden. 

Als  wichtigste  Anwendung  giebt  der  dritte  Abschnitt  die  Grundsüg« 
der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen,  wobei  den  verBchiddeim 
Kicbtungen  möglichst  gleiebmässig  Rechnung  getragen  wird. 

Der  letzte  Abschnitt  ist  den  mehrdeutigen  Fnnc tionen  gewidmet 

Wenn  das  Werk  auch  nicht  auf  hervorragende  Eigenart  Anspmcli 
macht  j  so  ist  es  doch  sicher  als  eines  der  besseren  in  dem  fragbcba 
Gebiete  anzusehen  und  zu  empfehlen.  ^    Fk\nz  Me\'eb. 


R  Olthamare.  Essai  sur  le  calcul  de  la  gdn^ralisation*  Qea^n. 
Stafelmohr.     1893.    132  Seiten. 

Es  handelt  sich  um  jene  eigentbümliche,  von  Liouville  gelegentli«k 
bemerkte^  vom  Verfasser  noch  weiter  ausgedehnte  Verallgemeinerung  d« 
Analysis  ^  welche  Differentiationen  und  Integrationen  mit  gebrochenem  ladex 
construii't.  ,    ^ 

Liouvill  6  geht  von  der  gewöhnlichen  Differentiationsformel --r — »a^«'« 

(«  constant)  aus.  Multipliciit  man  noch  mit  einer  weiteren  Constanien  i« 
und  bildet  eine  Summe  von  der  Art:  Z^aC*",  so  ist  die  f»**  AblMta|g< 
nicht  nur  eine  ganz  analog  gebaute  Summe,  sondern  man  kann  diesor 
neuen  Bildung  unmittelbar  auch  dann  einen  Sinn  beüegen,  wenn  pt  eise 
beliebige  (nicht  nur  ganze  positive)  Zahl  ist. 

Nicht  jede  gegebene  Function  von  u  lässt  sich  natürlich  in  Fom 
einer  solchen  (eventuell  auch  unbegrenzten)  Summe  schreiben.  Um  ^ 
Bereich  der  hierher  gehörigen  Functionen  zu  erweitem,  betrachtet  der  Ver 
fasser  allgemeine  Summen  von  der  Form  £Äa^*^^{a)f  wo  die  Function f 
von  der  Variabelo  u  unabhängig  ist.  Der  so  entstandene  Ausdruck  heifit 
,,aus  c"**  durch  Verallgemeinerung  entstanden". 

Anstatt  uns  hier  auf  die  abstracten  Eigenthtlmlicbkeiten  eines  solcbeii 
Operations  -  Calcüls  tiefer  einzulassen,  erwähnen  wir  lieber  einige  An* 
Wendungen. 

Jede  IdeutttJ&t,  die  eine  unbestimmte  Grösse  u  enthält,  kann  dofcll 
,,Verallgemeinerung"  in  eine  Identität  übergeführt  werden,  welche  mt 
willkürliebe  Function  enthalt,  die  also  einen  erheblich  erweiterten  Inhilt 
besitzt.  Dies  Princip  wird  im  Besonderen  angewandt  auf  die  Theorie  d«r 
bestimmten  Integrale^   und  man   kann   nicht  leagnen,   dass  der  Ver&iNr 
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anf  diesem  Wege  xa  einer  Reihe  tbeils  bekannter,  theils  nener^  merk* 
würdiger  Relationen  gelangt,  deren  Herleilung  nach  den  ßoustigen  Methoden 
sehr  viel  mehr  Mühe  verursacht. 

Die   Integration   linearer  Differentialgleichungen  (mit  constanten  oder 

auch  variablen  Coefficienten)  kann  auf  die  Werthbestimmung  solcher  Summen* 

ausdrücke,  wie  sie  oben  erwähnt  wurden,  zurückgeführt  werden;  man  kann 

bald    erkennen,    dass    es    gerade    die    Theorie    der    linearen    Differential- 

gleicbungen  gewesen  ist,  die  den  Verfasser  zu  seiner  Symbolik  geführt  bat, 

^m         Erweist  sich  so  die  Methode  des  Verfassers  als  eine  heuristisch  recht 

Vfmebtbare,   so  ist  freilieb  einzuwenden,  dass  die  Anwendungen  wesentlich 

H  formaler  Natur  sind.     Ueher   den  Gtltigkeitshereich  der  erzielten  Formeln, 

Halber  die  Einschrlinkangen,   denen   dio  vorkommenden  Functionen  genügen 

müssen^  damit  z.  B.  die  resultirenden  Reihen -Entwickelungen  convergiren, 

differenzirbar  sind  u,  dergL,  erfahren  wir  keinen  Aufschluss. 

Es  wäre  sehr  zu  wünschen^  dass  die  heutzutage  so  weit  ausgebildete 
FuBctionentbeorie  die  unstreitig  sianreicben  Ansätze  des  Verfassers  in  der  an- 
gedeuteten Richtung  ergänzte,     ^^  Fiiahz  Me\^r* 


,  W.  KiLLiNG.     Einführung  in  die  Orundlageu  der  Geometrie.    Erster  Band. 
Paderborn.     6ch«Jmngh.     1893.    X  und  357  Seiten. 


Mit   Recht   sagt   der  Verfasser   in    der  Vorrede:  „Es   trifft  sieb  sehr 


Iichön,  dass  der  vorliegende  Band  gerade  zum  hundertjährigen  Geburts- 
tage Lobatschewsky's  erscheinen  kann." 
Denn  trotz  der  wichtigen  und  weitgreifenden  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  Geometrie,  welche  nun  schon  Jahrzehnte  zurück- 
reichen, gab  es  noch  kein*  Werk,  welches  diese  neue  Disciplin  der 
Mathematik  im  Zusammenhange  behandelt  hätte.  Und  doch  ist  hierbei 
nicht  nur  die  Fachwissenschaft  interessirt,  sondern  auch  die  Pädagogik, 
die  Philosophie,  die  Naturwissenschaft  Wer  will  andererseits  lengnen, 
dass  gerade  ober  die  Grundbegriffe  und  Ziele  dieses  Wissenszweiges,  über 
das  Wesen  der  nlcht^euklldischen  Geometrie,  des  mehrdimensionalen  Raumes, 
Hdie  seltsamsten  Missverständnisse,  sogar  bei  sonst  sehr  nüchternen  Leuten, 
weit  verbreitet  sind? 

Freilich  dürfte  der  Grund  für  die  bezeichnete  Lücke  in  der  Literatur 
woU  darin  tn  finden  seiui  dass  einer  gesammelten  Darstellung  des  Gegen- 
standes weit  erheblichere  Schwierigkeiten  entgegenstehen,  als  bei  Irgend 
einem  anderen  Gebiete*  Einmal  ist  es  nämlich  nicht  leicht,  ein  bestimmtes 
Maass  von  Vorkenntnissen  für  den  Leser  zu  prücisiren,  insofern  aus  Geometrie 
und  Analjsis  Sätze  und  Begriffe  zu  entlehnen  sind,  welche  keineswegs  zu 
den  Elementen  gehSren. 

•  Da*  neuerdings  erschienene  Buch  von  Herrn  Ver  od  esc  verfolgt  wesentlich 
andere  Stiele. 


w 
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Der  Verfasser  hat  sicli  bemUht,  dem  Leser  das  YerständnisB  dei  oft 
sobwierigeB  Textes  mögliebst  za  erleicbterD;  einmal  wird  jeder  Gegenstaad 
Tön  principieller  Bedeutung  von  den  verschiedensten  Pimkten  wob  b«. 
leuchtet,  Bodann  wird  am  Schlüsse  jedea  Hauptabschoittes  ein  fasalicber 
Ueberblick  über  die  gewonnenen  Ergebnisse  gegeben.  Auch  daii  dfui 
Scbluss  bildende  Literaturregister  ist  sehr  dankenswertb. 

Die  Darsteliung  des  Textes  ist  im  Ganzen  anzuerkennen,  wemi  m 
ancbf  wie  es  dem  Referenten  scheinen  möchte,  yielfaeh  klarer  sein  dfirfta. 

Der  Stoff  wird  auf  vier  grössere  Abschnitte  vertbeilt,  welche  der  fidhe 
nach  die  Berechtigiing  der  nicht- enklidi sehen  Raumformen,  die  projecüw 
Geometrie,  den  mehrdimensionaJen  Eanm  und  die  Clifford-Klein'sch&n 
Eaumformen  behandeln. 

Der  Ausgang  ist,  wie  sich  erwarten  lUsfit^  das  sogenannte  elfi« 
Axiom  Euklid's,  was  indessen  bei  Euklid  selbst  als  eines  (das  f&nft«) 
seiner  Postnlate  (alti^(icn:ci)  auftritt.  Diese  (fünf)  Postnlate  werden  wörtlich 
mitgetheilt,  leider  in  deutscher  tJeber&etzungi  Mag  das  aus  Rücksicht  auf 
Nicht- Kenner  des  Griechischen  geschehen  sein,  warum  muthet  der  Te^ 
fasser  einem  solchen  Leser  wenige  Zeilen  sputer  zu,  unter  dem  ^mtrifi^  t 
eben  dieses  fünfte  Postulat  zu  verstehen?  Es  hätte  doch  wohl  auch  äüT 
die  verschiedenen,  in  wesentlichen  Punkten  voneinander  abweichecdwi 
Euklid -Ausgaben,  denen  ja  in  der  neuen  kritischen  Ausgabe  von  Heibtrg 
Rechnung  getragen  ist,  einige  philologische  Rücksicht  genommen  werden  Bolleu. 

Es  wird  nötbig  sein,  den  Leser  vveDigstens  mit  den  Grundideen  dei 
(Ganzen  bekannt  zn  macheu. 

Euklid  beweist  den  Satz  der  Ebene;  Wenn  zwei  Gerade  von  einer 
dritten  geschnitten  werden,  und  die  Summe  der  beiden  inneren,  an  der- 
selben Seite  gelegenen  Winkel  zwei  Hechte  betrilgt,  so  sind  sie  par&lld| 
das  heisst,  sie  können  sich  nicht  schneiden,  wie  weit  man  sie  auch  ver- 
längern mag.  Die  Umkehning  konnte  er  jedoch  nicht  beweisen,  und  Q&hm 
sie  daher  als  das  obige  Postulat  auf 

Alle  Versuche,  die  seither  gemacht  wurden,  diese  ümkebmng  in 
beweisen,  das  beisst,  sie  aus  den  übrigen  Voraussetzungen  Enklid's  h«r- 
zuleiten,  haben  sich  als  unzulänglich  erwiesen. 

Man    wird    somit    darauf    geführt,    die    Begriffe    der    Euklid 'ach^n. 
Geometrie    durch    andere   BegrifiTe    zu    ersetzen,  für    welche    ebenfalls  lU.» 
übrigen   Euklid'schen  Voraussetzungen   gelten,    das    fünfte    Postulat  ibe* 
nicht  mehr. 

Es  gelingt  das  in  mehrfacher  Weise,  z.  B.,    wenn  man  statt  der  fr« 
raden   der  Ebene    die   kürzesten  Linien   einer  Fläche    constanter  negati? 
Krümmung  zu  Grunde  legt:  die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  be 
dann    weniger    als   zwei   Rechte,     Es   ist    das    die    Lobatschewskj 
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„Bramform".  Wahrend  aber  diese  noch  die  Annahme  Enklid's  festhält, 
difis  die  Gerade  unendlich  sei,  kann  man  auch  hiervon  abstrahiren.  Bs 
bieten  sich  dann  swei  Möglichkeiten:  entweder  gehen  alle  von  einem 
Punkte  ausgehenden  „Geraden"  noch  durch  einen  zweiten  Funkt  (wie  z.  B. 
die  Ght)88krei8e  auf  einer  Kugel)  oder  nicht,  dem  entsprechend  gilt  die 
Biemann'sche  resp.  Elein'sche  Baumform. 

Ein  ansehnlicher  Theil  der  S&tze  Enklid's  gilt  für  alle  diese  Baum- 
formen  gemeinsam,  erst  dann  entwickelt  sich  jede  selbstst&ndig.  Theoretisch 
nnd  sie  alle  gleichberechtigt,  die  Naturerkl&rung  wird  allerdings  das 
Enklid'sohe  System  als  das  einfachste  bevorzugen. 

Alle  die  bisher  entwickelten  Gesetze  —  auch  die  noch  nicht  erwähnte 
Begründung  der  projectiven  Geometrie  —  haften  an  einem  begrenzten 
Binmgebiet,  und  die  Frage  steht  noch  gänzlich  offen,  wie  sich  die  einzelnen 
Theile  des  Baumes  zu  einem  Ganzen  vereinigen,  um  dies  zu  übersehen, 
betrachte  man  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  K.  Für  jeden,  mit 
K  durch  weitere  KOrper  verbundenen  KOrper  K^  wird  eine  neue  Bewegung 
lenuittelt  Nimmt  man  nun  in  üblicher  Weise  an,  dass  diese  neue  Be- 
wegung von  der  Art  der  Verbindung  beider  Körper  K^  K^  unabhängig 
Mi,  so  ergiebt  sich  nichts  Neues;  nimmt  man  aber  mit  Clifford  und 
Klein  das  Oegentheil  an  —  was  zunächst  auffallend,  aber  theoretisch 
berechtigt  ist  —  so  wird  man  zu  einer  grossen  Mannigfaltigkeit  neuer 
Banmformen  geführt,  deren  Mechanik  allerdings  noch  wenig  studirt 
worden  ist. 

Besonders  lesenswerth,  gerade  für  Schulmänner,  scheint  dem  Beferenten 
der  dritte  Abschnitt  über  den  mehrdimensionalen  Baum.  Ohne  sich  auf 
metaphysische  Speculationen  einzulassen,  begnügt  sich  der  Verfasser  mit 
dem  Nachweis,  dass  ein  solcher  Baum  begrifflich  möglich  und  gerecht- 
fertigt sei,  und  ausserdem  für  den  Mathematiker  ein  methodisch  äusserst 
werthvolles  Instrument. 

Gleich  im  Anfange,  wo  es  sich  um  Feststellung  des  Begriffes 
^Dimension''  handelt,  wird  der  Leser  mit  den  neueren  scharfsinnigen 
Untersuchungen  von  G.  Cantor,  Netto,  Peano  u.  A.  bekannt  gemacht, 
wonach  mit  Leichtigkeit  zwei  Bäume  verschiedener  Dimension  punktweise 
ein-eindeutig  aufeinander  abgebildet  werden  können  —  wenn  man  nur 
anf  die  Stetigkeit  der  Zuordnung  Verzicht  leistet. 

Im  Uebrigen  bemüht  sich  der  Verfasser  mit  Erfolg,  den  mannigfachen 
Vorurtheilen  und  falschen  Ansichten,  die  gerade  dieses  Gebiet  zu  einem 
Tummelplätze  von  Streitigkeiten  von  jeher  gemacht  haben^  entgegen 
xa  treten. 

Der  zweite  Band  des  Werkes ,  der  demnächst  erscheinen  wird,  wird 
einmal  auf  die  Begründung   der   projectiven   Geometrie   nSher  eingehen, 

Hlit.lit  Abth.  d.  ZdUchr.  f.  MaftL.  n.  VhjB.  40  Jfthrg.  1896.  S.  Heft  % 
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Bodann  aber  Tor  Allem  auf  die  wichtigen  Beziehungen  der  nieht^ 
euklidischen  Geometiie  zor  Theorie  der  conünuirlichen  Transfonnations- 
Gruppen,  Aoa  dem,  was  bereits  hier  über  den  letzt^^ren  Gegenstand  vor- 
gebracht wird,  möge  herausgegriffen  werden,  welche  Wichtigkeit  die  Er- 
forschung der  Untergruppen  der  aUgemeinen  projecÜyen  Gruppe  (der  Ebeas 
und  des  Raumes)  flir  die  Bewegung  innerhalb  der  nicbt- euklidischen  Räume 
besitzt.  Durch  neuere  Foblicationen  ist  ja  die  Eenntniss  dieser  Unter- 
gruppen wesentlich  erweitert  worden.  ^^  Franz  Meyer 


K,  RoHN  und  E.  Pafpbritz.  Lehrbuch  der  daratellenden  Geometrie.  I^ 
zwei  Bünden,  Erster  Band*  Leipzig»  Veit  k  Comp.  1893.  XVJJJ 
und  38  L  Seiten. 

Wir  besitzen  eine  Reihe  Ton  Lehrbüchern  der  dars teilende d  Geometrlt' 
deren  jedes  eigen thümliche  Vorzüge  hat^  und  von  denen  doch  keines  ati 
ausschliessliche  Grundlage  des  Unterrichtes  dienen  könnte. 

Man  darf  den  Verfassern  —  von  denen  sich  insbesondere  der  Erst- 
genannte durch  eine  Reihe  scharfsinniger,  echt  geometrischer  Arbeiten 
bereits  rühmlichst  bekannt  gemacht  hat  —  nur  zu  Dank  verpflichtet  seiu^ 
wenn  sie  dem  bezeichneten  Mangel  abhelfen  wollen. 

Die  darstellende  Geometrie  nimmt  heutzutage  eine  eigenartige  Stdlmig 
ein.  Auf  der  einen  ßeite  soll  sie  in  hergebrachter  Weise  die  praktiflcheii 
Bedürfnisse  der  Techniker  befriedigen,  sodann  aber  ist  sie  auch  be- 
stimmt —  und  selbst  die  Universitäten  verschüessen  sich  dieser  Einriebt 
immer  weniger  =-  die  Studirenden  der  Mathematik  und  NaturwisBen- 
Echaften  in  der  Raum  an  schauung  auszubilden,  und  speciell  den  ersteren 
das  Verständniss  der  Geometrie  der  Lage  zu  erleichtem. 

Diesen  drei  Momenten,  dem  praktischen,  dem  pädagogischen  und  dem 
wissenschaftlichen  hat  ein  Lehrbuch  der  gedachten  Disciplin  zugleich  g^ 
recht  zu  werden,  ein  Bolchea  hat  demnach  nicht  gewöhnliche  Schwierig- 
keilen  zu  überwinden,  um  so  mehr,  wenn  es  auch  ein  selbstständiges 
Ganzes  sein  will 

Was  den  praktischen  Gesichtspunkt  angeht,  so  ist  vor  Allem  zu  be- 
tonen, dasB  die  zahlreichen  Aufgaben  mit  grosser  Sorgfalt  und  Genanigkeit 
durchgeführt  sind;  bei  vielen  sind  mehrere  Lösungen  angegeben.  Dftbei 
ist  ein  Hauptwerth  darauf  gelegt  worden,  dass  die  zeichnerische  Behandlung 
eine  zweckentsprechende  ist,  das  heisst,  dass  die  Ergebnisse  bequem  oad 
deutlich  vor  Augen  liegen. 

Die  directen  AnwenduDgen  auf  die  Technik  sind  wohl  für  den  iweiten 
Band  vorbehalten  worden. 

Der  pädagogische  Charakter  des  Buches  zeigt  sich  in  dem  BestrebeD^ 
die    darstellende    Geometrie    als    directe    FortsetxuDg    der    schulm&ssjgen 
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Stereometrie  enebeinen  za  lassen.  Die  EntwickeluDg  der  Baumanschaunng 
lit  80  sehr  ein  Hauptziel  des  Werkes,  dass  die  Figuren  des  Textes  mehr 
öne  Beihilfe  sein  sollen,  wenigstens  möchte  sich  Referent  so  die  Thalsache 
mrechüegen,  dass  der  Maasstab  der  Figuren,  verglichen  z.  B.  mit  fran- 
iBftSchen  Werken,  ein  stark  redacirter  ist.  Im  Uebrigen  ist  die  Aus- 
lUtoig  tadellos. 

Die  eingeftlhrten  Bezeichnungen  und  Eunstausdrücke  erfreuen  sich 
oiser  gesunden  Systematik.  Mit  Einzelnem  ist  Beferent  freilich  nicht  ein- 
fentanden,  z.  B.  mit  der  Wortbildung  „Paralleldrehung''  (S.  56),  für 
die  nicht  einmal  eine  formelle  Definition  gegeben  wird. 

Der  Styl  des  Textes  kann  im  Oanzen  nur  als  prftcis  erklftrt  werden, 
wenn  er  auch  von  einer  gewissen  Trockenheit  nicht  vOllig  freizusprechen  ist. 

Von  dem  p&dagogischen  Moment  ist  das  wissenschaftliche  kaam  zu 
trennen.  Auch  hier  tritt  das  ausgesprochene  Bestreben  hervor,  aus- 
schliesslich im  Baume  selbst  zu  operiren,  das  heisst,  beispielsweise  gleich 
im  Anfange  die  Hilfssfttze  über  Aebnlichkeit  und  Affinitfit  ebener  Figuren 
doieh  Frojection  im  Baume  herzuleiten.  Freilich  mag  dabei  die  wissen- 
zchsfUiche  Systematik  auf  Kosten  der  Pftdagogik  ausgebildet  sein,  denn 
Beferent  möchte  bezweifeln,  ob  sich  ein  Schüler,  ohne  Anleitung  eines 
sehr  guten  Vortrages,  durch  den  gemeinten  ersten  Abschnitt  durch- 
aibeiten  würde. 

Besser  würde  er  yermuthlich  mit  dem  zweiten  Abschnitte,  der  Ortho- 
gooalprojection,  beginnen  und  sich  diese  soweit  zu  eigen  machen,  bis  er 
ohne  die  Heranziehung  der  Aebnlichkeit  und  Affinität  nicht  mehr  weiter 
kommt  Sehr  gefallen  hat  dagegen  dem  Beferenten  der  Schluss  des  zweiten 
Abflchnittes,  der  eine  Beihe  wichtiger  stereometnscber  Aufgaben  durch 
fttjjjeetionsmethoden,  also  wirklich  constructiv  lOst,  während  beim  elemen- 
taren Unterricht  die  Constructionen  nur  gedacht  werden. 

Der  dritte  Abschnitt  bringt  auf  wenigen  Seiten,  und  in  anregender 
Form,  das  Wichtigste  über  die  ebenflächigen  Gebilde,  und  dringt  bereits 
bis  m  den  Schlagschatten  und  Eigenschatten  der  Vielflache  vor. 

Der  folgende  vierte  Abschnitt  handelt  von  der  Centralprojection  einer 
Ebene  anf  eine  andere  mit  Einschluss  des  Orenzfalles,  dass  beide  Ebenen 
coinddiren  (Perspectivität  in  einer  Ebene). 

Die  harmonische  Lage  von  vier  Punkten  wird,  wie  es  hier  die 
Systematik  verlangt^  begründet  durch  Centralprojection  einer  Strecke,  ihres 
Uttelpnnktes  und  des  unendlich  fernen  Punktes,  und  erst  hieraus  die 
Bigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  hergeleitet. 

Schon  in  diesem  Abschnitt  und  noch  mehr  in  den  folgenden  nimmt 
das  Bach,  abgesehen  von  einigen  Einschaltungen  über  Schatten  u.  dergl., 
mehr  und  mehr  den  Charakter  eines  Lehrbuches  der  neueren  Geometrie 
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aiij  unterscheidet  sich  aber  von  den  üblicben  Werken  darüber  zu  semem 
Vortbeile  darin  i  d&ss  es  einmal  in  zwecknittfislger  Weise  die  ältereti  mit 
den  neueren  Metboden  combinirt,  andererseits  sieb  sebr  gründlich  mit 
dem  Unendlich -Kleinen  abfindet. 

Der  erstgenannte  Gesichtspunkt  tritt  besonders  deutlich  ia  i^ejn 
nächsten,  wichtigen  Abscbnitte  über  die  Kegelschnitte  hervor,  die  in  erster 
Linie  als  Centralprojectionen  eioes  Kreises,  und  erst  binterber  als  Er- 
zengoisse  projectiver  Grundgobüde  auftreten»  Den  Ausgang  bildet  die  Auf- 
gabe, zwei  Kreise  in  einer  Ebene  perdpectiY  aufeinander  zu  beziehen.  Der 
Grenzfall,  dass  beide  Kreise  zuBammenfallen ,  führt  sofort  zur  Tbeorie  von 
Pol  und  Polare,  dem  Pascarschen  Sechseck,  und  so  fort. 

Gebt  man  durch  Drehung  in  dec  Haum  zurück,  so  gelangt  man  in 
Xtirze  zn  den  metrischen  Eigenschaften  eines  beliebigen  Kreiskegels  (Sym- 
metrie-Ebenen, Wecbselschnitte  u,  derg].),  und  von  bier  aus  zu  den  Eigen- 
ficbaften  der  Kegelschnitte. 

Besondere  Erwäbnung  verdient  die  elegante  Behandlung  der  Krümmunj 
der  Kegelschnitte. 

Bei  Gelegenheit   der   stereographiscben  Projection  btttte  wohl  itif 
schönen    Anwendungen    auf  Kartenprojectmn ,    Krystallographie  o.  A.  hin- 
gewiesen  werden  können. 

Nunmehr  folgt  ein  Abschnitt  über  die  Curven  der  Ebene  und  dei 
Baumes  im  Allgemeinen  (die  Scbreib weise  des  Textes:  ^,Ebene  und  EAum- 
curven*'  scheint  nicht  gerade  empfehlenswerLh  zu  sein).  Als  Grundlage 
dient  eine  knappe  (in  manchen  Punkten  wohl  zu  knappe)  Eröi-terung  der 
mit  dem  Unendlich -Kleinen  zusammenbÄngenden  Begriffe. 

Ein  letzter  Abschnitt  bescböftigt  sich  eingehend  mit  Kugel,  Cylioder 
und  Kegel,  ibren  Projectionen  und  Durchdringungen,  Eigen-  und  ScH&g- 
schatten. 

Das  Büch  birgt  eine  so  ausserordentlicbe  Fülle  von  Stoff  auf  verhaltniaä- 
massig  begrenztem  Räume,  dass  es  dem  Referenten,  falls  er  den  Vorwu^ 
parteilicher  Liebbaberei  vermeiden  will,  nicht  möglieb  ist,  auf  die  vieles* 
Fortschritte  hmzuweisen,  die  sich  im  Einzelnen  vorfinden.  Dartil>^' 
kann  ja  auch  nur  mit  Fug  Jemand  urtheilen,  der  das  Buch  seinem  ünt^^ 
richte  in  darstellender  Geometrie  zu  Grunde  gelegt  und  es  jahrelang  durc^^ 
geprüft  bat. 

Aus  persönlichen  Mittheilungen  weiss  der  Referent,  dass  so  m\ 
ältere  Vertreter  der  Geometrie  in  wesentlichen  Punkten  anderer  Meinv-^ 
sind,  als  die  Verfasser.  Aber  gerade  diese  Eigenartfgkeit  des  WerÄ*^ 
veranlasst  den  Referenten,  dasselbe,  seiner  unmassgeblichen  Meinung  m^« 
für  eine  Zierde  der  geometriscben  Literatur  zu  erklären.  Auf  den  swei^^l 
Band  darf  man  mit  Eecht  gespannt  sein.  y^^  Fhanz  Meyeil- 
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Die  Wisfleüschaft  und  ihre  Sprache*  Eine  zeitgeznässe  Abbaudluzig  Yon 
Pro£  K,  HuLLMwiNN,  OrossherzogL  Oldenburgischer  Oberlehrer  der 
Mathematik  z.  D,  Leipzig  1894.  Ferdinand  Birt  ^fe  Sobn.  40  S. 
Der  Verfasser  wünscht,  man  ßoUe,  ebenso  wie  in  der  Umgangssprache, 
auch  in  der  Sprache  der  Wlßsenscbaft  jedes  äberüüsbige  Fremdwort  ver- 
meiden. Wir  sind  langst  der  gleichen  üeberzeugung  und  glauben  in 
unseren  Scbriften  ziemlich  auBschliesälicb  deut^cbe  Aasdrücke  zur  Ver- 
wandung  gebracht  zu  haben.  Herr  Huliman  ist  nicht  ßeindeut«cbler  um 
jeden  Preis.  Er  sieht  ein^  dass  gewisse  Fremdwörter  kaum  zu  entfernen 
sein  dürften,  nachdem  sie,  und  sie  allein,  bestiiomte  wissenechaftliche 
Begriffe  festzulegen  erfunden  sind.  Wie  wollte  man  beispielsweise  j^partielle 
DifferentialgleicbuDgen",  wie  „complexe  Grössen",  wie  ,j Determinanten** 
Tordeutfichen?  Aber  gerade  diese  gezwungene  Folgewidrigkeit  bringt  es  mit 
sichy  dass  über  das  Maass  des  Gebotenen  und  des  Erlaubten  versebiedene 
Meinungen  eich  bilden  kennen.  Manche  Verdeutschung  des  Herrn  HuUmann 
sagt  uns  sehr  zu,  andere  scheinen  uns  weit  über  das  Ziel  binauszuscblessen. 
Doch  gleicbviel,  der  Grundgedanke  der  kleinen  Streitschrift  —  denn  als 
solche  ist  sie  zu  bezeichnen  —  ist  gewiss  richtig  und  verdient  auch  die 
Beachtung  derer,  die  es  weniger  streng  mit  unserer  Sprache  nehmen.  Wir 
glauben  und  hoffen,  dass  scbliesslEch  eine  Einigung  sich  dahin  werde 
erzielen  lassen,  die  deutsche  Sprache  um  so  unvermengter  mit  fremden 
Beigaben  zu  gebrauchen,  je  einfacher  die  Gegenstände  sind,  welche  mau 
behandelt.  Die  Anfänge  der  Zahlenlehre,  wie  der  Raumlehre,  können  und 
sollen  ohne  Fremdwörter  gelehrt  werdea.  Je  höher  dagegen  der  Gegenstand 
einer  Abhandlung  oder  eines  Buches  ist,  je  beschrankter  in  Folge  davon 
sein  Leserkreis  im  eigenen  Lande,  je  nothwendiger  es  für  die  Druckschrift 
wie  für  die  Wissenschaft  wird,  ihr  in  der  ganzen  wissenschaftlichen  Welt 
Eingang  zu  verschaffen,  um  so  uuentbebrlieher  werden  Kunstausdrücke 
aus  den  alten  Sprachen  seio,  die  keiner  neuen  Sprache  und  deshalb  allen 
angehören*  •  Cahtor, 

Logik,  Eine  Untersuchung  der  Principien  der  Erkenntniss  und  der  Methoden 
wissenschaftlicher  Forschung.  Von  Wilhelm  Wundt.  Zwei  Bitnde, 
Zweiter  Band.  MeibodoDlehre.  Erste  Abtbeilung.  2.  umgearbeitete 
Auflage.  Stuttgart  1894.  Bei  Ferdinand  Encke.  XII  und  590  8. 
Zweiter  Abschnitt  Von  der  Logik  der  Mathematik.  S.  87 — 259. 
In  der  1.  Auflage  von  1883,  welche  wir  im  XXIX.  Bande  dieser 
Zeitschrift  (Histor.liten  Abtblg.  S.  196—198)  angezeigt  haben,  füllte  die 
Logik  der  Mathematik  145  Seiten.  In  der  neuen  Auflage  ist  der  gleiche 
Abschnitt  auf  172  Seiten  angewachsen.  Allerdings  ist  die  Zunahme  nnr 
eine  scheinbare  und  durch  etwas  weitläufigeren  Druck  bedingt  Die  Ver- 
finderungeo,  welche  bei  der  Umarbeitung  des  Werkes  die  Kapitel  erfahren 
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haben^  welche  wir  beute  wie  1883  als  diejenigen  betracbteteo,  über  welche 
allein  wir  uns  ein  ürtbeil  gestatten,  sind  ganz  minimale^  und  so  gilt 
auch  heute  nocb,  was  wir  über  die  erste  Auflage  sagten.  Cantok, 
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Lehrbucli  der  analytischen  Geometrie.  Bearbeitet  von  0.  Fort  und  0,  SüRt«>- 
MLLcii.  Erster  T heil.  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  Von 
0.  Fort,  weil,  Professor  am  königl  sachs.  Polytechnikum  zu  Dresden. 
Sechste  Auflage,  Besorgt  von  K.  Hegeu  in  Dresden.  Mit  in  den  ' 
Text  gedruckten  Holzechaitten.  Leipzig  1893.  Bei  B,  G.  Teubner, 
VIII  und  264  8.  I 

Vier   Auflagen    dieser   bekannten   analytischen    Geometrie   der  Eben^ 
hat  der  ursprängliclie  Verfasser  herausgeben  dürfen,  zwei  Auflagen  besorgt:-] 
dessen  Nachfolger,  im  Ganzen  von  dem  einmal  vorgezeiclmeten  und  durc^ 
30jährige  Brauchbarkeit   bewährten  Plane   kaum   abweichend,    wenn  RU^^ 
im  Einzelnen  ergßinzend  und  neu  bearbeitend.    30  Jahre  bringen  eben  A^ 
gewaltige  Aenderung  der   geistigen  Höhen  Verhältnisse   hervor.     Was  tt^^ 
damals  dem  angehenden  Polytechniker  noch  nicht  zuzumuthen  wagte,  «iarf 
und  muss   man  ihm  heute  bieten.     Das  bat  Herr  Heger  eingesehen,  ^^^ 
dem    entsprechend    hat    er    ge bandelt.     In   die  neueste  6,  Auflage  bat  ^j. 
Einiges    aus    der    projectiveu    Geometrie   hineinverarbeitet.      Ob    er  daraij 
Hecht  that,  dartiber  las  st  sich  streiten     Praktisch  wird  die  Bacbe  sich  go 
verhalten,   dass    für  jene    Anstalten,   an    welchen   neben    der   analytiscbea 
Geometrie  auch  syntbetisehe  Geometrie  im  neueren  Sinne  des  Wortes  gelebt 
wird,  jene  neuen  Paragraphen  theils  überflüssig,  theils  ungenügend  ersehe  inen, 
während  man  für  den  Gebrauch  an  anderen  Anstalten,  die  jenen  Doppel- 
Unterricht  nicht  kennen,  das  entgegengesetzte  Urtbeil  fällen  wird. 

Caxtor. 

Bie  Elemente  der  analytischen  Geametria  der  Ehene.      Zum   Gebrauch  j 
au   höheren   Lehranst^ten,   sowie   zum  Selbstätudium.     Dargestellt J 
und  mit  zahlreichen  üebungsbeispielen  versehen  von  Dx\  H.  Ga,nte»J 
Professor  an  der  Cantonsschule  in  Aarau,  und  Dr.  V,  Ruuio,  Profesioi 
am  Polytechnikum  in  Zürich.    Mit  54  Figuren  im  Text    Zweite  v«| 
besserte  Auflage.    Leiptig  1894.    Bei  B.  G.  T^ubner*    VI  und  168 J 
Bei   Anzeige   der    ersten  Auflage   im  XXXV,  Band   dieser  Zeiti 
(Histor,-liter.  Abtlhg.  S.  37  —  38)  wünschten  wir  dem  httbschen  Buche: 
3reiehe    Käufer   und   Leser.     An    Beiden   hat   es   ihm    nicht  gefehlt, 
wenn    bei    der  Unzahl    ähnlicher  Schriften,   welche  jährlich    vermehrt i 
Literatur    des    Gegenstandes    ausmachen,    nach    sechs    Jahren    bereitsl 
Neudruck   nothwendig   wird^   so    ist  dieses  ein  Zeugniss  ftlr  den  lebh 
Beifall,    den    das    Buch    verdientermaseen    gefunden    hat      Die    VefJ 
glaubten  deshalb  ihrem  Plane  getreu  bleiben  zu  sollen  und  Form  wie  j 
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im  GinsftQ  BO,  wie  de  in  der  ersten  Auflage  waren,  gestalten  zu  müBsen.  Die 
Verbdsseraugen  beziehen  sich  nur  auf  einzelne  Ausdrucke  und  Scbluss- 
folg^mngenf  die  noch  Uarer  and  strenger  geworden  sind.  Wir  zweifeln 
oiebt  daran,  dasa  der  Vertrieb  auch  der  zweiten  Auflage  ein  gtlnstiger 
sab  werde,  — ^  CAirroR. 

Qfimdnsi  der  Bifferential«  und  Integralrechnung.    IL  Theil    Integral- 
Rechnung.     Von  Dr,  M.  STEGEiiAKK,  weil  Professor  an  der  tech- 
nischen Hochschule  zu  Hannover.     Fdnfte  vollständig  umgearbeitete 
und  vermehrte  Änflage  mit  137  Figuren  im  Texte.    Herausgegeben 
von  Dr,  Ludwig  Kiepert,   Professor  der  Mathematik  an  der  tech- 
nischen  Hochschule    in  Hannover,     Hannover  1894.     Helwing'fiche 
VerlagsbuchhandLung,     XVI  und  597  S. 
Die   im   XXXI.  Bande    dieser   Zeitschiift  (Histor.- Hter.  Abthlg.  S.  227 
bis  228)   empfohlene    vierte  Aufjage   bobtand   aus   446  Seiten.     Die  Ver- 
raebrung   besteht   demnach   aus    151   Seiten   oder   reichlich  einem  DritteL 
Vk  Umarbeitung  ist  eine  in  der  Tbat  vollständige,   wie  das  Titelblatt  es 
ati5$i>ncht.      Eine    grundlegende   Abänderung    ist    beiBpielsweise    folgende. 
Iß  der  4  Auflage    waren    zuerst    sllmmtliche    Integralfonneln   abgeleitet^ 
fforaof  die   geometrischen   Anwendungen    folgten.     In  der  5,  Auflage   da- 
gegen sind  zuerst  die  einfachsten  Integrationen  vorgenommen.    Diese  sind 
sodann    geometrisch    angewandt.      Hierauf   folgen    erst    die    Integrationen 
gebrochener  rationaler,  irrationaler  und  transcendenter  Functionen. 

Weshalb  ist  diese  ümordnang  eingetreten?     Die  Vorrede  giebt  kurze 
Auskunft   daxflber.     Sie    sagt  uns,    wenn  auch  nicht  mit  den  von  uns  ge- 
Braucbten  Worten ,  Herr  Kiepert  habe  die  gleiche  Erfahrung  gemacht,  die 
sieb  in  jeder  Vorlesung  über  Differential-  und  Integralrechnung  wiederholt, 
dass  es  in  der  ganzen  Mathematik  fUr  Lehrer  und  Lernende  nichts  Lang- 
weiligeres giebt^  als  die  Ableitung  &ämmtlicher  Lite  gral  forme  In  ^  und  dass 
es  darum  eine  didaktische  Nothwendigkeit  ist^  diesen  Oegengtand  dorob 
interessantere  Zwischenbetrachtnngen  zu  unterbrechen,  mag  auch  die  dog- 
matische  Einheit   darunter   leiden.     Wir   sind   darin    mit   Herrn  Kiepert 
durchaus  gleicher  Meinung^  gehen  aber  noch  einen  ziemlichen  Schritt  über 
iha  hinaus.     Dem  Beispiele   folgend,   in    welchem    bewährte  Lehrer  unser 
Vorbild  waren  ^    nehmen  wir  die  einfachen  Integrationen  mit  den  Differen- 
tküonen  zugleich   vor    and   ersparen   dadurch   Zeit   und  Langeweile.     Die 
Vorlesung   zerfällt    somit    allerdings    nicht    in    einen   ersten  ausscbliesslich 
der  Differentialrechnung    und    einen    zweiten   ausechUesslich   der   Integral- 
icclmung  gewidmeten    Abschnitt,   die    Zeichen  d  und  J*   kommen,   sobald 
di«  Einleitung   abgehandelt   ist,   in  jeder  Vorlesung   gemeinschafüich   vor, 
iW  Verwirrung  entsteht  dadurch  keineswegs,  vielmehr  hilft  das  Integriren 
.     fottwähsAod  die  DifiDsienilationsformeln  einzuprägen  und  umgekehrt.  Aehnlioh. 
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deDkeo  wir,  sollte  aufh  eio  weBentlich  didaktische  Zwecke  verWgeadn 
Lehrbuch  verfahren.  Vielleicht  entschliesst  aioh  Herr  Kiepert,  iu  einer 
Dachsten  Auflage  die  beiden  Bände  in  der  angedeuteten  Weise  ineinander 
zu  verarbeiten.  —  Wir  haben  ansftihrlicher  von  einer  Verändening  ge- 
Sprüchen,  welche  die  5.  von  der  4.  Auflage  unterscheidet  Wollten  wjr 
die  einzelnen  Kapitel  durcb gehen,  ßo  wärea  in  jedem  Abänderungen,  wir 
können  getrost  sagen,  Verbesserungen  hervorzuheben*  Gerade  dadorch kenn- 
zeichnet sieb  aber  die  5,  Auflage  als  Vorbote  einer  künftigen  6.,  denn 
das  Kiepert'sche  Lphrboch  wird  in  der  neuen  Gestaltung  nur  noch  mebr 
an  den  Universitäten  sich  einbürgern,  ohne  seine  Verwendbarkeit  an  tecb- 
niachen  Hochschulen  einzubüaeea*  Caktor 


The  coüected  mathematical  papers  of  Henry  John  Stephen  Smith,  M,  1, 
F.  R.  S»,  late  Savilian  Professor  of  geometry  in  the  umveraity  of 
Oxford,  edited  bj  J.  W.  L,  Glaisuer,  Sc.  D.,  F.  R.  S.,  Fellow  of 
Trinity  College,  Cambridge,  Witb  a  mathematical  introduction  bj 
the  editor,  biographioal  sketches  and  a  portrait.  In  two  toIquuml 
Oxford  at  the  Clarendon  presa  1894,  XCV,  603  and  VH,  719  pagei 
,fWenn  13  Funkte  in  der  Ebene  gegeben  sind,  so  sollen  dorcli 
geometrische  Construction  diejenigen  drei  Punkte  bestimmt  werden,  welche 
mit  den  gegebenen  zusammen  ein  System  von  16  Durchschnittspunktea 
zweier  Cnrven  vierten  Grades  büden/*  So  lautete  der  wesentlichste  8tte 
einer  im  Jahre  1866  von  der  Berliner  Akademie  ausgeschriebenen  Preis- 
frage, unter  vier  einlaufenden  Bearbeitungen  wurden  im  Juli  1868  in 
Folge  eines  von  Kummer  erstatteten  Berichtes  zwei  als  gleich  werthToll 
mit  je  der  Hälfte  des  ausgesetzten  Preises  belohnt  Die  Verfasser  waren 
Herr  Hermann  Kortum  und  Henry  John  Stephen  Smitb.  Man  wird  k&na 
einen  Irrthum  begehen,  wenn  man  behauptet ^  damals  sei  der  Name  dM 
am  2.  ^November  1826  geborenen  engliecben  Mathematikers  zum  erstan 
Male  in  Deutschland  bekannt  geworden.  Nicht  als  ob  Smith  fast  42  Jahn 
alt  geworden  wäre,  ohne  einen  Beweis  seiner  schöpferischen  Geistesknft 
der  Oeffentlichkeit  ?m  übergeben,  aber  nahezu  Alles,  was  aus  seiner  Feder 
bis  dahin  gedruckt  wurde,  steht  in  den  Froceedinfs  of  (he  Bayal  Soädif, 
in  den  Froceedings  of  the  London  mathemcäical  Socidy^  in  den  UcporU  of 
ihc  British  Association »  und  diese  haben  sllmmtlich  auf  dem  europttiscbaa 
Festlaude,  in  Deutschland  wie  nicht  minder  in  den  anderen  LUndeiS« 
einen  äusseret  beschränkten  Laserkreis.  Das  zeigte  sieb  am  Deutlichst«a, 
als  die  Pariser  Akademie  als  Preisfrage  für  das  Jahr  1882  die  Zerlegong 
einer  Zahl  in  fünf  ganzzahlige  Quadrate  forderte  und  dabei  die  Bewerber 
auf  Lehrsätze  von  Eisenstein  hinwies,  welche  1847  ohne  Beweis  m 
XXXY.  Bande   von    Crelle'a  Journal   aaBgesprocban  worden   waren.    Wsa 
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nämlicb  die  Pariser  Akademie  1882  verlangte,  war  seit  15  Jabren  vor- 
handen. In  den  Proceedings  of  tbe  Royal  Society  von  1867  stand  die 
Abhandlung  von  Smith:  On  ihe  Orders  and  gcnera  of  quadraiic  forms  con- 
taining  more  ihan  three  indeierminaies,  und  in  ihr  war,  allerdings  wieder 
nicht  mit  ganz  erschöpfendem  Beweise,  die  Zerlegungsanfgabe  gelöst  Wollte 
also  die  Akademie  nur  die  letzte  Lücke  ausgefüllt  haben,  so  musste  in 
dem  Preisauseclireiben  neben  Eisenstein  anch  Smith  genannt  werden,  tind 
dass  dieses  nicht  geEchah,  verbürgt,  dass  man  die  Abbandltiog  von  Smith 
nicht  kannte.  Die  Bestitignng  liefert  ausserdem  ein  im  Febrnar  1882 
zwischen  Smith  und  Herrn  Hermite  geführter  Briefwechsel  Smith  machte 
darin  auf  seine  Zerlegung  sowohl  in  fünf  als  in  sieben  Quadrate  aufmerksam^ 
Herr  Hermite  erklärte  mit  Bedauern,  kein  Mitglied  der  mit  der  Vorbereitung 
der  Preisfrage  betrauten  Commiesion  habe  von  jenen  Arbeiten  eine  Ahnung 
besessen»  Smith  beeilte  sich  nun,  die  noch  ausBtehenden  Beweise  genauer 
auszuführen  und  wurde  noch  gerade  bis  zu  dem  ftir  die  Einreichung  der 
Bewerbungen  gestellten  Zeitpunkt  damit  fertig.  Am  2.  April  1883  fand 
die  Preisverkandigung  statt.  Von  drei  eingereichten  Bearbeitungen  der 
gestellten  Aufgabe  wurden  zwei  als  des  Preises  gleich  würdig  erkannt 
und  gekrönt.  Ihre  Verfasser  waren  Smith  und  ein  damals  noch  blutjunger 
Student  in  Königsberg,  Herr  Minkowski,  Smith  hat  diesen  Tag  nicht  mehr 
erlebt.  Der  9.  Februar  1883  war  sein  Todestag.  Wir  haben  in  den 
beiden  Preisschriften,  welche  erwähnt  werden  konnten,  Muster  aus  ecbeinbar 
tehr  weit  voneinander  entlegenen  Gebieten  des  mafhematischen  Benkens 
kennen  gelernt,  und  dennoch  kann  man  sagen  und  hat  der  Herausgeber 
seiner  Werke  mit  Recht  gesagt,  dass  Smith  vor  allen  Dingen  Zahlen- 
theoretiker war.  Auch  die  geometrische  Abhandlung  ist  als  eine  üeb er- 
tragung algebraischer,  wenn  nicht  zahlen  theoretischer  Gedanken  auf  die 
Curvenlehre  anzuseheo,  wie  der  Berichterstatter  über  dieselbe  vor  der 
Berliner  Akademie  zum  besonderen  Lobe  zu  betonen  in  der  Lage  war. 
Zum  Vortheil  für  ihren  wissenschaftlichen  Werlh,  sagte  Kummer,  lässt 
die  Arbeit  fast  überall  erkennen,  dass  der  Verfasser  zu  seinen  umfassen- 
deren Untersuchungen  durch  algebraische  Betrachtungen  gelangt  ist.  Als 
Zahlen theoretiker  ersten  Banges  bewährte  er  sich  in  den  fünf  Berichten: 
On  Ute  theorg  of  mmihers,  welche  er  1859 — 1863  veröffentlichte.  Es  ist 
gewisaermassen  eine  Zusammenstellung  dessen,  was  seit  Gauss  und  Legendre 
geleistet  worden  war,  systematisch  geordnet,  mit  Aufdeckung  der  da  und 
dort  noch  vorhandenen  Lücken,  zum  Theil  mit  deren  Ausfüllung.  Voller 
Beziehungen  auf  Zahlentheorie  sind  endlich  auch  die  Arbeiten  über  ellip- 
tische Transcendenten  j  Über  Modulargleichungen,  üher  Theta-  und  Omega- 
Functionen  I  mit  welchen  Smith  sein  Heimathsrecht  auf  noch  einem  mathe- 
matiaehen  Gebiete  bethäUgte.  Die  letztgenannte  Abhandlung  brachte  Smiih 
in  enge  Verbindung  mit  Herrn  Glaisher,  und  diesem  die  Ehrej  die  Schrifteu 
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des  TerstorbeEen  Frexmdea  eammeln  und  haranagebea  tm  dürfen.  Er  Imt 
Bteb  dieser  Ehre  durch  eine  M&ch.  Form  und  Inhalt  TOrtrefflicbe  Einleitnng 
wtlrdig  erwieaeE,  Eb  steht  zm  erwarteii,  d&ss  die  nuamehr  in  der  sehSnen 
AuBstatttmgj  welchen  englkcheo  Ausgaben  zum  regelmilssigeD  Lobe  ge< 
retchati,  Tereinigten  Schriftßn  des  lange  Zeit  zn  wenig  bekannten  hervor- 
ragenden englischen  MathematikerE  vielfaeh  gelesen  werden  ^  Yielfach  als 
AnknüpfongBptinkt  Mr  neue  FarBcbongen  dienen.  C^irrOR, 


FroQtiiiEB  and  his  two  hooks  on  the  water  flupply  of  ihe  olty  of  Home, 
A.  D*  97.  A  Lecture  delivered  before  tbe  engineermg  students  of 
CameLi  üniferiity,  February  2  d,  1894.  Bj  ÜLEMEKi^  H^itscBEL, 
hydranlic  eugioeer  of  New  York^  N,  Y.  Ith&ca«  K.  Y.  1894,  40  pag, 
Philologen  nnd  Mathematiker  haben  sich  wiederholt  mit  Frontinti?, 
dem  berühmten,  vielseitig  sehriftsteUer beben  Techniker  des  ersten  nach- 
christlichen Jahrhtinderts  beschäftigt*  Es  konnte  nicht  fehlen,  dass  ihre 
üntersüehnngen  sich  gegenseitig  erginzten,  wenn  gleieh  immer  aoeh  eine 
Locke  blieb.  Bei^e  waren  nämlich  nicht  befUbigt^  den  eigentlich  wasserbau- 
technischen Inhalt  der  Bücher  über  die  Wasserleitungen  richtig  tu  würdige^ 
beziehungsweise  einen  saehg^misaen  Auszug  aus  ihnen  lu  Teranstalteo* 
IKeser  Aafgabe  bat  nun  Herr  Herichel  sieh  unterzogen,  und  wenn  sein 
dem  Drücke  üh ergehener  Vortrag  auch  in  erster  Linie  für  Facbgönosseu 
des  Wasserbaues  bestimmt  war,  so  i^t  er  doch  so  allgemein  verständlich 
gehalten,  dass  auch  Laien  auf  jenem  Gebiete  ihn  lesen  kOnnen  und  gewiss 
gleich  uns  die  Erläuterungen  dankbar  entgegennehmen  werden.     Caktor. 


Monge,  der  Begründer  der  darstellenden  Geometrie  als  Wissenschaft.    Eine 
mathematisch-historische  Studie  von  Prof.  Ferdinand  Jos.  Obenraucb. 
Fortsetzung.     20  8.     Brunn  1894. 
Den  ersten  Abschnitt  haben  wir  Band  XXXIX.  (Hietor.- liter.  Abthlg. 
8.187— 188)  angezeigt.   Li  der  uns  heute  vorliegenden  Fortsetzung  schildert 
der  Verfasser   Monge's    mathematische   Leistungen,    soweit    sie    in    dessen 
Geometrie  descriptwe  enthalten  sind.    In  Anmerkungen  werden  die  Parallel- 
stellen deutscher,  besonders  österreichischer  Werke  angegeben,  welche  dem 
Inhalte   der   einzelnen   Kapitel   bei  Monge   entsprechen.     Ein   noch    zu  er- 
wartender dritter  Abschnitt  wird  die  Applications  de  V Analyse  ä  Ja  Geometrie 
behandehi.  Cantor. 
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XXXIX,  116.     [Vergl  Bd.  XXXIX,  Nr.  156 J 
^(8.  Gleichseitigee  Tetraeder,    R.  Hoppe,    Gruß.  Archiv.  2.  K,  XU,  327. 
^4,  Volame  d'un  certain  tötra^dre.     Appell.     Mathesi»  S^rie  2,  IV,  40. 
J46.  Sor  le  t^traedre  ißOscMe.    Cayley.    Matheeia  S*Srie  2,  IV,  69, 

Tlietafmietionen. 

S&6.  Die  TraoBformatioD   der   Thctafunctionen   einer  Verändert  ich  eu.    A.  Krater. 

Mathem.  AnuaL  XLUI,  413,  467. 

J6T. On  a  geometricai   proof  of  Jacobi's   ^-Formula.     H.  F.  Baker.    Mathem, 

Annal.  XLUI,  593. 

Vergl.  Functionen  76,  86. 

THgonQmBtrio. 

1  Jt 

%l  D^monatratiou  de  ig  ge~x  <^—  ta  a:*  eii  prenant  ss  <—  Ä  b  b  o  1  o  n  n  e.  Mathen« 

S^ne2,  1V,73.  ^  2 

269.  U  formale  de  Nicolas  de  CQaa.    H.  Brocard.    Mathesia  S4ne  2,  IV,  183. 
180.  Theoreme  de  trigonomötrie.    P.  Delena.    Matheaia  Sdrie  2»  IV,  68. 
961  Ä  conatmction  for  a  regulär  poljgon  of  eeventeeu  Bidea.    Herb.  W«  Rieb- 

moud.     ijuart.Journ.math.XAVI,  206. 
SBS,  Cdctil  des  longueura  de  certainea  cordea  dana  la  circonf^reuce  cireonacrite  i 

an  triangle   donnl    Delahajfe  et  D^pres.    MaÜieaia  S^rie  2,  IV,  76. 


U. 
ünondUcligTOBi. 
tSl  Bot  une    propoaition    fundamentale    du    calcut    aejmptotique. 
Matheaia  S^rie  2,  IV,  fi7. 
Vergl.  Geachicbte  der  Mathematik  118. 


E.  Cesaro. 


W, 

WiriD^lelirA. 
IN.  Der  aua  den  Sätzen  über  Wäimegleicbgewicht  folgende  Beweia  des  letzten 

Multiplicatora  in  aeiner  einfacnaten  Form.   Ludw.  Boltzmann.   Mathem. 

Annal.  XLU,  374. 
116,  Zur  Mechanik  der  atmoaphänachen  Bewegungen.    Em.  Oekinghaua.    Grün. 

Archiv.  2.  R  XU,  274. 
IW,  Die  tbermiBchen  Capacitäten  feater  und  tropfbar  fitiBaiger  Körper,  inabeBondere 

dei  WaBBera.    Kur«.    Zeitachr.  Math.  Phja.  XXXIX,  124,  192. 

Winkeltheil  tiag. 
2Ä7.  tJeber  die  Triaection    dea  Winkels   mitte lat   beliebiger    feater  Kegelschnitte. 

8i  Glaaer.     Grün,  Archiv.  2.  E.  XU,  367.  [Vergl.  Bd.  XXXVUI,  Nr.  524.] 
8W>  Thrilaog  eine«  beliebigen  Winkels  in  eine  beliebige  Anitahl  gleichet  Tbeile  mit 

Hälfe  von  Modellen.    Artb.  Straues.    Grün.  Archiv.  2.  B.  XU^  177. 
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Zahlentheorio 


Zeitflcbr  U^x^ 


269.  Neue    Gründlaffen    einer    allgemeiDcn   ZaMenlehre.     Kraua. 

Phje.  XXXIX,  lU    [Vergl  ßd.  XXXVDI,  Nr.  261] 

270.  Zur  Theorie  der  Fnactionen  eines  cuUischeD  Körpers,     Ladw.  Baur 

ADiial.  XLllI,  605. 

271.  üeber  volletiiiidige  und  complement^re  Perioden  und  Restreihen  unendlioli« 

DecimalbröcTbe*    Jos.  Mayer.     Zeilachr.  Math.  PhvB.  XXXIX,  876, 

272.  BeBtittimung  der  Anzahl  aller  anter  einer  gegebenen  Zahl  m  liegenden  PrttQ» 

zahlen  f  wenn  die  unter  ]  m  liegenden  Primzahlen  bekannt  aind.   Graef« 
ZeitBchr.  Math,  Phys,  XXXIX,  38.  *i 

273.  Ueber relative Primzalilen    L.GoldBchmidt  Zeitschr, Math. Phy«. XXXIX, 20g  ] 

274.  Notes  on  the  divmon  of  the  circle.  F.  S.  Carey,  Quart  Journ.  math,  XXVI, 3fe 
276.  Sal  teorema  che  ogni  progreasione  aritmetica,   nella  tjuale  il   primo  tenuine 

e  la  ragione  aono  prirai  fra  loro,   contiene  infiniti  nameri  primi    ItUa 

Zignago.    Annali  mal   Serie  2,  XXI,  47. 
276*  Beweis  dea  Satzes,  daas  jede  unbegrenzte  arithtnetische  Reibe,  in  welcher  du  1 

Atifangsglied   zur  Differenz  relatir  prim  ist,    unendlich  viele  FrimxaJiliQ 

enthält.    G.  Speck  mann.    Griin.  Archiv.  2.  K.  Xü,  439, 
277-  Zur  Zfthlentheorie    G.  Speckmann.   Grnn.  Archiv.  2.  R.  XII,  431,  446.  IVerol 

Ud.  XXXVlil,Nr.5ö6J 
278.  Üeber  die  Faetoren  der  Zahlen     G.  Spe c km a n  n.    Grün.  Archiv.  3*  E.  XU,  tSBl 
270.  Le  plus  petit  multiple  de  1,  2»  3,  .*.  2«  est  ^gal  a  celui  de  t»  H- 1,  »-f  2,...Sn, 

Hacken,  Liatray,  Verdeyen.     Mathesis  S^rie  :',  IV,  236. 
280.  Sur  an  th^orfeme  d'arithm^tique.     V.  Jamet     Mathesis  S^rie  2,  IV,  271. 
28L  On  powers  of  nunibers    whoae   sum   ia    the   saroe   power   of   eome  nütoL«. 

Artemas  Martin.    Quart  Journ,  math.  XXVI,  225, 
282.  Le  oarr^  de  la  sonime  de  n  carri^s   est   somme   de  n   carr^s.    Boutinetc. 

Mathesis  S^rie  2,  IV,  277. 
293.  D^terminer  n  de  mani^re  que  1  +3  +  3'  -f-  -■  *f  3*  «oit  Uö  carrö.    Faaquen. 

bergue.     Mathesis  S^rie  2,  IV,  169. 
284,  Pdtant  un  nombre  premier;  ai  pN  est  la  aomme  de  j;  +  l  carrd«,  dontjD  mtnt 

^gaui,  iST  jouit  de  la  möme  propri^tö.     Fauquerabergue,    Verheilt^ 

Spino,  Yerdeyen,  Droz,     Mathesis  S^rie  2,  IV,  173. 
286.  Le  carrd  de  tont  nombre  impair  autre   que  1   est  la  somme   de  deox  carHi 

ou  la  somme  de  trols  carräs.    V,  Jamet.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  17.  — 

E.  Catalan  ibid.  62. 

286.  Sar  Tideutitö  (n  +  1)'-  n»^  i  +  6   üiü^\   Laareni.    Mathesis  Sörie  2,IY,|(l 

287«  Produit  de  deus  facteurs  dont  ehacun  est  ta  somme  de  deux  nombree  thAugu» 
iaires.     H,  Mandart.     Mathesis  S^rie  2^  IV,  123. 

288.  Determiner  n  de  manidre  cj^ue  la  somme  de«  n  premiera  nombrea  triauguliir«! 

fioit  auBsi  nn  nombre  tn^ngulaire.  C.  Spino.  Matheais  Sörie  2,  IV,  171.  - 
fl.  ßrocard  ibid.  171. 

289.  Soit  T"  «  —  n  (fl  +  1)  le  n*  nombre  triangulaire ,  des  valeurs  n^gatiree  de  i 

^tant  admisea.  D(?montrer  que  iTa^nfTc)(Ta^Tß^Tj)  est  uk 
somme  de  trois  nombres  triangulaires,  si  a+b  +  c  —  ot  +  |}  +  7=f 
Franeois.    Mathesis  Serie  2,  IV,  211. 


Histoiiscli4iterarisclie  Abtheiliiiiß:. 


"Aus  Manuscripten  und  einer  früheren  Publication. 


Dr 


Von 

Armin  Wittstein, 


^^1.  Denjenigen f  die  fUr  Johannes  de  Lineriia  oder  J.  de  LiTeriig 
öictit  längst  alles  Interesse  verloren  haben,  —  worüber  man  eich  freilich 
bttm  Yerwundem  dürfte  —  ist  möglicherweise  die  Nacliricht  willkommen^ 
im  ein,  wie  mir  scheint  (d.  h.  ohne  ana  Autopsie  urtheilen  zti  k{$nnen)p 
lebr  werth voller»  einst  im  Benedictiner- Stift  „Zm  St.  Emmeram"  in  Regens- 
bürg  verwahrter  Codex  [14684  (Em.  G68)  membn  in  4^  S.  XIV,  100  fol.j 
der  Mancbener  Hof-  und  Staatsbibliothek  auf  f.  22  bis  f,  30 
Jokannis  de  Linmis  liheit  de  minuUis  a.  1356  enthält.*  Bei  A.  Pavaro, 
I,  Steinschneider,  B.  Baldi  (aämmtlich  im  XII.  Bande  von  ßon- 
oompagni^s  y,BuII.  di  Bibl.  e  di  St  d«  Sc.  Mat  e  Fis/)  und  M.  Cantor  (im 
Q, Bande  seiner  „Vorlesungen*),  den  Gelehrten,  die  sich  in  neuester  Zeit 
mit  jenem  Auetor  (oder  sind  es  deren  zwei?)  beschäftigt  haben,  fand  ich 
keinen  Hinweis  auf  die  eben  angeführte  Quelle  und  halte  ans  diesem  Grunde 
iDttDe  Notiz  ftlr  hinreichend  gerechtfertigt. 

2.  Weiter  verdienen  zwei  Codices  der  LeipÄiger  Uni veraitäts- 
bibliothek  einige  Beachtung»  Der  erste  [Cod.  mscr*  lat  1469  chart.  378 
Bluter  in  kl.  4^  von  denen  die  7  ersten  aus  Pergament  bestehen.  Ein 
Sammelband  von  etwa  50,  wohl  grösstentheils  im  15.  Jahrhunderte  ge- 
fldiriebeiien   Tractaten**]   würde  vielleicht    lohnen    vom    Mathematiker  ^    au 

1         *  f.l  Joaunii  de  Sacroboeco  Anglici  Algoriemus,  f.B  Eiusdem  tract.  de  Bphat;ra, 
1179  ffTractatus  de  imaginibus  thebet   benchorut^'.     Ine    ÄspeciuB  nuttini    plane- 
;  liium  eic  poteat  iuveniri  etc,    f  81    Demonstratio  quaedam    (geometnca).     f,  82 
HesichaUach  Practica  aatrolabii.     f  99  „Notabilia  de  iiOTem  limitihua'*. 

**  Abkürzungen  treten  darin  in  grosaer  Anzahl  auf  Nicht  überall  ßndet 
«d  das  Trennungsseichen  bei  am  Ende  einer  Zeile  abgebrochenen  Wörtern;  der 
Diphtong  m  ist  meisteoB  durch  e  ausgedrückt;  am  Knde  der  Wörter  steht  hüufig 
m  langes  s;  der  Punkt  über  dem  i  i»t  nirgeudä  durch  ein  Shichelcbeu  erFetzi. 
Yoü  den  Majuekeln  und  Minuskeln  wildste  ich  uiehts  Auffaltendes  tu  »agoUf  als  dasH 
erilere  inaDcbmaL  recht  verschnörkelt  sind.  Der  Cod.  gehört  nicht  zu  deiieni  die  durch 
Saaberkmt  ?on  Schrift  und  Zeichnungen  oder  künstlcriBche  Behandlung  der  Initialen 
du  Auge  angenehm  fesseln»  wie  beispielsweise  Cod.  1399 »  aus  dem  Anfänge  des 
15.  Jahrhunderts »  dem  ausserdem  noch  einige,  sehr  hübsch  ausgeführte  Mini atur- 
malereieii,  darunter  ein  segnender  Heiland  in  edler  Haltung,  reizvollen  Schmuck 
verleiben. 

Sit  üi.  Ahih,  d,  Zeittohr  f.  M»ib.  u*  Pb/s.  4Q.  Jahtg.  1995.  4  Heft  lO 
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den  er  sich  vorwiegend  wendet,  durcbgesehen  2U  werden,  wenn  auch  db 
Ausbeute  nicht  viel  mehr  ak  wlinschenswerthe  Belege  zur  Erhürtung,  resp. 
solideren  Fundirung,  der  einen  oder  anderen  These  gewfibreii  sollte.  Hier 
sei  daraus  her?orgeiioben :  t  69  bis  f.  lll  Praxis  geometriae  Eodidia, 
f.  111  und  f.  207  De  baculo  Jacob,  f.  165  Ineipit  arismeirica  magiatri 
Johannia  de  Müris.  f.  184  Tractalus  algorismi  proporiionum,  f.  267  Com- 
positio  astrolabii.  f.  300  Instrumentuni  ad  eicplorandam  altitudicem  aolis 
et  steltarum.    f.  313  Liber  Messahallach« 

Der  zweite  [D.  C,  329.  Aus  der  „Refal'ya.**  74  vortrefflich  consetrirt« 
Blätter  eines  stark  glänzenden  Papiers  in  dunkelbraunem  Orient.  Leder- 
einbände  und  im  Forinat  von  15x21  cm]  umfasst  drei  Abbandlungeo  von 
Muhammed  ben  Mahmud  al-Mi^ridini  und  ^Abdurrabm^n  ben  '^ Abdallah 
at-Tägüri  über  den  Quadranteti  (mb'  al-mulcantarät  und  ar  -  ruh' as'- samäif ) 
und  beginnt  auf  f.  3  r^*  mit  des  Erateren  Bearbeitung: 

^^Jl^t>^UJt ^-A^l  ^^b  c:.'i^kuj(   jUy^  vJ-**Jf  ^  <^\ji£i*Jp\^\       U 

Zur  Literatur  des  darin  bebandelten  Beobacbtungs -  Instrumeßtea 
überhaupt  möchte  ich  noch  eine,  ich  glaube  wenig  bekannte,  Druckschrift 
von  W*  H.  Morlej,  „Description  of  an  Arabic  jjuadrant"  (Londoa,  ISSOj 
8^.  M,  4  Figuren  -  Tafela)  betitelt  und  im  »Journal  of  the  Royal  Aaia& 
Society*'  erschienen,  in  Kürze  erwähnen.  Der  hierin  beschriebene  Quadmat 
ist  von  Messing,  mit  Gold,  Silber  und  Kupfer  eingelegt,  und  war  damali 
in  tadellosem   Zustande  j   sein   Halbmesser  beträgt   nngefUbr   17|ö  cm.    Er 

wurde  im  Jahre  1334  für  den  obersten  ^  <3^  mu^ddin  (welcher  vom  Minäret 
herab  zum  Gebet  ruft  und  nicht  mit  dem  gleichfalls  amtlich  angestellteo 
^^i^yA  mowakket,  dem  Zeitver kündiger,  zu  verwechseln  ist)  der  Haupft- 
Moschee  in  Damaskus  angefertigt,  deren  Polhöhe  dabei  zu  +  33^27' la- 
genommen.  Die  „Connaissance  des  Temps  pour  Tan  1892*'  giebt  fQr  den 
„nördlichen  Thurm  der  grobsen  Moschee*  +  33'^3fr31"  und  33^57'59"  für 
dessen  östliche  Lätige  von  Paris  an.  Nach  dem  Verzeichnisse  des  Ulug 
Heg  (a.l437)  würde  man  Damaskus  unter  +  33*^  15' und  70^  östl,  L  tod 
den  Canaren  2U  suchen  haben,  d.h.  an  einem  Orte»  dessen  Lage  iu  ßr. 
um  etwa  V4  Gtad  und  in  L.  um   15*'.  8  davon  abweicht. 

3.  Der  vierte  Codei,  den  ich  mir  erlaube  der  Aufmerksamkeit  der 
Leser  mit  ein  paar  Begleit  werten  zur  Begutachtung  zu  unterbreitoD) 
stammt  aus  der  überaus  kostbaren  Büchersammlung  (von  5(X)  sehr  selleneß 
Druckwerken    und   330  Handschriften)    Job.    Albert  Widmannstad'ä* 


"^  Er  war  1506  io  Nellingen  bei  Ulm  geboren,    befand  sich  1529  im  Gefolge 
Karls  V.  in  Bologna,  lebte  dann  lange  io  Neapel  und  Rom,  wurde  6  oder?  Jabr« 
vor  seinem  Tode  Kanzler   von  Nieder -Oeaterreich  und  etarb  1558  all  Canonicum 
zu  PrcBsbur;!:.    «Selbst  tüchtiger  Kenner  des  Sjrigchen  und  ArübiBchen,  sählters^^'^ 
den  ereten  Förderern  de»  Studiums  dieser  Sprachen  in  Deutschland. 


&Qi38cripteti  und  einer  früheren  Pnblicaiion. 


(oder  richtiger  Widmatistadt?),  die  durch  Ankauf  in  den  Besitz  des  Herzogs 
Alhrecht  V<  von  Bayern  kam  tind  gegenwärtig  der  Hof*  und  Staatsbibliothek 
tu  München  einverleibt  igt;  dort  trägt  er  jetzt  die  Signatur:  Cod.  arab. 
Nr.  863,  wozu  noch  die  speciellere  im  Catal.  codd.  mscr.  hinzukommt:  Cod. 
or,  160  bombyc.  20.5  cm  h.  13,5  cm  br.  49  fol.  31  lin. 

£9  ist  eine  marokkanische,  fast  640  Jahre  alte  Handschrift,  die  un^ 
darin  vorliegt,  und  aus  der  ich  hier  einige,  allerdings  dürftige  Eicerpte, 
auf  die  ich  mich  aber  durchaus  beschränken  muss,  mittheilen  werde.  Za- 
nSchst  sind  es  die  Worte  ganz  am  Endoi  die  unverkürzte  Wiedergabe  fordern: 

Sie  sagen  aus,  dass  wir  hier  an  den  Schluss  des  von  Abu  Ishak 
'  annakkAs,  genannt  Az-Zarkiile,  bearbeiteten  (eigentlich  rectificirten)  Kunan 
des  Eumathiö3(?)  gelangt  sind,  und  das  Ganze  eine  mit  dem  Originale 
verglichene  Abschrift  sei,  die  im  du*- 1  •  hege  655  (begann  1257  December  8) 
vollendet  wurde,  j, Gelobt  sei  Gott  und  seine  Hilfe!"  —  Wer  mag  dieser 
Enmatbios  gewesen  sein ,  oder  haben  wir  es  dabei  wieder  mit  einer  gewöhn- 
lichen arabischen  Corruption  freooder  Eigennamen  zu  tbun? 

40  Dl&tter    der  Handschrift   füllen    astronomische  Tafeln   aus,    8  sind 

einer  Einleitung  (nicht  Vorrede,  i«  jyju    gewidmet ^  die  also  beginnt: 

oder,  frei  übersetzt,  wie  der  Lauf  der  Sonne  im  Thierkreia  nach  Graden 
und  Minuten  in  einer  Tafel  vorgestellt  werden  kann.  Zur  allgemeinen 
Information  über  den  Inhalt  reicht  es  aus,  dem  Manuscript  eine  massige 
Anzahl  beliebig  herausgegriffener  Kapitel -üeberschriften  zu  entnehmen. 

^yiJf  ^j^    s^jmJ  J^  j^ 
^jL}\  iA*f  TS  »'S!  .'U-^Ji    -^  juyuJ^  ^>i»wf)  jubi^ 

l^xLt*     *^#JS\«JI    jj4-wJi     ^i    j*Äj|     ?UÄ=i-      9U^\yA 

iUyuif    J^Uat    ^J>-« 
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Bis  jetzt  war  die  Rede  von  einigen  Zeltrecbnungen  nnd  ibrem  Ver- 
bal toisse  zu  einander;  insbesondere  von  den  Äeren  der  Araber,  Perser, 
Syrer 5  von  den  persischen  Monaten;  von  Sonnen -Oertem;  von  «HisÄa- 
Wertben  für  den  Mond  an  den  einielnen  Tagen  der  fremden  Monate**;  voo 
Saturn -Oeriern;  von  Mercur  -  Oertern*  Hiesa  bat  im  AllgeroeineD  die  Be- 
deatang  „Grösse**  und  in  diesem  Falle  die  eines  Proportionaltbeiles,  der 
in  der  Zeitrecbnnug  von  Cbatfl  und  Uigür  bei  der  Correciion  des  müt. 
leren  Neumondes  auftritt,  und  zwar  tbeils  positiv,  tbeils  negativ.  E« 
dürfte  Manchen  interegeiren,  daaa  wir  schon  bier,  lange  vor  ülug  B«g, 
jenes  TAricb  gedacht  finden. 


f.  4L   ^VJbUt^^^jJi  ^LU  J^J^ 
f.  46   ^  ^1  ^  ^:i^\  JjwV^ 


„Tafel  fllr  die  Rectascensionen 
der  Zeichen  des  Tbierkreises  und 
Tag-Gleichung  fUr  jedes  Zeitmomeut* 
Letztere  kommt  auf  unsere  Zeit- 
gkicbung  hinaas. 

„Tafel   fUr  die  Hohen* Parallise 

des  Mondes,* 

1,  Tafel  für  die  Verfinstere  Dg  des 
Mondes  in  seiner  gr58sten  Ent- 
fOfDung.*  Die  Opposition  ist  ge- 
meint. 


Es  ist  zwar  nebensächlich ,  aber  immerhin  mittheilenswertb ,  dass  ich 
in  den  von  Abu  Nasr  al-Fath  Ibn  HAkän  (eiuem  100  Jahre  tot 
unserem  Abschreiber  lebenden  Schriftsteller)  verfassten  Lebensbeschreibungeo 
ausgezeiehneier  Männer  Spaniens,  die  vor  etwa  10  Jahren  zu  Eonstantinopel 
im  Druck  erscbieoen,  Nichts  tlber  Zarkali  erfahren  konnte. 

4.  Schliesslich    noch    eine,     mit    dem    Voraufgegangenen   vergUcheß, 
wesentlich  heterogene  Bemerkung,  deren  Tendenz  aber  gleichfalls  elao  ge* 
schicbtliche    bleibt.    Im  69.  Theile  (1883)   des  R,  Hoppe'scben  „Ärchi?  der 
Mathematik     und    Fb/sik^     habe     ich     specielle    Aberration^*   oder 
T  ä  u  s  c  b  u  n  g  s  f  1  ii  c  h  e    die   Gesammtheit    aller    optischen   T&uscbungflci  ge> 
nannt,    welche    uns    die    von    einem    Fixstern    ausgebenden    LicbtstrabläB 
bereiten,   wenn   dieser   im    Nord-  oder  Südpol   der  Ekliptik  steht  und  diu 
ganze  Jahr  hindurch  beobachtet  werden  kann.    Ein  solches  Gebilde  esUtehl 
durch  Bewegung  einer  Geraden,   welche  gleichzeitig  einen  Kreis  vom  Halb* 
messer  M  und  eine  Ellipse  von  den  Halbachsen  a  und  h  trifft ,  sowie  eiaen 
geraden   elliptischen  Kegel  berührt,   der  die  gegebene  Ellipse  zur  Normal-  ii 
Directrix  und  das  Kreiseentrum  zu  seinem  Mittelpunkt  bat.     Liegt  letiterer 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  und  ist  die  Leitlinie  des  Kegels  in  d^^ 
H5be  h  über  der  Ebene  der  XT  angenommen,  während  der  Kreis  in  die»^ 


^ 
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am  den  Anfangspunkt  beschrieben  wird,  so  ergiebt  sich  fttr  die  Gleichung 
der  Flftohe  der  Ausdruck  zwölften  Grades: 

Derselbe  stellt  zwei  windschiefe  Flächen  dar,  die  sich  nur  durch  den 
Windungsmodus  von  einander  unterscheiden ,  und  geht  fttr  a  a  & ,  d.  h. 
für   eine   kreisförmige  Erdbahn,    in  das  einschalige  Rotations -HyperbololCd 

x^  +  y^  «* 


a«Ä«  a^h^IP 


-1=0 


a«  +  B«  (a^+IPy 


ttber.    Ist  £  =  0,  oder  besteht  keine  Aberration,  so  folgt  aus  der  ersten 

^>      jit       ^ 
Gleichung  der  gerade  elliptische  Kegel  -r  —  ts «=01  a^s  der  zweiten 

der  Botationskegel  tj ^  =  0.     Damit   sind   alle,    an   bedeutende 

Gesohichts -Abschnitte  (1543,  1609,  1728  resp.  schon  1676)  geknttpfte  Wand- 
lungen  erschöpft  und  prftcisirt,  welche  der  erklärte  geometrische  Ort,  von 
der  Geraden  an,  im  Laufe  der  Jahrtausende  in  seiner  Gestaltung  durch- 
gemacht hat,  bis  er  endlich  im  Jahre  1809  dauernde  Consolidation  in  einer 
FlBche  äusserst  complicirten  Charakters  finden  sollte.  Damals  gab  Gauss, 
aus  clem  grossen  und  verwickelten  Complez  Dessen,  was  man  unter  der 
Aberration  des  Lichtes  begreift,  den  Kern  herausschälend,  seine  allen 
späteren  iSeiten  zur  Richtschnur  dienende  bekannte  Definition  des  Begriffes 
der  Fixstern -Aberration,  mit  der  man  die  Fresnel'sche  zusammenfallend 
betrachten  kann,  während  Cauchy  in  der  Aberration  des  directen  Lichtes 
eine  Drehung  der  Wellen -Normale  erblickt. 


Zur  Gesohiohte  des  „Si]lU8'^ 

Von 
J.  RUSKA. 


Die  neuerdings  wieder  aufgeworfene  Frage  nach  der  Herkunft  des 
Wortes  sinus  (M.  Koppe,  die  Behandlung  der  Logarithmen  und  der  Sinei, 
Pro^nramm  des  Andreas  -  Realgymnasiums.  Berlin  1893.  p.  32;  M.  Cantor, 
Geschichte  der  Mathematik  V  p.  693)  giebt  mir  zu  einigen  Bemerkungen 
Gelegenheit,  die  sich  hauptsftchlich  auf  den  ersten  Theil  der  Munk'sdwn 
Hypothese  beziehen. 

Es  ist  von  vornherein  klarzustellen,  dass  es  sich  bei  der  Frage  am 
zwei  von  einander  ganz  unabhängige  Dinge  handelt:  erstens,  wann  tritt 
das  Wort  zum  ersten  Mal  in  den  lateinischen  Schriften  des  Mittelalten  an^ 
und  auf  welche  Quelle  iKsst  es  sich  zurückführen;  zweitens,  wie  weit  hin- 
auf Iftsst  sich  das  Wort  gaib  bei  den  Arabern  verfolgen,  ist  es  ein  lon 
ihnen  selbst  geprägter  Ausdruck  oder  ein  missveratftndlich  arabisirtes 'Lehn- 
wort? Es  ist  klar,  dass  die  von  Munk  und  WOpcke  aufgestellte  be- 
kannte Hypothese  nicht  zur  „Legende^  wird,  wie  Koppe  S.  33  behauptet) 
wenn  sich  herausstellt,  dass  der  erste,  welcher  gaib  mit  sinus  ttbenetite, 
nicht  Plato  von  Tivoli,  sondern  ein  anderer  war. 

Um  mit  der  zweiten  Frage  zu  beginnen,  so  ist  es  vollkommen  aiu- 
geschlossen,  dass  ein  Araber  auf  den  Einfall  kam,  das  Wort  gaib  , ebenso 
direkt  zur  Bezeichnung  der  Abschnitte  der  vom  Durchmesser  in  der 
Mitte  geschnittenen  Sehne*'  zu  verwenden,  wie  es  „im  gewöhnlichen 
Leben  zur  Bezeichnung  des  Busenausschnitts  eines  Gewandes  benutzt 
wurde **.  Denn  das  Wort  gäba  bedeutet  in  erster  Linie  (vergl.  Lane's 
Arabic-English  Lexicon  I  p.  479)  ein  Loch  machen,  durchbohren,  ein 
rundes  Stück  aus  der  Mitte  herausschneiden,  aushöhlen,  dann  erst  durch- 
schneiden, vom  Vogel,  der  die  Luft  durchschneidet,  und  in  ftbnlichen 
Bildern ,  die  die  Grundbedeutung  durchblicken  lassen.  Dem  entsprechend  ist 
gaib  der  tauq,  das  heisst  Hals  ring  (cf.  Laue  1492),  die  runde  Oeffnung 
des  Hemdes  und  dergl.,  dann  eine  Aushöhlung,  also  Bausch,  Tasche,  end- 
lich in  übertragenem  Sinn  Busen  ^  Herz.  Zur  Bezeichnung  der  Hfilfle 
einer  Sehne  also  ein  Wort,  welches  vielleicht  zur  Bezeichnung  eines 
Kreises  verwendet  werden  könnte,  aber  in  keinen  vernünftigen  Zusammen* 


SuT  6«8cbicbte  des 


Sintis" 


bang  mit  der  Definition  „Hälfte  der  Sehne  des  Doppelten  des  Bogens" 
(nisf  watar  dff  elqaus,  of.  Liber  mafatih  al-olüm  ed,  van  Vloten  p.  206  j 
Spreuger,  Dictiouary  of  the  technical  terms  I  190)  211  bringen  ist!  Die 
Verlegenheit  der  »pöteren  Araber  dem  Wort  selbst  gegenüber  spiegelt  sich 
in  den  zahlreichen  Lesarten  der  Handschriften,  die  alle  auf  die  Consonanten- 
TerbinduDg  ^^t^v  zurückzuführen  sind ;  da  findet  sich  ausser  ^'^j^  gaib  in 
dem  erwähnten  Liber  maf,  p,  205  c^Jizs-  hanab,  Krümmung  au  üeu  Beinen 
einee  Pferdes^  ^^^j^  hibn  Beule,  oder  baban  Wassersucht;  darch  Ein- 
schaltung eines  weiteren  Zeichens  entstand  ans  w^^si-  mit  Verschiebung 
der  Punkte  w-^^sa^  habib ,  Freund  (p,  206) ;  endlich  liest  man  Ibwtin  es- 
safa  ed,  Dieterici  p.  295  (und  „Propädeutik  der  Araber**  p.  171  im  Wörter- 
verzeichnisij)  w^^-yo^  hablb,  Graben  oder  Furche  im  Boden.*  Wer  die  präcise 
und  klai^  Terminologie  der  Araber  kennt,  wird  ihnen  nicht  zutrauen ,  da^a 
sie  Äur  Benennung  des  fraglichen  Begriffs  ein  Wort  wählten,  das  in  gar 
keiner  Beziehung  zu  demselben  steht  Das  lässt  sich  kaum  schlagender 
beweisen,  alfl  durch  den  von  Abü'lwafii  eingeführten  Begriff  der  trigono- 
metrischen Tangente,  welche  bei  ihm  den  Namen  „Schatten*'  fdbrt  (sc« 
eines  horizontalen  Stabes  in  einer  vertikalen  Wand),  eine  wegen  ihrer  un- 
mittelbaren Anschaulichkeit  trefflich  gewählte  Bezeichnung. 

Es  bleibt  somit  nur  noch  eine  Möglichkeit,  nämlich  die»  daes  die 
arabischen  Mathematiker  den  fertigen  Begriff  t^ammt  seiner  Benennung  von 
den  Indern  übernahmen ,  durch  welche  im  Gegensatz  zur  griechischen 
Trigonometrie  die  Hälfte  der  Sehne  des  verdoppelten  Bogens  eines  Winkels 
in  die  Bechnung  eingeführt  wurde  (Cantor,  Gesch.  d.  Math.  P  616).  Die« 
i»t  die  bekannte,  von  Wöpcke  (Journ,  aaiat,  VI.  Sen  l.Bd.,  1863,  p,  478n), 
Cantor  (Gesch.  d.  Math.  1*632,  1«  693)  und  Hankel  (Zur  Gesch.  d.  Math. 
im  Alterthum  und  Mittelalter  p.  280n)  vertretene  Hypothese  des  Orientalisten 
Mank.  Die  Wörter  jlva  Sehne**,  krama-jya  gerade  Sehne,  utkrama*jy!\ 
umgekehrte  Sehne  (Hankel  1.  c.  p.  217j  Cantor  1*612)  sind  die  Vorbilder 
für  di6  arabischen  Ausdrücke  gib,  gib  mnstawä,  gib  ma'küs,  die  Wieder- 
gabe von  jlva  durch  arabische  Laute  ist  die  einzig  mögliche  j  =  g  =  dsch, 
das  coDSonan tische  v  hat  als  Aequivalent  nicht  j  sondern  ^^  (vergl. 
81ftven  =  Saqalib,  und  umgekehrt  in  zabllosen  ins  Spaniuche  übergegangenen 

•  Die  üeberBetxuug  von  Dieterici  (Prop,  p.  28)  ist  ohne  Sinn:  „Lehnt 
mau  einen  Pfeil  irgendwo  an  den  Bogen,  so  uennt  man  dieu  den  verkehrten  Ein- 
ichnitt;  lehnt  man  ihn  aber  an  die  Mitte  der  Sehne  und  diu  Mitte  des  Bogens, 
heistt  man  das  den  fc'leichmasftigen  Einschnitt!** 

♦•  Es  scheint,  dass  der  ganze  Wartcomplex  Bogen,  Sehne,  Pfeil  aus  der 
indiflclien  Tfigonometrie  herrtthrt»  denn  die  Griechen  helfen  ©ich  entweder  durch 
ünnchreibungen  (Sehne  =  i^  h  rw  xtixilw  tt'^^r«»  iv^fta  h  %v%l{o  ^^  Sta  tov 
tt/rrpott  fit'tfö,  fv&fta  iXaTttov  tov  Stafiitgovi  B&giiie  ~  Hu&ttog  vftJifiaxo^  %v%Xov, 
oder  begnviijeü  *ich  mit  mehrdeutigen  Auadräcken  (Sehne  =  vnoTthovöa) 
Dogen  =  nt^tiptQtm).  Vergl  Cantor  1  c,  p.  616.  Ist  diese  Tnaa  aber  arabisch, 
»0  wRre  «MS  ein  weiterer  Beleg  för  die  AriBchaulicbkeit  der  Terrainologie. 
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geographiaelieii  und  Eigetmainen).    Oeber  die  LesüBg  der  Vocale  entscheiden 

die  8prachg6aet£Q  und  der  Zugammettbang^  bei  Fremd wE^rtem  ist  die  atis- 
drUckBohe  Angabe  derselben  erforderlicb^  unterbleibt  aie«  so  muss  iicb 
diejenige  Lesang  einbürgern,  welche  dem  arabischen  Obr  als  die  natür- 
liche erscheint;  aus  gib  wird  gaib,  aus  einem  an  verstand  liehen  Fremdwort 
ein  ähnlich  klingende«  der  eigenen  Sprache;  ein  in  der  Bprachgeschiehte 
eo  gew5bnticber  Vorgang ,  daas  es  Überflüssig  iat^  Beispiele  anzuführen. 
Damit  erstarrte  das  Wort  zu  einem  mathematischen  Kunstanidnick ,  bei 
dem  der  Araber  selbst  so  wenig  an  den  ursprünglichen  Binn  dachte,  als 
wir  es  tbnn,  wenn  wir  von  ßogen  und  Sehne  oder  gar  von  Sinui  und 
Logarithmus  reden.  Ein  üebersetzer  aber  musste  gaib  mit  sinus  wieder- 
geben, falls  er  wtirtlieh  Übersetzte;  so  schreibt  der  Syrer  Beverus  bar 
Schakkü*  {t  1241)  ^übÄ  sarlrii  ~  sinus  yerus  oder  rectns,  'üb^  baflkhä  =  sinus 
Terans,  nnd  in  des  Barbebraeus  Ascensio  mentalis ,  einer  astronomiacben 
Schrift  aus  der  zweiten  Hälfte  des  13.  Jahrhunderts,  findet  sich  'übä 
sawjä  ^  sinus  aequns ,  'übu  peiitä  =  sinus  aimplex ,  der  Definition  nach  ^  gaib 
a'mm  =  sinus  mazimug  (vergl,  Payue  Smitb,  Tbea.  Syriac.  ^823). 

Die  UebersetSEung  durch  ^sinus*  ist  demnach  als  richtig  durch  die 
syrischen  Belege  gesichert.  Die  verständigere  Uebersetzung  aber ,  welche 
einen  Mann  Torauseetzt,  dem  der  mathematische  Inhalt  und  dessen  klarer 
Ausdruck  wichtiger  ist  als  pedantische  Wörtlichkeit ,  lautet  natürlich  ^ehorda*' 
und  führt  so  mit  innerer  Nothwendigkeit  auf  die  alte  Bezeichnung  der  Inder 
zurück.  Beide  Uebersetzungen  finden  sich  vor:  die  zweite,  wie  Koppe 
nachgewiesen  hat,  bei  Plato  von  Tivoli,  die  erste  (nach  Koppe)  bei 
Gerhard  von  Cremona  (um  1175  in  Toledo).  Für  diesen  Theil  der 
Frage  wird  also  Koppe  Recht  behalten,  im  Uebrigen  bleibt  die^Munk- 
sehe  Erklärung  unangetastet. 


*  Verfasser  einer  philosophischen  Encyklopädie,  deren  mathematischen  Theil 
ich  herauszugeben  im  Begriffe  stehe. 


Recensionen. 


I 


Ueber  einige  Apparate  znr  Demonstration  der  Fräcession  uud  ihrer  Folgen, 
sowie  über  einige  init  der  Präcession  im  Zusammeoliange  siebende 
hiBtorische  Thatsaclien,  Von  Dr.  Karl  Haas,  kaiaerL  köuigl,  Pro- 
fessor. Mit  zwei  IltiistratioDen  im  Text  oud  zwei  Sternkarten.  Aus 
dem  Jahrefiber  lebte  des  kaiserl  königL  BbaatsgymnaBiuma  im  ¥1.  Be- 
zirk.   30  a    Wien  1894 

Beferent  ist  bei  Weitem  zu  wenig  Astronom^  um  die  von  Herrn  Haas 
ereonDeuen  Vorricbtungen  im  Vergleiche  rait  anderen,  welche  den  gleichen 
Zweck  verfolgen,  die  Erscheinungen  der  Präcession  anschaulich  zu  machen« 
fick-  und  sacbgemäas  beurtheilen  zu  können.    Wir  begnügen  uns  in  dieser 
Beziebung  auf  die  kleine  Programmabhandlung  selbst  hinzuweisen,  welche« 
wie  ans  scheint,   mit  grosser  Unparteilichkeit  einen  solchen  Vergleich  an- 
ctelli    Die  geschichtlichen  Thatsachen,   auf  welche  der  Verfasser  sich  in 
der  üeberscbrlft   bezieht,   betreffen    die  Orientirung  verschiedener  Tempel- 
bauten.    Bekanntlich    hat  Nissen   zuerst   die  Vermuthung   ausgesprochen, 
di«  Orientirung  römischer  Tempel   habe    gemäss  dem    Sonnenaufgang  am 
GründuDgstage    stattgefunden,    und    darauf   beruhe   die  einigermasaen  ver- 
schiedene Richtung  der  Seilenwände  jener  HailigtbUmer.    Von  astronomiacher 
Seite  wurden  dann,  auf  Nisaen^s  Vermuthung  weiter  bauend,  genaue  Messungen 
▼orgenommen,  und  deren  Ergebnisse  sind  vornehmlich  von  Lockyer  (The 
dawn  of  Astronomy.    London  1894)  gesammelt  worden.     Herr  Haas  stützt 
sieb  wieder   auf  dieses  und  einige  andere  ähnliche  Vorarbeiten,  deren  Zn- 
TerUssigkeit   seiner  Auffassung  noch  keinen  Zweifel  zulässt.     Vielleicht  ist 
ei  darin  etwas  vertrauensselig  verfahren.    Jedenfalls  dürfte  es  zu  weit  ge- 
griffen sein,    die  genaue  Orientirung  als  Beweis  dafür  anzusehen,  dass  die 
Alten  Aegjpter  die  Präcession  kannten   und  durch  die  Achsenrichtung  des 
Tempels  das  Datum  astronomisch   festlegen   wollten.     Will  man  Kenntniss 
der  Astronomie  und  Tempelorientirung  in  Verbindung  bringen,  so  wird  die 
Sache  wohl  umgekehrt   sich   verhalten.     Man   haute   den  Tempel  so,    daaa 
Sonnenaufgang   am  GrUndungstag  das  Gölterbild  ioi  finsteren  Heilig- 
von   den  Strahlen   hell  t'rleuehtet  wurde;   man  fand   mit  Erstaunen, 
diBB  Solches  nicht  immer  eutraf ,   und  über  die  Gründe  nachdenkend  mag 
HOB  lilmILhIich  die  Pr&cession  erkannt  haben.  Camtob. 


BUlanseli  UlaemiMh«  Akfii«Lhmg. 

ki  »JlCTiii  Sisft  teoemll,  gjstmmmkm  taferfrelmtioBe  tA  mmmen- 
tenk  ntlrwl  C4SOM»  MAxirstis*  L«^k%  l^L  Bl  G.  Testnar, 
XXXIT,  316  p. 

4m  Mb^  161,   iRM  jiipifei  ^tt  Jakn  136  t.  Clir.  aa- 

Id^  vW«  ixa  €VC«wWMB    UVw   wVHUBCSOr  FsSSI^pW   ^■Ba<  Uri 

ab  ^itffc  Steidack^K  BMaa  daa  atariia  bit  mf 


Fti^M^s  Tt^n  Kaii^$  IIB  St¥^  i2]>d  6tm  Kelter  oer  SteiiAiuide  Aratos 
mc  ?70>  «atf^a^tsatnl.  BI}S^r^«:  baxi»  n&ailk^  tsa»  Beaehi^timg  der  ▼«• 
i^i^dmeiii  ^imiVi5)3fc  Ttvias^,  iii>i  Aru^  baxsie  djeaeübf,  oime  ma  3er 
Rü^öc^it  «1»?  WrJTtw  rx:  rwfiififQii,  ir  BexaiDei«'  cebr^chl.  E5a  grmissKr 
A  s  1 » ;  ^* ,  2«öUf«D«ä>e  3«  Hipjiarck ,  tw&ss^  lirlfiEierciirfai  xn  den  Ldir- 
irräirbi»'..  aiipehlir^  auf  eicffai^  finM>X)i;e  Bt^oharbmnrfic  siet  $;iSi2eDd^  ix  wfskhtn 
17  du'  iBiii<Q«!£  dnrtifffai  Aiu>a}^n:  b9$(l£üri».  I>a5  srbeini  ffir  Hippardi  die 
&oK9(cre  T««nlas?i3ii^  ^?wp«»«i  m  «^in ,  mn  xbei^p«»  rwjbi  sdiarfai  Gecrea- 
KraiicrkxiD^«f<ii  ar.  dje  iVffpntliriibwt  n:  trp^»: ,  trod  sie  siud  xa»  «iieai  er 
haltfOi  ^i^  siad  s»i^»ar  ir.  rw«  Kwas  Tnt  njwu^dfir  ahw«ir.be&deii  Fassimgai 
f(rha)mr ,  r4iw«r  li)t«*r ,  aBfVwmhn  ii:  f»HMC  Tfttikanbanö^iirift  d«  XIV.  bis 
XT.  ,1ahrbiiDd<>rt? .  eiaic  ^^Öi«?«<rM: .  flir  vturbe  eiuf  Fjn?«itiiifc- Haiidseiirlft 
df»  XI.  .1ahrhui>d«ns  7c  i^hoT*  <iW*bv  Hitt  ^ät  lic^,  der  iK>Tie  Beraas- 
rf^bfrr  >wa  wJh  w«wDt]ir>.  an  d«:  UTiätt.  Tf-r;  cphalwsr  unc  daseibes  eiae 
df^ot^^rhf  r»^h^Ts»<*tyun^  mir  Abdriiri-T  bn^ic^r  lassj^'T.  Tat  staxilicbes  WWer- 
▼flnteichnt!^  fSphll  t^irbl  uT>d  ^4^«k»/^wi*tiic  wibVrricbf  AniwirtimffWi ,  f&r 
wf»;ic)»  dfc  m\%  bf^hiM»blw^d<^r  5^i:«%rt»l«t>df  tim^Hi  vf»rrracu  L«wr  rerfit  dank- 
bar Tx:  »m  ul\t  X^rmf^hf^  bav  CAirroa- 


Ivia  Haitnif:  «ur  (^««tii^ie  der  grwdk- 
mmi  AattpM^gi«  ^m  FluiMt  Brno..  Dir.  jikfl.    8a- 


ßßsionen. 
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^P  Bonderer  Abdruck  aus  dem  21.  Supplementbande  der  Jahrbücher 
H  für  klassische  Philologie.  Leipzig  1894,  B.  G.  Teubnen  S,  51 
■        bis  244. 

Während  bisher  Claudias  Ptolemäus  meistens  in  der  Geschichte 
der  Astronomie,  daneben  in  der  Geschichte  der  Physik ^  der  Geographie^ 
der  Mathematik  eine  Rolle  spielte,  in  der  Geschichte  der  Philosophie  da- 
gegen kaum  genannt  wurde»  während  seinem  Auftreten  in  der  Geschichte 
der  Astrologie  vollends  ^  soweit  eine  solche  überhaupt  existirt,  die  Be- 
rechtiguugsfrage  im  Wege  stand,  hat  Herr  B oll  gerade  diese  Seiten  seiner 
Thätigkeit  zum  Gegenstand  gründlicher  Studien  gemacht,  welche  zu  der 
TOD  ihm  geplanten  Ausgabe  der  Tetrahihlcs  unentbehrlich  waren »  und  deren 
Veröffentlichung  jetzt  zum  Voraus  Leser  für  dieses  Werk  vorbereiten  und 
werben  wird,  wenn  nicht  solL  Herr  BoU  hat  zunächst  die  Lebensgescbichte 
des  Ptolem&us  m  gesicherte  Grenzen  einzuschliessen  gesucht,  indem  er  es 
Ton  100—  178  ansetzte.  Ein  arabischer  Schwätzer  giebt  ausdrücklich  an, 
Ptolemäus  sei  78  Jahre  alt  geworden,  und  Herr  Boll  meint,  wenn  auch  nicht 
dem  übrigen,  was  dort  von  ihm  erzählt  wird,  doch  dieser  nüchternen 
Zahlenangabe  vertrauen  zu  dürfen,  und  er  mag  darin  um  so  eher  Recht 
haben,  als  er  den  Ursprung  des  anekdotischen  Beiwerkes  erklärt,  Im 
zweiten  Jahrhundert  war  die  Physiognomik  ein  Lieblingsgegenstand  griech* 
ischer  Schriftsteller,  und  dem,  der  aus  den  Gesichtszügen  auf  die  ihm 
unbekannten  Geisteagaben  ihres  Trägers  schliesst;  liegt  es  sehr  nahe,  zu 
dem  ihm  bekannten  inneren  Menseben,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  den 
entsprechenden  äusseren  Menschen  nach  freier  Erfindung  zu  bilden.  War 
solches  der  Fall ,  und  rückt  dadurch  die  Entstehung  der  Personalbeschreibung 
des  Ptolemäus  weit  hinauf,  so  gewinnt  zwar  sie  natürlich  nicht,  aber  die  mit 
ihr  Terbundene  Altersangabe  an  Glaubwürdigkeit  Die  Heimath  des  Ptole- 
mäus nimmt  Herr  Boll  mit  Theodoros  Meliteniotes  in  Ptolemais  an. 
Als  die  Reihenfolge  seiner  Schriften  ergiebt  sich  \,  der  Almagest^  2.  die 
Teirahihhs^  3.  die  Geographie.  Die  anderen  Schriften  müssen  dazwischen 
eingeschoben  werden,  so  z.  B.  die  kleine  Schrift  von  der  erkennenden  Kraft 
und  dem  wichtigsten  Seelenvermögen,  fti^i  x(itft;^toi'  nui  lyyi^evixJv,  ver- 
mothlieb  zwischen  1.  und  2.  Das  philosophische  Glaubensbekenntniss  des 
Ptolemäus  kennzeichnet  ihn  als  einen  Eklektiker  von  peripatetischer  Gnind- 
richtung,  welche  aber  durch  mittelstoische  Einwirkung,  hauptsächlich  der 
Schriften  des  Posidonios  von  Rhodos,  eine  wesentliche  Verschiebung 
erlitt  Diese  Auffassung,  verbunden  mit  der  angegebenen  Reihenfolge 
der  ptolemäischen  Schriften,  löst  alle  Zweifel  an  der  Echtheit  der  Tetra- 
biblos  und  erklärt  deren  Widersprüche  mit  der  jüngeren  Geographie.  In 
diesen  Studien,  welchen  wir  in  unserer  Werthschätzung  gern  einen  Platz 
neben  Hetberg^s  Archimedstudien  und  Euklidstudien  einräumen,  bat 
Herr  Boll  Oberall  nur  griechische  Texte  benutzt  Wir  hoffen,  er  werde 
in  seiner  Ausgabe    der  Tetrabiblos    gleichfalls  Heiberg  als  Muster  nehmen 
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tind    dijrch    Beigabe    einer    Ueber&etzung    denjenigen    Benutzern    za    Hilfe  , 
kommen,  die  das  Griecbiscbe  nicht  ganz  get^lufig  lesen.  Cantor,       ' 


Jambliclii  in  Nioomaebi   aritbmeticani  introductiomem   über.     Ad   fidei^ 
codicis   Florentini    edidit   HeKUfiNBOiLDUS    PiaTKLLi*     Leipzig  189^iJ 
B.  G.  Teubner.   IX,  195  S, 
Seit  Teiinalins  1668  den  Commentar   des  Jamblichas   zur  Arithmet^ 

des   Nicontaclius    im  Drucke  beraiiBgab,    war    man    für   die  Kenntnias  ^^ 
geacbicbtlicb    wicbtigen  Biicbes    einzig   auf  jenen  Druck   angewiesen,     ^^jJ 
seiner  Scbnorkelscbrift ,  welcbe  die  verscbiedensten  Bucbataben-ZuBamn:^^^ 
Ziehungen   liebte,    und   von   welcber   das   XVII.  Jabrbundert  entzückt  ^^    i 
mag  manchem   neueren  Leser  ein  Grauen  entstanden  sein,  und  hatte  tn^ 
dieses   überwunden ,   so    kam   ein  neues  Grauen  über  Einen  durch  den  Za. 
stand    des  Textes,    der    vielfach   unverständlich  erschien.    Herr  Pistelli  hat 
nun  endlich  nach  einer  Florentiner  Handschrift  eine  jener  handlichen,  sauber 
gedruckten  Ausgaben  hergestellt»  welche  die  Bihliothem  Teuhneriana  bilden, 
und  welcbe    auf   dem    besten  Wege   aind^    alle   anderen  Ausgaben  za  yer- 
drängen.     Die  Florentiner  Handschrift   ist   nun    freilich   selbst   nicht  gasi 
fehlerlos  und  bedurfte  mancher  Correcturen ,    welche,  wie  immer  in  einem 
solchen    Falle,    mehr    oder    weniger    ala   Vermuthungen    aufzufassen  biemI. 
Dieselben  gehören  theils  dem  Herausgeber,  theita  Herrn  Vitelli,  theÜe  ins* 
besondere  Herrn  Heiberg  an,    welche  beide  letzteren  Herren  das  Ergebnis 
ihrer    Untersuchungen    dem    Herausgeber    in    uneigennützigster  Weise  ztir 
Verfügung  stellten.    Wir    bedauern    nur   mit  Herrn  Piatelli,    dass  er  diese 
werthvollen  Beiträge   erst   erhielt,    als  der  grösste  Theil  des  Buchea  schon 
gedruckt   war,    so   dass   nahezu    drei  Seiten  voll  YerbesseriingavorscblEgen 
der  Vorrede  einverleibt  werden  mussten.    Eine  lateinische  üebersetzong  ist 
dem  griechischen  Texte  nicht  beigegeben.     Ein  ausführliches  Wortvenelcli- 
nisa  findet  sich  am  Schlüsse.       Caktor. 

Abhandlungen    tber    VariationirechzLnng.      Erster    Theil :    AbhandluBgen 

von    Job,    Bernoulli    (1696),    Jac.  Bernoulli  (1697)    und    Leonhard 

Enler  (1744).     Zweiter  Theil:  Abhandlungen  von  Lagrange  (1762, 

1770),    Legendre  (1786)    und    Jacobi  (1837).     Herauagegebeo  ton 

P*  Stackel.     144  und  110  S.    Leipzig  1894,    W.  Engelmann. 

Die  von   Herrn    Stäckel    ins  Deutsche  tibersetzten,    beziehungsweise 

in  der  deutseben  Urapi*ache   neuerdings   zum  Abdruck  gebrachten  Abband- 

lungen  bilden  das  46.  und  47.  Heft  von  „Ostwald^s  Klassikern  der  eiflct«n 

Wissenschaften".     Es    war    nicht    ganz   leicht,    unter    den    grösseren  und 

kleineren  Abhandlungen ,   die   zur  Ausbildung  der  sogenannten  VarlatioDS- 

rechoung  führten,    diejenigen   auszuwiiblen,    welche  man  weglassen  durfte, 

ohne    dem  Bilde  der  Entwicklung  jenes  Kapitels  der  InEnitesimalreebnusjf 


I 
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einea  ihin  wesenUicheii  Strich  2U  rauben,  AndrerseÜB  würde  ein  Abdruck 
I alles  dessen,  was  in  dieser  Eicbtung  vorbanden  ist,  alku  umfangreich  ge- 
worden aein.  Herr  Stäckel,  ein  jüugerer  Mathematiker,  der  durch  Ver- 
öffentlichungen in  flCrelWs  Journal '^  und  in  den  „Berichten  der  Sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften"  seine  doppelte  Begabung  zu  eigentlich 
mathematischen  wie  zu  geschicbtlicben  Arbeiten  an  den  Ti^  gelegt  hat, 
scheint  das  Richtige  getroffen  zu  haben.  Job.  BernonUi's  Aufgabe  der 
Brachistochrone  und  das  von  Jac.  Bernoulli  als  Gegenaufgabe  gestellte 
isoperimetrische  Problem  durften  nicht  fehlen.  Wichtig  war  Jao,  Ber- 
noulli's  Auffindung  der  Brachistochrone ,  weil  in  ihr  das  Princip  zuerst 
ausgesprochen  wurde,  eine  Curve,  welche  als  Ganzes  gewisse  Maximal- 
bedingungen erfUlle,  müsse  auch  in  ihren  kleinsten  Tbeilen  die  gleiche 
Eigenschaft  besitzen.  Die  späteren  Aufsätze  beider  Bernoulli  durften  fehleu, 
weil  nene  Grundgedanken  der  Variationsrechnung  in  ihnen  nicht  enthalten 
sind,  Euler's  Methödus  invcrienäi  de,  zeigte  dann  zuerst,  dass  das 
Bernoulli'sche  Princip  nicht  ausnahmslos  gelte.  Lag  ränge  gab  Namen 
und  Algorithmus  der  VariationsrechnuEg  und  damit  die  analytische  Form 
dassen,  was  bis  dabin  eine  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  gewesen 
war,  Legendre  suchte  analytische  Kriterien  dafür,  ob  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  stattfinde  und  leistete  dadurch  innerhalb  der  Variations- 
rechnung dasjenige,  was  Leibniz  1684  für  die  gewöhnlichen  Maxima 
und  Miuima  geleistet  hatte.  Jacobi  endlich  lehrte  die  zweite  Variation 
genauer  untersuchen  und  ergänzte  Legend re's  Versuch»  Das  sind  die 
Arbeiten,  welche  in  den  beiden  Heften  vereinigt  sind*  Cantob. 


Beiträge   zur  Darstellung  des  Bernonlli'schen  Theoremi«   der  Gamma* 
^  fanotioE  und  des  Laplace'schen  Integrals.     Inaugural- Dissertation 

^^^         zur  Erlangung  der  Doctorwürde  der  hohen  philosophischen  FaouUät 
^^^       der   Universität  Bern.     Vorgelegt    von    Johann    Egoenberger    aus 
^^K        Grafaa  (3L  Gallen)  [Separatabdruck  aus  den  Mittheilungen  der  Katur- 
^^^F        forschenden  Gesellschaft  in  Bern  für  das  Jahr  1805].    72  S. 
■  Jacob  Bernoulli^B  Ars  cof^eäandi  gehört  auch  in  dem  unfertigen 

"  Zustande,  in  welchem  der  Verfasser  sie  sEurÜckliess ,  2U  den  glänzendsten 
ßohJSpfungen  des  menschlichen  Geistes  und  übt  gewiss  einen  tiefgehenden 
Eindruck  auf  Jeden,  der  sie  zu  studiren  unternimmt.  Bahnbrechend  für 
die  Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori,  welcher  Bernoulli  ihren 
Namen  beilegte,  ist  die  Muthmassungskuust  auch  eine  Fundgrube  für  aua- 
lyÜtcbe  Wahrheiten,  die  bei  den  Wahrscheinlichkeits- Untersuchungen  zu 
Tage  gefördert  wurden»  Das  haben  Gelehrte»  wie  De  Moivre,  wie  Stir- 
Hng,  wie  Laplace  deutlich  erkannt*  Ein  junger  Schweizer,  Dr-  Eggen- 
berger,  hat»  aufgefordert  durch  seinen  Lehrer,  Herrn  Prof.  J,  A- Graf 
iü  Benii  die  Ars  conjectandi  wie  die  späteren  auf  ihr  fortbauenden  Arbeiten 
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genauer  Derehaicht  unterworfeDf   und   das  ErgebEiss  dieser  Forachiing  igt 
die    uns  vorliegende  DoctordtBsertation.     Wir  dtehen  nicht  an,  sie  als  eist 
sorgsame  und  empfehlenswerthe  Arbeit  zu  bezeichnen ,  mit  deren  Hilfe  ein j 
Leser  sieh  über  das  allmlibliche  Entstehen  des  Gesetzes  der  grossen  Zahl^tLj 
über  dessen  ßeweis,  über   die  damit  im  ZuBammenbang  stebeuden  Kaplti 
aus  der  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen ,  eine  leichte  und  gründliche' 
Kenntniss  verschaffen  kaon.  Caktor, 


Euclidis  Opera  omnia  ediderant  J.  L,  Heibbäg  et  H.  Menge.  VolVII,' 
Euolidii  Optica,  opticorum  recensio  Theonis,  catoptrica,  cum  schotiii 
antiquis  edidit  J.  L.  Hbibgeg*  Leipzig  1895.  B.  0.  Teubner.  LTJ 
362  S. 

Schon  in  den  Euklidstudien  von  1882  hat  Herr  Heiberg  ans  einem"^ 
Wiener  Codex  den  Text  der  Euklidischeo  Optik  zum  Abdrucke  gebracht, 
bat  er  überdies  die  Frage  nach  der  Echtheit  dieser  Schrift  in  Erwägung 
gezogen,  nachdem  die  Tbatsacbe,  dass  Euklid  Optisches  verfaaste,  durckj 
Zeugnisse  des  Proklos ^  des  Mannes,  des  Theodoros  Metocbita  (um  I 
gesichert  erschien.  Inzwischen  hat  Herr  Heiberg  sich  mit  Herru  Meng« 
zur  Aufertigung  einer  vollständigen  Euklidausgabe  vereinigt.  Die  ftSnf  eml 
Bünde  enthalten  bekanntlich  die  Elemente.  Der  sechste  noch  nicht 
scbienene  Band  wird  die  Daten  bringen.  Der  siebente  Band  bat  jeni 
den  Rang  abgelaufen  und  vereinigt  Euklid*s  Optik  ^  eine  Ausgabe  ders«!! 
Schrift  durch  Theon  von  Älesandria,  alte  Scholien  und  eine  Katoptrik, 
Optik  ist  eine  jedenfalls  im  XIV.  Jahrhunderte  schon  yorhandene  lateiniid 
Uebersetzung  beigegeben.  Dieselbe  stammt  unmittelbar  aus  dem  Griechiscl 
arabische  Bearbeitungen  der  Optik  sind  überhaupt  noch  nicht  nacbgewii 
Aber  auch  die  Originalausgabe  der  Euklidischen  Optik,  wenn  wir  so 
dtlrfen,  war  weder  im  Urtexte,  noch  in  der  lateinischen  üebersetiang 
druckt  Gedruckt  wurde  dagegen  wiederholt  seit  dem  XVL  Jahrhondei 
eine  spötere  Bearbeitung.  Es  war,  vrie  man  einer  Pariser  Handschrift  glaul 
haft  entnommen  hat,  die  Niederschrift  einer  Vorlesimg  über  Euklid*s  Optil 
welche  einst  Theon  von  Aleiandria  hielt ,  und  unter  diesen  Namen 
Herr  Heiberg  sie  neu  abdrucken  lassen.  Sowohl  der  Wiener  Codex 
wirklichen  Optik,  als  die  zahlreicheren  Handschriften  von  Theon's  Vof' 
lesnugsheft  sind  mit  alten  Erläuterungen  versehen,  und  auch  sie  sijid  il 
den  uns  vorliegenden  Band  aufgenommen.  Eine  Uebersetzung  ist  ilioi 
nicht  beigegeben.  Die  Tbeon'scbe  Bearbeitung  ist  am  besten  in  m 
Vaticancodex  des  X.  Jahrhundert*s  erhalten,  und  der  gleiche  Codei  Ül 
liefert  auch  eine  Katoplrik  nebst  Scholien  zu  derselben.  Sie  sind  ebenfail 
der  neaen  Ausgabe  einverleibt.  Gehört  die  Katoptrik  Euklid  an? 
Euklid  überhaupt  eine  Katoptrik  verfasst?  Herr  Heiberg  ist  geneigt,  htl^t 
Fragen  zu  verneinen.  Eine  Katoptrik  war  allerdings  zu  Euklid*s  Zeit^ü 
vorhanden,   findet  sie   doch   in  der  Optik   S.  30  Hn.  3   mit  den  Worlcö  ic 


f  i¥  fotg  KatoTct^iKotg  kiyixat  ErwUbntiQg,  aber  Herr  Heiberg  meint,  in  dieser 
Form  könne  ebensogut  die  Schrift  eines  anderen  Verfassers,  ala  eine  eigene 
genannt  sein.  Wir  t heilen  diese  Ansicht  vollkommen  und  verweisen  zum 
Vergleiche  auf  die  von  Arcbimed  erwähnten  atoiieta  xooiuxa,  welche  von 
Euklid  herrühren  dürften.  Die  im  erwfilbnten  Vaticancodei,  aber  auch  in 
anderen  Handschriften  erhaltene  Eatoptrik  nimmt  Herr  Heiberg  für  Theon 
in  Anspruch,  der  allerdings  nur  den  Inhalt  alter  Schriften  in  eine  neue 
Form  goss.  Oh  Arcbimed,  der  eine  Eatoptrik  geschrieben  haben  muss,  ob 
Heron,  ob  noch  andere  Schriftsteller  von  Theon  benutzt  wurden,  bleibt 
zweifelhaft.  Dieses  der  Inhalt  des  VII.  Bandes  der  Euklidau&gabe.  Ueber 
die  Textherstellung  rechten  oder  auch  nur  berichten  zu  wollen,  wSre  eine 

,  Anmassungt  vor  der  wir  uns  zu  hüten  wissen.  Cantob. 


Die  Arithmetik  des  Magisters  Georgins  de  Hnngaria  aus  dem  Jahre  1400, 

Herausgegeben  von  Colouak  v.  Szily  und  Auauar  Hel.leb.  Separat- 
abdruck aus  den  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Berichten 
aus  Ungarn.     Bd.  XII.    Budapest  und  Berlin  1894, 
Herr  Arp^d  Hellebrant,  Unterbibliothekar  der  Ungarischen  Akade- 
fmie  der  Wissenschaften ,    war    der  Wiederauffinder  des  in  der  üeberschrift 
genannten  Druckwerkes«    Er  entdeckte  dasselbe  in  einem  Sammelbande  der 
Hamburger    Stadtbibliothek,    und    Herr   Coloman    von    Szily    war  am 
'  16*  October  1893   in   der  Lage»  dos  Original   in   einer  Akademiesitzung  in 
Budapest   vorzulegen.     Er   sprach    damals    schon   Vermuthungen   über   den 
Druckort  der  Arithmetik  aus,  und  die  Akademie  beauftragte  ihn,  in  Gemein- 
I  Schaft  mit  Herrn  August  Heller,  einen  Neudruck  der  Arithmetik  zu  be- 
I  sorgen    nnd    der   PerstJnlichkeit    des  Verfassers  nachzuspüren.     Ueber  den 
Vollzug   dieses  Auftrages  konnte  am  10.  Juni  1894  berichtet  werden.     Das 
Ergebniss  ist  im  Wesentlichen  folgendes.    Die  Arithmetik  von  1499  ist  mit 
höchster  Wahrscheinlichkeit    in   Holland    verfasst    und    gedruckt  und  zwar 
letsieres   in   der  Druckerei   des   St.  Michaelklosters  bei  Schoonhoven.     Der 
VerliMser,  Magister  Georg  von  Ungarn,  muss  Unterricht  bei  einem  der 
spanisohen  Sprache  mächtigen  Lehrer  gehabt  haben »   und  es  liegt  nahe,  an 
Bauchez  Ciruelo  zu  denken ,  der  am  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  in  Paris 
lehrte,    und   der  die  Wörter  cuento   und  miUon  für   lö*  und   10**  benutzte, 
wie  die  Arithmetik  von  1499  es  thut    Magister  Georg  empfahl  seine  Schrift 
mit   besonderer  WSrme   den  Theologen,    und   man   hat  daraus  geschlossen, 
I  er  werde  dem  gleichen  Stande  angehört  haben,  vielleicht  mit  einem  Domini- 
I  caner    Georgius   Hungarua    identificirt   werden   müssen,    von   welchem  eine 
bandsehriftliebe  Arbeit  über  die  Religion   der  Türken  in  Rom  aufbewahrt 
wird.    Die  Arithmetik  selbst  ÄerfUllt  in  drei  Bücher ,  deren  erstes  die  damals 
üblichen  neun  Rechnungsarten  mit  der  Feder  lehrt;   das  zweite  Buch  ll&sst 
die  Rechnungen   mit  Hilfe   von  Rcchenmarken   ausführen;   das  dritte  Buch 
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Idat  Aufgaben  der  Eegeldetri.  Wesentlich  neuee  findet  sich  m  dem  Werk- 
eben  nicht  ^  aber  es  ist  ebensowenig  einer  bekannten  älteren  Schrift  voll- 
atSadig  nachgebildet,  ____^  CAsroa. 


Qearg  Philipp  HaTsddrfiBr  als  mathematischer  und  natiirphiloBophischer 
SehriftstelJer,  Von  Prof*  K*  RnD£L  (Sonderab druck  aus  der  Pett- 
schrift  des  Pegnesischen  Blumenordens  S,  301 — 403),  Nürnberg  lS94i 
Druck  von  J,  L.  Stich , 
Im  X.  Bande  der  Allgemeinen  Deutschen  Btographie  bat  Herr  W.  Orei- 
senach  (8.644 — 64t>)  das  Schriftsteller i seh  ungemein  reich  erfdUte  Leben 
des  Hürn berger  Eathsherrn  Georg  Philipp  Harsddrfer  geschildert,  der  sich 
in  weiteren  Kreisen  besonders  durch  acht  Bände  GesprSchspiele  (1642  big 
1G49)  bekannt  gemacht  hat,  und  der  1644  den  Blumenorden  an  der  Peg- 
nitt  stiftete.  Dieser  Orden  besteht  bis  auf  den  heutigen  Tag  und  hat  1894 
durch  eine  umfangreiche  Festschrift  die  250«  Wiederkehr  seiner  Gründung 
und  ihren  Gründer  gefeiert,  Herr  Rudel  hat  dabei  die  Aufgabe  über- 
nommen, Georg  Pbilipp  Harsdt^rfer  als  mathemati sehen  und  naturphUo- 
sopbiseben  SchriftstelJer  zu  feiern,  und  ehrlich  gesagt^  beneiden  wir  ihn 
darum  nicht«  Harsd5rfer  war  ein  ungemein  beleBener  Mann,  Man  könnte 
ihn  mit  Wagner  im  Goethe' sehen  Faust  vergleichen  und  ihm  die  Worte  iu 
»den  Mund  legen;  ^war  weiss  ich  viel,  doch  m(JchV  ich  Alles  wissen.  Die 
Wissbegier  war  auch  von  einem  entsprechenden  Mittheilnngsbedürfniss  be- 
gleitet. Nur  schade,  dass  ihm  zur  gehörigen  Verdauung  des  unterschiedlos 
in  sich  Aufgenommenen  die  Zeit  nicht  ausreichte,  beziehungsweise  dass  er 
die  Zeit  dazu  sich  nicht  gönnte.  Harsdörfer  giebt  uns ,  darin  hat  Herr  Rudel 
in  seinen  Schlussworten  ganz  Recht,  ein  getreues  Bild  der  durchschnittlich 
zu  seiner  Zeit  üblich  gewordenen  Anschauungen,  aber  damit  ist  es  auch 
fertig.  Mathematisch  zu  denken  scheint  er  nicht  fähig  gewesen  zu  sein, 
und  mit  Daniel  Schwenter  vollends,  zu  dessen  Erquickstunden  er  einen 
IL  und  III.  Band  1651  und  1653  veröffentlichte,  ist  er  nicht  entfernt 
gleichwerthig.  Was  bei  Harsdörfer  von  mathematischen  Angaben  richtig 
ist,  das  hat  er  zweifellos  abgeschrieben,  und  meistens  können  wir  die  be- 
nutzten Schriftsteller  nachweisen,  wozu  er  übrigens  durch  deren  Nennung 
fast  immer  den  Weg  zeigt  Einmal  versagt  unsere  Quellenkenn tniss.  Sei 
ein  regelmässiges  Sechseck  gegeben,  dessen  Seiten  der  Reihe  nach  1,  2,  3, 
4,  5,  6  heissen  sollen,  wo  also  1  und  4,  2  und  5»  3  und  6  einander 
parallel  sind.  Durchschnittspunkte  bezeichnen  wir  durch  zwei  Zahlen,  so 
dass  12  den  Durchschnittspunkt  von  1  mit  2  bedeutet.  Wird  nun  über  1 
ein  gleichseitiges  Dreieck  nach  aussen  errichtet,  und  verbindet  man  dessen 
Spitze  mit  34  und  45,  so  zerlegen  diese  Hilfslinien  die  1  in  drei  gleiche 
Theile.  Der  Beweis ,  den  Harsdörfer  nicht  bringt ,  wie  es  in  der  Gewohn- 
heit von  Büchern  im  Charakter  der  Erquickstunden  lag ,  *  den  aber  auch 
Herr  Rudel    beizufügen  unterlassen  hat,  ist  am  Einfachsten  so  zu  führen: 


Dliööi 


Mtm  verlÜQgere  2,  4,  6  nach  beiden  Seiten ,  so  entsteht  ein  grosses  gleich- 
itiges  Dreieck,  dessen  Seiten  aus  je  drei  Sechseckaseiten  bestehen ,  und 
66eu  Spitze  26  zugleich  die  Spitze  des  über  1  nach  aussen  erricbteteu 
gleichseitigen  Dreiecke  ist.  Die  von  Harsdörfer  angegebenen  Hilfslinien 
dritttheilen  die  Grundlinie  des  grossen  Dreiecks,  also  auch  die  ihr  parallele 
Sechseckseite  L     Von  wem  mag  die  hübsche  Construction  sein? 

Cantok. 


I 


üeber  die  parabolische  Spirale,  eine  Monographie  von  Dr.  G.  D.  E.  Wbyeh, 

Geheimrath  und  Professor  in  Kiel  Kiel  und  Leipzig  1894.  Verlag 
Yon  Lipsina  &  Tischer.  36  3. 
Die  kleine  Untersuchung  hat  eine  doppelte  Bedeutung.  Einmal  wendet 
sie  die  Formeln  der  Di0eretitial  -  und  Iniegralrechnnug  auf  eine  Curve  an, 
welche  in  den  bekannteren  Lehrbüchern  kaum  jemals  als  Beispiel  gewlihlt 
ist,  wo  solche  erforderlich  sind.  Zum  zweiten  aber  will  Herr  Weyer  eine 
merkwürdige  Eigenschaft  dieser  Curve  in  das  Gedllchtniss  zurückrufen, 
welche  so  sehr  in  Vergessenheit  gerathen  ist,  dass  f\e  i, nicht  einmal  in 
der  Geschichte  der  Mathematik  erwähnt  wird",  wie  die  Vorrede  sich  aus- 
drückt Herr  Weyer  ist  zu  dieser  Anklage,  von  welcher  auch  Referent 
KJcU  getroffen  fühlt,  vollkommen  berechtigt,  und  wir  weisen  auf  seine 
Abhandlung  mit  dem  ßewusstsein  hin,  dass  es  uns  sehr  nützlich  gewesen 
wUre,  sie  kennen  zu  lernen,  bevor  die  erste  Abtheilung  des  lU.  Bandes 
unserer  Vorles.  d.  Gesch.  d.  Mathem,  im  Drucke  erschien.  Dort  fehlt  gleich- 
falls jede  Notiz  über  eine  Entdeckung  Jacob  BernoulH*s,  welche  im  Januar- 
heft 1691  der  Acta  Eruditorum  enthalten,  von  ihrem  Urheber  in  die  Worte 
gekleidet  worden  ist:  unde  palet  quad  in  curms  ctiam  illiSt  quac  recti- 
ficatiomm  nondum  acceperunt,  nonnunqttam  partes  aequales  dissimilares 
assignari  possunt.  Die  Eigenschaft  also,  dass  Bogenstücke  einer  und  der- 
uelbeu  Curve,  welche  der  genauen  Rectificirbarkeit  sich  entziehen,  und 
weiche  einander  keineswegs  ähnlich  sehen,  doch  als  genau  gleich  lang  be- 
wiesen werden  können,  gehört  auch  BernouUis  parabolischer  Spirale  an 
und  wurde  viel  früher  von  ihm  veröffentlicht,  als  Fagnano  die  entsprechende 
Eigenschaft  der  Lemniscate  bekannt  machte.  CANTOa. 


ünmerkuDgen  und  Zusätze  zur  Entwerfung  der  Land-  und  Himmels 
karten  von  J.  H.  Lambert  (1772)«  Ueber  Kartenprojection.  Ab 
handlnngen  von  Laüranob  (1779)  and  Gauss  (1822).  Heraus 
gegeben  von  A.  Wangbein  [Ostwald's  Klassiker  der  exacten  Wissen 
Schäften  Nr.  54  und  55].  Leipzig  1894  bei  Wilhelm  Engelmann 
9G  und  102  Seiten. 
Beit  die  Behandlang  complexer  Veränderlicher  und  solche  enthaltender 

'  Ansdrücke  einen  besonderen  Zweig  der  Mathematik  bildet  und  als  Functionen 
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theorie  benannt  wird^  bat  aucb  die  Lebre  von  den  AbbilduDgen  sieb  we^ebt- 
Heb  yerändert.  Die  pralc tische  Aufgabe  ist  mebr  und  mehr  in  den  Hiutdr- 
gruad  getreten ,  die  tbeoretiscb  -  matbematiscbe  Auffassung  bat  eie  znrüct 
gedr&ngt.  Wie  diese  Veränderung  allmtlblicb  eintreten  konnte,  wenn  nkki 
masste^  zeigt  am  deutlicbsten  die  Vergleicbang  der  drei  berübrnten  ArbeiUß 
von  Lambert,  Lagrange ^  Gauss^  welcbe  Herr  Wangerin  in  xvrm 
aufeinander  folgenden  Böndeben  der  bekannten  Sammlung  von  Klassikern 
der  exacten  Wissenschaften  neuerdings  herausgegeben  und  mit  Anmerkungen 
versehen  hat.  Die  Lagrange'scbe  Abhandlung  —  eigentlich  AbhandluDgen, 
denn  formell  zerfällt  sie  in  zwei  Aufsätze  —  musste  überdies  au^  ^lem 
Französiscben  übersetzt  werden*  Während  bei  Lambert  nur  vorübergeheüd 
im  §  73  die  imaginäre  Einheit  auftritt,  und  der  Verfasser  sich  beinahe  ml 
schuldigt,  hier  von  einer  Mittbeilung  Lagrange's  Gebraucb  zu  machen,  itüUl 
sich  bei  Lagrange  selbst  die  Integration  der  DifiTereDtialgleichung,  welche 
Lambert  durch  Heiheneutwickelung  vollzog,  wesentlich  auf  die  Anwecduiig 
des  Imaginären.  Mit  ibrer  Hilfe  gewinnt  er  fdr  die  Kartographie  brau 
bare  Formeln.  Gauss  endlich  behandelt  die  Aufgabe  ausschliesslich  &h{ 
mathematische;  es  ist  fast  Zufall,  dass  die  Kartographie  seine  Ergeba 
verwertben  kann;  der  in  unseren  ersten  Worten  angedeutete  Ueberg 
bat  sieb  vollzogen. Cantor,.* 


cti^ 


KritiBch-hifltoriiohe  UnterBuobung  über  die  Theorie  der  Ganimafiuictifli 

und    Euler'schen    Integrale.      Von    Dr.  Hans    Schenkel.     Üati 

Zürich  1894.    67  S, 
Der  Verfasser    hat  sich  in  dieser  Promationssebrift  die  aus  dem  Tlte 
mit    genügetider  Deutlichkeit    zu    entnehmende  Aufgabe   gestellt,    über  di«    i 
Forscbnngen    zu    berichten,    welcbe  die   sogenannten   Gammafunotionea  m 
den   fast  bekanntesten  Transcendenten  gemacht  haben.    Dass  auf  67  Selten 
eine  Vollständigkeit  in  dieser  Beziehung  unmöglich  erreicht  werden  konnte, 
ist  klar.    Andererseits   fehlt  aber  in  H.  Schenkers  Zusammenstellung  keine 
der    wichtigeren  Arbeiten,     Die  Vorarbeiten    Stirling's    kurz   erwähnend^ 
verweilt   er    hei  Euler,    bei  Gauss,    bei  Legendre,  welcbe  jene  Truu- 
cendente  so  eigentlich  geschaffen  haben.     In  einem  zweiten  Abschnitte  sind 
die   Schriftsteller    behandelt^    welcbe    dem    von  Legendre    gebahnten  Weg« 
folgten.      Cauchy    und    Binet»    Dirichlet   und    Serret,     Bourguet, 
Saalschutz,  Pochbammer  treten  hier  auf,  und  ihnen  beigesellt  Haak«) 
und  Pringsheim,    wenn    auch    deren  Abhandlungen    als    an   Gauss  »ich 
anschliessend  unseres  Dafürhaltens   besser  in  den  dritten  Abschnitt  gepasüi 
hätten,    welcher   mit  Arbeiten   über  FacuUäten  sich  beschäftigt.     Kramp, 
dann  Weierstrass,  sind  die  hier  mit  Recht  vorkommenden  Namen.  Wenn 
Prym'a   wichtige    Untersuchungen    als    Schlu&s    der    Dissertation    erörteii 
werden  woll ten ,  so  haben  wir  Nichts  dagegen  einzuwenden ,  nur  passen  si^ 
freilich   nicht   in  den  dritten  Abschnitt.    Wir  geben  freilich  gern  zu^  da^ 


es  r^cbt  tscbwer  dein  mochte,  den  8toff  inhaltlich  und  chroDologisoh  so  zu 
gliedern,  dass  beiden  Eiotheilnngsgründen  ihr  Becht  blieb,  und  die  üeber- 
sichtlicbkeit  nicht  verloren  ging.  Cautoe, 


Lazare -Nicolas -Margnerite  Camot,  sein  Leben  und  sein  Wirken  nach  den 
■  Quellen   dargeetellt   von  Dr«  K.  Fink,    Professor  an  der  Realanstalt 

^^^         zu   Tübingen,     TübiDgeu  1894.     Bei   der  H.  Laupp*8cbe   Buchhand* 
^B       lung.    128  8. 

W  Der  Verfasser,   welcher   1890   mit  einem  verfrühten  und  deshalb  ver-. 

'   unglUckten   Versuche    den    mathematisch -historischen    Boden    betrat»     hat 
in  den  fünf  seitdem  verflossenen  Jahren  ungeheuer  hinzugelernt.    Wir  haben 

Inns  dessen  schon  bei  den  1892  und  1893  in  dem  „Correspondenzblatt  für 
Gelehrten-  und  Realschulen  Würtembergs*'  erschienenen  Abhandlungen  über 
Monge  und  Dupin  erfreuen  dürfen,  die  neueste  Arbelt  über  C am ot  ver- 
mehrt den  damals  erhaltenen  guten  Eindruck.  Es  ist  Schade ,  dass  die  di*ei 
Abhandlungen,  die  eigentlich  zusammengehören,  nicht  auch  vereinigt  ab- 
gedruckt sind*  Bilden  doch  ^  wenn  man  Verwandtschaft  und  Lehrverhältniss 
gleichsetzen  darf,  Monge,  Carnot,  Dupin  eine  Gelehrtenfamilie  aus  drei 
aufeinander*folgenden  Persönlichkeiten»  gewissermassen  Vater,  Sohn,  Enkel. 
Und  wie  die  drei  Mlluner  zu sam mengehären  in  ihren  geometrischen  Leistungen , 

I8C  gehören  sie  zusammen  durch  ihr  Vaterland ,  durch  die  allerdings  in  den 
wechselvollen  Schicksalen  ihres  Vaterlandes  bedingte  Thatsache,  dass  sie 
all»  drei  Männer  von  grossem  politischen  Einflüsse  waren,  aus  der  Studir- 
üiube  des  Geometers  hinaustretend  in  die  Wirren  des  öffentlichen  Lebens, 
nicht  ohne  den  Weg  auch  wieder  zurllokzcfinden.  Herr  Fink  hat  seine 
Abhandlung  naturgemäss  in  zwei  Abtheilungen  zerfallen  lassen.  In  der 
ersten  schildert  er  den  Bürger  Carnot,  und  man  merkt  es  ihm  an,  dass 
eine    liebevolle   Hand    die  Feder    führte,   ja,   man  gewinnt    mit   ihm    den 

I  Menschen  lieb,  der  fleckenreiner  dasteht,  als  die  meisten  seiner  Zeit- 
nnd  Landesgenossen.  In  der  zweiten,  um  die  Hälfte  längeren  Abtheilung 
tritt  uns  der  Gelehrte  Carnot  gegenüber.  Herr  Fink  hat  namentlich 
die  Ot^ometric  de  pusitionj  aber  auch  die  anderen  Werke  Carnot's  getreu 
Ianalj^sirt,  so  dass  man  aus  seinem  Berichte  ein  genügendes  Bild  jener  be- 
deutenden Arbeiten  erhält.  Eine  Würdigung  derselben  unter  dem  Titel 
Carnot's  wissenschaftliche  Bedeutung  beschllesst  die  sehr  lesens- 
werthe  Schrift,  die  wir  deshalb  unseren  Lesern  warm  empfohlen  haben 
wollen. Cantob, 

Festschrift  zur  Feier  des  25jährigen  Bestehens  der  Gesellschaft  ehe- 
maliger Studirender  der  Eidgeuössiöchcn  polytüchnischen  Schule  in 
Zürich,    Dau  Ehrenmitgliedern  und  Mitgliedern  der  G.  e.  P,  gewidmet 
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beilnnj^. 


vom  Vorstände»    Zürich  1894,    Hofer  &  Burger»  graphische 
X,  174  8. 

Das  Eidgenössische  Polytechnikam  in  Zürich  wurde  am  16.  Octoher  ISgg^ 
eröffnet.     Ee   hatte   schon  13  Jahre    bestanden,    als    im    Herbst  1868  der 
Gedanke   laut  wurde,   eine  Gesellschaft   ehemaliger  Polytechniker  (G,  e,  p,) 
2u    gründen^    und    am    10.  Juni  1869    wurde  der  Gedanke  zur  That  Bü  , 
25  Jahre  ihres  Bestehens,    auf   welche    die  Gesellschaft    im  Sommer  1891 
zurückblicken   durfte i    sind  demnach   nicht   identisch   mit  der   Lehensd&u^r 
des  Polytechnikums  selbst^  aber  die  Bexieiiungen  zwischen  der  Anstalt  und 
den  Schülern,  welche  sie  ausbildete,  sind  so  eng,  und  der  Zeitpunkt,  ?oa 
welchem    an    die    Auebildung    der    älteren  Schüler   begann,    gebt  »o  w«it 
zurück,   dass   die  Festschrift,   durch    welche   der  Vereinsycrstand  die  Mit- 
glieder   erfreute,   ebensowohl   eine   Geschichte   des   Polytechnikums  als  der 
G.  e.  P»  in  trefflich  ausgeführten  Photographien  und  biographischen  Notiwii  ; 
darstellt.     Viele  von  den  abgebildeten  Lebrem  und   Schülern  der  Aaitatt  I 
sind  noch  am  Leben,   die  Wenigsten   wirken   noch  an  derselben.     Sie  ir»r 
für  Viele   nur  ein  Durchgangspunkt,    für  so  Viele,   dass  kaum  eine  Uocb* 
schule  in  Deutschland  namhaft  gemacht  werden  kann,  die  sieb  nicht  einea 
oder   auch  mehrere  ihrer  Lehrer  unmittelbar  oder  mittelbar  aus  Zürich  ge- 
holt   hätte.    Um   so  zahlreicher  sind  dementsprechend  die  Person Hcbkeiteiij  i 
für  welche  die  Festschrift  ein  liebes  Andenken  seiu  wird.     Die  Ausstattung 
lässt  keiner  Bemängelung  Kaum   und   macht  der  ausführenden  Anstalt  die 
grösste  Ehre.  Canto 


OeiiTres    de   Fennat,    publices    par   les  soins  de  MM.  Paul  Tamnbei 
Charleb  Henry«     Tome  IL     Paria  1894.     Gauthier-Villars  et 

üeber   den   Plan    und    den    ersten  Band   dieser  Ausgabe   ist  in  die^ 
Zeitschrift  bereits  berichtet.     Der  vorliegende  zweite  Band  giobt  in  chrono- 
logischer   Anordnung   die    Correspondenz  Fermat's    und    zwar   98  Brieb 
oder  Auszüge  aus  Briefen  Perm at 's  und  31  an  Format  direct  oder  darct  j 
Zwischenpersonen  gerichtete  Briefe  von  Descartes,  Boberral,  Pascal, 
Digby  u.  A,    Von  diesen  Schriftstücken  sind  46  aus  der  Varia  Opera, 
3  HUB    dem    Commercium    Epistolicum  von  Wallis,  22  aus  der  ton 
Clerselier  veröffentlichten  Co  rrespondauce  de  Descartes,  7  atu  den  j, 
Oeuvres  de  Pascal,    10  aus  der  Correspondance  de  Huygens  ab«  j 
gedruckt,  34  werden  zum  ersten  Mal  aus  den  Handschriften  veröffenÜklit. 
Von  den  bereits  früher  gedruckten  sind  3  handschriftlich  ergänzt,  nämücb 
die  Briefe  VI,  XXXVIII  ^^*  (in  der  neuen  Numerirung)  der  Varia  Opeit 
und  XXVI  der  Correspondance  de  Descartes. 

Die  Herausgeber  haben  aucb  bei  diesem  Bande  die  grösste  Sorgfiili 
darauf  verwendet,  einen  möglichst  correcten  Text  zu  geben.  Ich  habe  bii 
jetzt   nur    einen  Druckfehler    gefunden:    S.  180    in    der   letzten   Zeile  voi 


unten  muss  ea  3  —  f^S  gtatt  3  — j/TS  heissen.  Da  das  vorbandene  hand- 
scbtiTUiche  Material  nicht  ausreicht,  Fermat's  französiscbe  Orthographie 
wieder  berzastellen ,  so  ist  principiell  die  Orthographie  des  18.  Jahrhunderts 
angewandt;  nur  die  wenigen  Äutographen  selbst  sind  genau  reproduciri 
Auf  Grund  der  jetzt  vorliegenden  Correspondenz  wird  es  zwar  nicht 
möglich  sein,  Permat's  Beweismetboden »  deren  Verlust  noch  beute  beklagt 
wird ,  im  Einzelnen  wieder  herzustellen ;  aber  den  geistigen  Entwickelungs* 
gang  dieees  Mathematikers ,  yielleicbt  des  grössten ,  den  Frankreich  ber?or- 
gebraebt  hat,  werden  die  Briefe,  dank  der  sorgfältigen,  von  den  Heraus- 
gebern mehrfach  corrigirteu  Datirung,  leicht  verfolgen  lassen.  Hoffentlich 
findet  die  Hübe,  welche  die  Heransgeber  auf  die  Arbeit  verwendet  haben, 
bald  die  einzige  ihrer  würdige  Belohnung:  eine  eingehende  Darstellung 
der  wissenscbartliüben  Leistungen  Ferra at^s  in  ihrer  aU mählichen  Ent- 
Wickelung. 

Was  nun  die  einzelnen  Briefe  betri^,  so  fesseln  natürlich  die  jetzt 
tarn  ersten  Male  veröfTentlichten  unsere  Aufmerksamkeit  am  meisten.  Es 
ist  hier  ganz  unniJ5g1icb,  sie  alle  zu  besprechen;  es  sei  nur  gestattet,  aus 
den  wichtigeren  Einiges  mitzutheilen : 

Die    Briefe  XXXVII    und     XXXVIII  »>»«  beziehen   sich    auf   die  Auf- 
ladung von  Gleichungen  und  lehren  (in  moderner  Ausdrucksweise)  Folgendes: 
Wenn  x  ^=  a   eine  Wurzel  der  Gleichung  n**°  Grades  f(x)^=0  ist,   so  hat 
man   nicht   die    häufig  unbequeme  Division   von  f{x)  durch  x^a  zu  voll- 
führen, um  die  Gleichung  (n  —  l)**^  Grades  zu  erhalten,  welche  die  übrigen 
Wurzeln  von   f{x)  ss  0    zu  Wurzeln    hat,    sondern  man  hat  x  —  p  +  a  zu 
^  substituiren  und  in  dem   Resultat  den  Factor  y  zu  unterdrücken.    Dadurch 
HerhUlt  man  eine  Gleichung  (w  — 1)**''  Grades  in  y,  deren  Wurzeln,  jede  um 
a  vermehrt,  die  übrigen  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind.    Beson- 
deres  Gewicht   legt  Fermat  auf  die  Sache  nicht;    sie  erleichtere  blos  die 
i,^     Rechnung. 

H  In  dem  Briefe  XLIII  vom  Jahre  1640  wird  zum  ersten  Male  der  später 

^von  Eni  er  als  unrichtig  erwiesene  Satz,  dass  der  Ausdruck  2^'"^ -j- 1  für 
jedes  ganze  positive  n  ©ine  Primzahl  darstelle,  ausgeBprocben.  Ferra at 
sagt,  er  sei  von  der  Richtigkeit  des  Satzes  „quasi  persuad^^.  Auch 
in  dem  Brief©  XLV,  der  ebenso  wie  XLVIII  durch  Bemerkungen  über  die 
fiythagoreiscben  Dreiecke  von  Interesse  ist«  spricht  Fermat  vou  diesem 
HSatze.  Er  erklärt,  dass  seine  Untersuchungen  ihn  nicht  befriedigen,  und 
mSchte  von  Frenicle  einen  Beweis  des  Satzes  erhalten. 

Der    Brief  LVIl    giebt    den  Satz:     ^Jede   ungerade   Zahl,    die   keine 

Quadratzahl    iet,    iKsst   sich    ebenso    oft  als  Differenz  zweier  Quadrate  wie 

ftlfl    Product    zweier    Factoren    darstellen^.    Mit   Hilfe    dieses    Satzes    wird 

I      nntersacht,  ob  eine  ungerade  Zahl  eine  Primzahl  sei  oder  nicht.     Als  Bei- 

^kpiel    wtthlt  Fermat   die  Zahl  202 T65 1281    und  findet,    dass  dieselbe  zu 

MtDtDengei^etiti  niUnlioh  gleich  4ü(J6I«  44021  ist. 
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Der  Brief  LVIII  behandelt  die  interessante  Aufgabe:  Alle  pythago. 
reisohen  Dreiecke  zu  ermitteln,  deren  Katheten  eine  gegebene  Diffef«» 
haben.    Die  Lösung,  die  Fermat  giebt,  beruht  auf  der  Identitftt 

(w*  —  n^)  —  2  wn  =  2i»i  nj  —  (i»*|  —  n\) , 
wenn 

.  .  fw I  ^  2ift  +  tt«     w I  =  wi 

ist.  *  •      »       1 

Aach  die  Briefe  LIX,  LX  und  LXIII  enthalten  Aufgaben  Ober 
pythagoreische  Dreiecke,  u.a.  die  Aufgaben:  Ein  rechtwinkliges  Dreieck 
zu  ermitteln,  dessen  Hypotenuse  ebenso  wie  die  Summe  der  Katheteh 
durch  je  eine  Quadratzahl  ausgedrückt  wird.  —  Drei  pythagoreische  Dreiecke 
anzugeben,  deren  Flächen  Xy  y,  e  der  Gleichung  x'+p^^sg^  genOgeo. 

Endlich  sei  noch  auf  den  Brief  CII  hingewiesen.  Jacobus  de  Billj 
hatte  die  Aufgabe  gestellt:  drei  rationale  Zahlen  o;,  5^,  ir  zu  finden,  ftr 
welche  jeder  der  neun  Ausdrücke 

x  —  xyZf    y  —  xyz,    g-xyg,    y  —  x  —  xyg,    y—e  —  xye, 

z  —  x  —  xyz,    xy  —  xye,    y'^-xye,    yg  —  xye 

3 
ein  Quadrat   sei   und  als  (wie  er  glaubte,   einzig  mögliche)  Lösung  -1 1, 

5 

A-  gegeben.  Fermat  antwortet,  die  Aufgabe  lasse  unendlich  viele  Lösungeo 

ZU|  und  giebt  als  eine  zweite  die  Zahlen 

10416  -  41449 
51865'  '  51866' 
Die  im  ersten  Bande  ausgesprochene  Aufforderung  der  Heransgeber, 
ihnen  weiteres  bisher  unveröffentlichtes  Material  zugänglich  zu  machen,  hat 
insofern  Erfolg  gehabt,  als  die  Correspondenz  um  zwei  Briefe  bereichert 
wurde,  die  Briefe  XXXIII  (Frenicle  an  Mersenne,  zur  Mittheilong  ao 
Fermat  bestimmt)  und  LXXXI  ^^"  (Boulliau  an  Fermat).  Es  steht 
zu  hoffen,  dass  noch  andere  Briefe  aufgefunden  werden,  so  dass  dem  drittes 
Band  eine  Ergänzung  der  Correspondenz  beigefQgt  werden  kann. 

G.  Wbbtheim. 

Sefer  Ha-Mispar,  das  Buch  der  Zahl,  ein  hebräisch  arithmetisohes  Werk 

des  E.  Abraham  ihn  Esra.    Zum  ersten  Male  herausgegeben,  Aber- 

setzt  und  erläutert  von  Dr.  Mobitz  Silbbrbero.   Frankfurt  a.  M.  18%.  ' 

J.  Eauffmann.    IX,  118  und  80  S. 

Der  berühmte  jüdische  Gelehrte  Abraham  ihn  Esra  (1092—1167) 

hat  ausser  zahlreichen  religionswissenscbaftlichen  Werken  auch  eine  für  die 

damalige  Zeit  nach  Inhalt  und  Form  vortreffliche  Arithmetik  geschrieben, 

über  welche  vonTerquem,  Leon  Rodet,  Steinschneider  und  zuletzt 

Yom  Referenten   in  dessen   Schrift:     ;,Die  Arithmetik    des   Elia  Misrachi' 

Mittheilungen   gemacht  worden   sind.     Dieses  Werk   des   Abraham  iba 

Esra,  das  in  mehr  als  zwanzig  Handschriften  erhalten  ist,  also  eine  grosse 


enmcj 
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VerbreiinDg    besessen    zu    haben  scheint,    liegt  jetzt  zam  ersten  Male  ge- 

I druckt  vor.    Der  Herausgeber,  Dr.  Moritz  Silberberg,  hat  fünf  Hand» 

Schriften,    die    er   in   der  Vorrede   anführt,    im  Originale  benutzt  und  auf 

[Grund   derselben   den  Text   sorgfältig   festgestellt f   die  einzelnen  Varianten 

iaind   in  den  Noten   angegeben.     Kr  hat  eine   gute   deutsche    Üebersetzung 

imd  ZAblreiche  Anmerkungen  hinzugefügt^   die  das  Verständniss  erleichtern 

sollen  oder  interessante  Hinweise  enthalten. 

Was  nun  den  Inhalt  des  (nach  Steinschneider's  Darlegungen)  kurz 
vor  1160  abgefassten  Werkes  betrifft,  so  setzt  Abraham  ihn  Esra  in 
der  Einleitung  das  dekadische  Zahlensystem  auseinander;  dabei  giebt  er 
swar  die  Formen  der  Ziffern  1  bis  9,  erklUrt  aber,  dass  er  sich  dafür  der 
nenn  ersten  Buchstaben  des  hebräischen  Alphabets  bedienen  werde.  Die  Null 
ist  bei  ihm  kreisrund,  von  der  Form  eines  Hades.  r^Das  Rad  bedetitet  so 
viel  wie  Spreu,  wie  Stoppeln  vor  dem  Winde  und  dient  nur  zur  Wahrung 
der  Stellen;  in  der  fremden  Sprache  heisst  es  sifra".  Nach  diesen  Vor- 
bemerkungen wird  der  Gegenstand  in  sieben  „Pforten*  bebandelt,  von  denen 
die  vier  ersten  das  Rechnen  mit  ganzen  Zahlen  betreffen.  In  der  ersten  Pfoite 
wird  das  Multipliciren,  in  der  zweiten  das  Dividiren  gelehrt  Die  dritte 
Pforte  ist  der  Addition  gewidmet;  damit  ist  aber  nicht  die  Rechnungsart  ge- 
meint, die  für  uns  die  erste  ist  (diese  wird  atillscbweigend  vorausgesetzt),  son* 
dem  die  Summation  der  arithmetischen  und  der  geometrischen  Reihen.  Die 
vierte  Pforte  handelt  von  der  (gewöhnlichen)  Subtraction.  Dass  dabei  überall 
auf  die  Neunerprobe  hingewiesen  wird,  braucht  wohl  nicht  erst  bemerkt 
»u  werden.  Die  fünfte  Pforte  lehrt  das  Rechnen  mit  gemeinen  und 
astronomischen  Brüchen  und  übt  die  Kegeln  an  zahlreichen  Text -Aufgaben 
von  zum  Theil  interessanten  Wortlaut  ein.  Die  sechste  Pforte  spricht 
sehr  ausführlich  von  den  arithmetischen  und  geometrischen  Pi'oportioneo, 
von  welchen  letzteren  „der  grösste  TheU  der  Astronomie  und  die  Bestimmung 
der  Stellung  der  Plaueteu,  sowie  die  Lösung  der  meisten  arithmetischen 
Aufgaben  abhllngen^.  Auch  die  harmonische  Proportion  wird  erlKutert 
Wie  die  vorhergehende,  so  ist  auch  diese  Pforte  reich  an  gut  gewählten 
Aufgaben*  In  der  letzten  Pforte  wird  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel 
aus  ganzen  Zahlen  nnd  Brüchen  auf  eine  sehr  gründliche  Weise  behandelt^ 
die  gewonnene  Kenntniss  wird  sodann  auf  Lösung  von  Aufgaben  mittels 
de»  Pythagoreischen  Lehrsatzes  angewendet.  Eigenthüralicb  dabei  ist,  diiss 
die  Anolthernng  an  den  Werth  einer  Wurzel  sowohl  von  der  einen  wie 
van  der  entgegengesetzten  Seite  erfolgt,  indem  durch  die  Formeln 


Zabten   ermittelt    werden,   welche   beziehungsweise  kleiner  und  grösser  als 
die  gesncht©  Wurzel  sind. 

Dat  \»i  ein  kurzer  Ueberblick  über  den  Inhalt  des  interessanten  Buches, 
für   daifteii   Herausgabe    alle    diejenigen,    die    sieh    ftlr   die  Geschichte  der 


liilSnScD-TitSrariscIie  Äbtheilmig. 


Mathematik  miere«siren ,  dem  Dr.  Silberberg  und  den  beiden  Stiltmigeii 
welche  dnrch  üebernabine  eine«  Theilea  der  Druckkosten  die  VerÖßeot. 
Hebung  ermöglieht  baben ,  zu  grösstem  Danke  verpflicbtet  sind. 

G.  WERTBBnt 
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L.  Kronkckkr.    Vorlesungen  über  die  Theorie  der  einfachezi  und  der 

vielfachen  Integrale.    Herausgegeben  von  Dr.  Eugen  Netto.  Ltjp- 

xig  1894.  345  S.  . 
Kurse  Zeit  nach  dem  Hinscheiden  Leopold  Kronecker's  entsUnd 
der  Plan,  nicht  blos  die  Abhandlungen  des  Verewigten  gesammelt  benws^ 
zugeben,  sondern  auch  den  Cyclns  der  an  der  Berliner  üniversitÄt  ge- 
baltenen  Vorlesungen  einem  grösseren  Leserkreise  zugJlnglich  zu  mafben. 
Denn  gerade  in  diesen  Vorlesungen  hatte  Krön  eck  er  die  Anregnng  la 
stets  neuem  und  unermüdetem  Schaffen  gefunden;  hier  gab  er  gerne  die 
jüngsten  Resultate  seiner  Forscherthätigkeit ,  und  zahlreiche  AbhandlDügen 
seiner  späteren  Periode  sind  nnr  eine  abgeklärtere  Form  der  in  den  Vor- 
lesungen oft  viel  früher  vorgetragenen  Entwickelungen,  So  konnten  demj 
auch  die  Vorlesungen  am  besten  die  Wege  und  Wünsche  bezeichneti,  in 
denen  sich  die  Gedanken  Kronecker^s  mit  besonderer  Vorliebe  bewegt 
hatten. 

Der  erste  Theil  dieses  von  der  königl  prenss.  Akademie  durch  Ein- 
setnung  einer  Commission  geförderten  Unternehmens  liegt  uns  vor,  Herr 
Netto  hat  sich  der  dankenswerthen  Aufgabe  unterzogen,  die  Theorie  dw 
einfachen  und  mehrfachen  Integrale  zu  bearbeiten;  er  ist  dieser  Aufgab« 
mit  voller  Hingabe  nicht  hloa  an  die  Sache,  sondern  auch  an  die  Persön- 
lichkeit Kronecker's  gerecht  geworden  und  hat  den  Vorlesungen  den 
frischen  Too  und  das  krl^ftige  Urtheilp  das  ihnen  eigen  war,  erhalten;  ron 
dem  lleize,  den  das  gesprochene  Wort  hat>  ist  durch  die  Pietät  des  Heraus- 
gebers auch  in  der  Niederschrift  wenig  verloren  gegangen» 

In  der  geschichtlichen  Entwickelung  des  Integralbegriffes  laufen  nrd 
verschiedene  Auffassungen  neben  einander,  je  nachdem  das  Integral  alü 
Lösung  einer  Differentialgleichung^  oder  als  Grenzwerth  einer  Summe  de- 
fiairt  wird.  Der  Erfinder  der  Integralrechnung,  Leihnii,  legt«  in  durch* 
ans  consequenter  ßegriääbüdung  die  Summendefinition  des  Integrales  tu 
Grunde  und  stellte  die  Operation  der  Summenbildung  der  des  DiffereaiM 
nehmens  als  Umkehrung  gegenüber.*  Eni  er  hingegen,  unter  dessen  HftndfliH 
die  Theorie  der  Integrale  zn  einer  eigenen  Wissenschaft  anwuchs,  kennt 
kaum    einen    anderen   Integralbegrif ,  als  den  der  Lösung  der  Diferoniial- 

gleichnng   --  =  f{x).     So  findet   sich   im  Eingange  des  Calcnlus  integralis 
dz 

das  charakteristische  Scholion  1 :  Caeterum  hoc  signum  f  voc^bolo  sammie 
♦  Vergl.  hierzu  M.  Cantor:    ,» Geschichte  der  Miithematik"  Bd.  a  S.  169. 
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efferri  Bolet»  quod  ex  coj3ceptu  parum  idoneo,  quo  ün^^H^^RMO 
anmmB  omnium  difTereniialium  spectatar,  est  natnm ;  Deque  maiore  iure 
admilti  potest,  quam  vulgo  lineae  ex  punctis  constare  concipi  solent  Der 
Grund  fUr  diese  Abweisung  des  Leibuiz'scben  lutegralbegrififes  ist  jeden- 
faUa  dadurch  gegeben,  dass  die  von  Euler  erzielten  Fortschritte  wesent* 
lieh  auf  der  Kenntniss  gewisser  unbestimmter  Integrale  und  ihrer  Ver- 
werthung  für  andere  Integrale  basirten;  so  trat  denn  der  ursprüngliche  und 
reinere  Begriff  bei  ihm  in  den  Hintergrund.  Mit  Dirichlet  und  Cauohy 
kommt  er  aber  wieder  zur  ausschliesslichen  Geltung ,  weil  er  allein  die 
Existenz  des  Integrales  in  den  Fällen  verbürgt,  in  welchen  eine  Entwickelung 
der  Function  f{x)  in  Potenzreihen  unmöglich  ist.  An  ihn  knüpft  auch  der 
grösste  Theil  der  späteren  Untersuchungen  an,  welche  sich  auf  die  Grenzen 
des  Integralbegriffs  oder  den  Giltigkeitabereich  gewisser,  sehr  allgemeiner 
Integralrelationen  beziehen.  Die  Krön  eck  er 'sehen  Vorlesungen  geben  in 
der  präcisen  Formulirung  dieser  Bedingungen  noch  einen  Schritt  weiter, 

Derogem&ss  sind  die  ersten  Betrachtungen  der  genauen  Erörterung  der 
Siimmendefinition  des  Integrales  gewidmet*  Als  eine  zugleich  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  wird  diejenige  formulirt,  welche  von  Riemann 
in  seiner  Abhandlung  über  die  trigonometrische  Reihe  gegeben  worden  ist; 
für  die  Zwecke  der  Anwendung  hingegen  wird  die  nur  hinreichende,  aber 
nicht  nothwendige  Bedingung  aufgestellt,  dass  die  zu  integrirende  Function 
„im  Allgemeinen  gleichmässig  stetig **  ist.  Diese  Begriffsbildungen  werden  so- 
gleich, ebenso  wie  die  sich  anschliessenden  ElementarsÜtze ,  von  eiDfachen  auf 
Doppelintegrale  übertragen.  Die  analogen  Betrachtungen ,  welche  bei  einfachen 
Integralen  den  Uebergang  zum  unbestimmten  Integral  vermittelten,  führen 
bei   Doppelintegralen  unmittelbar   zu   dem  Fundamentalsatze  von  Cauchy. 

Hierbei  erweist  es  sieb  als  nöthig,  diejenigen  Gebiete  durch  eine 
«natürliche  Begrenzung"  auszusondern»  in  welchen  die  Voraussetzungen 
der  Stetigkeit  und  der  Endlichkeit  durchbrochen  werden.  Die  natürlichen 
Begrenzungen  sondern  sich  aber  in  zwei  verschiedene  Klassen,  je  nach- 
dem die  von  ihnen  herrührenden  Integral  bei  trüge  bei  unbegrenzter  Abnahme 
des  abgesonderten  Gebietes  gegen  eine  unendlich  kleine  oder  gegen  eine 
endliche  Grenze  convergiren;  die  ersten  werden  als  ,, scheinbare''  natürliche 
Begrenzung  von  den  zweiten  unterschieden  und  kOnnen  nachtrüglich  wieder 
entfernt  werden.  Dieser  wichtige  Begriff  der  natürlichen  Begrenzung,  der 
hier  mehr  gelegentlich  auftritt,  erwächst  erst  später,  in  der  Theorie  der 
n*  fachen  Integrale,  zumal  in  den  Fotentialbetracbtungen,  zu  voller  Seh flrfe 
Qüd  Bedeutung, 

Diesen  grundlegenden  Entwickelungen,  welchen  die  ersten  drei  Vor« 
leflnngen  gewidmet  sind,  reihen  sich  nunmehr  die  beiden  MiitelwertbsKtze 
an,  welche  die  Abschützung  der  Integrale  gestatten. 

Der  zweite»  von  Paul  du  Bois-Beymond  veröffentlichte  Mittel« 
werUiBatz  (der  aber  auch  von  Weierstrass  gefunden  und  benutzt  worden 
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nmd  den  Zwuebenwerth  «  gkidi 


(*'  <  X  <  1)  setzt,  so  daas  für  vneBd- 


Vuth  großes  ic  /im  a  =  0,  aber  limwa  =  x  ist.    Wendet  man  jetzt  den  Mittel- 
wertbdatz  aaf  die  Tfaeile  des  Inte^^rale;!  an,  so  erhilt  man: 


J,(W)  =  f(()) 


,   rr  '    I    sinxndx 

(0<|<-^.<|,<x'), 

nnd  in  dieser  Gleicbang  conTergirt  der  erste  Sammand  sicher  gegen  —Ji^^)^ 
weil   Umici^^  Umic^~*z    anendlich    ist,    der   zweite    nnd    dritte  Sammand 

W  —  rf.  »         « 

werden  aber  beliebig  klein,  der  dritte,  weil  das  Integral,  der  zweite,  weil 
der  Factor  des  Integrales  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit  herabgedrückt 
werden  kann. 

Das  Dirichlet'sche  Integral  enthüllt  eine  sehr  allgemeine  Eigen- 
schaft Ton  Fanctionen,  welche  zunächst  die  Voraussetzung  erfüllen  müssen, 
in  der  nSchsien  Umgebang  der  unteren  Grenze  des  Integrales  gleichmSssig 
•teüg  und  nor  abnehoBend  oder  nar  zanehmend  zu  sein.    Eine  Erweitemiig 
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des  Integrales  kann  entweder  in  einer  Verallgemeinerang  der  Bedingungen, 
welche  der    Function  f{x)    auferlegt   werden,   oder   aber  in  einer  Verall- 
gemeinemng  der  periodischen  Function  gesucht  werden,  mit  welcher  f{x) 
unter  dem  Integrale  multiplicirt  erscheint    Die  erste  Erweiterung  fahrt  zu 
den  neueren  Untersuchungen  über  den  Giltigkeitsbereich  des  Dirichlet- 
sehen  Int^rales,  die  zweite  zu  den  wenig  gekannten  Betrachtungen,  welche 
W.S.  Hamilton  bereits  im  Jahre  1843  über  fluctuirende  Functionen  an- 
gestellt   hat.     In    demselben   Umfange ;    in    welchem   der   Satz   über   das 
Dirichlet'sche  Integral   gilt,    gelten   auch   die   zahlreichen   Folgerungen, 
welche  aus  ihm  gezogen  werden  können.    Das  Fourier*sche  Doppelintegral, 
das  Poisson'sche   Integral,    die   Fourier*sche  Beihci    die  Dirichlet- 
sche  Summenformel,   sie   alle  sind  unmittelbare  Folgerungen  des  Di  rieh - 
je  tischen  Integrales    in   der  hier   zu  Grunde  gelegten   Gestalt.    Auch  die 
Methoden,  welche   man  als  die  der  mechanischen  Quadratur  zu  bezeichnen 
pflegt,  treten  durch  die  Euler- Mac* Lau rin*sche  Summenformel  in  einen 
innigen  Zusammenhang  mit  den  Fouri  er 'sehen  Reihen,  und  eine  merk- 
wrürdige,  Yon  Kronecker  selbst  gegebene  Summenformel  stellt  die  Brücke 
zwrischen  der  Dirichlet'schen  und  der  Euler-Mac-Laurin*schen  Summen- 
formel  her. 

Nunmehr  aber  werden  von  der  zehnten  Vorlesung  an  die  Betrachtungen, 
-«reiche  sich  um  das  Dirichlet'sche  Integral  gruppireu;   noch  einmal  yon 
ttsdorer  Seite  her,   nftmlich  yom  Cauchy*schen  Integrale  aus,  in  Angriff 
^nommen.    Unter  den  zahlreichen  Anwendungen  des  Satzes  von  Cauchj, 
welche  hier  eine  Erörterung  finden,   erscheinen   zum  Schlüsse  die  auf  den 
Integral -Logarithmus   bezüglichen  Betrachtungen;   ein   specieller  Fall   des 
Integral-Logarithmus  ist  Diri  Chiefs  discontinuirlicher  Factor.  Dieser  Factor 
giebt  hier  zu  einer  sehr  interessanten  Methode  der  Summation  allgemeiner 
unendlicher    Reihen   Veranlassung,    bei    welcher    die  Coefficienten  als    die 
rifferenzen    einer   discontinuirlichen  Function  erscheinen,    welche   an  einer 
unendlichen  Menge  bestinunter,  durch  die  Form  der  Beihe  gelieferten  Stellen 
Sprfinge    erleidet.      Bei    solcher  Art    der    Betrachtung    ergeben    sich    die 
Fourier'schen  Reihen   und  Integrale  nur  als  ein  specieller  Fall  der  all- 
gemeineren hier  untersuchten  Gattung  von  Reihen.    So  gewinnen  alle  diese, 
im  Einzelnen  oft  sehr  verschiedenartigen  Entwickelungen  durch  das  Dirich- 
let*8che  Integral   ein   natürliches   Centrum    und   einen  übersichtlichen   Zu- 
sammenhang. 

Beschränkte  sich  die  Untersuchung  bisher  auf  das  Gebiet  der  einfachen 
nnd  der  Doppelintegrale,  so  schreitet  sie  jetzt  (von  der  vierzehnten  Vor- 
lesung ab)  zum  allgemeinen  n- fachen  Integrale  fort  und  wendet  hier  den 
Hauptsatz  von  der  Transformation  auf  die  Berechnung  einiger  Integrale 
an,  welche  über  „Prismatoide"  oder  über  solche  Gebiete  des  n-  dimensionalen 
Raomes  erstreckt  sind,  die  auf  Prismatoide  abgebildet  werden  können.  In 
diesem  Rahmen  finden  auch  die  wichtigsten  Sätze  über  die  Gammafunction 
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eine  summarische  Erörterung.^  Der  Hauptsache  nach  sind  aber  die  letzten 
VorlesungeD  einer  genauen  und  zum  Theil  eigenartigen  üntersuchtiDg  j^ 
Potentiale  w-facher  Mannigraltigkeiten  gewidmet  Es  werden  znnltchst  die 
Green  'öchen  Satze ,  ßodann  die  charakteristischen  Eigenschaften  des  Potentials 
immer  unter  möglichster  Einachräiikung  der  für  die  Giltigkeit  nothweDdigen 
BediDgungen  und  mit  durchgSugiger  Benutzung  des  im  Eingange  erwähnten 
Begriffes  der  natürlichen  Begrenzung,  auf  w -fache  Mannigfaltigkeiten  über- 
tragen«  Anch  das  Integral  von  Poiason  wird  in  der  Art  verallgemeinert, 
dass  die  partielle  Differentialgleichung  Ag  =  0(^j,  jr^,...«„)  integrirt  wird, 
wenn  der  Werih  der  stetigen  Function  %  auf  dem  Grenzgebiete  einer  spbSri* 
sehen  Mannigfaltigkeit  Yorgegehen  ist.  Den  Abschluss  bildet  die  Bestimm ong 
dea  Potentiales  einer  elHpsoidischen  Mannigfaltigkeit  unter  Zugrundelegung 
der  beiden  von  Dirichlet  für  den  dreidimensionalen  Raum  gegebenen 
Methoden. 

Die  erste  besteht  in  einer  Verification  der  fertigen  Formel  mit  Hilfe 
der  als  charakteristisch  erkannten  nothwendigen  Bedingungen,  die  tweite 
in  einer  directen  analytischen  Entwicklung  mit  Hilfe  des  discontinuirlichen 
Factors;  bei  jener  kann  die  Gleichung  der  ellipsoidisehen  Mannigfaltig- 
keit, bei  dieser  das  Anziehungagesetz  in  allgemeiner  Gestalt  zu  Grunde 
gelegt  werden.  Da  aber  der  Anwendung  der  zweiten  Methode  das  ße> 
denken  entgegen  steh  ti,  ob  nicht  natürliche  Begrenzungen,  welche  sieh  t.K 
bei  einfachen  Integralen  als  scheinbare  und  darum  entfernbare  erwei?eii, 
beim  üebergange  zu  vielfachen  Integralen  zu  wesentlichen  natürlichen  B^ 
grenüungen  werden,  so  wird  schiiesalicli  der  interessante  Versuch  unU 
nommen,  alle  eintretenden  unendlich  kleinen  Grössen  ihrer  Grösse nordnaii 
nach  abzuschätzen,  sie  in  der  Form  Ton  Modulaystemen  durch  die  gm« 
Kecbnting  mitzufdhreni  und  erat  am  Ende  der  Untersuchung  festzasteÜei 
ob  sie  in  der  That  zum  Verschwinden  gebracht  werden  können. 

Vorstehende   Inhaltsangabe   möge   in  Kürze  den  Charakter  der  Kroi 
ecker'schen  Vorlesungen  kennzeichnen*    Sie  geben  ihrer  Natur  nach  kei 
Tollatändige  Üebersicht  über   das    behandelte  Gebiet;  aber  sie  bieten 


*  Beiläufig  sei  hier  angegeben»  dasa  die  erste  Formel  anf  S«  243  lauten niuia: 


und    dasfl     der    in    der    Schlusehemerkiing    der    14,  Vorlesung    anagesproebeDen 
Forderung Y  die  GauaB-Legendre'Bche  Relation r 


f?-i 


nr{a^-^)^rina 


(2«) 


.-* 


direct  auf  dem  Wege  der  Darutelhmg  dea  rroductes  auf  der  Unken  Seite  durchs 
ein  ti-fachoB  Integral   zu   erweisen,   wohl   vollkommen   durch  ein  von  Liouvili 
im  ,p Journal  de  MatheniatiqueB^'  (2* ser.  1, 185 G,  p,  82  — 88)  angegebene«  VerfjüiPi 
entftjirochen  sein  dilrfle. 
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PUUa   neuer  GesicbtBpoakte   und  Zusammenhänge    und   neben   fertigen  Be- 
aiiltaten  auch  eine  grosse  Anzahl  reissvoUer  Perspectiven. 

M^gen  dieselben  auch  an  ihrem  Theile  dazu  beitragen,  dass  der 
Ideenkreis  Krouecker'd  Verbreitung  und  Fortbildung  finde! 

Georg  Landsbebo. 

Zahlentheorie.    Versuch   einer  Gesammtdarateüung  dieser  Wissenschaft  in 

ihren   Haupttheilen.     Von    Paul   Bachmann.     Zweiter  Theil.     Die 

analytische   Zahlentheorie«     Leipzig  1894.     B«  G.  Teubner.      XVIII 

und  494  S. 

Der  Verfasser  führt  mit  dem  vorliegenden  zweiten  Theil    (vergl.  die 

Besprechung   des  ersten  Theiles   in    dieser  Zeitschrift^  Uiator.^iter.  Abthlg. 

38.  Jahrg.;   S.  108  — 112)    sein  grosses  Unternebmen    um  einen  wicbtigen 

Schritt  weiter.     Gerade  die   analytische  Zablentheorte ,   das  heisst,  die  An- 

wendungeu  analytischer  Methoden  auf  die  Lehre  ?oii  den  Zahlen  und  ganz- 

zahligen   Formen,   ist    wohl  der  Theil   des  Ganzen ,    der  noch  am  meisten 

gekannt  und  gewllrdigt  wird. 

Denn  diese  Diaciplin.  welche  bis  auf  Euler  zurtlckgeht,  von  Dirich- 
let  aber  eigentlich  erst  begründet,  und  dann  von  Kummer,  Kr o necker, 
Dedekind,  Lipachitz  u.  A.  weitergeführt  worden  ist,  ist  eines  der 
merkwürdigsten  Beispiele  für  den  inneren  Zusammenhang  scheinbar  ganz 
getrennter  Gebiete;  schEgt  sie  doch  eine  Brücke  zwischen  den  beiden 
Haapterscheinungsformen  des  mathematischen  Denkens,  dem  Stetigen  und 
dem  Unstetigen. 

Es  war  nicht  leicht ,  das  so  verschiedenartige  Material  zu  einem  Ganzen 
zu  verarbeiten,  es  ist  das  dem  Verfasser  dadurch  gelungen,  dass  er  die 
Theorie  der  Dirichle fachen  Reihen  in  den  Mittelpunkt  stellte,  um  die 
sich  alles  Weitere  gruppirfc.  Freilich  sah  er  sich  dadurch  genöthigt» 
Untersuchungsreihen  anderen  Charakters«  wie  Hermite^s  Einführung  des 
Stetigen  in  die  Zahlentbeorie ,  die  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen 
u,  Ä.  in  einen  späteren  Band  zu  verweisen. 

Ein  einleitender  Abschnitt  recapitulirt  einige  Hauptsätze  über  unend- 
liche Beihen  und  Producte.  Als  unmittelbare  Anwendung  erscheint  einmal 
die  unbedingte  Convergenz  der  Keihe 

11=1 1 

i  >  1 ,  sowie  der  ähnlichen  Reihe 

j  das  Jacob  lösche  Symbol  bedeutet;  andererseits  die  von  Euler 
[  «ingeftihrte  Gleichheit  der  Reihe  Üs)  mit  dem  unendlichen  ProducU*: 
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WO  q  alle  Primzahlen  durchläuft. 

Ein  zweiter  Abschnitt  macht  den  Leser  mit  der  zweiten ,  hier  in  Frage 
kommenden  Euler*schen  Forschnngsrichtung  bekannt^  nämlich  mit  den* 
berühmten  Euler *schen  Sätzen  über  die  Zerfällung  der  Zahlen  in  Summanden, 
welche  auf  der  Entwickelung  des  Productes 

beruhen.  Der  Verfasser  hätte  hier  auf  die  merkwürdigen  Anwendangen 
dieser  Sätze  auf  die  Anzahl  von  Lösungen  gewisser  diophantischer  Gleich- 
ungen  hinweisen   können ,   wie  sie  die  abzählende  Invariantentheorie  lehrt. 

Hieran  schliessen  sich  einige  Verallgemeinerungen  von  Ganss, 
Jacobi  u.  A.,  die  hier  sämmtlich  direct  und  auf  die  einfachste  Weise  ab- 
geleitet werden. 

Der  dritte ,  als  Mittelpunkt  des  Ganzen  anzusehende  Abschnitt  handelt 
von  den  Dirichlet*schen  Reihen,  den  Verallgemeinerungen  der  Reihe Z(«), 
nämlich  Reihen  von  der  Form: 

S(8)  =  £^, 

WO  Cn  eine  positive,  mit  n  unendlich  wachsende  Grösse  bedeutet,  die  o« da- 
gegen im  üebrigen  beliebige  complexe  Grössen  sind,  von  denen  nur  ver- 
langt wird 9  dass  die  Summe a^  +  a^+'-'  +  an  auch  bei  unendlich  wachsendrai 
n  endlich  bleibt.  Nach  einem  berühmten  Frincip  von  Abel  ist  eine  solche 
Dirichle  tische  Reihe  S{s)  für  alle  positiven  Werthe  von  s  nicht  nur  gleich- 
massig  convergent,  sondern  auch  eine  stetige  Function  von  S,  woraus  sich 
u.  A.  die  wichtige  Folgerung  lim Z(l  +  q)  =: Z{1)  ergiebt. 

Die  wichtigste  Anwendung  der  Reihen  8  hat  Dirichlet  schon  selbst 
gemacht.  Bedeuten  Äq,  ä,  ,  Ä2,...ä;„...  positive,  mit  n  beliebig  wachsende 
und  der  Grösse  nach  geordnete  Constanten  ^  so  ist  die  Reihe 

n 

für  jedes  positive  q  convergent,  und  lim^QK)  i«t  ein  gewisser  Grenzwerth», 

der  z.  B.  in   dem  bedeutungsvollen   Specialfall,    wo  hn   die  Form  h-^na 

besitzt,  den  Werth  —  hat. 
a 

Hierauf  bat  Dirichlet  seinen  Beweis  für  den  berühmten  Sati  ge- 
gründet, wonach  eine  arithmetische  Progression,  deren  Anfangsglied  und 
deren  Differenz  zwei  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind ,  unendlich 
viele  Primzahlen  enthält.  Bekanntlich  hatte  Legendre  aus  diesem  Satze, 
den  er  ohne  Beweis,  nur  auf  Induction  gestützt,  annahm,  das  quadratische 
Reciprocitätsgosetz  hergeleitet. 
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In  AtilebnuDg  an  einen  Euler'scben  Gedfinkengang  wird  eine  gewisse 
Dirichlet*sche  Beihe,  die  für  alle  positiven  Werthe  der  Variabeln  5  con- 
vergirt,  für  5  =  0  dagegen  divergirt,  in  ein  Product  umgewandelt,  welches 
sich  über  alle  in  der  Progression  enthaltenen  Primzahlen  erstreckt.  Wäre 
nun  die  Anzahl  dieser  Primzahlen  eine  endliche ^  80  würde  sich,  indem  man 
$  gegen  Nnll  convergiren  lässt,  der  Widerspruch  ergeben,  dass  eine  end- 
liehe  Grösse  gleich  einer  anderen  wäre«  welche  über  alle  Grenzen  hinaus- 
wächst* 

Diese  Dirichlet*»chen  Principien  erweisen  sich  nun  als  grundlegend 
für  die  ganze  analytische  Zablentbeorie;  beispielsweise  hat  Kr o necker 
nachgewiesen,  wie  die  ganze  Theorie  der  binüren  quadratischen  Formen, 
etwa  von  den  ersten  Elementen  abgesehen,  aus  jenen  Principien  hergeleitet 
werden  kann. 

Hier  werden  aus  der  genannten  Theorie  zwei  klasaische  Hauptprobleme 
herausgegriffen,  die  Bestimmung  der  Klassenanzabl  und  der  Geachlecbter- 
an  zahl. 

Besonders  beim  ersteren  Probleme  tritt  der  Grundgedanke  deutlich  her- 
vor, eine  Mannigfaltigkeit  von  (positiven)  ganzen  Zahlen  doppelt  abzuzäbleUi 
nßmlich  die  von  den  Zahlen  m,  welche  durch  die  primitiven  F'ormen 
von  einer  gegebenen  Determinante  A  eigentlich  darstellbar  sind.  Analytisch 
drückt  sich  das  aus  durch  die  Gleichheit  zweier  Summen,  deren  eine  sich 
über  alle  dargestellten  Zahlen  m^  deren  andere  sich  über  alle  relativ  primen 
Werthe  der  ünbeatimmten  jc,  y  erstreckt. 

Diese  Grundformel  wird  einer  Reihe  von  läuternden  analytischen  Pro* 
cessen  unterworfen,  wobei  besonders  die  Gauss'schen  Summen  eine  Rolle 
spielen,  and  führt  so  BchliessHch  zu  einem  überraschend  einfachen  Re- 
sultat, wonach  z.  B.  bei  negativer  Determinante  A  das  Doppelte  der  ge- 
wünschten Klassenanzabl  gleich  wird  der  —  zwischen  den  Grenzen  0  und 
2A  enthaltenen  —  quadratischen  Reste  modA,  vermindert  um  die  ent- 
sprechende Anzahl  der  Niehtrcste. 

Bisher  ist  noch  keiue  Aussicht  vorhanden,  diese  und  ähnliche  Resultate 
auf  rein  arithmetischem  Wege  zu  gewinnen. 

Ab  einer  der  interessautesten  Abschnitte  ist  noch  der  zu  erwühnen. 
in  dem  daa  Problem  der  Häufigkeit  der  Primzahlen,  wohl  das  schwierigste 
der  ganzen  Zablentbeorie^  behandelt  wird. 

Es  wirkt  geradezu  packend,  wenn  geschildert  wird^  wie  die  Lösung 
uinen  ungeahnten  Aufschwung  nimmt,  wo  Hie  mann  (die  oben  erwtthute) 
Fnnuiion  i(s)  analytisch  durchforBcht. 

Sühr  dankenswerth  ist  endlich  ein  Schlusakapitel  über  zahlentheoretisohe 
Functionen  und  deren  mittlere  Werthe,  die  noch  eine  grosse  Zukunft  zu 
haben 'scheinen.  Es  wird  wohl  wenige  Fachgenosaen  geben»  die  bisher  in 
der  Lage  waren,  eine  einzelne  der  bez.  Abhaudluugeu  von  Mertens, 
[CitAardi  Gegen  baue r  u.  A.  zu  lesen. 
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Vermisst  bat  Keferent  eine  Reihe  zahlenüieoreti&cher  Fanctiopen»  ^ 
die  neuere  Tbeorie  der  Modulfunctionen  zu  Tage  gefördert  hat,  ^^ 

Im  Ganzen  kann  der  Referent  nur  sagen,  dass  er  selten  ein  so  ^ 
regendes  mathematiscbea  Bnch  in  der  Hand  gehabt  hat.  Möchte  der  V^j 
fasser  in  der  Forifübrung  seines  schönen  Unternehmens  nicht  erlahmen  i 

W,  Franz  MsYBa^ 


Formes  qnadratiques  et  umltiplicatioo  complexe.  Deux  formales  fonda> 
mentales  d'apres  Kronecker,  par  J.  de  Seguieb,  S.  J,  ,  Profesaear 
4  runi?ersitü  d'Ängers.  Berlin  1894  F.  L.  Dames,  VIII  und  339  S, 
Der  Züsammenbangt  welcher  zwischen  der  Theorie  der  elliptsscheo 
Functionen  und  der  Zahlentheorie  besteht ,  ist  wegen  seiner  Tiefe  vou  jeher 
als  ein  besonders  würdiger  üntersuchung&gegenstand  angesehen  worden, 
Um  nur  an  neuere  Autoren  zu  erinnern  ^  so  haben  auf  diesem  Gebiete  mit 
groHsem  Erfolge  gearbeitet  u,  A*  Dedekind,  Gierster,  Harwiti, 
Kl  ein ^  Pick,  Web  er ^  sowie  neuestens  auch  Greenbill  und  Kiepert 
Jedoch  hat  keiner  an  der  Klärung  des  fraglichen  Grenzgebietes  zwischen  den 
elliptischen  Functionen  und  der  Arithmetik  so  hervorragenden  Anthüil  il| 
Kronecker,  Letzterer  hat  diesem  Gegenstande  eine  grosse  Reihe  Ton 
Notizen  (in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie)  gewidmet »  dit 
sich  durch  mehrere  Jahrzehnte  hindurchziehen  itnd  die  leider  durch  den 
Tod  Kroneck er*8  unvollendet  geblieben  sind.  Bei  der  Auffassung 
Kronecker's  kommen  einige  untergeordnete  Gesichtspunkte  zur  Geltung, 
wie  z,  B,  eine  Abweichung  von  Gauss  und  Dirichlet  in  der  Schreib- 
weise der  quadratischen  Farmen,  wie  ferner  der  vom  sonstigen  modernen 
Brauch  abweichende  Rückgang  auf  die  Jacob i 'sehe  Tbeorie  der  elliptischen 
Functionen  an  der  Stelle  der  We ie  rs t ras s 'sehen*  Von  principieller  Be- 
deutung jedoch  ist  es,  dass  Kronecker  jener  mit  der  Geometrie  mittelbar 
oder  unmittelbar  in  Zusammenhang  stubenden  Auffassung  durchaus  ab* 
geneigt  war,  welche  durch  Klein  in  den  Grenzgebieten  der  elliptischen 
Functionen  und  der  Zahlentheorie  mit  Erfolg  zur  Geltung  gebracht  vsL 
Nach  Meinung  des  Referenten  ist  nicht  zweifelhaft,  dass  erst  durch  inöen 
Verschmelzung  der  beiden  hiermit  angedeuteten  Richtungen  eine  durchnw 
reife  Durchbildung  unseres  Gegenstandes  gewonnen  werden  kann.  Einit- 
weilen  sind  die  fraglichen  Forschungen  noch  so  neu  und  unvollständig,  dan 
jede  auch  einseitige  Behandlung  derselben  willkommen  sein  muss;  ond  in 
diesem  Sinne  ist  es  sehr  freudig  zu  begrtissen,  dass  Herr  J.  de  Segniit' 
in  dem  in  der  Ueberschrift  genannten  Werke  eine  zusammenhängende  I)l^ 
Stellung  der  Kronecker 'sehen  Schöpfungen  sammt  allen  Zwischenent^ 
Wickelungen  geliefert  hat.  In  der  neueren  deutschen  Literatur  ist  durch 
das  bekannte  Werk  vou  Weber:  ^Elliptische  Functionen  und  algebraische 
Zahlen^  das  fragliche  Gebiet  gleichfalls  allgemeineren  Kreisen  zugänglich 
gemacht     Den    wesentlichen    Unterschied  beider  Werke   muss  man  darin 
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sehen,  daas  Segnier  in  ud  mittel  barem  AnscblDSs  an  Kronecker  wo- 
möglicb  nicbta  von  dessen  Entwickeiungen  auslässt,  dafUr  aber  den  durch 
die  oft  nnterbrocbene  Krön  eck  er 'sehe  PublieatioDa  weise  gegebenen  Mangel 
an  reifer  und  abgeklärter  Disposition  in  Kauf  nimmt,  während  Weber, 
sich  auf  das  Wesentlichere  bescbräukeiid,  seine  eigenen  und  Dedekind*8 
AnffassuDgen  der  Sache  entschiede«  weit  conciser  zur  Geltung  bringt, 
üebrigens  sind  beide  Werke  auch  in  der  Anlage  von  einander  verschieden; 
80  nimmt  Seguier  z.  ß.  jene  Entwickelungen  Kronecker's  auf,  welche 
sich  unmittelbar  an  die  ursprünglichen  Dirichlet'schen  Untersuchungen 
über  die  Klassenanzahlen  anschliessen  und  theils  Yereinfachungen ,  tbeils 
ErweiteruDgen  der  Diricblet'schen  Ergebnisse  enthalten,  Herr  Weber 
ist  auf  diese  Gegenstände  in  mehreren  Noten  zurückgekommen  i  die  er  An- 
fang 1893  der  Göttinger  Oesellscbaft  der  Wissenschaften  vorlegte. 

Seguier  hat  in  den  Mittelpunkt  seiner  Darstellung  2wei  Formeln 
ronecker*3  gestellt,  auf  die  er  auch  bereits  im  Titel  seines  Buches 
hinweist.  Mit  der  ersten  dieser  beiden  Formeln  hat  sich  Krone cker 
noch  innerhalb  der  von  Dirichlet  selbst  bereits  gegebenen  Gedanken- 
ent Wickelung  gehalten.     Es  gilt,  wenn 

{ax^  +  bx^  +  c^*) 
eine  ganzzahlige  quadratische  Form  ist,  Summen  von  der  Gestalt: 


y^Fiam^  +  bmn  +  cn'} 


m  eine  einfachere  Form  umzusetzen.  Es  bezieht  sich  dabei  die  Summe  auf 
alle  Paare  relativer  Primzahlen  m,  «,  jedoch  für  den  Fall  positiver  Deter- 
minante V — 4a c  unter  Einhaltung  einer  gewissen  Ungleichung  für  tu 
und  fi ;  und  es  ist  weiter  F  irgend  eine  Function ,  für  welche  die  augezeigte 
Reihe  absolut  convergent  ist.  Bei  stehendem  Werthe  D  ^=  b^ ^  4ae  soll  sich 
die  zweite  Summirung: 
I  Sj  y^F{am^+hmn  +  cn^) 

auf  ein  System  repräsentirender  Formen  der  zu  dieser  Determinante  ge- 
hörenden Klassen  beziehen.  Auf  Summen  dieser  oder  ganz  nahe  verwandter 
Art  bezieht  sich  die  „erste  Kronecke r'sche  Fundamentalformel'*. 

Mit  der  zweiten  der  beiden  gedachten  Formelu  that  Kronecker  einen 
entschiedenen  Schritt  Über  Dirichlet  hinaus;  doch  gilt  diese  Ent Wickelung 
einzig  für  negative  Determinanten.     Die  Reihe 

.  v( y^l V^^' 


lehnet    man    für   gewöhnlich    im    engeren    Sinne    als    Di  rieh  lo tische 
»;  der  Werth  dieser  Summe  ist  von   (a,  ^,  c)  nur  noch  insofern  ob- 
bl&iigigt  ^^^^  ^^  einzig   durch  die  Klasse  bestimmt  erscheint,    das   beisst, 

«  •    *■ » 4U  tl  Znluchr  r  ftUit^  u  Vhy»,  4iK  Jakrg.  tS96  4.  Heft  |  j 
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ümB  er  n nabbin gig  von  der  besonderen  röprisentirendeo  Form  ist  Die 
Beihe  ist  für  beliebigei,  von  Nnll  verschiedenes,  positives  q  absokt  con^ 
vergent  und  giebt  Anlasä  zu  dem  folgenden  Ansätze: 

Von  Dirichlet  ist  bewiesen  worden,  dass  das  Anfang^glied  der  nach 

Potenzen    von  ^  aDgeordneten  Eeibo  —   istj    und   hierauf  bombt    die  ÄJi* 

wendnng  der  fraglichen  Reihe  auf  die  Bestimmung  der  Elagsenan zahlen« 
Die  höheren  Coefficienten  A^,  Jj,  .  .•  sind  durchaiii  noch  von  der  Form 
(a,  fr,  c)  abhängig,  und  man  muss  es  ak  die  HnupÜeistung  Kronecker'i 

in  diesem  Gebiete  ansehen,  dass  er  diese  AbhIlDgigkeii  ftir  A^  in  Er- 
fahrung gebracht  hat.  Dieselbe  ist  ausgesprochen  in  der  „zweiten 
Kroneckor  'sehen  Fund  amental  f omael  "*  t 


r  V  =  1 

hierbei  aind  ra  und  iS  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

die  für  den  vorliegenden  Fall  negativer  Determinante  conjugirt  imaginär 
ausfallen.  Kronecker  ist  auf  diese  Formel  oft  wiederholt  zurückgekommen 
und  hat  ihre  Giltigkeit  schliesslich  auch  noch  für  den  Fall  beliebiger  com- 
plexer  a,  &,  c  bewiesen,  die  nur  der  einen  Bedingung  genügen,  dass  o) 
und  —  ra  positiven  imaginären  Bestandtheil  haben. 

Es  muss  nun  hier  sehr  betont  werden,  dass  auf  die  Krön  eck  er- 
sehe Formel  von  Seiten  der  Klein  *schen  Theorie  der  Modulfunctionen  ein 
neues  Licht  geworfen  wird.  Die  Sachlage  ist  folgende:  Geht  man  von 
der  Form  (a,  &,  c)  zu  einer  äquivalenten  Form  über,  so  erfahren  oo  und 
CO  zugleich  eine  lineare  ganzzahlige  Substitution  der  Determinante  1. 
Schreibt  man  homogen  co  =  o^  :  cd^  und  —  cö  =  t/j  :  y/^  i  so  stellt  sich  der 
bezeichnete  üebergang  in  der  Gestalt  dar: 

es  ist  demzufolge  cö'ji;2+ o'a  Vi  =  ®i^2+ *^2'?n  ^°^  ™*°  nennt  in  diesem 
Sinne  w, ,  ©j  und  i/g,  i^,  contragrediente  Variabele.  Es  entspricht  nun  den 
einfachsten  Grundsätzen  der  Theorie  der  Modulfunctionen  und  zugleich  der 
Invarianz  der  Coefficienten  Aq^  ^|,.  . .,  nach  Formen  <2>(o>|,  o>s|i7if  i^s)  der 
beiden   Variabelenreihen    zu    suchen,    welche    gegenüber    der   angegebenen 


iecensionen. 


Gruppe  der   eontragredienteD  Sabstitutionen    invariant   sind.    Froducte  Yon 

IModol formen   9>(q7|,  cDj)*t^(i7|,  i^i)    zeigen    diese  Eigenscbaft    bereits  und 
hier  st^bt  als  einfachstes  Product: 
vora 
aUc' 


12  ^ li , 


I 


I 
I 


voran,  wobei  unter  yJ  eine  bekannte  Modulforrei  (—))'*'  Dimension  ver- 
standen  ist    Von  w  und  r/  =  »/j ;  i/j  allein  abhüngig  erweist  sieb  die  Function ; 

deren  Invarianz  ans  ihrem  Bildungsgesetz  unmittelbar  klar  ist.  Auch  der 
Logarithmus  dieser  Function  ist  noch  eindeutig,  wie  man  durch  einfache 
Grundsätze  der  Theorie  der  Modulfonctionen  zeigt  j  und  nun  ist  es  gerade 
der  Sinn  der  Kronecker^schen  Formel  (in  ihrer  allgemeinsten  Auffassung 
mit  complexen  a,  2»,  c),  dass 

ist,  dass  also  Aq  bis  auf  eine  additive  und  eine  multiplicative  Constante 
gerade  mit  lo^ F^dj,  rj)  identisch  ist.  Man  muss  in  diesem  6inne  vom 
Standpunkte  der  Modul functionen  die  Kro necker *sche  Leistung  als  den 
ersten  Schritt  in  eine  Theorie  der  Modulformen  zweier  contragedienten, 
oder^  was  auf  dasselbe  hinaufkommt,  cogredienten  Yariabelenreibeu  ansehen. 

Das  Seguier'sche  Buch  gruppirt  sich  um  die  beiden  Kronecker- 
sehen  Formeln  in  der  Art,  dass  es  einmal  Vorbereitungen  zum  Beweise 
derselben  entwickelt,  wobei  specifische  Vorkenntnisse  aus  der  Zahlentheorie 
in  möglichst  geringem  Umfange  vorausgesetzt  werden;  vornehmlich  aber 
gilt  die  Darstellung  Seguier's  den  Anwendungen  der  Kroneck  er'schen 
Formeln  auf  das  Problem  der  Klassenanzahlen ,  sowie  auf  die  Theorie  der 
singulären  Moduln ,  welche  bei  der  complexen  MuHiplieation  der  elliptischen 
Functionen  auftreten.  Der  erste  Theil  des  Buches  zerfallt  in  zwei  Ab- 
schnitte,  von  denen  der  erste  die  Summen  von  Gauss,  die  Principien  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  und  die  Coroposition  der  Formen  be- 
handelt ^  der  zweite  aber  die  erste  Fundamentalformel  von  Kronecker« 
die  Eintheilung  der  Klassen  quadratischer  Formen  in  Geschlechter  und  die 
verallgemeinerten  Gauss'schen  Summen*  Mit  der  letzteren  Bezeichnung 
werden  gewisse  Doppelsummen  belegt,  welche  eine  den  gewöhnlichen 
Oans8*schen  Summen  verwandte  Bauart  zeigen,  wobei  übrigens  die  Ex- 
po nentialgrIJsse  der  gewöhnlichen  Gauss 'sehen  Summen  durch  die  Theta- 
function  ersetzt  erscheint.  Der  zweite  Theil  des  Buches  ist  der  zweiten 
Kronecker'schen  Formel  gewidmet  und  entwickelt  zugleich  einige  Sätze 
über  Transformation  und  complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen* 

Der  dritte  Theil  enthält  endlich  Anwendungen  der  beiden  Krön  ecke  r- 
[sehen  Formeln  |   und   zwar   steht   hier  im  Mittelpunkte  die  Berechnung  der 
iognljtren  Moduln «   für  welche  die  complexe  MuHiplieation  der  elliptischen 

;ionen   stattfindet     Man   hat  für  Jeden  besonderen  Fall  der  complexen 


RsfcÄrisefe  -  tiiemriiebe 


heiiung. 


Mllltiplaoatioii  die  Auswahl  zwiBchen  einer  grossen  Zahl  singiilärer  Modtilii, 
w«lcbo  soblieaalioli  alle  im  Wesentlichen  dasselbe  leisten  |  nnd  man  hat  es 
wiadtr  als  einen  Vorzug  der  Klein 'sehen  Theorie  antuaeheni  dass  sie  in 
[  j«dttii  Patlö  ein  UrUiell  an  die  Hand  giebt^  welches  die  einraebsten  sin- 
gallren  Moduln  sind.  Der  Gebranch  der  Krön  eck er'schen  Formel  f^hrt 
10  dantelbtii  aingul&^n  Moduln,  anf  welche  Herr  Weber  toq  den 
Sibliftrsobiii  llodnlargieiehnngen  ans  geführt  wird.  Die  letEteien  liefern 
dl«  sogantinittwn  »Qleic  hangen  der  complexen  MnltipHcation*^  deren  Worseln 
di«  aingoliran  Hodmifi  sind.  Die  Methode,  mit  welcher  Herr  Segnter 
0|i«rift,  flUirl  üwtth  eiitö  eigen thQmliche  Verkmfipfnng  der  beiden  Kroneeker- 
ethan  f  omiehi  direcsi  auf  die  gingnilren  MckIuIh«  Es  ergiebt  sich  dabei 
angleieli  mn»  sehr  interessante  AnfKSsnsg  der  Peiraehen  Gleiehnng  dnreh 
iUiptibeli*  Pn&elioneti  ^  wtkhe  sieh  der  beka&nten  AnUfisnBg  dieser  Gieichnng 
dor^  Kmaiaaeiinneii  an  di«  Seile  stellt.  Die  Bereili&«iig  der  singalKren 
Modftta  wird  thitritoUirii  durdigeDlhrt  für  einige  tos  jeaen  63  dnreh  4 
DtienraMita,  wtld»  nadi  einem  ?on  Enler  nnd  Oansi  aU 
^«hincluiiilidi  biigttileltteJi  Satze  die  eüuigen  Determinaniefi  mit  aar 
liMWfili  KliiMft  alad.  Die  USammg  4st  FelT^b^n  Qkiidsiiqg  dnxch  elUp^ 
wird  för  den  F^l  i*mu^  =  A  doiihgdUrt.  Die 
der  iingallfen  Moduln  darf  man  bei  der  grosiea 
di«  tlieirtiii^nn   der  eomplax^n  Mnlti|iJic&tjii(ii   filr  die 


modarae   i.l^-*'^- 


'»;t  Vr  «-M^n»? 


Tr'iiih«^  m^-i.      ^iri.1 


'  :''b*ii?6    A.^'  '*"^"^''^'-^    rir'-^^ln 


Kj:  sei  bemerkt,  dass  Herr  Weber  die  Berechnung  ftlr  die  s&mmtlichen 
to  oben  gemeinten  Determinanten  durchgeftlhrt  und  die  Resultate  am 
Schlüsse  seines  mehrfach  gekannten  Werkes  lusammengestellt  hat. 

RoB&RT  Fricke. 


r.  MoLKXBROEK,  Aawandnag  der  Qnateraionen  auf  die  Geometrie. 
Leiden  lSi>:v    BnU.    ää:>  S, 

Im  Anschluss  an  die  ^Theorie  vier  Quatemionen'^  ^TcrgL  Ref,  im  36.  Bd. 
^  TC>,  T4>  Usst  Verfasser  hier  eine  STstemaiisch  geoninete  Darstellung  ▼on 
AKweihittugea  K>1^a«  in  sechs  Abschnitten: 

L  Deutac^  exui^r  Formeln.  Vermis<''hte  AufgiU^^en  aas  der  Tiigono- 
meuie  uau  Geoaietrie. 

:^,  IVr  Faakl«  d^  Ebeae,  die  Geiade  und  m  KugeL 

«V  Die  F^^^efi  tw^ter  Ordnung. 

4.  Allg«B»eiae  TWorje  der  FÜchea. 

cv  AM^*eaMiuie  TVMne  d«r  OarrsA,    lirft»mcag. 

^.  TW<«ie  d«r  igwuitiaigMi  Scmhlaiyn— e. 

Wie  iBAft  aMvHk  Mad  im  1smi#  vsaaii  fraalipBfr«  ^bb  wat/t  wdl  Hilw  dee 
•  H«jiil- 


fecensionen. 
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Heryorzulieben  Ist,  dass  auch  die  Theorie  der  Polaren  beliebiger  Ord* 
nuiig  eines  Punktes  in  Bezog  auf  eine  Fläche  der  Behandlung  mittelst 
Qoaternionen  zugängig  gemacht  wird.  Doch  bekennt  Verfasser  selbut ,  dass 
sein  Verfahren  hinter  dem  Joachimstharschen  an  EiDfachhait  Kurück- 
bleibt.  Neu  unter  den  Anwendungen  ist  der  Versuch ,  die  partiellen  Linearen 
Differentialgleichungen  mittelst  Quaternionen  zu  integriren.  Es  werden  zwei 
Methoden  entwickelt,  um  Integrale  der  partiellen  liuearen  Differential- 
gleichungen erster  und  zweiter  Ordnung  zu  ßnden. 

Den  Schluss  des  Bandes  bildet  ein  Bogen  BerichtiguDgen  und  ZusKtze 
zu  der  „Theorie  der  Quaternionen",  E.  Jahnke. 


P.  MoLBNBROBK,    Ovor  de  toepassing  der  qnaternionen  op  de  meohanica 

en  de  natuurkunde.  Amsterdamer  Bericht  1893,  S.  1—38. 
Hamilton  hatte  die  Absicht,  In  seinen  ,, Elementen^  die  Brauchbar- 
keit des  Operators  ^  fdr  physikalische  Anwendungen  nachzuweisen;  doch 
kam  diese  Absicht  nicht  zur  Ausführung.  Nun  entwickelte  Tai t  in  seinem 
„elementary  treatise  on  quaternions"  eine  diesbezügliche  Methode i  von  der  er 
indessen  selbst  zugiebt,  dass  sie  keine  directe  hL  Diese  Lücke  sucht  Ver- 
fasser  auszufüllen»  indem  er  von  Gesichtspunkten  ausgeht,  die  in  seiner 
9 Theorie  der  Quaternionen^  und  in  seiner  ^  Anwendung  der  Quateruionen 
auf  die  Geometrie"  eine  ausführliche  Darlegung  gefunden  haben.  Die  Gegen- 
stände der  einzelnen  Kapitel  sind:  Laplace-Poisaon'scbe  Ditferential- 
gleichung,  Green'sches  Theorem,  Elasticitlltstheorie,  die  allgemeinen  hydro- 
dynamischen Gleichungen  p  Wirbelbewegung  and  stationäre  Potentialbewegung. 

E,  Jahnkb, 

A.  SiGKENBERGER.  Leitfaden  der  elementaren  Mathematik.  Zweiter  Theil. 
Planimetrie.    2.  Auü.    München  1893.    Ackermann.     123  S. 

Es  ist  eine  knappe  Darstellung  des  gewöhnlichen  planimetrischen 
Pensums f  welches  hier  und  da  noch  eingeschränkt  worden  ist.  So  fehlt 
n,  A.  gfilulich  der  Begrifl'  der  harmonischen  Theilung  und  mit  ihm  die 
Gruppe  von  Aufgaben,  deren  elegante  Lösung  auf  dem  Apolloniscben 
Halbkreis  beruht.  Mit  Recht  ist  der  Ptolem tische  Lehrsatz  unter  die 
üebungsaufgaben  verwiesen* 

Die  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten  nur  dadurch, 
dass  den  einzelnen  Abschnitten  üebuugsbeispiele  beigegeben  sind«  Hierhei 
verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  unter  die  algebraisch -geometrischen 
Aufgaben  auch  Maximum*  und  Minimum -Aufgaben  leichtester  Art  auT 
genommen  worden  sind,  deren  Lösung  sich  durch  Discussion  der  Dis- 
mminante  einer  quadratischen  Gleichung  ergiebt.  e.  Jaunke, 


Sitzungsberichte  der  kÖnigL  söcba.  GeBellaehaft  der  Wiisenscbafteii.  Matbem,- 
phji,  Claese,    1894,  111  und  1895,  L    Leipzig,  HirzeL  4  IMk. 

Sit^nagsberiebte  der  königL  bayer,  Akademie  der  WissenscbafteD.  Matbem. 
Claase*    1895,  L    Möncbee,  Fraoa.  1  Mk,  ^  Pf. 

Bitzangäbarichte  der  klfnigh  bÖhin>  OeEeUBehaft  der  WissenaGbaften,  Mathetn.* 
naturw,  0 lasse.    Jahrgang  1894.    Prag,  Rlviiae.  20  Mk< 

Terbandlungen  der  yom  5.^12.  Bepiember  1894  in  Innebrüek  abgehaltenen 
Conferenz  der  permaneiitei]  Commigsicn  der  interDationalen  Erdmessnng. 
Redigirt  von  Ä,  Hiescb.     Berlin,  G.  Beimer.  6  ^k. 

LandeavermMsongd,  Grossberzogtbii  ms  Mecklenburg.  5.  Tbeil.  Die  conforme 
Regel projeotion ,  angewandt  auf  das  trigonom.  Netz  erster  Ordnung. 
Schwerin,  Stiller.  4  Mk. 

Verhandlungen  der  Gesellschaft  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte.  66.  Ver- 
sammlung in  Wien,  24.— 28.Sept.  1894.  2.  Theil.  Leipzig ,  Vogel.    löMk. 

Das  Präcisionsnivellement  der  Rheinpfalz,  ausgef.  u.  bearb.  von  C.  Obrtel. 
Veröffentlichung  der  königl.  bayer.  Commission  für  internationale  Erd- 
messung.    München ,  Franz.  1  Mk.  50  Pf. 

Publicationen  des  astrophysikal.  Observatoriums  in  Potsdam.  Nr.  26.  Spectra 
der  helleren  Sterne.     Leipzig ,  Engelmann.  10  Mk. 

Nr.  33.    Meteorologische  Beobachtungen  in  den  Jahren  1888  u.  1889. 

Ebendaselbst.  8  Mk. 

Veröffentlichungen  der  königl.  preuss.  geodätischen  Instituts.  Telegrapbische 
Längenbestimmungen  i.  d.  J.  1890 — 1893.  Berlin,  Stankiewicz.     15  Mk. 

Veröffentlichungen  des  königl.  preuss.  meteorologischen  Instituts.  Gewitter- 
beobachtungen im  Jahre  1891.    Berlin,  Asher.  3  Mk. 

Beobachtungen  an  Stationen  II.  und  III.  Ordnung  im  Jahre  1891.  Zu- 
gleich deutsches  meteorol.  Jahrbuch  für  1891.  3.  Heft.  Ebendas.     9  Mk. 

im  Jahre  1894.    2.  Heft.    Ebendaselbst.  2  Mk.  50  Pf. 

Meteorologische  Beobachtungen  zu  Potsdam  i.  J.  1893.  Ebendas.   9  Mk. 

Deutsches  meteorolog.  Jahrbuch  für  1894.  Von  der  Station  I.  Ordnung  in 
Bremen.  5.  Jahrg.  Herausgeg.  von  P.Beroholz.  Bremen,  Nössler.   3  Mk. 
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Sdhölke,  A.,  Vierst^lUge  Logarithmentafeln  nebst  mathematischen,  physi- 
kalischen und  astronomischen  Tabellen.    Leipzig,  B»  G.  Teubner.    60  Pf. 
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Schatuisitli»,   P,,   üeber  die  Producte   der  Lüsungetx   homogener  linearer 

DifferentialgleicbuDgen  (Programm).     Ebendaselbst  1  Mk. 

LtK8K;N&AiiTH,    H.,    Ueber    ünicursalcurven    dritter   Ordnung    (Programm). 

Ebendaselbdt.  1  Mk. 


tftb.Üü 


160  Historisch -litemrische  Äbtbeilmng.     BibliogrEphle. 

Maeügraff,  B,  ,  Primitive  Gruppen,  welche  eine  tmnsitive  Gruppe  geringeren 
Grades  enthalten  (Programm).     Berlin,  Gärtner.  1  Mk. 
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Di©  folgende  Äbhaadlung  findet  sich  im  Codex  Latinus  Monacensis 
14908,  Blatt  308— 31 L  Sie  lehrt  die  Heratellung  des  Quadratum 
GeometrioQm  niebt  ganz  übereinstimmend  mit  Georg  Peurbach,  jedoch 
auch  zu  etwas  anderem  Zwecke  bestimmt  Der  ungenannte  Verfaeaer  lehrt 
nach  der  Beschreibung  desselben  seine  Anwendung  zum  Tiefen-,  Längen* 
und  Hi^benmessen.  Von  den  Vorschriften,  welche  sich  in  der  Geometri& 
Gerberti  finden,  und  welche  mit  einem  bei  weitem  unrollkommeneren 
Instrumente  gemacht  werden,  haben  die  hier  gelehrten  vor  allem  das  Toraas, 
daes  sie  auch  den  Grund  angeben,  auf  welchem  die  ganze  Anwendung  des- 
selben beruht  f  dass  nämlich  stets  zwei  ähnliche  Dreiecke  vorhanden  sind, 
man  von  der  daraus  folgenden  Proportion  stets  drei  Glieder  kennt,  und 
dass  man  also  auch  leicht  das  vierte  unbekannte  berechnen  kann.  Der  Ver- 
fasser nimmt  dabei  auf  Euklid  Buch  6,  Frop.  4  Bezug  und  beruft  sich  an 
einer  anderen  Stelle  auf  den  Algorismus  de  minutiis.  Es  ist  darunter, 
wie  mit  Sicherheit  nachgewiesen  werden  kann,  der  Algorismus  de 
minntiis  des  Jobaniies  de  Lineriis*  gemeint»  der  sowohl  im  Originale, 
wie  in   einer  weiter  ausgeführten  Bearbeitung  als  zweiter  Theil  einer  am- 

*  In   den   gedachten  Ausgaben  dieses  Algorismus   so  wenig   als  in  den 
mflifiten  Handschriften   findet  sich  die  Widmuog  des   Joh.  de  linerüi,   welche  er 
seinem  Werke  Toraassendet.    Diese  Widmung  ist  erhalten  in  der  Handachnft  der 
mploniaoa  in  Erfart  Qu.  349^  wo  sie  Blatt  11  folgendermaseen  beginnt.* 

Mnltiplicis    philoaophiae  varÜB  radita  illuBtrato  domino 

Eoberto  de  Bardie  de  Florencia  GlacnnensiB  ecclesiae  inclito 

decaao  Johannes  de  Lineriis  Anbianensts  diocesis  astronomi. 

cae  veritatis  amator... 

Daraas   dürfte  wohl  absolut   sicher   hervorgeheaf   dass  Jolu  do  UiLsriit  kein 

Siciltaner    gewesen   tat,    und    also   Job&nnet    Sioolai    eine    andere  Persönlichkeit 

mn  muts, 

Ulfl.  Ut  kbih,  A.  ZoUioliT,  t  M»th.  u.  Ph/t.  4tf.  Jahrg.  1SV&.  &.  U^tl  13 
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rEäBenderen  Bolinft  mit  dem  Gaeammttitel  AlgoriamuB  Ratifipotioiisii 
ia  derselben  HandBobrift,  sowie  in  nocb  eioigeE  andereii  der  Müncbeiier 
Hof-  und  Staakbibliotbek  sich  findet »  und  am  Scbhisse  genau  das  entbälii 
was  unser  Verfasser  als  darin  enthalten  angtebt. 

Von  ganz  erbeb  liebem  Interes&e  dürfte  die  am  Beblusse  des  ganze  n 
Anfaatzes  biDzugefügte  Tabelle  sein,  welche  dazu  bestimmt  ist,  dem  Messen- 
den die  Eecbnung  abzunehmen«  Wenn  man  dieselbe  Dach  der  gegebenen 
Anweisung  nacbreehnet ,  so  sieht  man  leicht,  dass  die  beiden  ersten  Colonnen 
nach  dem  ersten  Theile  der  Eegel,  die  beiden  letzten  nach  dem  letzten 
Theile  derselben  berechnet  sind.  Es  sind  dabei  immer  die  Gnbiti  anf  Gansef 
theils  mit  plue,  thelLs  mit  minnS|  abgerundet;  ebenso  im  zweiten  Theile 
die  Gradus  nnd  minuta  auf  ganze  minnta.  So  ist  z.  B>  bei  52^  statt 
69^  rund  69,  bei  44' statt  81^  das  zu  Grosse  82  gesetzt.  Ebenso  ist  bei 
46  cubiti  ec  um  etwa  16"  zu  klein,  bei  22  cnbiti  nm  fast  22"  zu  gross 
angegeben*  Es  ist  daraus  jedenfalls  ersichtlich,  wie  wenig  es  damals 
noch  auf  wirkliche  Genauigkeit  ankam«  Dass  die  Tabelle  sich  nur  auf  die 
in  Figur  2,  3  und  4  dargestellten  Messungen  bezieht ^  ist  einlenchtend. 

11  De  «taadrato  geometrlco  eotnponendo.  ||  i 

Disponatnr  quadratnm  aeream  seu  lignenm  aeqnilaterum  nndiqne 
planum f  nt  nusqnam  declinetf  quod  eit  yerbi  gracia  ahcd\  et  qnanto  maior 
fuerit;   tanto   cercius.     Ducanturque   in  lateribus   quadrati    praedicti  lineae 

5  rectae  et  aequales  constituentes  nndique  angulos  rectos,  qui  sint  a&,  &c, 
cd  et  da,  quarom  duae,  scilicet  ch  et  dc^  dividantar  in  60  partes  vel 
lineas  praedictas  aequaliter,  quas  partes  vocabo  gradus,  quin  per  ipsos 
regula  graditur.  Quos  gradus  iterum  subdividam  in  60  partes,  et  vocabo 
eas   minuta,   scilicet  si   instrumentum   fuerit  magnum,   vel   subdividam  in 

10  alias  partes  grossiores,  ut  in  12  etc.,  et  hoc,  si  instrumentum  fuerit 
parvum.  Deinde  in  unoquoque  angulorum  quadrati,  scilicet  a,  &  etd,  c 
praecise  in  concursu  linearum  ordinetur  clavus  unus,  qui  tres  clavi  sint 
sibi  omnino  coaequales;  per  quas  ordinetur  regula  seu  volvella  directa  et 
plana,  quae  vocetur  de  seu  ac,  cuius  longitudo  fiat  secundum  logitudinem 

15  diametri  quadrati.  In  cuius  volvellae  medio  ducatur  linea  recta,  super 
quam  lineam  rectam  circa  punctum  d  fiat  foramen,  per  quod  volvella  clavo 
d  seu  a  competenter  inmitti  possit.  In  alio  vero  extrem itate  regulae, 
scilicet  circa  punctum  c,  infigatur  scioterus,  prioribus  scioteris  omnino 
aequalis   ac    eiusdem    altitudinis    inaequando    a    stilo    vel    clavo   e    versus 

20  stilum    d,    qui    per    medium    longitudinis    regulae    abscindatur    medietas 
latitudinis   ipsius   regulae   secundum  longitudinem   lineae   in    ec  factae,   ita 
tarnen,    ut    praecise    medietas    lineae    praedictae    secundum  |  longitudinem  |30S 
moveat  intacta,    ut    contactus    medietatis    volvellae  et  linearum   ch  et  de 
nndique   videri  possit.      Dividatur  deinde   volvella   secundum   divisiones  et 

25  subdiviones  omnino  aequaliter  illis,  quae  sunt  in  lateribus  quadrati  factae, 
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qaas  ipsa  volvella  capere  possit,  Ultimo  ordinetur  perpendiculumf  quod 
in  lateribufi  quadratl  ah  et  ad  aptatn  dit  suspendi,  quo  possit  cognosei, 
qnaado  ipsum  quadratum  steterit  perpendiciilariter  orizonti  (Fig.  1). 

Coostructo   quadrato    pmedicto   ad  eius  osum   entidom  est.     Sciendum 
ftufcem   est,   qiiod    hoc  iaätramentum   est  de  geometria,    id   est   de  triaügu-  5 
loram  mensura,  qui  triplex  est,  scilicet  profundi^  quae  dicitur  bassimetria; 
plani,  quae  dicitur  planimetria;  e  taiti,  quae  dicitur  altimetria. 

Primus  modus. 

De  prima  speck,  scilicet  hassimetria*  Si  igitur  profundum  mensurare 
volueris,  exempli  gracia  fontem  sive  puteum,  auspende  quadratum  in  ore  lo 
putei  perpendiculariter ,  et  per  duos  stilos,  scüicet  a  et  d,  ymum  profundi 
respiciens  punctum  ymura,  in  quo  visus  terminatur,  nota,  et  vocetur 
punctuö  ille  super  f,  Deiude  volvellam  cd  olavo  d  inmiasam  voWe  hincinde 
tamdiu,  donec  iterum  punctum  ymum  prius  notatum,  scilicet  f,  per  duos 
atilos  d  et  e  videris,  et  immota  volvella  diligenter  nota,  ubi  ipsa  cum  15 
BVii  medto  secat  latus  J)Cy  et  bic  punctus  semper  vocetur  sectionia  e,  Unde 
Bleut  86  habet  latus  hc  ad  ce,  sie  se  habet,  scilicet  fa^  quae  est  pro- 
fonditas  putei,  ad  latus  ad.  TTude  supposito,  quod  latus  quadratl  sit 
cubitJ,  tuuc  quociens  6cl?el  de  continetur  ce,  tot  cubitorum  erit  pro- 
funditas  putei  praecedentia  (Fig.  2).  Secundus  modus,       2U 

De  secufida  spccic^  sciXicei  planimetria.  Unde  si  planum  metiri  voluerisi 
pone  quadratum  in  terra  ant  in  alio  sie,  ut  terminum  plani  mensurandi, 
scilicet  punctum  f,  per  daos  stilos  a,  h  videre  possis.  Quo  sie  viso  move 
volvellam  super  d  poaitam ,  ut  iterum  per  eius  stiloa  punctum  f  videas* 
Deinde  ubi  volvella  secat  latus  hc^  scilicet  punctum  c,  diligenter  nota.  Tunc  25 
quociens  de  continet  ee^  tociens  distancia  spacii  mensurandi,  scilicet  af, 
continet  latus  ad  (Fig.  3).  Tercius  modus. 

De  tercia  spccic  ^eomänaCt  mlicä  äUimäria.  ünde,  dum  altum  metiri 
volueris .  considera |  an  ipsius  alti  basis  ait  accessibUis ,  an  non ,  quae  basis 
vocatur  ff.  Si  ergo  acce&sibilis  basis  fuerit^  tunc  affige  quadratum  parieti  ao 
iuxta  basimi  id  est  punctum  g^  et  per  duos  stilos  a^  b  aliquod  Signum  in 
extremitate  altitudinis  considera«  Deinde  idem  signtim  per  stilos ^  volvella 
cd  stilo  d  infixa,  vide,  et  procede  praecise  et  omnino,  sicut  fecisti  in 
planimetria  (Fig,  4),  Äut  $ic\  Äffige  volvellam  super  siikm  a  et  eam  volve 
dup^r  punctum  Op  et  quadrato  perpendicularlter  tonto  accide  ad  basim  vd  35 
rccede  tamdiu,  donec  per  stilos  regulae  cacumen  rei  videtur^  quia  tunc 
distatiüia^  quae  est  iuter  te  et  basim  rei,  est  aequalis  altitudini  rei  eiusdem 
addita  ipsi  distancia  tua  statura  (Fig.  6). 

Si  tctö  hasis  |  rei  aUae  memurandae  non  aecessibüis  fuerit,   aut  ali- 
quid,  ut  praedicto  modo  mensurare  non  possis ,   impediat,    tunc  in  loco  tibi  40 
competenti  stando  secutam  longitudinemi    qnae  est  inter  te  et  cacumen  rei 
altae  mensura  omnino  eo  modo,  qui  dlctus  est  in  planimetria,  et  vocetur  longi- 
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ümim^  BMI  m  kafed  mt  U  md  «^  ri,  m 
»*  ^  ai  fff,  fM»  «■ 

gnm  hdk  (Tlg.  9). 

Faodator  »iitem  faaee  tota  pntüoL  §Tip&  cpAzvam  sexü  Saelidii ,  quae 
ect:  Omniam  dnomm  triangaloram,  qiiorGm  acgnli  nnius  angn- 

2I&  ]'n  alteriQft  fast  aequalei,  latera  aequo£  angnlos  respiciencia 
foüt  proporeionalia. 

Bed  propter  fadliorem  moduiD  in  quadrato  i«to  toIo  ponere  certos 
Dnm^f/%  cuhiiorum  et  abamm  quanütatam ,  coIuä  quantitaüs  latus  fuerit 
f{xuAniif   eertii  gradibns  et  mlnatu   in   latere  quadrati  notatis  correspon- 

Zf)  deotet. 

ünde  qoaado  regula  nnam  minotnin ,  qncnl  est  sexagesima  pars  grados, 
a  c  Jtnwt  b  enndo  resecnerit,  tone  longitndo  mensnrandi  3600  cnbitomm 
ttif  ffQpposito,  qacnl  latiu  quadrati  irnias  cubiü  faerit.  Si  rero  regnla  a 
e  TersoM  b  per  dao   minnta  distiterit,   loogitodo  praedicta  1800  cabitorum 

^6  erit;  si  Tero  per  tria  minnta  regnla  a  c  |  rersns  b  elongarerit.  longitado 
rneniaranda  12^X)  cnbitomm  erit,  et  sie  omnes  istos  nnmeros  notando  nsqne 
ad  60  gradus  in  latere  qaadrati  positos  ponnntnr  in  tabula  praescripta. 

InTeoiuntnr  autem  bii  numeri  sie.  Vide  per  quot  minata  distat  e  a  c^ 
et  quocieoH   ipia  continetnr   in  latere  quadrati,   quod  scire  potes  dividendo 

iO  per  ea  60  gradus:  tot  cubiti  correspondent  minutis  praedictis.  Vel  quod 
bit  de  Bcilicet  primns,  ce  Terbi  gracia  secundus,  fa^  scilicet  ignotus,  tercius, 
ad,  seilicet  nnita«,  est  quartus.  Duo  igitnr  etc.  Vel  e  conrerso  si  habes 
cubit0S|  et  quot  ipsis  grados  et  minnta  correspondent,  scire  Yolaeris,  tunc 
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pond  eabitoSy   soilioet  lineam  fa  primam;  et  a&,  soilicet  latus  qaadrati, 
geesndnmy  id  est  nnitatem;  et  de,  soilicet  60  tercium;  et  duc  seoandum  in 
iereinm  et  diyide  per  primnm,  et  quot  proveniant,  sunt  grados  et  minata, 
[1  aot  minnta  tantum  praedictis  cnbitis  correspondencia.  | 


8« 

)qiiitai 

tabula. 

du 

Minnta 

Cabiti 

Ora- 
das 

Minnta 

Cabiti 

Ora- 
dns 

Minuta 

Cabiti 

Grar 
das 

Minuta 

Cabiti 

Oi   1 

3600 

0 

31 

116 

0 

60 

2 

0 

30 

0   2 

1800 

0 

32 

112 

1 

69 

2 

4 

29 

0 

3 

1200 

0 

33 

109 

2 

68 

2 

9 

28 

0 

4 

900 

0 

34 

106 

3 

67 

2 

13 

27 

0 

5 

720 

0 

36 

103 

4 

66 

2 

18 

26 

0 

6 

600 

0 

36 

100 

6 

65 

2 

24 

25 

0 

7 

614 

0 

37 

97 

7 

64 

2 

30 

24 

0 

8 

460 

0 

38 

96 

8 

63 

2 

37 

23 

0 

9 

400 

0 

39 

92 

9 

62 

2 

44 

22 

0 

10 

360 

0 

40 

90 

11 

61 

2 

61 

21 

0 

11 

327 

0 

41 

88 

12 

60 

3 

0 

20 

0 

12 

300 

0 

42 

86 

14 

49 

3 

9 

19 

0 

13 

277 

0 

43 

84 

16 

48 

3 

20 

18 

0 

14 

267 

0 

44 

82 

17 

47 

3 

32 

17 

0  16 

240 

0 

46 

80 

18 

46 

3 

45 

16 

0 

16 

224 

0 

46 

78 

20 

46 

4 

0 

15 

0 

17 

212 

0 

47 

77 

•* 

22 

44 

4 

17 

14 

0 

18 

200 

0 

48 

76 

24 

43 

4 

37 

13 

0 

19 

189 

0 

49 

73 

26 

42 

6 

0 

12 

0 

20 

180 

0 

60 

72 

28 

41 

5 

27 

11 

0 

21 

171 

0 

61 

71 

30 

40 

6 

0 

10 

0   22 

164 

0 

62 

69 

32 

39 

6 

40 

9 

0 

23 

167 

0 

63 

68 

35 

38 

7 

30 

8 

0 

24 

160 

0 

64 

67 

38 

37 

8 

34 

7 

0 

26 

144 

0 

56 

66 

40 

36 

10 

0 

6 

0 

26 

138 

0 

66 

64 

43 

36 

12 

0 

5 

0 

27 

133 

0 

67 

63 

46 

34 

16 

0 

4 

0 

28 

129 

0 

68 

62 

49 

33 

20 

0 

3 

0 

29 

124 

0 

69 

61 

62 

32 

30 

0 

2 

0 

30 

120 

0 

60 

60 

66 

31 

60 

0 

1 
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Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  Von  Pro- 
fessor Dr.  Ludwig  Sohlbsinoeb.  I.  Bd.  Leipzig  1895.  B«  G.  Tenbner. 
XX  und  486  S. 

In  dem  Werk,  dessen  erster  Band  nns  Yorliegt,  soll  der  gewaltige 
Stoff,  der  sich  in  den  dreissig  Jahren  seit  Begründung  der  modernen 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  angehäuft  hat,  einem  zweifel- 
los Yorhandenen  Bedürfniss  entsprechend  „zu  einem  einheitlichen  Lehr- 
gebäude zusammengefasst  werden,  um  ein  möglichst  getreues  und  toU- 
ständiges  Bild  von  dem  gegenwärtigen  Stande  dieser  Theorie  zu  liefern*.  Dag 
ist  keine  geringe  Aufgabe,  und  es  durfte  daher  mit  Freuden  begrOBst 
werden,  als  die  Anzeige  erschien ;  dass  zwei  Männer  sich  mit  derselben 
befassen  wollten,  die  sich  durch  ihre  Arbeiten  bereits  als  in  hohem  Maaste 
hierfür  befähigt  erwiesen  hatten.  Paul  Günther  aber  wurde  schon  wenige 
Monate  nach  Beginn  der  gemeinsamen  Arbeit  you  einem  Yorzeitigen  Tode 
dahingerafft.  Die  Leetüre  der  nach  dem  Vorwort  wesentlich  Yon  ihm  her- 
rührenden, geradezu  Yorzüglich  geschriebenen  historischen  Einleitung' 
über  die  Entwickelung  der  Functionentheorie  im  Allgemeinen  und  der  Theorie 
der  Differentialgleichungen  im  Besonderen,  lässt  uns  seinen  Hingang  aufs 
Neue  beklagen. 

So  sah  sich  Herr  Schlesinger  allein  vor  dem  grossen  Unternehmen; 
aber  er  hat  sich  demselben  auch  ohne  den  Mitarbeiter  YÖllig  gewachsen 
gezeigt.  Wir  wollen  schon  an  der  Schwelle  des  Berichtes  folgende  Hanpt- 
Vorzüge  seiner  Arbeit  erwähnen.  Der  Verfasser  steht  allenthalben  merklieh 
über  dem  äusserst  reichhaltigen  und  vielseitigen  Stoff,  den  er  selbst  in 
manchen  Punkten  wesentlich  bereichert.  Indem  er  aber  auch  die  Ton 
Anderen  geschaffenen  Theorien  zunächst  gründlich  in  sich  aufgenommen  nnd 
verarbeitet  hat,  um  sie  dann  erst  in  Anpassung  an  das  Ganze  zu  repro- 
duciren,  ist  er  eigentlich  überall  originell.  Die  Behandlung  dringt  stets 
in  die  Tiefe  und  sucht  auch  bei  schwierigeren  Fragen  den  Kern  der  Sache 
zu  treffen.     Die  Anordnung   und  Darstellung   ist  fast  durchweg  klar  and 

•  a.  ft  Zeik  16  von  oben  lies  „nur"  statt  „nicht";   Zeile  14  von  anien  liei 


HSturgemäsii.  Dadurch,  dasB  der  Verfasser  ,,sich  nicbt  den  beengenden 
Zwang  einer  starren  Systematik  auferlegen,  sondern  die  Darstellung  in 
der  Form  möglichst  frei  und  im  Aufbau  wesentlich  der  historischen  Ent- 
wickeluug  folgend  gestalten"  wollte,  ist  es  ihm  in  der  That  gelungen ,  den 
Eindruck  der  Langweiligkeit  glücklich  zu  vermeiden^  der  wohl  gelegentlich 
nicht  mit  Unrecht  dem  BegriflT  „Handbuch*'  anhaftet. 

Eine  kurze  Wandernng  durch  das  Buch  selbst  möge  dazu  dienen,  ein 
to  günstiges  ürtheil  %u  begrCinden,  und  zugleich  Gelegenheit  bieten,  die- 
jenigen Punkte  hervorzuheben,  in  denen  —  nach  Ansicht  des  Referenten  — 
Ausstellungen  gemacht  werden  müssen. 

Auf  die  schon  erwähnte  historische  folgt  eine  theoretische  Ein- 
ieitung^,  welche  u.  A.  auf  die  zuerst  Ton  Fuchs  hervorgehobenen  ver- 
fichiedenartigen  Singularitäten  einer  monogenen  Function  hinweist,  die 
linearen  Differentialgleichnngen  als  solche  charakterisirt^  die  keine  mit  den 
Anfangswerthen  verschiebbaren  Yerzweigungspunkte  besitzen,  und  end< 
lieh  die  Noth wendigkeit  darlegt,  für  die  linearen  Differentialgleichungen 
einen  besonderen  Existenzbeweis  zu  liefern,  der  mehr  leistet  wie  der  alU 
gemeine  Cauchj'ache  für  beliebige  Diferentialgleichungen. 

L  Allgemeine  Grundlagen  der  Theorie. 
In  der  Umgebung  einer  regulären  Stelle  besitzt  die  lineare  homogene 
SybrentialgleichuDg  n^°'  Ordnung  ein  Integral  id  Gestalt  einer  gewöhnlichen 
^Blenzreihe  mit ft-wUl kürlichen  ersten  Coefficienten  (Anfangswerthen), 
eonvergent  mindestens  in  dem  Kreis«  der  bis  zur  nächsten  singulären  Stelle 
reicbi  Durch  Fortsetzung  kann  der  Giltigkeitsbereich  dieses  IntegraU 
Über  das  ganze  von  den  regulären  Stellen  erfüllte  Gebiet  ausgedehnt  werden.** 
Der  nun  folgende  Begriff  des  particulären  Integrals  —  so  wird  ein 
Integral  genannt,  wenn  alle  n  -  Anfangs  wer  the  bestimmte  sind  —  scheint 
uns  etwas  zu  eng  gefasst,  da  so  in  der  Bezeichnung  für  die  Integrale  mit 
V  willkürlichen  Constanten  (0  <C  v  <  n)  eine  Lücke  bleibt.  —  Ein  Funda- 
mentalsy Stern  ist  ein  solches  System  von  n  Integralen,  dessen  Deter- 
minante nicht  identisch  verschwindet;  das  allgemeine  Integral  ist  die 
lineare  homogene  Verbindung  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems  mit 
n  willkürlichen  Coefficienten.  Aus  der  Definitionseigenschaft  des  Funda- 
mentalsystems folgt  die  lineare  Unabhängigkeit  seiner  Elemente  und  um- 
gekehrt. Die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  erfahren  eine  lineare 
Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  wenn  die  unabhängige 
Variable  einen  Umlauf  beschreibt,  der  die  Coefficienten  nicht  ändert. 


•  S.  Iß  Zeile  l  liea  „(2)*<  statt  ,.(3)*',  S.  17  Zeile  1  der  Ausdruck  ,Jn  deren  jeder 
|Kähe"  durfte  auch  in  ^^matheroatischem   Deutech**  nicht  zulÜBHig   eeinl  —  S.  17 
|Z.  14,  15  die  Worte   „unendlich  vielen    positiven  und"  atnd  aU  überflüssig  uud 
^diUier  vielleicht  verwirrend  zu  streichen. 
••  S,  17  am  Kopf  tiet  „la"  itatt  ,,\V\ 
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IL   Formale  Theorien. 

Nachdem  im  I.  Abschnitt  mit  dem  Exis teil zbe weis  eine  Operation 
basis  gewonnen  ist,  wird  diese  zunächst  für  das  eigentliche  Integrati«:^^ 
geschäft  noch  nicht  weiter  ausgenützt,  sondern  es  folgt  erst  eijie  ^.j 
„iDtermezzo^.  Die  linearen  Differentialgleichuiigen  zeigen  mannigfuu^ 
Analogieen  mit  algebraischen  GleicbtingeD;  z.  B.  „eine  l'me^ 
Diierentialgleichung  mit  eindeutigen  Coefficienten  ^  die  mehr  linear  j^^^ 
abhängige  Integrale  besitzt,  als  ihre  Ordnungszahl  beträgt,  m«sd  idetrti^c^ 
verschwinden*'  —  der  Appeirsche  Satz,  der  ein  Gegenstück  zu  dem 
Satz  von  der  rationalen  AusdrUckbarkeit  der  symmetrischen  Fnnctionea  der 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  durch  die  Coefficienten  darstellt  *- 
die  Theorie  der  gemeinsamen  Losungen  mehrerer  Differentialgleichungen  ^ 
die  Zusammensetzung  von  Diffarentialausdrücken  (Frohen ins)  n,  Ä.  -- 
Wie  der  Grad  einer  algebraischen  Gleichung  bei  Kenntniss  einer  Wurtel 
um  1  £u  erniedrigen  ist^  so  auch  hier  die  Ordnung  der  DifferenÜalgleichang 
bei  Kenntniss  eines  Integrals.*  Die  alsdann  folgende  Theorie  der  Multi- 
plicatoren  und  adjungirten  Differentialgleichungen  gipfelt  io 
dem  Satz:  ^Bie  sämmtlichen  Multi  plicatoren  einer  Differentialgleichung  sind 
Lösungen  der  adjungirten  und  umgekehrt.^  Die  Multiplicatoren  laaseo  Bicb 
noch  mittelst  Determinantenquotienten  durch  die  Elemente  eines  Fanda- 
mentalsystems  ausdrücken.  Dies  führt  zu  Beziehungen  zwischen  st}- 
jungirten  Fundamental  Systemen,  üebt  man  auf  die  Elemente  eines 
Fundamentalsy Sterns  eine  lineare  Substitution  aus^  so  ergiebt  sich:  Dieaea 
Fundamentalsystem  und  sein  adjungirtes  sind  contragredient  Sfttie 
über  sich  selbst  adjnngirte  und  ihren  adjungirten  entgegen- 
gesetzt gleiche  Differentialausdrücke  beschliessen  diese  Betracbt- 
üDgen,  die  sodann  eine  Anwendung  finden  in  der  Integration  der  nicbi 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen. 

Dm  Kenntniss  der  Integration  einer  solchen  gestattet  nun  die  weitere 
Ausführung  der  Untersuchung  über  gemeinsame  Losungen  mehrerer 
Differentialgleichungen  und  die  Einführung  des  Begriffs  der  Irreducti- 
bilität.  Der  Verfasser  stellt  sogleich  die  folgende  sehr  allgemeine  DefinitioD 
auf  „eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  heisst  irreductibel»  weim 
sie  mit  keiner  ebensolcben  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung,  der  et 
Coefficienten  von  derselben  Beschaffenheit  sind  (dies  entspricht 
der  Berücksichtigung  des  Eationalittttsbereichs  bei  der  algebraischeo 
Irreductibilitat)  „eine  Lösung  gemein  hat^  Hierbei  kommt  es  natürlich 
wesentlich  auf  den  Bereich  an^  in  welchem  die  beiden  Differential- 
gleichungen gleiche  Beschaffenheit  haben;  dies  wird  auch  vom  Verfasser 
streng  hervorgehoben  und  wird  im  Folgenden  sehr  bald  praktisch.  Eben 
deshalb  aber  seheint  es  uns  wünschenswerth ,  ja  nothwendig,   dies  in  die 

^  8.48  Zeile  9  von  unten  wärden  wir  ttatt  „Werth'*  lieber  „Zweig"  leteo. 
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Definition  mit  aufzunehmen  und  von  Tomherein  nur  Ton  „Irreduoii- 
bilität  in  einem  gewissen  Bereich"  zu  sprechen.  Es  tritt  dann  deut- 
lich zu  Tage,  wie  z.B.  die  beiden  Arten  von  IrreductibilUt,  welche 
Frobenios  eingeführt  hat,  sich  lediglich  durch  den  Bereich ,  in  dem 
dieae  Eigenschaft  besteht»  unterscheiden«  ümfasst  der  Bereich  die  ganze 
0? «Ebene,  so  kann  man  ja  Übereinkommen,  in  diesem  FaUe,  gerade  wie 
z*  B.  von  „eiodeutigen  Functionen**  schlechthin,  auch  von  ^IrreductibilitJtt" 
schlechthin  zu  sprechen.  —  Die  Bedeutung  der  Eeductibilit{lt  einer 
linearen  Differentialgleichung  wird  treffend  darin  erkannt,  dass  diejenigen 
Integrale  derselben  ^  die  einer  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung 
genügen,  nur  so  viel  linear  unahhöngige  Zweige  (in  dem  betreffenden  Be* 
reich!)  besitzen,  als  die  Ordnung  der  letzteren  Differentialgleichung  betrügt. 

III.   Theorie  der  Fundamentalgleichung, 

Diese  wichtige  Gleichung  wird  für  irgend  ein  zweifach  zusammen- 
hängendes (ringförmiges)  Gebiet  £,  das  keinen  singulären  Punkt  enthält, 
and  einen  darin  vollzogenen  Umlauf  Z7  in  bekannter  Weise  nach  Fuchs 
aufgestellt  und  liefert,  falls  sie  lauter  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  die 
Existenz  eines  canonischen  Fundamentalsystems,  dessen  Elemente 
sich  beim  Umlauf  U  nur  mit  Constanten  multipliciren. 

Eine  durchaus  originelle  Behandlung  erledigt  in  elegantester  Weise 
auch  den  Fall  mehrfacher  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
und  basirt  auf  dem  bemerkenawerthen  Ergebniss,  dass  die  Coefficienten 
der  Fundamentalgleichung  übereinstimmen  mit  denen  der  Relation 

welche  das  allgemeine  Integral  v  mit  den  n- Integralen  0e,  6*tr, , .  ,,6^*« 
verknüpft I  die  bezw«  durch  1,  2, ...  ti- maligen  Umlauf  U  aus  p  hervor- 
gehen,* Hieraus  folgt  u.  A.:  „Wird  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung P^O  durch  alle  Integrale  einer  Differential- 
gleichung niedrigerer  Ordnung  £  =  0  befriedigt,  so  ist  die 
linke  Seite  ihrer  Fundamentalgleichung  durch  die  linke  Seite 
der  Fundamentalgleichung  von  i?  ^  0  theilbar.''  Da  dieser  Satz, 
wie  einige  andere  ihm  ähnliche «  leicht  zu  beweisen  ist ,  falls  E  ein  Kreisring 
und  die  analytische  Gestalt  der  Integrale  in  E  schon  ermittelt  ist,  muss 
besonders  hervorgehoben  werden,  dass  die  Ableitung  hier  ohne  diese 
Voraussetzung  erfolgt.  Die  Anwendung  dieser  Theoreme  auf  die  mehr* 
fachen  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  ergiebt  die  Existenz  eines  in 
(Fuch8*8che)  Gruppen  eingetheilten  Fundamentalsystems,  dessen  Elemente 
sieh   nur  innerhalb   der  Gruppen  verzweigen  (wenn  dieser  kurze  Ausdruck 

*  Der  8.  109  Zeile  fi  gebrauchte  Ausdruck  „ipecieUet  Integral**  ist  nicht 
erklärt  worden. 


Bistoisch-iitemmelie  AbtheQmtg. 


bier  gestattet  ist}*  Statt  der  Theorie  der  Elemetilartbeiler  ftiliri  alsdam 
diejenige  dea  Banges  linearer  Gleiehnnggsjateme  noch  zar  Ein- 
theilniig  der  Grnppen  in  die  (Hamburg  er 'scheu)  Untergruppen*,  so 
daäi  die  Integrale  iich  nur  noch  innerhalb  der  letzteren  Terzweigen^  das 
heiiit  %n  einem  c an oiii sehen  Fnndamentalijstem  auch  im  Falle 
mehrfacher  Warsein  der  FnndamentatgleichQng«  Wir  Terniissen  bei  der 
Wichtigkeit  des  ßegrif's  eines  canonischen  Fundamentalsystems ,  mit  dem 
im  Folgenden  bSagg  operirt  wird^  an  der  Btelle,  wo  dieser  Name  ein* 
geftlhrt  wird  (S*  127) ,  die  ausdrückliche  Deänition^  das  beiast  die 
Angabe  der  charakteristischen  Eigenschaften  eines  solchen  Ftindamental- 
eyatems. 

Endlich  wird  nnn  ans  dem  Tor  hergehen  den  für  ganz  beliebige 
Gestalt  des  Einggebietes  E  die  analytische  Form  des  canoniscben 
Fandamentolsystems  abgeleitet  und  dann  für  den  Fall  specialisirt ,  dass  E 
ein  Kreisring  ist,  dessen  innerer  Kreis  beliebig  klein  ist  und  eine  iiolirte 
singulare  Stelle  einsehliesst  Dabei  wird  auch  ausdrlicklieh  auf  den  Fall 
'  eingegangen ,  in  welchem  die  betreffende  Stelle  eine  Yerzweigung  est  eile 
der  Coeffioienten  der  Diferentialgleichung  ist.  Hein  lusserlich  ist  die 
Berichtigung,  daas  hierbei  auf  S.  133  und  135  statt  |,^-fach^  nach  Rie- 
mann*3chem  Sprachgebrauch  ft(^»t)«fach^  gesetzt  werden  muss  {ent- 
sprechend später  3.  209  „(Jl  — l)'fach'^  statt  ^^JL-faah^),  Femer  dürften  in 
dem  Sali  S.  135  die  Worte  (Zeile  19,  20)  „und  durch  die  zu  a;  =  a  ge- 
hörige Fundamentalgleichung''  zu  streichen  sein,  und  endlich  ist  S.  136 
Zeile  17  von  unten  entweder  „im  Allgemeinen"  zu  streichen  oder  aber 
„können"  durch  „werden"  zu  ersetzen. 

IV.   Die  singnlären  Stellen,   an  denen  sich  die  Integrale 
bestimmt  verhalten. 

Während  nach  den  bis  jetzt  gewonnenen  Resultaten  ein  singulärer 
Punkt  der  Differentialgleichung  im  Allgemeinen  eine  Stelle  der  Unbestimmt- 
heit für  die  Integrale  ist,  wird  nun  gefragt:  „wie  müssen  die  Coeffioienten 
in  der  Umgebung  eines  Punktes,  wo  sie  den  Charakter  von  ratio- 
nalen Functionen  haben  (noch  des  Weiteren)  beschaffen  sein,  damit 
alle  Integrale  sich  in  dieser  Umgebung  bestimmt  verhalten?"  Dass  bei 
dieser  Fragestellung  über  die  Coefficienten  überhaupt  schon  eine  An- 
nahme gemacht  wird,  berührt  etwas  fremdartig.  Die  Voraussetzung  wird 
zwar  in  der  That  S.  152  zunächst  durch  die  weniger  enge  ersetzt,  die 
Coefficienten  sollen  eindeutig  in  der  betreffenden  Umgebung  sein,  und 
in  Nr.  59  wird  dann  auch  der  Fall  einer  beliebigen  singulären  Stelle ,  wo 
die  Coefficienten  algebraisch  mehrdeutig  sind,  auf  den  Fall  der  Eindeutig- 


•  S.  126  Zeile  17  von   unten   flg.  dürften   die  Worte   „sind  die...  so"  als 
überflüssig  zu  streichen  sein. 
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keit  2iirückgefllhrtt  Thataächlich  ist  aber  jede  Voraussetzuog  über  die 
Coofficlenien  ÜberÜtlssigi  da  lediglicb  ans  dem  Ansatz  der  Integrale  In 
der  Form 

wo  die  ilf  gewöbnliche  Potenzreiben  sind ,  im  Kapitel  I  des  Abscknittea  die 
Form  (D)  [S.  152]  der  Coefficienten  folgt.  Auf  dießen  Ansatz  der  Inte* 
grale  ISsst  sieb  der  andere,  wenn  man  annimmt,  dass  die  tf;  nacb  ge* 
brocbenen  positiven  Potenzen  fortscbreiten ,  von  vornberein  sofort  zurück- 
ftibren,  so  dass  man  aneb  für  diesen  Fall  die  nothwendtge  Qestalt  der 
Coefficienten  besitzt.  Da  aber  andererseits  beide  AnsStste  durch  die  voran- 
gebende allgemeine  Theorie  gegeben  werden,  falls  man  von  den  Coeffi- 
cienten voraussetzt,  sie  seien  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0  nur  alge- 
braisch mehrdeutig,  so  würde  das  bei  dieser  Fragestellung  erzielte  Resultat 
zugleich  das  geben,  was  hier  für  3,  136  zusammen  mit  den  später  folgenden 
Erweiterungen  erreicht  wird,  und  noch  darüber  binausr eichen.  —  Bei 
Satz  1  8.  141 «  der  zweifellos  richtig^  aber  (im  allgemeinen  Falle)  keineswegs 
evident  ist,  wünschten  wir  wenigstens  die  Andeutung  eines  Beweises*  In 
Satz  2  möchten  wir  die  modificirte  Fassung  vorschlagen:  i,.  .  .,  so  gehört 
die  Ableitung  von  F{x)  zu  einem  Exponenten  ^  r  —  1,  und  zwar  ist  dieser 
Exponent  nur  dann  >  r  — 1,  wenn  u.  s.  w.*** 

Umgekehrt  wird  nun  gezeigt,  dass,  wenn  die  Coefficienten  die  vorher 
gefundenen  Bedingungen  erfüllen ,  ein  sich  bestimmt  verhaltendes  Funda- 
mentalsjstem  eiistirt.  Eine  wichtige  Rolle  spielt  dabei  die  determinirende 
Gleichung,  die  für  die  linearen  Di£Ferentialgleicbungen  dasselbe  leistet,  wie 
das  Kewton^Pttißeux'sche  Polygon  für  die  algebraischen  Gleichungen 
zwischen  zwei  Variablen,  indem  sie  die  Anfangsexponenten  der  Reiben,  bezw< 
den  Exponenten,  „zu  dem  ein  mit  Logarithmen  behaftetes  Integral  gehört", 
bestimmt.  Dass  das  Handbuch  für  diese  Gleichung  wieder  den  doch  gar 
zu  lang  bindonnerndeu  Namen  „determinirende  Fundamentalgleicbung*'  hei* 
behält,  bedauern  wir  am  so  mehr,  als  die  hierfür  theils  8.  158,  159,  theits 
3.  162  angegebene  ausdrückliche  Motivirung  tbatsächlicb  nur  dae  Attribut 
udetermiuirend^  rechtfertigt.  Eine  Pietätsverletzung  aber  gegen  den  Ent- 
decker dieser  Gleichung  (dessen  Verdienste  wahrlich  über  derartige  Aeusser- 
licbkeiten  erhaben  sind)  kann  unseres  Erachtena  in  einer  solchen  liebe- 
volien  Abkürzung  des  ihr  von  ihm  gegebenen  Namens  gewiss  nicht  erblickt 
werden  l 

Was  die  Methode  selbst  betrifft,  nach  der  die  jetzt  in  Rede  stehende 
Umkehrung  zu  beweisen  ist,  wobei  es  namentlich  auf  die  Gewinnung  der 
mit  Logarithmen  behafteten  Integrale  ankommt,  so  stehen  dafür  mehrere 
verschiedene  Wege   offen,    von   denen  jeder  seine  besonderen  Vorzüge  hat. 


*  8«  140  Zeile  13   von   unten   lies  „keine  negativen"   statt  „nur  podtive*** 
&  141  Zeile  7  von  nuten  statt  „kann . , .  eintreten*'  lies  „tritt  * . .  ein*'. 
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Die  F toben iua'scbe  Methode,  welche  darch  Differentiation  des  Integni]| 
in  Raihenform  nach  dem  zunlLcbst  nnbestimmt  bleibenden  Anfangsexponenteo 
die  loganihmiscben  Integrale  erzeugt,  zeichnet  sich  jedenfalls  durch  aiua«r. 
ordentliche  EEeganz  der  Ableitung  aus.  Sie  giebt  Beziehungen  zwiscbeo 
den  einzelnen  Reiben  in  demselben  Integral,  die  TOrher  nicht  bebimt 
waren,  und  wir  würden  eine  Darstellung,  die  beutigen  Tages  jene  Be- 
ziehungen ausser  Acht  liesse,  für  unvollständig  erachten.  Sie  bedarf  aber 
eines  Couvergenzbeweises ^  der  complicirter  ist  als  derjenige  der  Fachs* 
sehen  Methode,  die  sich  der  Reduction  der  Differentialgleichung  darcb  daa 
iDtegra!  in  Roiheuform  und  wiederholter  Integration  bedient,  dafür  aber 
an  sich  jene  Beziehungen  noch  nicht  giebt.  Benutzt  man  aber  die  dgrcb 
die  Fuchs'sche  Methode  (oder  durch  die  Fundamentalgleichung)  gegebeae 
Kenntniss  der  Form  der  Integrale  und  leitet  die  einzelnen  Integrale  dorcli 
formale  Integration  in  Bezug  auf  den  Logarithmus  ans  dem  logarithmen- 
freien  Integral  ab,  so  liefern  die  Recursionsformeln  der  gewissermosa«! 
als  „Integrationsconstanten''  neu  auftretenden  Reihen  die  Frohe nius^schen 
Beziehungen  und  zugleich  die  Vertheilung  der  willkürlich  bleiben- 
den Conatanten  auf  die  einzelnen  Reihen.  Da  jeder  dieser  We^ 
also  seine  eigenartigen,  sich  etwa  ausgleichenden  Vorzüge  besitzt,  ist  e« 
augenscheinlich  Geschmacks  ach  e ,  welchen  man  einschlagen  will :  Der  Ver- 
fasser des  Handbuches  hat  sich  für  die  Frobenius'sche  Methode  ent- 
schieden. Sobald  dann  hiermit  der  Beweis  geliefert  ist,  dass  die  Form  (D) 
der  Coefficienten  nothwendig  und  hinreichend  für  das  bestimmte  Verhalten 
der  Integrale  ist  (S,  177),  wünschten  wir  anch  die  Bezeichnung  „Stelle 
der  Bestimmtheit  der  Differentialgleichnng*  eingeführt  za  scImd, 
die  erst  S.  272  bedeutend  nachhinkt. 

Um  die  Gruppen  des  gewonnenen  Fnndamentalsjstems  in  Untergriippeo 
SU  sondern/  wird  die  Frage  untersucht,  zn  welchen  Wurzeln  der 
determinirenden  Gleichung  ein  logaritbmenfreies  Integral  ge- 
bort* Die  Entscheidung,  ob  dies  bei  einer  bestimmten  Wurzel  der  FaH 
ist  oder  nicht,  wird  in  eigenartiger  Weise  auf  die  Untersuchung  zortlok- 
geMhrt,  ob  der  Rang  zweier  gewisser  linearer  Gleichungssysteroe  derselbe 
ist  oder  nicht*  Die  explicite  Form  dieses  Kriteriums  liefert  (vergl.  die  in 
der  Berichtigungstabelle  als  erforderlich  bezeichneten  Correctureo)  nitki 
mehr  die  allgemeine  Lösung  der  Frage^  sondern  eine  solche  nur  fttr  eiiua 
SpecialfalL  Dieser  letztere  umfasst  den  noch  besonders  erwähnten  Faü, 
dass  die  ganze  Integral  gm  ppe  logarithmenfrei  ist;  nebenbei  bemerkt  trifl 
die  Behauptung  (S.  196),  dass  die  für  das  Eintreten  dieses  Falles  ta* 
gegebenen  Bedingungen  mit  den  von  Fuchs  (Grelle  68)  gegebenen  über« 
einstimmen,  nur  für  einen  Theil  derselben  zu. 


*  S*  161  Zeile  8  toü  unten  der  Ausdruck  „  die  kennen  gelehrte  Eiothttloog^ 
und  ebenso  sp&ter  8.427  Zeile  1  ^, kennen  gelernte*^  ist  unmöglich. 


ensionen. 


Bildeii  alle  n* Integrale  eine  einzige  logarithmenfreie  Gruppe,  so  nennt 

er  Verfasser    mit    Poincare    diesen    Punkt    einen  „scheinbar  fiingu- 

ären  Punkt ''^   sind   insbesondere    noch   alle  n- Anfangsexponenten  gans- 

zahlig    und    keiner   negiitiVf    so    wird   der   Punkt   mit    Weierstrass   als 

n  ausser  wesentlich  singnlär*"  bezeichnet.*  Wir  können  auch  hier  unsern 

Widerspruch    gegen    diese   Terminologie   nicht    zurückhalten.     Die   ersteren 

Punkte  sind  thats^chlich  nicht  scheinbar ,  sondern  wirklich  singulare  Punkte 

der  Coefficienten   sowohl,    wie  der  Integrale;    der  Käme    i^ausserwesentlich 

tingnlär"  aber  hat  sich  zu  sehr  in  dem  von  Weierstrass  später  bei  den 

^eindeutigen  Functionen    eingeführten   Sinn  eingebürgert,   als  dass   er   hier 

60  ganz  anderer  Bedeutung  wieder  verwandt  werden  sollte,    GerEkde  auf 

ie  letzteren  Punkte  passt  nun  ausgezeichnet  der  Name  „scheinbar  singulär^, 

a    bei    ihnen  zwar  die  Coefficienten ,    aber   nicht,    wie  es   dann  sonst  im 

lillgemeinen  der  Fall  ist »  auch  die  Integrale  singuiär  sind.    Auf  die  ersteren 

her   passt   der  Name   „ausserwesentlich   singuiär"  (oder  allenfalls  „aufheb- 


singulär''),  da  man  die  Singularität  der  Integrale  bei  diesen  Punkten 
urofa  MuUiplication  mit  einer  endlichen  bestimmten  Potenz  beseitigen  kann. 
Vir  plaidiren  daher  aufs  Entschiedendste  geradezu  für  eine  Vertäu schuug 
1er  beiden  Bezeichnungen  und  sind  der  Ansicht,  dass  das  Handbuch  sich 
Üese  klärende  That  getrost  hätte  gestatten  dürfen  und  sollen. 

Ein  besonderes  Verdienst  erwirbt  sich  der  Verfasser  durch  das  wieder- 
olte  ausdrückliche  Eingehen  auf  das  Verhalten  der  Integrale  in 
er  Umgebung  eines  algebraischen  Windungspunktes  der 
3oefficienten,  so  auch  am  Schlüsse  des  gegenwärtigen  Abschnittes.** 
[jediglich  vom  pädagogischen  Standpunkte  aus  ist  es  vielleicht  zu  bemängeln, 
IS  solche  Punkte  hier  gemeinsam  mit  or  ^^  oo,  wenn  dies  Stelle  der  Be* 
iilmmtheit  ist,  abgemacht  werden;  die  Beziehung  zwischen  beiden  Fällen  ist 
.ämlioh  insofern  ziemlich  Uusserlich,  als  nur  beide  Male  x  1="  ^^  gesetzt  wird 
,nd  dann  f Ür  iL  >  0  der  eine,  für  A<CO  der  andere  Fall  eintritt.  Die 
Fichtigkeit  der  Stelle  x  =  oo  und  des  Verhaltens  der  Integrale  daselbst 
st  auf  diese  Weise  ein  wenig  verhüllt. 

V.   Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Klasse. 

Die  Dififerentialgleichungen ,  deren  Integrale  in  der  ganzen  Ebene  be- 
Itimmt  sind,  spielen  historisch  und  für  zahlreiche  Theile  der  Theorie  eine 
^sgezeiobnete  Holle*    Sie  wurden  von  Fuchs  schon  bei  Begründung  seiner 


•  S.  202  Zeile  3  von  unten  ist  hinter  „beginnen"  hinzuzufügen:  „worauf  dann 
i   allen   frühesten»   gleich  das  Glied   mit  ar"  folgt  *S    da  «onat  das  un  mittet  bar 
'olgende  nicht  ganz  correct  iät. 

••8,  2ü«  Zeile  7»  8  det  Textes  bind  die  Worte  ,,und  dae«  . . .  verhalten**  ^a 
itrinchen»  da  die«  bereits  in  dem  Begritf  ^^Nonualform^'  enthalten  ist  ~  S.  207 
leichüog  3)  fehlt  „^0'\ 


ll^^^^^^^^Historiäch-wSrSis^ 


Ibeilniig^ 


Theorie  hervorge hoben  und  ftüireu  daber  mit  Recht  seinen  Namen.  —  In 
forzÜgUcher  Weise  wM  die  Frage  der  ConTergena  von  Potens- 
reiben  auf  dem  ConTergeitzkreiie  im  Änsoblüss  an  Tbom^  ent- 
entwiekelt"^  und  auf  die  Integrale  der  jet^t  in  Rede  siebenden  Klasse  Ton 
Differentialgleichungen  angewandt*  —  Die  Herstellung  einer  Differential- 
gleich  ting  dieser  Klasse  mit  vor  gase  briebenen  singulären  Stellen  und  Wurzel  n 
der  zugehörigen  determinirendeD  Gleicbungea  führt  zur  Besprechung  der 
Differentialgleicbangeti  mit  einem  singuliren  Paukt  —  ?on  da  duircb  Trans- 
formation zu  den  DiJferentialgleicbangen  mit  constanten  CoefßcieDien  — , 
£u  den  Diferentialgleicbungei!  zweiter  Ordnuiig  der  Fncbe'&cben  Klasse 
und  Bpeciell  zu  einer  solcben  mit  iwei  endlichen  aingulären  Btellen^  der 
Riemann'ecben  und  Gausa'scben  Differentialgleicbungf  deren  Tbeorie 
bier  theils  als  Anwendung  des  Vorangeheoden ,  tbeils  als  Vorbereitung  fttr 
Spliterea  dient. 

¥L   Die  Eutwiokelnngen  der  Integrale  innerhalb 
eines  Kreiaringes, 

Wibrend  die  beiden  vorangehenden  Abscbnitte  sieb  nur  mit  Stellen 
der  Bestimmtheit  hefassten  und  in  der  Umgebung  einer  solchen  für  die 
Integrale  die  Entwlckelungen  selbst  wirklich  geben  konnten,  stebt  nacb 
dem  TU.  Abschnitt  in  der  Umgehung  einer  Stelle  der  Unbestimmtheit  oder 
Überhaupt  in  einem  Kreisring,  in  welchem  die  Coefficienten  nach  Laurent- 
schen  Reihen  entwickelbar  sind,  bisher  lediglich  die  Form  der  Ent- 
wickelung  der  Integrale  fest: 

Hier  greift  nun  die  auf  den  Begriff  der  unendlichen  Determinanten 
begründete  Theorie  von  H.  von  Kocb  ein.**  Die  Recursionsformel  der 
Differentialgleichung  kann  so  transformirt  werden,  dass  die  aus  ihren 
Coefficienten  gebildete  unendliche  Determinante  B[q)  convergirt  und  die 
„Normalform"  hat.  Sie  ist  eine  ganze  transcendente  Function  von  q 
mit  der  Eigenschaft: 

-D(9+l)=-(-l)»-D(?)- 

Der  Gleichung  2)(^)  =  0  gentigen  folglich  sSmmtliche  Ex- 
ponenten  eines   in  Reihenform   darstellbaren  Integrals.    Sie  ver- 


•  S.  230  Zeile  14  lies  ^yBa'"^  statt  „22**.  —  Zeile  10  von  unten  lies  einfacher 

**  S.  278  Zeile  12.  Statt  „unbedingt"  wäre  correcter  „absolut'*,  weil  darauf 
folgt  „d.h.  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  convergirt  ebenfalls'*;  aus  der  ab- 
soluten folgt  dann  erst  die  unbedingte  Convergeuz.  —  S.  288  Zeile  10  lies  „fehlt" 
statt  „verschwindet'*. 


Eeoenaionen. 


m 


tritt  ajgo  die  Stelle  der  determinirenden  Gleichung  bei  Stellen  der  ün- 
beftiimmtbeit,  folglich  zugleich  aEch  die  der  F  und  am  eutal  gleich  ang,  tob 
deren  linker  Seite  sich  D(p)  in  der  Tbat  nach  der  Substitution  w^^e*''^? 
nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheidet  Die  Coefficienten  g^  der 
Iitegnüreihen^  sowie  die  Integralgruppen  nnd  Untergruppen,  Sätze  über 
die  Fundamentalgleichungea  componirter  und  adjungirter  Differentialgleich- 
ODgen  fliessen  aus  der  Koch^schen  Theorie. 

Ihr  folgt  die  Hamburger 'sehe  Methode  zur  wirklichen  Darstellung 
(kr  laterale  in  einem  Kreisring^  womit  dann  stets  die  Berechnung  der 
Ooefficienten  der  zugehörigen  Fundamentalgleichung  aufs  Engste  zu- 
sammenliKDgt. 

Ein  Kreisring  ist  auch  das  Giltigkeitsgebiet  eines  FundamentalsystemSi 
von  de&sen  Elementen  sich  nur  einTheil  bestimmt  verht&lt;  daher  ünden 
die  Stellen,  bei  denen  der  charakteristische  Index  (nach  Tb  am  6) 
^0  istf  hier  ihre  Besprechung.  Dass  die  Koch^sche  Theorie  auch  dabei 
tich  bewährt,  wird  sehr  interessanter  Weise  kurz  gezeigt  Die  über  diesen 
Gegenstand  handelnde  Arbeit  von  Koch 's  (Acta  math.  18)  kann  übrigens 
dem  Verfasser  noch  nicht  vorgelegen  haben. 

Ein  Kreisring  ist  ferner  die  Umgebung  von  x  =  öc,  wenn  dies  ein 
Punkt  der  Unbestimmtheit  ist.  Die  Integrale  sind  also  in  diesem  Fall 
darstellbar  mittelst  Reihen,  die  nach  Absonderung  einer  Potenz  von  x  als 
Factor  unendlich  viele  positive  Potenzen  von  x  enthalben.  Es 
«erden  nun  die  Fälle  herausgehoben,  wo  diese  unendlich  vielen  positiven 
Potenzen  von  einem  Exponentialfactor,  dessen  Exponent  eine  ganze  rationale 
FanctioD  von  x  ist  („fundamentaler  determinirender  Factor"  nach 
Thom6),  aufgesaugt  sind,  während  der  andere  Factor  der  Eeihe  keine 
positiven  Potenzen  von  x  mehr  enthält  Ein  solches  Integral  heiest  nach 
Thom^  „Normal integral".  Die  Diff'erentialgleichung  mit  constanten 
ßeienten  stellt  also  den  allereinfachsten  Fall  einer  Diferentialgleichung  mit 
Ichen  Integralen  dar.  Wie  bei  ihr  spielt  auch  in  dem  alt  gemeinen  Fall 
fixte  9 charakteristische  Gleichung*'  eine  wesentliche  Rolle  und  wie 
bei  ihr  der  Umstand,  ob  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  verschieden  sind 
oder  nicht  In  letzterem  Falle  können  auch  die  von  Poincar6  als 
BÄDormale"  bezeichneten  ßeihen  auftreten. 

Bei  den  Entwickelungen  über  die  Normalintegrale  sind  —  worauf  der 
Terfmer  selbst  den  Referenten  aufmerksam  machte  —  in  den  Nr.  95,  96  einige 

«Cglozende  Bemerkungen*  erforderlich.    Der  Bchluss  auf  8,341,  dass  lim  -v 

ein  bestimmter  endlicher  Werth  sei,  beruht  auf  der  Annahme  der  Conver- 
geu  der    für    w    angesetzten    Eeihe,    das    heisst    auf   der    Annahme    der 


•S.  »40  in  Formel  10)  lies  ,,vDr''  statt  i.rür'*,    —  iu  Gleichung  4)  „^«*' 


EiiBtezi^  einaa  Normalmtegraka  ^er  DiSbrentialgleichaDg  {%),  In  der  Thai 
Bind  die  durch  14}  [S*  342]  baitiiomteii  GrÖseen  £i^  falls  sie  die  Differeuti&l- 
gleiehung  {%)  wirklieh  befriedigen  ^  Normalintegmle.  Im  Allgemeiiiea 
dagegen  getiügea  die  0^  der  Differentialgleicbung  (%)  nicht  und  spieiefi 
für  (31)  «hensowohl  wie  für  die  Difi^erentialgleiehuDg  {Ä)  nur  die  BoUe 
TOS  fuodame&taleE  determiuirenden  Factor en«  In  diesem  Falle  ist  dann 
auch  vx  keioe  wirkliche  LöBiitig  von  11),  so  daga  also  im  AllgemelQeii  in 
Gleichung  15)  [deBgleichen  in  der  Gleichung  B.  344  oben]  gewisse  fort-» 
gelassene  GEeder  wieder  hinzu  gefügt  werden  mttsaen^  die  eben  nur  dann 
Tersohwindenj    wenn  vi  die  Gleichung  11),  das  heiast  gi  <iie  Gleichung  {%) 

r 

edtUli     Daa   Gleiche   gilt  tob    dem  Schlüge  S.  346,   dass  Um  -^  ein  end- 

Je  SUD  3^ 

licher  bestimmter  Wertb  sei,  woraui  folgen  würde,  dasg  x  ein  Kormal- 
integral ist.    DemgemUsB  lat  endlich  der  Satz  S,  347  dahin  einzaschrinkea; 

„Ein  Normalintegral  hat  die  Eigenschaft,  nicht  in  jeder  Nähe  von  x^^  su 
verschwinden,  und  umgekehrt p  wenn  ein  bei  o^^oo  in  Eeihenform  dar* 
stellbares  Integral  diese  Eigenachaft  bat  nnd  überdies  seine  logarith- 
miacbe  Ableitung  für  j^^öo  von  endlicher  Ordnung  unendlich 
wird,  BO  ist  es  ein  Normalin teg raL ^ 

TIIp  Allgemein   gütige  Darstellomgen   der  Integrale  von 

Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten- 
Da  alle  bisher  gegebenen  Darstellungen  der  Integrale  im  Allgemeinen 
immer  nur  ein  beschränktes  Giltigkeitsgebiet  besitzen,  die  Ereisfortsetzung 
aber  praktisch  so  gut  wie  unausführbar  ist,  erhebt  sich  nun  die  Aufgabe, 
auf  andere  Art  den  Wertb  eines  durch  seine  Anfangswerthe  für  irgend  eine 
reguläre  Stelle  definirten  Integrals  an  irgend  einer  anderen  regulären  Stelle 
zu  berechnen,  falls  der  Weg  gegeben  ist,  auf  dem  x  von  jener  nach  dieser 
Stelle  gelangt.  Am  einfachsten  wird  diese  Aufgabe  gelöst,  wenn  ein 
analytischer  Ausdruck  der  Integrale  sich  finden  lässt,  der  für  die  ganze 
rc-Ebene  gilt,  abgesehen  höchstens  von  den  singulären  Punkten  selbst, 
gerade  wie  z.  B.  die  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  den 
Quotienten  zweier  6  -  Functionen.  Dies  gelingt  in  der  That  mittelst  einer 
Methode  von  Fuchs,  welche  die  Integrale  in  Heihen  entwickelt,  deren 
Glieder  durch  iterirte  Integration  rationaler  Ausdrücke  ent- 
stehen. Dadurch  besteht  auch  die  Möglichkeit,  die  zu  irgend  einem  Um- 
lauf gehörige  Fundamentalgleichung  wirklich  aufzustellen  (Günther)  und 
einen  Einblick  in  die  Abhängigkeit  der  Integrale  von  den  in  den  Coeffi- 
cienten  der  Differentialgleichung  enthaltenen  Parametern  zu  gewinnen. 

Im  Mittelpunkt  der  folgenden,  wesentlich  vonPoincar6  stammenden 
Untersuchungen  steht  die  sogenannte  „Laplace*sche  Trans formirte** 
(Differentialgleichung)  einer  vorgelegten  Differentialgleichung.  Sie  gehört 
insofern  hierher,  als  die  Lösungen  der  vorgelegten  Differentialgleichung  dar- 


I 


tUllbar  sind  durch  bestimiote  iDtegrale  auf  gewissem  Weg  erstreckt  über 
die  L^Jsangen  ihrer  Laplace 'sehen  Transform irteii.  Sie  giebi  auch  Kriterien 
ftr  die  Convergenz  der  Normalreiben  und  führt  zm  ^asymptotischeü*' 
DaratellüDgen  der  Integrale  durch  divergente  Reihen,  fibnlich  wie  dies 
W  der  Stirlin gesehen  Heihe  der  Fall  ist.  —  Einige  der  Entwickeln ogen^ 
die  zur  Einführung  der  Laplace'schen  Transformirten  dienen  (Nr.  108, 
109  und  zum  Theil  112)^  würden  wir  ihreö  Charakters  wegen  lieber  an 
fr&beren  Stellen  des  Buches  eingeordnet  sehen. 

VIIL   Berechnung  der  Fundamental&ubstitutionen    für 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten« 

Zar  LGsnng  der  zn  Beginn  des  vorigen  Abschnittes  gestellten  Aufgabe 
werden  noch  andere  Hilfsmittel  gelehrt,  welche  nur  die  Eatwickekng  der 
Integrale  in  der  Umgebung  der  einzelnen  Stellen,  bczw.  in  einem  Kreis* 
ring  voranssetxen*  Dahin  gehört  zunächst  der  Ausdruck  zweier  Funda- 
mentaUjsteme  (die  in  der  Umgebung  von  regulären  Stellen  giliig  sind) 
dorcheinander ,  eine  Aufgabe,  die  durch  Abbildung  auf  den  Fall  zurück- 
geföhrt  wird,  dass  beide  Convergen^kreise  in  einander  greifen,*  Des 
Weiteren  bedarf  es  sodann  noch  der  Eenntniss  der  „Fundamental* 
sobstitutionen",  das  heisst  derjenigen  Substitutionen,  welche  irgend  ein 
bestimmtes  FundamentalBjstem  bei  einfachen  Umläufen  um  die  einzelnen 
(«wesentliob"  oder  —  wie  wir  sagen  würden  —  „wirklich'*)  eingulHren  Punkte 
erleidet  Ausser  den  für  deren  Berechnung  bereits  gelehrten  Methoden  wird 
noch  die  im  Allgemeinen  mehrdeutige  Bestimmung  der  Fundamentalsub- 
ftitationen  durch  eine  hinreichende  Zahl  von  ,, Fundamentalinvarianten ** 
gegeben.  Dies  sind  die  Coefficienten  der  Fundamentalgleichungen.  Sie 
hingen  lediglich  von  den  Parametern  der  Coefficienten  der  Differentiai* 
gldüfaung*  nicht  wie  die  Fundamen takubstitutionen  auch  noch  von  den 
Anfangs werthen  des  zu  Grunde  gelegten  Fuudamentalsystems  ab*  Da  bei 
einer  Differentialgleichung  der  Fuchs 'sehen  Klas^äe  die  zu  den  einzelnen 
dngulären  Punkten  gehörigen  Fundamentalgleichungen,  also  auch  die  aus 
ihnen  entspringenden  Fundamentalinvarianten  leicht  zu  bilden  sind,  ihre 
Zahl  aber  (im  Allgemeinen)  zur  Bestimmung  der  Fundamen talsubstitutiooen 
noch  nicht  hinreicht,  kommt  hier  noch  die  Berechnung  einer  Anzahl 
aogenanater  „üebergangssubstitutionen**  in  Frage,  das  heisst  der 
Coefficientensjsteme ,  die  ein  zu  einem  singulären  Punkt  gehöriges  Funda- 
meatalsystem  durch  das  zu  einem  anderen  gehörige  bei  bestimmtem  üeber- 
gatigBweg  ausdrücken.  Dies  geschieht  zum  Theil  mit  Hilfe  einer  Ab- 
bildung, die  sich  des  sogenannten  Fuchs'schen  .^Grenzkreiseä'*  bedient* 
Eodlifih  wird  die  Aufstellung  der  Fundamental  in  Varianten  und  Fundamental- 


•  8.  ISO   Z*  16  iat  hinter  ,,Ableittiiigen**   hinzuanfügen  ».mit  beliebiger  Ge- 
ttttigkdt*'. 

IUH-Ul  ilt^fch.  d.  ZttlUohr,  t  Mtttli.  u.  Pbyi.  da.  jAhrg,  1805.  Tk  lief k  14 


fiaiorisGli- literarische  AbtheUnng. 


aubsiitulionen    bei    einer    Differeatialgleichung    zweiter   Ordnung,    die    der 
UebergaDgssubstitutionen  gpeciell  bei  der  Gau&8*8chen  DifiTerentialgleichaiig 

durchgeführt  

Durch  die  vorstehende  kurze  Skizzirung  hofen  wir  eine  angenäherte  Vor- 
stellEug  von  dem  reichen  Inhalt  des  Werkes  gegeben  zu  haben*     Die  üeber- 
sicht  über  diesen  Inhalt  wird  erleichtert  durch  die  Kintheilung  des  Garnen 
in    fortlaufende,    mit  Ueberschriften    versehene  Artikel    und  das  aus  jenen 
zusammengesetzte  Tnhaltsverzeichuiss.    Dasselbe  giebt  gleichzeitig  in  ausser- 
ordentlich   f<orgfältiger    uud    eingehender  Weise    die   einschlägige  Literaiui* 
bei   jedem    einzelneo  Artikel,*     Diese  recht   zweckmässige    Einrichtung  is| 
aber  noch  einer  erheblichen  Verbesserung  fähig,  die  ebensowohl  im  Inleresae 
des  Autors   als  in  dem  des  Lesers  läge.    Es  ist  mitunter  —  falls  man  das    _ 
nicht  zufällig  anders  woher  weiss   ^  gänzlich  unmöglich  zu  erkennen,  aof 
welchen    Theil    des    Inhaltes    eines    Artikels    sich   die    einzelnen  Litemtm^ 
angaben    beziehen.     Wir  möchten   deshalb   dem  Verfasser   nahe   legen,  wo- 
möglich  schon   im   zweiten  Band    seines  Werkes,    die  Stellen  im  Tezt,  m 
welche    eine  Liter aturangahe    anschlieast,    mit    kleinen  Ziffern  zu  veneboa, 
die    dann    im  Literaturverzeichniss  an  entsprechender    Stelle  wiederkebrsiu 
Wo  dies  bei  der  älteren  Literatur  Schwierigkeiten  machen  sollte,    weil  m 
sich  nicht  auf  einen  einzelnen  angebharen  Punkt  bezieht,   könnte  diese  ji 
im  Anschlties    an    die  Ueberachrift    des   Artikels  gemeinsam  citirt  werden. 
Es  würde  auf  diese  Weise  auch  noch  deutlicher  hervortreten,  was  als  dea 
Verfassers  geistiges  Eigenthnm  za  betrachten  ist. 

Endlich  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  das  Buch  für  jeden,  der 
über  eine  gewisse  Gewandtheit  in  der  Functionentheorie  verfügt,  fast 
überall  ohne  Schwierigkeit  zu  lesen  ist.  Alle  nur  einigermassen  nicht  aü- 
tiglicben,  ausserhalb  liegenden  Hilfsmittel  werden  in  sehr  ansprecbeDder 
Form  vor  ihrer  Verwendung  mitgetbeilt.  Ja,  mitunter  hat  der  Verfasser 
eine  allzu  geringe  Meinung  vom  Lesen  die  Bemerkung  unter  den  Beiicb* 
tigungen  zu  Seite  143 — 145  stellt  geradezu  eine  Injurie  für  denselben  dar! 

Für  den  vorgeschrittenen  Leser  wird  das  Buch  eine  Quelle  reichster 
Anregung  bilden, 

Auf  Grund  aller  dieser  Vorzüge  dürfen  wir  dem  Erscheinen  des  zweiten 
Bandes,  der  nach  der  hier  entwickelten  allgemeinen  Theorie  im  Weseut^ 
liehen  lineare  Differentiaigleichnogen  unter  speciellen  Voraussetznngeo, 
sei  es  Über  die  Coefficienten ,  sei  es  über  die  Integrale,  behandeln  soll, 
mit  freudigster  Spannung  entgegenblicken,  Inzwischen  aber  das  Studium 
des  vorliegenden  ersten  Bandes  auf  das  Eindringlichste  empfehlen! 


*  Bei  den  Citaten  zu  Nr.  A2  ist  noch  hinzuzufügen:  „Eoehler,  ZeiUchnJl 
für  Mathematik  und  Physik,  33.  ßd.  S.  231  flg.** 

Lothar  HBFrr&a. 
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Lehrbucli  der  Algebra.  Von  Hbinrioh  Webee,  Professor  der  Matheuiatik 
an  der  Universität  Göttingen.  In  zwei  Bfinden.  Erster  Band.  Braun- 
schweig 1895.  Vieweg.  XV  und  653  8. 
In  der  neueren  algebraischen  Lehrbuchliteratur  hat  die  Theorie  der 
algebraischen  Gleichungen  nicht  gleichen  Schritt  gehalten  mit  anderen 
Theilen ,  wie  der  Theorie  der  Determinanten ,  der  linearen  Substitutionen  etc. 
Die  Entsteh nngszeit  der  Bücher  ^  auf  welche  man  für  die  Theorie  der 
algebraischen  Gleichungen  bis  vor  Kurzem  der  Hauptsache  nach  angewiesen 
war,  vor  allem  der  Werke  von  Serret»  C.  Jordan  u,  A.,  liegt  gegen- 
wärtig schon  ein  wenig  zurück.  Die  Gleich ungstbeorie  ist  inzwischen  nicht 
nar  In  vielen  Einzelheiten  weiter  ausgereift,  sondern  es  haben  auch  prin* 
Gipielle  Auffassungen  durch  Hereinnahme  neuer  Gesichtspunkte  ein  stark 
verSndertea  Aussehen  gewonnen.  Zwar  giebt  natürlich  die  Theorie  der  Per- 
mntationsgruppen ,  welche  zumal  auch  schon  in  dem  Jordanischen  Werke 
mit  grosser  Ausführlichkeit  behandelt  ist,  die  wesentlichste  Grundlage  der 
Gleichungstheorie  ab.  Aber  daneben  haben  die  arithmetischen  Schöpfungen 
Dedekind's  und  Kronecker *8  auch  in  der  Algebra  mehr  und  mehr  Boden 
gewonnen  und  müssen  in  einer  erschöpfenden  Darstellung  vom  gegenwärtigen 
Stande  der  Theorie  der  Gleichungen  entsprechend  zur  Wirkung  kommen. 
In  diesem  Sinne  ist  es  freudig  zu  begrüssen,  daas  Herr  H.  Weber ^ 
der  nicht  nur  einer  der  ersten  Kenner  der  modernen  Arithmetik  und  Algebra 
ist,  sondern  auch  als  selbstöndiger  Forscher  an  der  Fortentwickelung 
dieser  Disciplinen  den  lebhaftesten  Antheil  genommen  hat,  eine  moderne 
Darstellung  der  Theorie  der  Gleichungen  zu  liefern  unter nommen  hat.  Das 
auf  zwei  Bände  geplante  Werk  soll  möglichst  von  den  Elementen  ab  und, 
ohne  eingebende  Einzelkenntnisse  nach  irgend  einer  Eichtung  vorauszusetzen, 
zu  dem  jetzt  erreicbten  Stande  der  Entwickelung  hinführen.  Der  vor 
Knnem  erschienene  erste  Band  euthült  folgende  TheÜe  des  gesammten  Stoffes: 
In  einer  Einleitung  bespricht  Weber  zunächst  den  Zahlbegriff  und 
speciell  den  Begriff  der  irrationalen  Zahlen  in  der  von  Herrn  Dedekind 
begründeten  Auffassungsweise,  wie  sie  von  letzterem  in  der  bekannten  Schrift 
„Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen"  dargestellt  ist.  Die  Einleitung  bat  den 
Sinn«  das  Fundament  der  späteren  Entwickelungen  in  abstracter,  begriff- 
licher Weise  zu  legen.  Doch  wird  auf  die  Möglichkeit  geometrischer  Inter- 
pretationen schon  hier  hingewiesen  und  solche  werden  auch  in  der  Folge 
des  öfteren  verwendet. 

Die  Eintheilung   ist   nun   so   getroffen,    dass   der  ganze  erste  Band  in 

drei  Bücher  zerfällt,   welche    „Die  Grundlagen",   „Die  Wurzeln**   und   ,Die 

algebraischen  Grössen"  überschrieben  sind.     Jedes  Bucb  zerfällt  seinerseits 

wieder  in  sechs  Abschnitte. 

^  Die    ersten  Abschnitte   enthalten  wesentlich  einleitende  BetrachtuDgen, 

H  Ee  gilt  zuvörderst  eine  einfache  Theorie  der  ganzen  rationalen  Functionen 

H  zu  entworfen*    Die   Coef&cienten    sind    dabei    für   gewöhnlich   unbestimmte 
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Grössen  f  werden  jedoeh  vielfach  als  rationale  oder  gauze  Zahlen  aoge« 
nommen.    So  z.  B.  wird  gleich  anfangs  der  bekannte  Satz  von  Gauss  über 

MultipIicatioD  sogenannter  primitiver  Functionen  abgeleitet  Uro  für  minder 
vorgerüclcte  Leser  das  Heranziehen  sonstiger  Lehrbücher  möglichst  tn  er. 
spanen,  hat  Herr  Weber  in  einem  besonderen  Abschnitte  diejenigen  Sätse 
aus  der  Determinantentheorie  ^nsammengefasst,  welche  später  zur  Ver- 
wendung kommen  sollen. 

Der    dritte   Abschnitt    ist    dem    Pundamentalsatz    Über  Wurzelexistem 
algebraischer    Gleichungen    gewidmet.     Nach    einigen    einführenden  Pai^ 
grapben  wird   ^orab  von  Gleichungen  ungeraden  Grades  mit  reellen  Coefjg, 
cienten,  sowie  von  reinen  Gleichungen  gehandelt;  und  im  Anschluss  daria 
wird  die  Lösung  der  cubischen  und  bi quadratischen  Gleichungen  dazwiscb^o 
gefügt.    Sodann  wird  der  Fundamentalsatz  in  voller  Allgemeinheit  darch  die 
bekannte  Deduction  bewiesen,  welche  sich  im  Wesentlichen  auf  die  Stotigbtt 
der  ganzen  Functionen  and  auf  die  Existenz  einer  unteren  Grenze  bei  einem 
System  reeller  Zahlen  stützt ,  die  alle  grösser  als  eine  angebbare  Zahl  eitil 
Hier  vor  altem  bewahren  sich  die  Entwickelungen  der  Einleitung  zum  Zwccb 
einer  völlig  scharfen  Beweisführung,   Ein  zweiter,  in  der  Hauptsache  von  Lip* 
Bchitz  herrtibrender  Beweis  des  Fundamentalsatzes ^  sowie  der  Beweis  dar 
stetigen  Abhängigkeit  der  Wurzeln   von   den  Coeffioienten  beschliessen  dei 
Abschnitt 

Die  drei  folgenden  Abschnitte  gipfeln  in  der  Darstellong  von  Her- 
mite 's  Bebandlußg  der  Tscbirnhausen- Transformation.  Es  sind  freilich, 
lumal  da  Hermite^s  Theorie  auf  invarianten- theoretischen  Principien  h>* 
ruht,  vorab  erst  noch  mehrfache  Vorbereitungen  zu  treffen»  die  auch  ohw- 
bin  nicht  fehlen  dürfen.  Einmal  nämlich  werden  die  Principien  der  Tbeori« 
der  symmetrischen  Functionen ,  sowie  das  Eliminationstheorem  von  Bezoat 
entwickelt.  Sodann  gilt  es  vor  allen  Dingen,  Anschluss  an  die  lineara 
Invariantentheorie  zu  gewinnen.  Die  Entwickelung  zeigt  hierbei  iDSofera 
einen  arithmetischen  Charakter,  als  zumeist  auch  auf  Eationalit&i  bez.  Gaoi- 
zabligkeit  der  Coefficienten  Nachdruck  gelegt  wird.  Den  Auffassungen 
Invariantentheorie  gemäss  tritt  nun  an  Stelle  der  Gleichung  f{x)=^0 
der  Function  f(x)  die  Form  fi  und  es  ist  dann  der  im  Mittelpunkt 
Hermite^s  Behandlung  der  Tscbirnhausen -Transformation  stebeod^ 
Satz,  dasa  die  Coeflicienten  der  transformirten  Form  Simultan  -  In  varia&l 
der  ursprünglichen  Form  n^*^  Grades  und  einer  gewissen  Form  («  — 
Grades  T  sind.  Dieser  Her  mite 'sehe  Satz  erweist  sich  für  die  Tach 
hausen*  Transformation  der  cubischen  und  biqnadratischen  GleicbüDj 
bereits  als  ausreichend.  Für  den  allgemeinen  Fall  ist  die  üntersachi 
formal  erst  noch  weiter  zu  entwickeln,  wobei  die  von  Sylvester 
Bezoutiante  bezeichnete  Covariante  zur  Verwendung  kommt.  Die  Theüi 
wird  am  Beispiel  der  Gleichungen  fünften  Grades  vollständig  durchgeführt; 
dabei  wird  die  Gleichung  fünften  Grades  sogleich  als  Hauptglcichung  (&ieh 
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Klein)  angenommeD ,  und  letitere  wird  durch  eine  Tranaformadon,  die 
ab  einzige  IrratiooaUt&t  die  Quadratwurzel  aus  der  DiBcriminante  besitzti 
auf  eine  Normaiform  mit  nur  einem  Parameter  ÜbergeftSlirt, 

Im  folgendeoi  Buche  „Die  Warseln''  stehen  die  Gleichungen  mit  reellen 
CeelBcienteu  Torau«  Ei  wird  zuTÖrderst  eine  Realitfit^diicussion  der  Wartein 
durchgefnhrtf  wobei  f&r  den  allgemeinen  Fall  eine  erneute  Anwendung  der 
BedEOatiante  stattfindet  Speciell  im  Falle  der  biquadratiscben  Gleichungen 
wird  eine  interessante  geometrische  Betrachtung  gegeben  auf  Grundlage  der 
hier  eintretenden  Discriminantenüttche ^  auf  welche  zuerst  Kroneeker 
hinwies. 

Besonders  inhaltreich  ist  der  den  Stürmischen  Functionenketten  ge- 
Idmete  Abschnitt  ^  yerm5ge  deren  das  Problem  behandelt  wird ,  die  Anzahl 
der  Wurzeln  zwischen  gegebenen  Grenzen  anzugeben«  Der  allgemeinen 
Theorie  werden  zwei  specielle  Beispiele  Stürmischer  Ketten  Toransgesandt; 
einmal  sind  es  die  Kngel Functionen  erster  Art,  welche  hierher  geh5ren, 
sodann  eine  Kette,  welche  in  der  Theorie  der  sEcalaren  Störungen  der 
Planeten  eine  Rolle  spielt  FUr  die  allgemeine  Behandlung  des  Stürmischen 
Problems  sind  wieder  die  Schöpfungen  Her  mite 's  leitend  gewesen^  Es 
ki  aber  besonders  dankenswerth ,  dass  Herr  Weber  an  dieser  Stelle  die 
Kronecke  rasche  Charakteristikentbeorie  wenigstens  in  einem  einlachen 
Falle  darchftJhrt  und  auf  das  Problem  der  Einschllessung  der  eomplexen 
Wurzeln,  sowie  auf  den  ersten  Gaus  stachen  Beweis  des  Fundamentalsatzes 
anwendet.  Die  Charakteristikentheorie  verfolgt  fttr  Gleichungssjsteme  mit 
beliebig  vielen  Variabein  dasselbe  Ziel,  wie  der  Stürmische  Satz  für 
Gleichungen  mit  einer  unbekannten.  Die  DurcbfOhrung  bezieht  sich  auf 
den  PaU  zweier  Veränderlichen  und  damit  auf  den  Schnitt  ebener  Gurren. 

Die  folgenden  Abschnitte  sind  den  bekannten  alteren  Theoremen  von 
Bndan-Fourier,  Newton,  Descartes  u.  s.  w,,  sowie  den  Regeln  zur 
angeottherten  Berechnung  der  Wurzeln  gewidmet.  Erwähnt  sei  eine  von 
Klein  herrührende  geometrische  Abzahlung  der  reellen  Wurzeln,  welche 
zu  einer  Vergleichung  der  erstgenannten  Theoreme  benutzt  wird. 

Einen  wesentlich  neuen  Charakter  gewinnt  die  Darstellung  durch  Heran- 
ziehung der  KettenbrUche  zur  angenäherten  Berechnung  der  Wurzeln.  Herr 
Weber  ergreift  hier  die  Gelegenheit,  um  etwas  principieller  auf  die  Theorie 
dtr  Kettenbrache  einzugehen.  Dieselbe  wird  in  der  Tbat  ausgestaltet  zu 
einer  Theorie  der  linearen  ganzzahligen  Substitutionen  der  Determinanten 
+  I  ,  an  welche  sich  in  verkappter  Form  eine  Theorie  der  Aequivalenz 
uod  Reduction  der  ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen  schliesst. 
Doch  wird  dabei  zumeist  nicht  explieit  von  den  Formen  gesprochen,  son- 
dern nur  von  äquivalenten  Zahlen,  welch  letztere  als  Wurzeln  der  den 
Formen  entsprechenden  Gleichungen  anzusehen  sind*  Eine  über  das  Formale 
hinausgehende  Umgestaltung  gewinnt  hierdurch  die  Theorie  der  Aequivateni 
und  Reduction   nicht     Die  Anwendung  der  Theorie  der  Kettenbrüche  zur 
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nuEneriscben  Aufldsang  der  Gleiobtingen   wird  in  dun  beiden  kkteu  Para- 
graph en  des  elften  Äbicbuitta  bebandelt* 

Äncb  im  letzten  Abschnitt  des  zweiten  Buches,  „Theorie  der  Einbeits- 
wurzeln*'  überBcbrieben ,  bleibt  zumeist  der  arlibmetlsche  Charakter  der 
DareteHung  erhalten.  B&  kominen  hier  nnr  erat  einige  einführende  De- 
ßnitJonen,  Bowie  die  Irre dncibili tat  nnd  die  Discrimitiante  der  Kreistbeilangs- 
gleicbung  £ur  Behandlung,  Gegen  Ende  des  Abecbnitts  folgen  Entwickele 
ungen  über  Mnltiplioation  der  Kreisfnnctionen,  Zwischendurch  sind  zahlen- 
theoretiBche  Entwlckelnngeti  eingeaehaltet  (über  Läsnng  von  CengrueDzen 
höheren  Grades j  Potenzreste,  primitive  Wurzeln»  Indices,  quadratische 
Reste  und  dergh),  welche  nur  mittelbar  mit  der  Ueberschrift  des  Abschnities 
znsammenhSngcB  t  die  aber  doch  später  gebraucht  werden  und  an  anderer 
Stelle  nicht  gut  untergebracht  werden  konnten. 

Im  dritten  Buebe  j^Die  ulgebraLsehen  Grössen'*  liefert  Herr  Weber  auf 
Grondlage  der  Dedekiod'scben  Körpertbeorie ,  sowie  der  Theorie  der  Per- 
mntation^gruppen,  eine  interessante  DarateOung  der  G  aloie  '^hen  Gleichnngs- 
theoriei  und  hier  ist  es  eben,  wo  durch  die  Hereinnahme  der  K5rpertbeorb 
ein  neues  nnd  wichtiges  Fundament  gegenüber  den  frtlheren  Darstellungen 
gewonnen  wird. 

Ein  erster  Abschnitt  des  dritten  Buches  trSgt  die  üeherschrift  ,9 Die 
Galois^scbe  Theorie^,  Jedoch  handelt  es  sich  hier  noch  keineswegs  nm 
endgiltigen  theoretischen  Einblick  in  den  Auflösungsprocess  einer  Gleichung, 
den  man  als  den  Haupterfolg  der  von  Galois  ergriffenen  gruppen- 
theoretischen Wendung  und  demnach  als  den  Hauptinhalt  der  Galois- 
schen  Theorie  anzusehen  pflegt.  Es  erfordert  dieser  Gegenstand  vielmehr 
erst  mannigfache  Vorbereitungen.  Demgegenüber  gilt  es  hier  zunächst,  den 
Körperbegriff  in  Allgemeinheit,  sowie  sodann  in  seinem  engeren  für  die 
Algebra  in  Betracht  kommenden  umfange  zu  discutiren.  Dabei  rückt 
dann  vor  allem  der  Begriff  des  Normalkörpers  in  den  Mittelpunkt  der  Be- 
trachtung. Die  Gewinnung  der  Galois'scben  Resolvente  einer  Gleichung 
gestaltet  sich  nun  einfach  und  durchsichtig.  In  den  früheren  Darstellungen, 
welche  zumeist  unmittelbar  an  die  Theorie  der  Permutationsgruppen  an- 
knüpfen, ist  die  Aufstellung  der  Galois'scben  Resolvente  bei  allen  solchen 
Gleichungen,  die  einen  Affect  haben,  umständlicher,  da  die  Prämissen  be- 
treffs des  Rationalitätsbereiches  weniger  in  den  Vordergrund  gerückt  er- 
scheinen als  hier.  Der  Anschluss  an  die  Gruppentheorie  wird  im  zweiten 
Theile  des  in  Rede  stehenden  Abschnitts  genommen.  Für  weitergehendes 
Studium  der  Körpertheorie  ist  übrigens  Ded ekln d's  eigene ^  durch  Schärfe 
und  Allgemeinheit  gleichermassen  bewunderungswürdige  Darstellung  in 
der  vterten  Auflage  von  j^Diricblet^a  Vorlesungen  Über  Zahle ntbeorio* 
8«  453  flg.  zu  empfehlen. 

Im  folgenden  (viereebnten)  AbäeliniU  wijrl  nanaiDiir  anf  Grundlage 
einer  allgemeinen  Theone  der  Pennniaüfiiuigmii«»  Sm  Oaloi«*dche  Auf- 
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faasung  vom  AunösiiBgsprocess   der  GleicbuDgen   entwickelt     Die  liier  be- 

ftrwortete    Bezeichnungsweise     ist    einlieitlich    und    zweckmüssig    gewählt, 

weicht  übrigens   von   der   aonat  üblicben  Terminologie    in  einigen  Punkten 

ab:   &tatt    Ordnung    einer    öruppe    wird    Grad    gesagt,    die   Untergruppen 

betssen  Tbeiler,  gleich  berechtigte  und  ausgezeichnete  Untergruppen  werden 

conjugirte  Theiler  und  Nonnaltheiler,     Der  ganze  Abschnitt  gipfelt  natürlich 

in  dem  grossen  Theorem   über  Reduction   der  Galois 'sehen  Gruppe   durch 

Idjonction   natürlicher   Irrationalitäten   und   damit   über  die  AuOöaung  der 

Gleichung  durch  Läaung  einer  Kette  zugehöriger  ReBolventen. 

Die  cubischen  und  biquadratischen  Gleichungen  ordnen  sich  nun  leicht 
ein.  Darüber  hinaua  werden  die  A hergehen  Gleichungen ,  das  helsst  die 
tneducibeln  Gleichungen  mit  commutativer  Gruppe  behandelt,  Sie  werden 
in  bekannter  Weise  auf  cyklische  Gleichungen  reducirt,  wührend  die  Lösung 
der  letzteren  durch  die  Eesolventen  von  Lagrange  auf  die  Auflösung  reiner 
Gloicbangen  zurückgeführt  wird. 

Nun  folgt  die  Besprechung  des  claasischen  Beispiels  der  Kreistheikngt- 

gleicbungen.    Bei  Gelegenheit  der  ^(ti—1)-  und  j(«— l)-gliedrigen  Perioden 

fOgt  Herr  Weber  Excurae   über  die  Körper  ganzer  complexer  Zahlen  der 
Gestalten  a  +  hg  und  a  +  hi  an. 

Im  siebzehnten  Abschnitt  wird  das  Hauptproblem  der  überkommenen 
Algebra,  die  Frage  nach  der  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  durch  Wurzel- 
leicben  behandelt.  Die  allgemeine  Galois'sche  Theorie,  sowie  die  voran- 
gcfangene  Behandlung  der  Ab  ersehen  Gleichungen,  geben  die  Lösung  des 
Problems  in  der  bekannten  Gestalt  durch  Eigenschaften  der  Galois'schen 
Gruppe  der  Gleichung,  Herr  Weber  schlägt  bei  dieser  Gelegenheit  ftlr  die 
durch  Wurzelziehungen  lösbaren  Gleichungen  in  Erweiterung  einer  Kron- 
eck er 'sehen  Benennung  den  Namen  der  metacy kuschen  Gleichungen  Tor. 
Aus  der  Einfachheit  der  alternirenden  Gruppe  für  n  >  4  folgt  sodann 
AbeTs  bekannter  Satz  über  Nichtauf  lösbar  keit  der  „allgemeinen*^  Glelcb- 
QDgen  vom  fünften  und  höheren  Grade.  Doch  verdient  sehr  bemerkt  zu 
werden,  dass  die  Allgemeinheit  der  Coefficienten  hier  näher  erörtert  wird, 
mdem  nämlich  der  sehr  interessante  Satz  bewiesen  wird,  dass  es  bei  jedem 
Primzablgrade  unendlich  viele  afifectlose  Gleichungen  mit  rationalen  Coef£- 
eieaten  giebt.  Eine  weitere  Durchbildung  findet  die  Theorie  der  meta- 
cyklischen  Gleichungen  vom  Primzahlgrad  n,  worauf  sich  Galois*  eigene 
Unter  Buchungen  beziehen.  Die  Substitutionen  der  GaloisVhen  Gruppe 
k&ttu  man  dadurch  bewerkstelligeD ,  dass  man  auf  die  unteren  Indices  e 
der  Wurzeln  x^^  der  Gleichung  alle  modn  incongruenteu  Substitutionen 
(l,  at  +  h)  mit  ganzzahligen  Coefficienten  a  und  b  austlbt.  Diese  besonders 
sa^nglicbe  Gestalt  der  Gruppe  gestattet  ohne  Schwierigkeit  die  Durch- 
bildung einer  eingehenden  Theorie  für  den  Fall  eines  Primzablgrades  ^ 
Specialausführungen  werden  für  ti  =  5  gegeben. 


DeD  BesehluiB  des  araien  Bandes  bildet  die  Besprechtitig  det  Probkms,  \ 
aUe  coetacyklisöhen  Gleichungen  irom  Primzahlgrad  wirklich  aufztitteOetit 
Bekanntlieh  ist  dies  Ptdblem  von  Er 0 necker  in  der  Weise  gelöst j  dass 
er  die  Gestalt  der  Wurzeln  alter  Oleichungen  vom  Primsahlgräd  cbarakterieirt, 
welche  in  eineci  gegebenen  Körper  metacykltsch  werden*  Auf  Grundlage 
der  Structur  der  metacjkliachen  Gruppe  lassen  eich  die  fraglichen  Wurzeln 
ohne  besondere  Schwierigkeit  in  ein  am  geschlossenen  Ausdrucke  angeben. 
Am  Beispiel  fi  ^  &  werden  auch  hier  wieder  die  ailgemeinen  Sitie 
illustrirt. 

Das  erneute  Eingreifen  der  Arithmetik  an  dieser  Stelle  fährt  zu 
weiteren  wichtigen  Fragestellungen,  die  jedoch  für  den  zweiten  Band  ?or* 
behalten  bleiben.  Die  Frage  nach  Eigenart  und  Umfang  der  metacjklischea 
Gleichungen  mit  rationalen  C oe freien teci  mit  Coeffieienten  aus  einem  ^ 
quadratischen  Körper  n.  s.  w.  treten  nun  auf.  Auch  hier  sind  es  wieder  f 
die  bewnuderungB würdigen  Schöpfungen  Kroneeker'df  denen  wir  eine 
wenigstens  theilweise  Klärung  dieser  Probleme  danken.  Die  Behandlung 
der  metaejklischen  Gleichungen  mit  rationalen  Qoefficienten  nimmt  Herr 
Weber  flir  den  zweiten  Band  bestimmt  in  Anssicht  Aach  über  das  gleiebe 
Problem  in  quadratischen  Körpern,  welches  mit  der  complexen  Multipllcation 
der  elliptiscben  Functionen  aufs  Innigste  zummmenhängt,  besass Kronecker 
ein  Theorem ,  analog  demjenigen  des  rationalen  Falles .  wie  aus  einem  erst 
neuestens  publicirten  Briefe  Krön  ecke  r*B  anDedekind  hervorgeht.  Viel- 
leicht gelangt  auch  dieser  Gegenstand  im  Verlaufe  des  zweiten  Bandes  zur 
Untersuchung.  r,  Pricke. 

Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte  von 
S.  GuMDELFiMOER.  Herausgegeben  von  F.  Dinoeldey.  Leipzig  1895. 
B.  G.  Teubner.  VIII  und  434  S.  Mit  Figuren  im  Texte. 
An  Werken  über  die  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  haben 
wir  keinen  Mangel,  indessen  bebandeln  sie  meist  nur  die  elementaren 
Theile  der  Kegelschnittlehre.  Von  nicht  elementaren  Werken,  wie  Hessens 
sieben  Vorlesungen ,  Clebsch-Lindemann's  Vorlesungen  über  Geometrie 
und  Salmon-Fiedler's  Kegelschnitte,  ist  es  nur  das  letztgenannte,  welches 
es  sich  zur  Aufgabe  macht,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  ausschliesslich 
und  umfassend  zu  behandeln.  Bei  einem  Vergleiche  des  zu  besprechenden 
Buches,  welches  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  übrigens  als  be- 
kannt voraussetzt,  mit  der  vorhandenen  Literatur^  kommen  von  den  an- 
geführten Werken  nur  die  beiden  letztgenannten  in  Betracht.  Der  hervor- 
stechendste Unterschied  zwischen  ihnen  und  den  Gundelfinger 'sehen  Vor- 
lesungen besteht  nun  darin,  dass  bei  Herrn  Gundelfinger  sämmtliche 
Probleme^  projective  sowohl  als  metrische,  unter  Zugrundelegung  vou 
Dreiecks -Coordinaten  (projectiven  Coordinaten)  ^  also  mit  Benutzung  der  all* 
gemeinsten  linearen  Coordinaten  behandelt  werden,  während  bei  metriach«n 


Problenien  Ton  Clebsch^Lindemann  aassobUesslicli  Parallel »Coordinaten, 
▼00  Salmon- Fiedler  bald  Parallel -Coordmaten,  bald  gpecielle  Dreiecks- 
Coordinaten  benutzt  werden.  Ausserdem  wird  von  Herrn  Gundelfinger 
die  Rechnung  so  geführt,  dass  in  jedem  Augenblicke  die  Special isirung  von 
den  allgemeinen  Dreiecks  -  Coordinaten  zu  besonderen  oder  zu  Parallel  -  Coordi- 
Qaten  erfolgen  kann,  was  bei  Salmon  nicbt  der  Fall  ist*  So  einleuchtend 
nun  auch  das  Vorgehen  des  Herrn  Gundelfinger  vom  rein  iheoretiachen 
Standpunkte  aus  erscheint,  so  wird  man  doch  sofort  die  Frage  aufwerfen^ 
wie  aich  nun  diese  durchgängige  Anwendung  projectiTer  Coordinaten 
praktiach  gestalten  wird?  Wir  sind  ja  gewohnt,  bei  analytischer  Behand- 
lung eines  yorgelegten  geometrischen  Problems  das  passendste  Coordinaten* 
System  tu  wfihlen.  So  werden  wir  mitunter  auch  hei  metrischen  Pro- 
blemen mit  grossem  Vortheile  Dreiecks •  Coordinaten  gebraueben,  da  uns 
bier  mehr  Anfangsdaten  zur  Verfügung  stehen,  oder  da  die  Dreiecks* 
Coordinaten,  wie  sich  Herr  F.  Klein  gelegentlich  sehr  zutreffend  aus- 
drOckii  grossere  Sehmiegsamkeit  als  die  Parallel  -  Coordinaten  besitzen* 
Wi0  aber  ist  es»  wenn  hier  bei  metrischen  Problemen  durchweg  pro* 
jeetm  Coordinaten  yerwaudt  werden?  Werden  z,  B,  nicht  schon  die 
AaadrflBke  für  die  Entfernung  zweier  Punkte,  den  Winkel  zweier  Oe- 
mkm  u.  8k  w.  nngewühulicb  complicirt  ausfallen?  Schon  eine  flüchtige 
iit  dea  Gundel  finge  raschen  Werkes  belehrt  uns  vom  Gegen  tbeile. 
Gnmdelfinger  hat  es  verstanden ,  den  analytischen  Apparat  überall 
»criehteD ,  dass  die  Entwickelungen  einfach  und  Obersichtlich  werden, 
leüi  bedentendes  formalistisches  Talent  auf  Beste  bewährend;  derselbe 
satterdem  den  Formeln  durchweg  eine  solche  Gestalt  zu  geben ,  dass 
der  metrischen  Begriffe  zu  den  unendlich  fernen  Elementen  der 
I«  ipeciell  zum  imaginären  Kreispunktepaar ^  besonders  deutlich  hervor* 
Es  wird  sich  Alles  dieses  noch  klarer  zeigen,  wenn  wir  nunmehr 
d«a  Isball  unseres  Buches  näher  eingeben. 

Im  enteil  Abschnitte  desselben  werden  die  fundamentalen  Eigen* 
dea  einzelnen  Kegelschnittes  entwickelt.    Die  beiden  ersten 
1  enthalten  einleitende  Betrachtungen,  und  zwar  werden  zunächst 
91)  «  der  Ebene  Dreiecks-Coordinaten   in  einer  für  die  Folge  be- 
Bü  und  daher  von  der  üblichen  etwas  abweichenden  Weise 
^  als  vortheilhaft  erweist  es  sich  hierbei,  die  Höhen  des  Punda- 
heranzuziehen.     Bei  der  Einführung  der  Linien -Coordinaten 
\  Ansdnick  «(ti,,  ii,,  «,)  •  «(m,  «)  auf ,  der  in  der  Folge  eine  grosse 
iitko  wird;    w(ii,ii)   |«t  nina  deflnite  quadratische  Form  mit  ver- 
Determinanlo»  und  iwar  itellt,  wiosich  später  zeigt,  a>(f*,  u)«0 
de«    ima,r«ttll^i>u    Kruip^pun^^epaares    in    Linien- 
Irsmten  vor. 
^m  fpeciclUn    f)»„u.i,,  r...,i;^,iUii    W^rdaii    barycentriscbe  und 
•I^Coordii 
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ErsicbÜich  haQdeU  es  sich  in  §  1  mehr  um  rascbe  Einftthrung  in  deti 
Gegenstand,  alä  um  strenge  Begründung  desselben.  Ohne  dass  man  you 
Yornherein  ein  OoordinatenBjstem ,  ana  einfachsten  ein  rechtwinkliges^  m 
Grunde  legt,  wird  man  über  gewiise  Schwierigkeiten  hiosichtUch  der  un- 
endlich fernen  EJemente  nicht  hinanskommen^  es  iei  dies  besonders  in 
Bezug  atif  die  SpecialiBirung  von  allgemeineQ  Dreiecks  -  Coordinaten  zn 
Farallel « Coordinaten  gesagt.  Dieser  Uebergang  musa  analytisch  ausgeführt 
werden,  da  für  ans  die  oaendlich  ferne  Gerade  nur  analytisch  existirt;  ao 
kann  %,  B*  von  dem  Abstände  eiaea  Punktes  von  der  unendlich  fernen 
Geraden  nicht  ohne  Weiteres  gesprochen  werden,  sondern  dies  kann  erst 
anf  Grund  der  unten  f&r  q  gegebenen  Formel  geschehen.  Ein  näheres 
Eingehen  auf  diesen  Gegenstand  würde  indessen  hier  zu  weit  führen.  Legt 
man  ferner  von  vornherein  ein  rechtwinkliges  Coordinatensyätem ,  das  im 
Texte  ja  doch  gelegentlich  herangezogen  wird,  zu  Grunde,  so  gestaltet  sich 
die  Transformation  der  Dreiecks-Coordinaten  bedeutend  einfacher, 
als  dies  in  §  3  der  Fall  hi.  Der  zweite  Paragraph  bringt  die  Ausdrücke 
für  den  Abstand  q  eines  Punktes  tf^ffi^  l/f»  p^  von  einer  Geraden 
I4=»j,  u^f  u^  und  den  Winkel  ixv  zweier  Geraden  u  itnd  v.  um  einen 
Einblick  in  die  Structur  der  Formeln  zu  geben,  mögen  die  hetrefienden 
Ausdrücke  hierher  gesetzt  werden;  es  wird 

q*=  ^-r — n-y     €Os[uv)  = ^^ * 


ist,    und  Py- 1^1^1+1^22/2  + 1^3^3  =  0 

die  unendlich  ferne  Gerade  vorstellt.  Wichtig  für  die  Folge  ist  hier  noch 
die  Einfuhrung  des  Normalencentrums  einer  Geraden  u,  worunter  Herr 
Gundelfinger  den  gemeinsamen  Punkt  aller  Normalen  von  u  versteht; 
seine  Gleichung  ist  offenbar  q)(u,  c)  =  0  in  Linien  -  Coordinaten  v. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  treten  wir  in  die  Untersuchung  des  durch 
eine  homogene  quadratische  Gleichung  f{Xj  x)  =  0  in  Punkt- Coordinaten 
^11  ^2»  ^3  gegebenen  Gebildes  ein  (§4);  dass  dieses  Gebilde  stets  einen 
ebenen  Schnitt  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  vorstellt,  muss  als  aus  der 
Raumgeometrie  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Die  Begriffe  j^Polare**, 
„Tangente",  „Mittelpunkt^  und  ^Durchmesser **  werden  eingeführt, 
worauf  eine  vorläufige  Eintheilung  der  Curven  zweiter  Ordnung  hinsicht- 
lich ihres  Mittelpunktes  erfolgt.  Hierauf  wird  die  Kegelschnittgleicbong  in 
Linien- Coordinaten  abgeleitet,  das  Poldreieck  eingeführt,  und  das  Zer* 
fallen  des  Kegelschnitts  in  ein  Geradepaar  besprochen,  lateressant 
ist  hier  für  den  Determinanten-Theoretiker  die  Anwendung  der  garündertfiU 


Deierminanten  zur  Daräiellung  der  Gleichung  der  Schnitipmikle  einer 
Genden  mit  einer  Curve  zweiter  Orduung  nach  Mothoden  Ton  Herren 
Qundelfinger  und  Aronhold, 

Es  folgen  (§  5)  tu  den  vorbergebendeu  dualiBtiBchon  Boirnchttiügeu 
und  (§  6)  eine  Klassification  der  Kegebobnitte  naöb  einer  MethorJOf 
die  Herr  Dingeldey  in  der  Einleitung  woh!  mit  Kecht  als  neu  bezeiphtiett 
Die  Curve  zweiter  Ordnung  ^(ar,  x)  =  0»  deren  Linien -Coordinateogleirbung 
F{u^  ii)^0  lautet,  wird  mit  der  nnendlicb  fernen  Geraden  ;)« s^^ngeschriitien« 
Auf  Grund  der  erwähnten  Aronbol duschen  Untersuchungen  hilngt  lilmbinn 
der  Charakter  unserer  Carve  zweiter  Ordnung  wesentlich  von  dem  Aum* 
drucke  F(Pf  p)  ab.  Ist  bei  nicht  xerfallender  f{Xj  x)  =■  0^  £,  B.  F{p ,  p)  >  0, 
80  stellt  f{x,x)i=0  eine  Ellipse,  ist  F{p,  p)  <^0,  eine  Hyperbel,  ist 
F{pf  p)  =  0,  eine  Parabel  vor.  Die  Kriterien  fttr  die  Curven  zweiter  Ordnnng, 
ebenao  diejenigen  für  die  Curven  zweiter  Klasae,  sind  dann  in  Tabellen 
SQBftiBiiiettgeatellt,  die  an  YolUtändigkeit  ond  IJeberaichtlichkett  nicht«  zn 
wÜQselien  übrig  laasen. 

Der  folgende  Paragraph  (§  7)  behandelt  den  Kreis»  die  imaginiran 
Kreiapunkie  und  ihre  Beziehungen  znm  Winkel  xweter  Geraden  fii 
a«;hr  eleganter  Aosfllbrung,  Er  enthält  äomit  auch  den  Anadruek  fflr  di# 
Entfernung  r  zweier  Punkte  Xj  tf^  und  zwar  iat 


f*« 


f'Plpl 


wo  recliti  v  eine  Conatanta  and  der  Zäbler  eine  doppelt  geränderte  Deter> 
ainante   vorstellt,    welch'    letatere  gleich  Null  geaetst,    die  H  ^Ur 

von  einem  Pankte  y  nach  den  imaginären  Kreispuakten  geben  ...  ..^den 
(de«  durch  jf  gebenden  circa larea  Geradepaares  bei  Herrn  Guodel- 
finger}  In  Punkt* Coordinaten  x  liefert. 

Nachdem  m  den  beiden  folgenden  Paragraphen  gewisse  Gleichungen 
mit  aar  reellen  Warzela  untersucht  (§  8)  und  der  Invarianten- 
bf griff  mr  tenxÄre  Formen  dargelegt  und  an  wichtigen  Beispielen  (Dia 
»faaiiaiate,  Hease  aefae  Covariaote  a.  a,  w.)  verdeutlicht  worden  iet  (§  9), 
Helaagao  wir  tu  dem  HanptachaenprobUme.  weiches  hier  in  eigen- 
artigar,  ijUemnmter  Weiae  eriedigt  wird  (§10).  Die»©  Behandlung 
wird  iadiSieQ  nnr  enncji^Ucht  durch  die  vorerwÄhntan  Untersuchungen 
^  S  «t  Wiicb'  l«t<tm,  gan»  abgeaehen  von  ihrer  Anwendong  an  dieaer 
oBd  apdtterer  älelJe  (§15,  §  18),  an  und  Itlr  sich  van  hervorragendem 
Immmm  mnd  ami  al»  eine  gUnzende  Leiatnng  auf  algebnüscbem  Gebiete 
beeeieiiiMl  ^^m  mQaaen.  Hauptachae  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ist 
-  En^li^lMi  geletfonf»  Gerade,  wdcbe  mit  dar  Polawa  ibnm 
•»•af  i;    diee«    Henwiiebttng  dee    Normalen«»- 
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troms  ist  für  die  Behandlung  des  Hauptacbsenproblema  bei  Herrn  Gundel- 
fiQger  eben  das  Cbarakteristiache.  Eiü  weiteres  Eingeben  auf  die  ele- 
gante Methode  muas  aich  Referent  leider  versagen.  Rein  algebraiacb  wird 
dabei  I  was  nocb  besonders  her 7or gehoben  werden  mSge^  das  Frohiem 
erledigt|  zwei  quadratisehe  ternäre  Formen  {{x^  x)  nnd  m{u^  u)  mit  contra- 
gredienten  Varänderlicben  gleichseitig  in  eine  Samme  von  Qaadraten 
(bez.  auf  eine  canonische  Form)  linear  tu  transfonniren ,  allerdinga  aber 
nur  für  den  Fall,  dasa  c9(Ki  u)  eine  singnlüre  quadratische  Form  ist; 
indeaseü  ist  doch  der  Weg  ftir  die  Behandlung  des  allgemeinen  Falles  vor* 
gezeichnet.  In  diesem  Paragraphen  wird  schliesslich  eine  nochmalige 
Klassification  der  Kegelschnitte  mittelst  der  Hauptachsen* 
transformation  Torgenommen> 

¥on  den  beiden  ScbluBsparagrapben  dea  ersten  Abschnittes  beschäftigt 
sich  noch  der  erste  (§  11)  mit  den  wichtigsten  metrischen  Eigen* 
sehaften  der  Kegelschnitte,  der  zweite  (§12)  mit  der  Erzeugung  der 
Kegelschnitte  durch  projective  Strahlenbüschel  und  Punkt- 
reihen.  Hier  findet  sieh  unter  Anderem  ein  hübseher  Beweis  des  Pascal - 
sehen  Lehrsatzes  durch  eine  einfache  Determinanten  *  Rechnung, 

Der  zweite  Abschnitt  unseres  Buches  entwickelt  die  Theorie  des  Kegel* 
schnitthüsehels  und  Kegelsebnittnetxea  und  der  £U  diesen  dualen 
Gebilde.  Nach  einleitenden  Bemerkungen  (§13)  werden  die  gemeinsamen 
Punkte  und  Tangenten  zweier  Curyen  zweiter  Ordnung  /*=Ü,  ^  =  0 
untersucht,  wobei  gleichzeitig  das  Verhalten  des  durch  die  beiden  Kegel- 
schnitte bestimmten  Büschels  in  Betracht  gezogen  wird  (§  14),  und  zwar 
wird  der  Ausnahmefall^  dass  d€t{Qf+  og)  identisch  Null  ist,  eingehend 
berücksichtigt.  Dieser  Paragraph  bringt  noch  die  Transformation 
zweier  Kegelschnitte  auf  das  gemeinsame  Poldreieck  als  Coordi- 
natendreieck ,  der  nächste  (§  15)  die  allgemeinen  Eigenschaften  des 
Kegelschnittbüschels  und  zu  dem  Vorhergehenden  Dualistisches.  Es 
werden  dann  die  Haupteigenschaften  der  speciellen  Schaar 

Qq>(u,  u)  +  am  (m,  u)  =  0 


von  confocalen  Kegelschnitten  aus  den  allgemeinen  Eigenschaften 
abgeleitet. 

Der  folgende  Paragraph  (§  16)  erledigt  mittelst  Partialbruchzerlegung 
die  Transformation  zweier  Curven  zweiter  Ordnung  auf  eine 
besonders  einfache  Form  auch  für  die  Specialftille,  in  welchen  einfache 
oder  doppelte  Berührung  u.  s.  w.  stattfindet. 

Es  folgt  (§  17)  die  geometrische  Deutung  der  Fundamental- 
invarianten des  Kegelschnittbüschels,  wobei  auch  die  ausartenden 
Kegelschnitte  genügend  berücksichtigt  werden. 


Becendoneo. 
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Im  folgenden  Paragraphen  (§  18)  wird  die  8chaar  confoealer 
Kegelschnitte  emeater  Betrachtuog  unterzogen.  Der  Charakter  der  con- 
focalen  Schaar  hängt,  wie  gezeigt  wird,  von  den  Wnrzeln  der  cabiachen 
Gleichung  ^  ^^^^^^  ^j  ^  ^^^^  ^^j  ^  q 

für  i  ab;  im  allgemeinen  Falle  dreier  Terscbiedener  Wurzeln  bestehen  die 
Cor?6n  der  Schaar  aus  EUipsen  und  Hyperbeln,  im  Falle  einer  von  Kuli 
Terscbiedenen  Doppelwnrzel  aus  concentnschen  Kreisen,  im  Falle  einer 
Doppelwarzel  Null  aas  confocalen  Parabeln.  Enthält  die  confocale  Schaar 
auch  nur  einen  Kreis  oder  eine  Parabel,  £0  enthält  sie  nur  Kreise  bez. 
Parabeln.  Die  Brenopnnktseigenschaf  ten  der  Kegelechniite 
werden  im  nächsten  Paragraphen  (§  19)  noch  näher  nntersncht;  besondem 
iatereaairen  hier  die  Sätze  aber  doppelt  berührende  Kreise  eines  Kegel- 
ficfaniÜB  tmd  ihre  Beziehung  zu  den  Brennpunkten.  Der  folgende  Paragraph 
(§20)  beschäftigt  sich  mit  einigen  Carven,  welche  zu  einem  Kegel- 
schnittbttscbel  bez.  zu  einer  Kegelschnittsehaar  in  invarianter 
Beziehung  stehen  nnd  zwar  zunächst  mit  dem  Pol kegel schnitt  if 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  ein  Büschel  (Kegelschnitt  der  neun  Punkte), 
und  bringt  dann  als  Specialfall  yon  N  den  Mittelpunktskegelscbnitt 
eines  Büschels.  Dem  Polkegelschnitte  entspricht  duaüstisch  eine  Gurre 
zweiter  Klasse  N«  welche  umhüllt  wird  von  den  Polaren  eines  Punktes  y 
in  Bezug   auf  eine  Kegelschnittschaar ;    ist  diese  Schaar  speciell  eine  con- 

so  ist  N  eine  Parabel«  die  Herr  Gundelfinger  ab  Sieiiter'sche 
Parabel  des  Punktes  y  in  Besag  auf  den  Kegelsehiiitt  9?(m,  t«)  =0  be- 
nochnci;  die  Pole  der  Tangenten  der  Stein  er  *SGheo  Paimbel  in  Bezog  auf 
doa  Kegebchniti  ipiu^  u)  =  0  erfüllen  eine  gleichseitige  HjperbeL  — 
Am  SehliMM  dieser  Paragraphen  wird  noch  der  Combinantenbegriff 
etldiiti  mai  die  später  aoch  eingehender  zu  basfMnMiieDde  Combtoanto 
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Die  Uwibmwmknmgm  tlmr  4ie  8t«iiier*0elio  Pkimbil  UUm  ui 
Aber  Krflmaiangt kreis  und  BTolnte  tinm  WegvAmhmJH  ft 
(§21).  U%gi  wtaükk  p  mi  ^(u,u)=^0,  tc  berfihit  di»  8l«iiier*a 
Ptoab«!  rom  f  ti  Beng  ^(m^  «i)  »  0  die  Kontal»  Im  Puücie  f  ia  den 
f  gofaSfig^ea  Krtflimsagnaitlel|piuik4e.  yiHiiiiBHi^ilruii  mm 
mitl€lp«uikt  werdai  tMOrt  aUffMMm  fir  Canm  n^  Ordnpg  oder  li^l 
beüiflupi,  8Bd  4m  ibffilteli  dns  uf  üa  Kigebehnit»  m^tmn^U  Ok 
Biriilnle  etsat  ffifilwliiaii  itl  w  inflniiiiei  iuw  Cmrm  wwhitir  Ordiiitii« 
ond  Yiarte  fniaag. 


Ilstorisch-ütemrisebe  Abtheilnng. 


Die  SchluBaparagmplien  des  zweiten  Äbschoities  beschiftigen  sieb  in 
dar  Haupts&ebe  mit  den  Netzen  und  Geweben  ton  KegelscbnitteD. 
Zuü&jhst  werden  die  Heaae'ache  und  Cayle^r'sche  (Hermite'sche)  Cur?e 
eines  Netaea  eiugeftlhrt  und  ihre  geometriBchen  Eigenschaften  entwickelt 
(§§  22 — 24 }.  Das3  d ie  Hesse ' scbe  C ur 76  (  H  e  s  &  i  a  n  e )  eine^  ITe txes  auch 
als  Jacobi'äcbe  Curve  deaaelben  bezeichnet  wird ,  hätte  doch  mindesten» 
erwähnt  werden  mllsseti.  Zwischen  einem  Kegel scbnittnetze  und  einem  ge- 
wissen Kegelschnittgewebe  findet,  wie  dann  gezeigt  wird  (§  2ö),  eine  be- 
merkenswertbe  Reciprocität  statte  die  insbesondere  ihren  Ausdrnek  darin 
findet,  daas  die  Hessiane  des  Netzes  zugleich  die  Cajley'scbe  Cur?e 
des  Gewebea  und  die  Oajrlej'sehe  Cur?e  des  Netzes  die  Hessiane  des 
Gewebes  TorstelU.  Wir  kommen  sogleich  auf  diesen  Gegenstand  inrflck, 
indem  wir  auf  den  Inhalt  des  folgenden  Paragraphen  (§  26)  eingeben ,  in 
welehem  die  conjugirten  linearen  Kegelschnitt ejsteme  behandelt 
werden,  In  diesen  Schkasparagraphen  handelt  es  sich  im  WeeentUchen 
darum »  die  hetrefeiiden  Theorien  in  ihren  Grün  dz  (igen  soweit  zu  entwickeln, 
als  es  ftir  den  Anhang,  von  welchem  wir  unten  sprechen  werden,  erforder- 
lich ist»  Eeferent  bedauert  aber,  dass  gerade  auf  die  conjugirten  linearen 
Kegelsehnittsjsteme,  die  in  analytischen  Lehrbllchern  nicht  oder  doch  nur 
ungenügend  behandelt  sind,  nicht  näher  eingegangen  worden  ist.  Es  wäre 
auch  Tortheühaft  gewesen,  den  Begriff  „n^gliedriges  lineares  System*  oder 
„w-gliedrige  Gruppe  von  Kegel  schnitten"  einzuführen,  dann  hätten  die 
Hauptresultate  des  §  26  folgende  einfache  Gestalt  angenommen:  Jeder 
r-gliedrigen  Gruppe  von  Curven  zweiter  Ordnung  ist  eine  (6  —  r)-gliedrige 
Gruppe  von  Curven  zweiter  Classe  zugeordnet  der  Art,  dass  jeder  Kegel- 
schnitt der  einen  Gruppe,  und  nur  ein  solcher,  conjugirt  ist  zu  sämmtlichen 
Kegelschnitten  der  anderen  Gruppe  (r=  1,  2  ...  5).  Im  Specialfalle  r  =  3 
erhält  man  ein  Netz  und  ein  zu  ihm  conjugirtes  Gewebe;  zwischen  beiden 
findet  die  oben  bemerkte  Reciprocität  statt. 

Es  folgt  nunmehr  ein  Anhang,  welcher  fast  die  Hälfte  unseres 
Buches  einnimmt.  Derselbe  enthält  zunächst  eine  grosse  Anzahl  von  Auf- 
gaben und  Lehrsätzen,  meistens  von  Herrn  Gundelfinger  herrührend, 
welche  grösstentheils  mittelst  der  im  Haupttheile  entwickelten  Theorien 
gelöst  bezw.  bewiesen  werden  können.  Die  Lösungen  und  Beweise  sind 
meist  ausführlich  angegeben,  wenn  nicht,  wenigstens  angedeutet,  unter 
den  Lehrsätzen  finden  sich  viele,  welche  Steiner  (oft  ohne  Beweis)  auf- 
gestellt hat;  und  die  hier  eine  elegante  Behandlung  erfahren.  Ueberhaupt 
findet  sich  hier  des  Interessanten  und  Anregenden  eine  grosse  Menge. 

Weiterhin  bildet  dieser  Anhang  eine  Ergänzung  des  Haupttheils, 
indem  Manches,  was  dort  unterdrückt  werden  musste,  darin  zur  Sprache 
kommt.  So  enthält  derselbe  einen  Excurs  über  binäre  quadratische 
und  cubische  Formeni  um  dann  die  (sechs)  Curven  von  gegebenen 
Doppelverhältnissen  in  einen  Kegelschuittbüschel  bestimmen  zu  können.    Die 
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Beuehungen    der    drei    harmoBischeo    und    der    zwei    ftquianharmoDischea 
Curven  des  BUschelä  zu  der  schon  erwähnten  Combinante  ^  derselben  sind 
Ton   besonderem   Interesse.     Der    von    Herrn    Gundelfiger    über   t^   ent- 
wickelte Satz,    wonacb    jeder   der   drei   harmonischen  Kegelschnitte  mit  ^/ 
eine  doppelte  Berührung  bat^    erinnert  sofort  an  einen  analogen  Satz  über 
eiDe  gewisse    von    Brioscbi    eingeführte  Combinante  ^  des  syzygetischen 
Böschels   einer   ebenen    Cnrve   dritter  Ordnung»    In    der   That    sind    beide 
Combinanten    nach  demselben  Gesetze  gebildet.     Weiterhin  verwendet  Herr 
Gundelfinger  t^    noch    bei    der    Aufstellung    der    Realitätskriterien 
für  die  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte;  die  folgenden  Unter- 
suchimgen    über    Polviereck     und     conjugirte    Kegelschnitte    hätte 
Beferent   gern   breiter   ausgeführt   und   mit   den  damit  im  Znsammenhange 
stehenden  Untersuchungen    dea  Haupttbeils    verschmolzen   gesehen,    worauf 
Ecbou  oben  hingedeutet  wurde.    Von  den  grösseren  Entwickelungen  des  An- 
fangs   seien     noch    erwähnt    diejenigen   Über   die    Stein er'acbe    Curve 
dritter  Klasse   und  vierter  Ordnung,   welche  von   den  Achsen  aller 
Farabeln   umhüllt  wird,   die   ein  gegebenes  Dreiseit  znm  Poldreiseit  haben, 
ferner   die   Behandlung   eines   Aron  hol  duschen    Integrals  mittelst  der 
Theorie  der  Poldreiecke  nnd  die  Verallgemeinerung  der  Weierstrass- 
a  eben    Methode,    elliptische    Integrale   auf  die  Normalform  zu 
redaciren  unter  Benutzung  der  Theorie  der  KegelschnittbüscheL 

Wie  aus  der  vorstehend  gegebenen  Inbaltaübersicbt  hervorgebt,  unter- 
ddieidet  sich  das  Gundelfinger'sche  Werk  von  den  im  Eingange  er- 
wihnten  Werken  vielfach  durch  die  in  ihm  angewandten  Metboden;  ea  ist 
eben  die  principielle  Benutzung  projectiver  Coordinaten,  welche  in  vielen 
Flllen  eine  Umgestaltung  der  alten  Methoden  veranlasst,  indem  sie  dazu 
ttSthigt,  den  algebraischen  Operationen  eine  allgemeinere  Gestalt  zu  geben. 
Als  Beispiel  hierfür  sei  nochmals  auf  die  Behandlung  des  Hauptacbsen- 
problems  bei  Herrn  Gundelfinger  hingewiesen*  —  Stofflich  deckt  sich 
der  Inhalt  unserer  Vorlesungen  (im  Haupttbeile)  ungefähr  mit  dem ,  was  in 
denen  von  Clebsch- Lindemann  Über  Kegelschnitte  gebracht  wird.  Üeber 
das  Salm on 'sehe  Werk  greift  das  Gundelfinger'sche  in  einzelnen  Punkten 
ki^ns  (vergl,  z.  B.  §  26) ,  in  anderen  bleibt  es  hinter  jenem  zurück.  Ea 
ist  aber  auch  offenbar  nicht  die  Absicht  des  Herrn  Gundelfinger,  in 
setbern  Werke  alle  Theüe  des  weitverzweigten  Gebietes  der  Kegeiachnitt- 
Uieorie  gleichmässig  und  im  Einzelnen  in  Betracht  zu  ziehen.  Seine  Ab- 
sicht darfte  vielmehr,  worauf  schon  die  Wahl  des  Titela  achliessen  lässt, 
dabin  gehen,  diejenigen  Methoden  aus  jener  Theorie,  welche  er  in  einer 
Reihe  von  Jahren  in  den  verschiedensten  Zeitschriften  entwickelt,  als  üni- 
veraitätslebrer  vorgetragen  nnd  praktisch  erprobt  hat»  nunmehr  auch 
weiteren   Kreisen    des   mathematischen   Publikums    in   bequemer  Weise   zu- 

Lg&nglich   zu    machen.     Niemand,    der   auf   dem  behandelten  Gebiete  thätig 
Uij  wird  dem  Studium  dieser  Methoden  sich  entziehen  können* 


IM 


Historisch -liierarisehe  AbtheiluDg. 


Herr  Dingeldey  liat  die  Herausgabe  dieaer  Vorlesungen  mit  an< 
erkeDuenswertber  Sorgfalt  ausgeftibri.  Die  Dictiou  ist  flieseand,  der  Stoff 
sehr  übersicbtlicb  aDgeordnet  und  die  Eechuuiig  so  gestaltet .  dass  sie  ohne 
Schwierigkeit  Yerfolgt  werden  kaisB.  Das  Studio  m  des  Buches  wird  souaeh 
auch  keiuem  S tudir enden ,  welcher  die  uötbigen  Vorkenntnisse  besitxty  be* 
sondere  Schwierigkeiten  bereiten.  Die  benutzte  Literatur  ist  durch  Citate 
hinreichend  kenntlich  gemacht.  Bei  den  Citaten  ist  das  Erscheinungsjahr 
der  beireffenden  Abhandlung  stets  zugefügt,  was  sehr  zu  billigen  und  all* 
gemein  zu  empfehlen  ist.  Ein  ausführliches  Sachregister  macht  das  Werk 
zu  einem  weribvollen  Nachschlagebuch,  Indessen  sollten  im  Register  nich^ 
zo  Tiele  Dinge  fortlaufend  ohne  Gliederung  unter  denselben  Begriff  gestellt 
sein.  Von  sonstigen  kleinen  Ausstellungen  nnr  noch  die,  daas  die  BezeiaV. 
nung  j>,  fUr  .  , 

schon  Seite  25,  nicht  ei^t  Beile  33  hStte  erklärt  werden  mtlssen.  —  Schlie«. 
lieh  werde  noch  hervorgehoben,  dass  unter  den  Aufgaben  und  Stttzen  tiak 
solche  befinden,  welche  theile  von  Herrn  Dingeldey  herstammen»  ihtilk 
von  ihm  auf  Anregung  des  Herrn  Gundelfinger  bearbeitet  worden  siod« 
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G.  HoLZMÜLLEE.     Methodiflches    Lehrbuoh    der   Elementar -Mathemat 

Erster  Theil,    nach   Jahrgängen    geordnet   und    bis    zur    Abscblo 
prllfung    der  Vollanstalten  reichend.    VIII  u,  212  8,     2Mk.40; 
Zweiter   Tbeü,    für  die  drei  Oberklassen  der  höheren  Lebranstaltei 
bestimnLit.     Leipzig  1894     B.  G.  Teubner.    VII  u.  273  S.     3  Mk. 

Der  Verfasser,  ein  bekanntes  Mitglied  der  Schal  reform -ConfereiUf 
giebt  in  dem  tor  uns  liegenden  Lehrbuche  eine  erste  Darstellung 
dem  mathematischen  Pensum  der  höheren  Lehranstalten  im  Sinne  je 
Couferenz*  Referent  hat  das  Buch  mit  eingehendstem  Interesse  geleae&i 
und  es  erscheint  ihm  geboten ,  auf  die  Besonderheiten  des  neuen  Lehrbucbei 
genauer  einzugehen. 

Im  Vorwort  spricht  es  Verfasser  als  seine  Grnndanscfaauung  aus,  ^m 
bei  einem  Lehrbuche   eine   einfache   und   naturgemässe  Entwickelang  einer 
lückenlosen    systematischen   Darsiellting    vorzuziehen   set.    Weiter  beis&t  m 
in  dem  Begleitwort   zu  dem  ersten  Theile,  dass  „es  eigentlich  nicht  tadeka-» 
wertb  ist,  wenn  ein  Lehrbuch  einmal  etwas  Neues  bringt  und  aus  dam  ftti« 
gewohnten  Geleise    heraustritt^*     Sicher  nicht,    so    lange  die  nnabweisbaiit^ 
Forderung  nach  mathematischer  Strenge  überall  befriedigt  wird.    Sebes  wjc^ 
Ton   einzelnen    Kapiteln    ab,    so   bietet  das  Lehrbuch   in  der  Tbii  rief^^ 
Gelungene.     Allerdings ^    manches    von    dem,    was  Verfasaer  Tielleicbt  i\^ 
seinem  Lehrbuch    eigen thtlmtich    bezeichnet   wissen   will,    findet  fiich  scbc^^ 
anderswo.    So  der  auf  S,  32  mitgetheilte  kinematische  B^^^v^^  l^t  dtn 


ecensiünen« 


» 


TOD  der  Winkelsamnie  des  Dreiecks,  z.B.  in  ^^H.  Müller,  Die  Elemente 
der  Planimetrie  ",  5.  Aufl*»  Metz  1892,  Scribai  S.  7;  der  auf  S.  Ö7  gegebene 
elegante  Beweis  des  Pythagoreischen  Lehrsatzes  in  „Kanze,  Lehrbuch  der 
Geometrie^  I,  3.  Aufl.,  Jena  1873,  Frommann,  ß.  86,  87*  Auch  der  Ge» 
danke j  aaf  welchen  Verfasser  besonderen  Werth  legt«  den  CongraenzsStzen 
die  Conatruction  aas  den  betreffenden  Stücken  vorauszuschicken,  ist  schon 
anderswo,  z»  B.  von  Herrn  H,  Mül  1er  in  dem  citirten  Lehrbuch,  sowie  in  seinem 
„Leitfaden  der  ebenen  Geometrie'*  I,  3.  Aufl.,  Leipzig  1889,  B.  G,  Teubner, 
S«  20  zur  Ausführung  gebracht.  Kicht  recht  ersichtlich  ist  es,  weshalb  die 
vier  Aehnllchkeitssätze  in  üblicher  Breite  vorgetragen  werden;  zwei  oder 
drei  wären  passender  unter  die  üebungsaufgaben  zu  verweisen. 

In  dem  Begleitwort  zur  Stereometrie  des  ersten  Theiies  erhebt  Ver- 
fasser nachdrücklichst  die  Forderung  nach  correctem  stereometrischea 
Zeichnen  und  stimmt  hierin  mit  Herrn  Martus  Überein  (vergl.  dessen 
,jEaumlehre  für  höhere  Schulen"  II,  Bielefeld  und  Leipzig  1892,  Velhagen 
und  Klasing).  Gerade  das  Kapitel  über  Stereometrie  aber  scheint  dem 
Referenten  nicht  durchaus  einwandsfrei  zu  sein.  So  möchte  eich  Referent 
klauben,  gegen  die  alleinige  Anwendung  der  Parallel projection  Bedenken 
zu  erheben,  Bedenken,  welche  auch  in  dem  Vorwort  zu  dem  ^Leitfaden 
für  den  Unterricht  in  der  Raumlehre  von  H.  Martus  **,  II,  Bielefeld  und 
Leipzig  1893,  Velhagen  und  Klasing,  einen  Ausdrack  gefunden  haben. 

Was  die  Ausdrucksweise  anbetrifft,  so  iSsst  deren  Correctbeit  zu  wünschen 
übrig.  Indessen  möchte  die  anerkennenswerthe  Schuelligkeit,  mit  welcher 
das  Lehrbnoh  zur  Ausführung  gekommen  ist,  als  Entschuldigung  gelten. 
Damit  die  iweite  Auflage  hierin  Wandel  schaffe»  seien  einige  Belege  mit- 
getheilt.  Auf  8,  14  schreibt  der  Verfasser:  Die  Ebene  ist  eine  Fläche,  hei 
der  jeder  Punkt  gleichen  Abstand  von  zwei  gegebenen  Baumpunkten  hat; 
und  auf  8.  47  wird  sie  als  die  Gesammtheit  aller  Punkte  bezeichnet,  deren 
jeder  von  zwei  gegebenen  Raump unkten  dieselbe  Entfernung  hat.  Auf  8,  135 
wird  n  ein  Decimalbruch  mit  unendlich  langer  Penode  genannt.  Die  auf 
S.  186  angeführte  trigonometrische  Aufgahe  25)  dürfte  in  der  Wirklichkeit 
wohl  unausführbar  sein.  Dem  Referenten  fiel  ferner  (besonders  bei  der  Auf- 
gabe auf  S.  30)  auf,  dass  die  Meitenbezeichnung  statt  der  jetzt  ühlichen  km- 
Bezeichnung  angewendet  wird«  sowie  dass  Verfasser  vermeidet,  neben  senk- 
recht die  Bezeichnungen  lothrecht  und  rechtwinklig  zu  unterscheiden*  Noch 
eine  mehr  subjective  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Stellung  der  Zahl  ^ : 
die  unbenannte  Zahl  gehört  doch  vor  die  benannte.  Auch  ein  Druckfehler  sei 
hier  mitgetheilt:  Auf  8.  113,  124,  159  ist  die  Null  durch  den  Buchstaben  o 
dargestellt 

Ein  Wort  noch  über  die  arithmetische  Abtheilung  des  ersten  Theilee. 
j^leitwort  liefert  hierzu  eine  längere  treffende  Auseinandersetzung, 
ch  weitere  Belehrung  wünscht,  sei  auf  „0.  Reiche  1,  Darstellung 
der  Orundhegriffe  der  Arithmetik*',  Programm- Abhandung,  Kaiserin  Aug.- 
r-iiaife^Ul.  ä\>ih.  U  ZelttoUr.  f.  Math.  o.  Pbjn.  t<^  J«brg,  1896  5,  Hafl.  15 


1^       dargestelli 
■  Ein 
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Historiach  -  literariflche  Ablheilong. 


Gymnasiuii],  Gbarlottenburg  1882,  aufmerksam  gemacht*  Bai  den  qua- 
dratischen Gleichungen  fiel  dem  Referenten  die  unbequeme  Normalform 
ix?  —  az  +  h  =  0  statt  x*  —  2ax  +  h  —  0  auf.  Soviel  über  den  ersten 
Theil! 

Der  zweite  Band,  dessen  Redaction  eine  sehr  sorgfUltige  zu  nennen  ist^ 
beginnt  mit  dem  Satz  des  PtoIemSus,  aus  welchem  die  Her on' sehe  lohalta* 
formel  hergeleitet  wird ,  und  mit  Constructionen  regelmässiger  Kreisvieleeke, 
wobei  Mascheronis  elegante  Constructionen  eines  Fdnf-  und  Zehneoks  eine 
Stelle  Süden.    Verfasser  hätte  bier  auch  die  Gonstruction  erwähnen  k5nne]i| 
welche  viele  der  bisher  bekannt  gewordenen  an  Eleganz  und  Einfachheit  über- 
ragt :  Referent  meint  die  Gonstruction  des  Herzogs  Carl  Bernhard  von  Sachsea- 
Weimar,  welche  für  die  regelmässigen  Polygone  mit  überraschender  Annäherung 
gilt  (vergl.  Kunze  a.  a.  0.  S.  246,  sowie  H.  Martus,  Raumlehre  II  S.  36), 
Hieran  reihen  sich  üebungen  am  Dreieck,  welche  durch  ihre  Äuswabi  und 
Anordnung  bemerk enswerth  sind:  eine  Reihe  von  Relationen  zwischen  den 
Selten  und  den  Radien  der  Um-,  In-  und  Ankreise  einerseits,  den  Höben, 
Mittellinien  und  Winkelhalbiren  den  andererseits  werden  vorgeführt  und  u,  4 
eine  Aufgabe    behandelt,    die   sich    als    ein  Specialfall  des   S t e i n e r 's^bn 
Schliessungsproblems    darstellt     Es    folgen    altgemeine   Bemerkungen  dbar 
Constructionsaufgaben :    Lösungen   mit  Hilfe    vou  Lehrsätzen,    Methode  iter 
Symmetrie    oder    der    Spiegelbilder,    Methode    der    Parallel verschiebongea, 
Methode  der  Aehnlichkeit,  Methode  der  Umkehrung  der  Aufgabe,  Methode 
der  Drehung,  Methode  des  geometrischen  Ortes ^  Methode  der  algebratBchea 
Analysis,     Dieses  Kapitel    verdient    besondere    Hervorhebung,    da  es  eine 
grosse  Zahl  hübscher  Aufgaben  bietet ,  deren  Lösungen  durch  ihre  Eli 
ausgezeichnet  sind.    Verfasser    geht   hiernach    zur  neueren  Geometrie  fll 
die  hier  erheblieh  stärker  berücksichtigt  wird ,  als  es  in  der  Regel  geschieht 
Es  kommen  zur  Behandlung:    Satz  des  Ceva,    Satz  des  Menelaos,   Ai* 
Wendungen  auf  vollständiges  Vieraeit,  Pas  carscher  Satz  und  Aehnlichkeit»- 
achsen  dreier  Kreise;  harmonische  Punkte  und  Strahlen;  AehnlichkeiUpunkto 
und  PascalWher  Satz;  harmonische  Punkte  und  Strablen  am  Kreise,  Fol 
und    Polare;     die    Inversion    oder    Spiegelung    mittels    reciproker 
Potenz  und  Potenzlinien;  einige  Berührungaaufgaben.    Diese  Betracki 
dienen  dem  Verfasser  zum  Theil  als  Vorbereitung  für  kartographische 
Wendungen,   weiche  er   mehr  als  bisher  in  den  mathematischen  ünterrii 
hineingezogen   wissen  will,    in   üebereinstimmung  mit  Herrn  Marlutt  ^ 
in  seinem  Buche  über  i, Astronomische  Geographie^    ein   Kapitel  der  D•^| 
Stellung    des    Kugel- Gradnetzes    auf  Karten    gewidmet  bat     Um  den 
sammenhang  der  verschiedenen  Gradnetze  klarzulegen,  entwickelt  V^ 
in  höchst  einfiacher  und  eletrifintÄTfir  Weise  die  Grundzüge  der  coafi 
Abbildung,  eines  G"  i^fasser  auch  wissensehal 

thätig  gewesen  i 


Becenaioneii. 


Erot  die  Trigonometrie  dieses  Tbeiles  brmgt  die  Additionstheoreme, 
welche  auf  zwei  Weisen  hergeleitet  werden*  Die  so  schwerfällige  und  den 
identischen  Charakter  der  Additionstheoreme  verdeckende  Herleitung  mit 
Hufe  des  Ptolem^ischen  Satzes  hätte  vielleicht  weghleiben  können.  Es 
m  anf  eine  andere  Herleitung  verwiesen,  vielleicht  die  einfachste  unter 
den  bekannten,  welche  Referent  u,  A.  in  „J.  Diekmann,  Anwendung 
der  Determinanten  und  Elemente  der  neueren  Algebra",  Leipzig  1889, 
B.  G.  Teubner,  S,  99  gefunden  hat 

Die  stereometrische  Ahtheilung  bringt  ausser  den  üblichen  Betrachtungen 
noch  Kapitel  Über  den  Schwerpunkt,  die  Öuldin'sclien  Regeln,  die  Sätze 
über  abgeschrägte  Orper,  die  Newton- Bim pson'scbe  Regel  und  die 
Sammenformel,  sowie  Kugelbetrachtungen  mit  kartographischen  Anwendungen, 
Auch  im  zweiten  Bande  spricht  Verfasser  noch  von  einem  „  Satze *^  des 
Cavaleri.  Eine  folgende  Abtheilung  enthält  die  „Grundlehren  von  den 
Kegelschnitten*,  doch  soll  auch  hier,  wie  es  in  der  Vorbemerkung  heisst, 
nor  ein  „Einblick*'  gegeben  werden.  Der  arithmetische  Theil  behandelt 
geometrische  und  arithmetische  Reihen,  den  binomischen  Lehrsatz  für 
ganze  positive  Exponenten,  die  Ex ponential reihe  und  die  natürlichen 
Logarithmen,  den  Moivre'Bchen  Satz,  die  geometrische  Darstellung  der 
complexen  Zahlen  und  der  fi}^°  Wurzeln  aus  der  Einheit  und  reciproke 
Gleichungen. 

Ein  Anhang  bringt  eine  Hauptaufgabe  der  mathematischen  Oeographioi 
einige  Bemerkungen  über  Maxima  und  Minima,  sowie  die  Quadrate  in  th  eil  ung 
der  Ebene  mittelst  der  Polar coord in aten, 

Schon  dieser  kurze  Auszug  läast  erkennen,  dass  das  vorliegende  Lehr- 
buch unstreitig  sn  den  bedeutendsten  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der 
pKdagogischen  Literatur  zu  zählen  ist.  jg^  Jahmke. 


B.  FiADx.    Buchitabenrechnung   nnd   Algebra   nebst   Uebnngsaufgaben. 
9.  Aufl.  von  F.  BüsOH.  Paderborn  1894  Schöningh.  316  S.   Mk.2.4(). 

Diese  Auflage  unterscheidet  sich  nur  äaaserlieh  von  der  vorhergehenden, 
Hber  welche  schon  Herr  Schwering  im  XXXIIL  Bande  dieser  Zeitschrift 
referirt  bat.  In  Rücksicht  auf  die  neuen  Lehrpläne  sind  die  Kapitel  der 
Determinanten  und  Combinatorik  gestrichen  und  andere,  wie  die  Lehre 
TOS  den  Kettenbrüchen  und  dioph  an  tischen  Gleichungen  gekürzt  worden, 
iuch  erfuhr  die  Anfgabensammlung  eine  lievisioUj  so  zwar»  dass  die  alten 
Nommem  der  Aufgaben  hinter  die  neuen  gesetzt  worden  sind, 

E.  Jahnke. 

vier  Bechnungsoperationen  mit  Beeserschen  Functionen 

•r  geschichtlichen  Einleitung,    Bern  1894.   Wyss.   56  S. 
unter  Leitung   des   Herrn   Graf  entstandene    Inaugural- 
Bedaction  an  manchen  Stellen  zu  wünschen  übrig  lässt 


omch  -  üter&iiie 


lang. 


Sie  glebt  eine  Zusammen^ tallang  yon  ElesulUteti  ans  den  einschlägigen 
Arbeiten  der  Herren  G  egen  baueri  Graf,  Lommel,  C.  Neu  mann, 
Nicolas,  Scbl&fli,  Scblömilcb  u.  A,  Nach  einer  kurzen  historischen 
Einleitung  werden  im  eriten  und  zweiten  Theile  die  Entwickelangen  &u* 
gegeben,  welche  sieh  auf  die  Addition ,  Maltiplication  und  DtTision  der 
Bease rächen  Functionen  beziehen;  der  dritte  Tbeil  bringt  die  Formeln  fUr 
die  Producte  und  Quotienten  von  BesaeFschen  Fnnctionen. 

In  dem  angehängten  Literatur* Nachweis  fiel  dem  Eeferentan  ein 
Versehen  auf.  Die  eitirte  Arbeit  von  Herrn  Haentzschel  ist  nicht  Im 
43«  Bande  der  ,  Mathematischen  Annalen^,  sondern  im  XXXI«  Bande  der 
8chlBmilch*schen  „Zeitschrift"  erschienen.  g^  Jaitkice* 


B,  KXMrFB.  fafel  des  Integrals  0(y)=  —^je^'^dU    Leipzig  1893,    Engel- 
mann, y^  0 

In  der  Theorie  der  Fehlerwahrscheinlichkeiten  spielt  das  Gauss'acbe 
Fehlerintegral  ^<y)  eine  EoUe  ali  Ausdruck  der  Wahrscheinlichkeit  daftlr, 
dass  ein  Fehler  seinem  absoluten  Werthe  nach  zwischen  0  undD(]f^fti)) 
Hege.  Beben  Fe  ebner  hatte  eine  Tafel  ftlr  dieses  Integra]  berechuet 
Vollständiger  ist  die  hier  vorliegende,  welche  aus  der  entsprechenden  in 
A.  Meyers  f  Wahrscheinlichkeitsrechnung  hergeleitet  ist.  Sie  giebt  die  Werthe 
von  <P(y)  auf  vier  Stellen  genau,  wie  es  für  psychophysische  Zwecke  gentigt, 
von  7  =  0,000  bis  y  =  1,509  und  von  y=  1,51  bis  y  =  2,89. 

E.  Jahnke. 

Eine  allgemeinere  Integration  der  Differentialgleichungen.  Von  Emanuel 
PucBBEROBR.  1.  Heft.  Wien  1894.  Druck  und  Verlag  von  Carl 
Gerold's  Sohn. 
Der  Verfasser  sagt  in  seiner  Vorrede  von  dieser  Methode:  „Dieselbe 
integrirt  alle  Differentialgleichungen,  ist  theoretisch  auf  alle  anwendbar, 
ihre  Ausführung  unterliegt,  wie  jedes  Verfahren,  nur  den  äusserlichen  Rück- 
sichten auf  Raum  und  Zeit;  sie  ist  die  einzige  bekannte  Methode,  von  der 
man  dies  sagen  kann.**  Einen  Beweis  für  diese  Behauptung  wird  man 
allerdings  vergebens  suchen.  Das  ist  eine  Folge  der  Ansicht  des  Verfassers 
über  das  mathematische  Beweis  verfahren.  Nach  seiner  Meinung  nämlich 
genügt  es,  wenn  die  Methode  an  einzelnen  Zahlenbeispielen  zum  Ziele 
führt,  um  ihre  Allgemeingiltigkeit  zu  behaupten,  und  diese  Behauptung 
so  lange  aufrecht  zu  erhalten,  bis  ihm  ein  Beispiel  vorgeführt  wird,  auf 
welche  sie  nicht  anwendbar  ist.  Er  befindet  sich  dabei  mit  seinen  eigenen 
Worten  in  Widerspruch,  indem  er  ausführt:  „Es  wäre  eine  gewagte  Be- 
hauptung ,  die  allgemeinste  Methode  gefunden  zu  haben.  Eine  solche  giebt 
es  nicht,  und  insofern  will  das  Streben  nach  einer  solchen  Unmögliches 
oder  ist  — '  wenn  man  sich  weniger  hOfliok  aoadrOeken  will  —  ongereimi' 


Was  die  Methode  Belbst  anbetrilft,  so  beruht  sie  auf  folgendem  Princip: 
,Die  Integrale  sind  Fanctionen  der  Coefficienten  und  ihrer  1,,2,,  3.  .,.11'^'^ Ab- 
leitungen und  zwar  unendliche  oder  endliche  Reihen  |  deren  Glieder  die 
Producte  der  mit  unbestimmten  Constauten  -  Coef^cienten  und  Exponenten  — 
Tersehenen  Gleichungscoefficienten  und  ihrer  1,,  2.,  3.  ...n**"  Ableitungen 
sind**  In  den  einzelnen  Beispielen  wird  nicht  genau  nach  dieser  Methode 
Terfahren.  In  vielen  derselben  sind  die  Coefficienten  Functionen  von  x 
und  tx;  in  allen  diesen  Fällen  wird 

gesetzt  bm  und  c»  werden  so  bestimmt,  dass  möglichst  viele  Glieder  der 
Gleichung  verschwinden.  Diese  Werthe,  von  denen  wir  z.  B.  bei  einer 
DlSerentialgleichung  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  zwei  erhalten,  werden 
mit  ^1^21  ^1^  bezeichnet;  h^b^f  c^c^  werden  dadurch  erhalten,  dass  man 
das  erste  Glied  der  Gleichung  ftlr  ^3  dem  niedrigsten  in  der  Gleichnng 
für  &|  noch  vorhandenen  gleich  setzt  und  ebenso  mit  h^  und  h^  verehrt 
Aaf  dieselbe  Weise  bestimmt  man  die  weiteren  Exponenten;  die  Zahlen 
mit  ungeradem  Index  sind  die  Exponenten  der  Reibe  für  ^|;  die  geraden 
diejenigen  von  y^.  Der  Nachweis  der  Convergenz  der  betreffenden  Reihen 
^wird  niemals  erbracht*  Diese  Aufgabe  wird  einfach  als  nicht  in  den 
Habmen  der  Untersuchung  fallend  bezeichneti  obgleich  doch  gerade  die 
Convergenz  die  nothwendige  Bedingung  für  die  Verwendung  der  Reihe 
bildet  Die  Methode  soll  übrigens  bei  partiellen  Differentialgleichungen  zu 
viel  allgemeineren  Resultaten  führen  als  die  bisher  bekannten. 
Als  Beispiel  hierfür  benutzt  der  Verfasser  die  Gleichung: 

f  de  __  de 

dx      dff 


0 


und  erhält  als  Resultat: 


c,  xy 


+  M|pD^^,_, 


]•■• 


c.  (e.  -  l)(c,- 2)..  ■(c,-m  + 2) 
^  (m-1)! 


9^ 


-■+1 


■  Hieniu  macht  er  folgende  Bemerkung:    „In  der  That  ein  fiberraschen- 

■  des   Resultat    und    eine    glänzende   Leistung    der    angewandten    Methode, 

■  wenn  man  bedenkt,  dass  die  bisher  bekannten  Methoden  für  die  Gleichung 
f*— #1=0  nur  das  Integral:  $^(p{x  +  y)  bestimmen  konnten,  welches 
an  Eleganz,  Allgemeinheit  und  Reichthum  der  Gestaltung  weit  von  dem 
hier  entwickelten  Integrale  übertroffen  wird*"  Er  scheint  also  ganz  tu 
Qberaehen,  dass  diese  Reihe «  falls  sie  convergirt,  =  (jf  +  xY*  ist  Das  ist 
10  der  Tbat  ein  überraschendes  Resultat!  Max  Mbtsb* 
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Tierstellige  logarifhmentafel.    Von  Th.  Albrbobt.  Leipsig  1894.  Verla 
YOD  Wilhelm  Engelmann. 

Die  Yoriiegende  Tafel  zeichnet  sich  durch  EQarheit  und  üebersichtlid 
keit  der  Anordnang  ans.    Sie  enthält: 

I.  Logarithmen  der  Zahlen. 
II.  Länge  der  Kreisbögen  ftbr  den  Halbmesser  1. 

III.  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen. 

IV.  Addisons-  und  Subtractions- Logarithmen. 
V.  Quadrate  der  Zahlen  von  1  bis  1000. 

VI.  Numerische  Werthe  der  trigonometrischen  Functionen. 
VII.  Constanten. 
Es   ist   also   alles   für  den  praktischen  Gebrauch  Nothwendige  darii 
▼orhanden  und  in  allen  Fällen»  in  denen  eine  Rechnung  mit  Tierstelligei 
Logarithmen  genügt ,  der  Gebrauch  derselben  su  empfehlen. 

Max  Metir. 
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F,  Klbin«  Vorlesungen  Über  die  Theorie  der  elliptischen  Modnlfanctionen. 
^ft  Ausgearbeitet  und  vervoHsüLDdigt  von  E,  Frioke.  Zweiter  Band,  Fort« 

^^^^         blldüQg  nnd  Anwendung  der  Theorie«    Leipzig  1892.   B.  G.  Teubner, 
^^B        XV  und  712  S. 

^K  Die   Verspätung   der   Besprechung  des  vorliegeuden    OEuides  —  YergL 

^B    wegen  des  voran fgegangeneu  Bandes  diese  Zeitschrift  Bd.  36  S.  201 — 212, 
^m    Bd.  37  S.  82  —  84  —  finde  ihre  Rechtfertigung  in  einem  durch  den  früheren 
*Beferenten  gewünschten  nachträglichen  Wechsel. 

Die  im  Jahre  1884  erschienenen  Vorlesungen  von  F»  Klein  über  das 
^  Ikosaeder  bildeten  das  erste  Stadium,  die  18 W  und  1892  erschienenen, 
^m  von  E.  Fricke  bearbeiteten  und  verschiedentlieb  ergänzten  Vorlesungen 
"»  Ton  Klein  (Iber  elliptische  Modulfunctionen  das  zweite  Stadium  eines 
^^  grosseren  Unternehmens,  die  Gesammtheit  der  neueren  Untersuchungen  über 
^1  eindeutige  Functionen  mit  unendlich  vielen  Linearen  Transformationen  io 
sich  zn  einem  abgerundeten  Ganzen  zu  gestalten. 

Scbon  das  „ Ikosaeder ",  aber  recht  eigentlich  die  „elliptischen  Modul- 
functiODen*  sollen  als  Vorstufen  im  der  allgemeinen  Theorie  dienen ,  die  in 
mehreren  zu  erwartenden  Bänden  ihre  Darstellung  finden  soll. 

Das  Wort  „Vorstufe"  ist  hier  in  weiterem  Umfange  zu  verstehen, 
indem  wenigstens  bei  den  „elliptischen  Modulfunctionen^  bereits  alle  die 
Methoden  und  Gesichtspunkte  ausgeprägt  erscheinen ,  welche  den  Verfassern 

I&ucb  für  die  allgemeine  Theorie  massgebend  sein  werden* 
Der  Charakter  dieser  Methodik  lässt  sich  fUglich  in  zwei  Worten  be- 
zeichnen: möglichst  unmittelbare,  geometrische  Anschaulichkeit,  insofern  es 
sich  um  die  Erfassung  der  leitenden  Gedanken  handelt,  uml  andererseits 
in  historischem  Sinne«  möglichst  EÜlseitige  Beleuchtung  und  Durchdringung 
^  Stoffes. 

Kein  Zweifel,  dass  sich  bei  rein  analytischer  Verfolgung  des  Gegen* 
Standes  der  äussere  umfang  der  „ModulfanctioDen^  hätte  bedeutend  redu- 
cireii  lassen ,  aber  dann  würde  eben  das  Wesen  der  ganzen  Darstellung  und 
Denkweise  der  Verfasser  verloren  gegangen  sein, 

Die  Vorzüge,  aber  auch  die  (pädagogischen)  Gefahren  einer  derartigen 
universellen  StofTdurchbÜdung  fallen  zu  sehr  ins  Auge,  als  dass  dabei  lange 

UitU  lit  AbllL  d.  ZttiUclir  f.  Mmllt.  ii.  Fl^jri.  lSt>d.  4g.  J«brg.  8.  lieft.  le 


^ 


IQ  verweilen  wlie.!  BedenM  ni&n  aber,  das^  es  bisher  nur  wenige  Werke 
in  der  mathematischen  Literatur  gab|  in  denen  das  gemeinte  Prineip  conae- 
quent  durchgeführt  ist,  so  wird  man  mit  der  Kritik  doppelt  TOTsiehiig  sein 
mÜBsen ,  und  wird  vielmehr  die  Verfasser  beglück wtlnscben,  dass  eie  den 
Mutb  gefunden  haben,  trotx  der  vielen  so  tu  sagen  zünftlerischen  Yorurtheilij 
unbeirrt  ihren  Weg  zu  gehen. 

Eines  soll  allerdings  ohne  Weiteres  zugestanden  werden,  daas  an  einen 
Durchschnitts -Leser  nicht  gewöhnliehe  Anforderungen  gestellt  werden.  Trotz- 
dem, oder  vielmehr  weil  ihm  speciEsche  Vorkenntnisse  nicht  eigentlich 
2Ugeiunthet  werden,  mtiss  er  ein©  um  so  gr5s8ere  Elasticität  des  Gelsteä 
besitzen,  um  Bicb  abwechselnd  in  den  ao  ganz  verschiedenartigen  Gedanken- 
gängen mit  Freiheit  und  Umsicht  bewegen  zu  können. 

Das8  nur  ein  mit  dem  ersten  Bande  eingehend  vertrauter  Leser  an 
den  vorliegenden  zweiten  BEmd  herantreten  darf^  bedarf  wohl  kaum  der 
Bemerkung;  immerhin  sind  in  dieser  Hinsicht  die  Fingerzeige,  welche 
Herr  Fr  icke  in  der  Vorrede  zum  zweiten  Bande  gegeben  hat,  sowie  das 
von  demselben  am  Bchlusae  beigefügte  Sachregister^  für  ein  zweckmäsaiges 
Btndium  des  ganzen  Werkes  von  grossem  Nutzen»  Man  vergleiche  übrigens 
unsere  ScMussbe merkung. 

Wir  erinnern  Äur  Orientirnng  au  das  im  ersten  Bande  (§§  14,  15} 
formulirte  Doppel  program  m.  Der  gruppen  theoretische  Theil  desselben  ver- 
langte, von  der  j^Modulgruppe"*,  das  ist,  der  Gesammtheit  der  linearen  ganz- 
zahligen  Substitutionen : 

die  Untergruppen  aufzustellen  und  saebgemäss  zu  klassiüciren  —  der 
funetionentbeoretische  Theil  dagegen,  die  zugehörigen  Invarianten,  das 
ist,     die     einer     solchen    Untergruppe    gegenüber    invarianten    Functionen 

von  (o  =  —    resp.  Formen    von    oa. ,    w«   zu   bilden   und  deren  gegenseitige 

Beziehungen  zu  ermitteln. 

Beide  Seiten  des  Programms  ergänzen  und  vereinigen  sich  zur  Lösung 
des  Fundamentalproblems,  die  Resolventen  der  Modulgleichung  J{(o)  =  const 

zu  finden,  wo  nunmehr  w  den  Periodenquotienten    —    des  elliptischen  Inte- 

0)2 

grals  erster  Gattung  (in  der  Weierstrass'schen)  Normal  form: 

dx 


**    J   ]/Ax- 


•% 


bedeutet,    und   J  =  —r. —    ^\_   ^     dessen  rationale  absolute  Invariante. 

Das  gruppentheoretische  Problem  wurde  in  Beschränkung  auf  Congruenz- 
gruppen,  das  sind  solche,  welche  sich  durch  Congruenzen  der  Substitutions- 
coefficienten  mod  n  definiren  lassen ,  zu  einem  gewissen  Abschluss  gebracht 
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Die  Lösung  des  fanctioneniheoretischen  Problems  dagegen  wurde  nur 
erat  auf  Gmnd  der  Biemann'schen  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
nnter  Benfitsong  gewisser  Ezistenztheoreme  als  möglich  nachgewiesen  und 
in  einigen  eingehen  Fällen  ezplicite  darchgeftthrt. 

um  das  Problem  für  Congrnenzgrappen  allgemein  sn  lösen,  bedarf 
es  nanmehr  des  dnrch  die  geschichtliche  Entwiokelong  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen,  insbesondere  der  Theilung  und  Transformation 
derselben  I  gelieferten  Materiales.  Darüber  hinaus  erscheint  aber  jetst  eben 
dieses  Gebiet  der  elliptischen  Functionen  unter  neuen  und  wesentlich  all- 
gemeineren Gesichtspunkten;  ja,  man  kann  füglich  behaupten,  dass  dieses 
bisher  mnltis  sed  yariis  singulis  modis  bearbeitete  Gebiet  auf  Grund  des 
einheitlichen  Elein'schen  Programms  erst  zum  Bange  einer  Wissenschaft- 
liehen  Disciplin  erhoben  wird. 

Die  Weierstrass'sche  Function 

bleibt  nicht  nur  der  Modulgruppe  gegenüber  ungeändert,  sondern  auch  bei 
Vennehrung  von  u  um  ganzzahlige  Vielfache  von  (0|,  od,,  oder  zusammen- 
gefasst,  p  ist  eine  Invariante  der  temftren  Gruppe  «rC^)*: 

Die  Gruppe  des  u  für  sich  bildet  eine  in  r(')  ausgezeichnete!  unäre 
Untergruppe  r^'>;  die  der  co^,  to^  für  sich,  das  ist  eben  die  Modulgruppe, 
eine  (nicht  ausgezeichnete)  binäre  Untergruppe  f^^^  von  TW. 

Der  allgemeinste  Ansatz  wäre  wiederum ,  sämmtliche  Untergruppen  von 
f(>)  und  die  zu  einer  jeden  solchen  gehörigen  Functionen  resp.  Formen  zu 
suchen,  sowie  deren  gegenseitigen  Zusammenhang  zu  ergründen. 

In  dieser  Allgemeinheit  wäre  das  Problem  indessen  viel  zu  schwierig, 
and  auch  unzweckmässig  gestellt 

Man  wird  sich  einmal  auf  Congruenzgruppen  mod  n  beschränken ,  und 
andererseits  den  zugehörigen  Functionen  bez.  der  Art  der  Singularitäten 
gewisse  einschränkende  Forderungen  auferlegen.  Die  Zahl  n  heisst  die  Stufe 
der  Gruppe  resp.  der  Functionen.  Wir  erwähnen  hier  nur  die  zwei  nächst- 
liegenden Congruenzgruppen.  Nennt  man  zwei  Substitutionen  der  I^^^  fffnodn 
eongnient*,  wenn  alle  Differenzen  (oder  auch  alle  Summen)  von  je  zwei 
homologen  Goefficienten  durch  n  theilbar  sind,  so  haben  wir  einmal  die 
j,tenk&re  Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe  H^^)",  welche  alle  tnodn  zur 
Identität  congruenten  Substitutionen  der  r(^)  umfasst ,  und  andererseits  die 
ans  der  f^^)  entsprechend  gebildete  unäre  Gruppe  11^^),  Dieser  letzteren 
Ornppe  gehört  in  der  u- Ebene,  als  Inbegriff  aller  nicht  äquivalenten  Worthe 
Ton  «,  ein  «Fuudamentalparallelogramm"  zu,  das  aus  n^  der  gewöhnlichen 
Elementarparallelogramme  besteht. 

Nunmehr  lässt  sich  der  Begriff  der  „elliptischen  Function  n*"  Stufe" 
verstlndlich  machen.     Das  ist  eine  solche  eindeutige,  homogene  Function 


beiinng. 

der  u\  {0|t  cag,   die  eine  Invariante  der  E^^^  ist,    die  als  Function  tod  u 

im  F  und  amen  tal  parallel  ogramrQ  der  H^^^  wesentlich   singulire  Stelleu  nicht 
aiifweiät,  die  endlich  als  Function  der  cnii  o^^t  ^^^  ^^^  rationalen  Invarianten 

algebraieeh  abhängt. 

Für  fi  =  l  liegt  das  W  eierst  rag  Breche  System  ausgebildet  vor:  p  und 

A  n 

p*^—  nebfit  Q^f  ^^  sind  Functionen  erster  Stufe  ^  und  jede  weitere  solche 

Function  läd^t  sieb  rational  durch  p^  p\  ^| ,  g^  ausdrücken. 

Der  nächste  Fall  n  =  2  deckt  sich  mit  der  Jacobi*8cben  Theorie; 
snu^  cnu,  dnu  nebst  dem  Doppelverbältniss  k  sind  FuncLienen  zweiter 
Bttife  (von  der  Dimension  Null)  und  jede  weitere  i$olche  hingt  wiederum 
rational  von  jenen  vier  ab. 

Hier  gewährt  bereits  die  gruppen theoretische  Aoffassusg  einen  tieferen 
Eiubliek.  Sieht  man  nämlich  in  der  rt»)  jeweils  die  mod  2  congrueoteu 
Substitutionen  als  nicht  wesentlleh  verschieden  von  einander  an ,  so  reducirt 
sich  die  f^^)  dadurch  auf  eine  endliche  Gruppe  G^^  (von  der  Ordnung  24], 
und  diese  G^^  erweist  sich  als  holoedrisch  isomorph  zur  „Oktaedergruppe'*, 
das  ist,  der  Gruppe  der  Drehungen,  welche  ein  Octaeder  mit  sich  zur 
Deckung  bringen.  In  Folge  dessen  giebt  es  in  der  G^^  drei  gleichberechtigte 
Untergruppen  ffj,  und  snu,  c»«,  dnu  sind  eben  Invarianten  derselben* 
Die  G^^  beherrscht  thstsächlich  die  ganze  Jacob i^sche  Theorie, 

Man  übersieht  somit  deutlicher  das  Verhältniss  der  Jacobi 'scheu 
Theorie  zur  Weierstrass'schen,  und  wie  beide  wiederum  in  eine  all- 
gemeinere Theorie  eingeordnet  erscheinen. 

Die  historische  Entwickelung  hat  zwei  Methoden  ausgebildet ,  um  in- 
direct  aus  elliptischen  Functionen  niederer  Stufe  solche  von  höherer  Stufe 
herzustellen,    die  „Theilung"  und  die  „Transformation." 

Ihnen  ist  der  vierte  Abschnitt  (der  erste  des  vorliegenden  Bandes) 
gewidmet.  Mit  der  Theilung  beschäftigt  sich  das  erste  Kapitel,  während 
die  folgenden  ausführlicher  die  Transformation  erörtern,  insbesondere  die 
dadurch  involvirten  Modulargleichungen  erster  und  höherer  Stufe,  und 
deren  Anwendung  auf  die  sogenannten  Klassenanzahlrelationen  der  binären 
quadratischen  Formen. 

Sei  f{u\  Wj ,  ©2)  eine  elliptische  Function  erster  Stufe,  so  versteht 
man  unter  n- Theilung  den  Uebergang  von  /*  zu 


/     M  +   AW,  +   iL*  CO.,  \ 


^ 


wo    A,  fi   alle  n^  modn   incongruenten    Paare    ganzer    Zahlen    durchlaufen 
können. 

Für  u  =  0  entsteht  die  „specielle  n-Theilung**,   auf  die  man  sich  im 
Wesentlichen  beschränken  kann. 
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Die  ,n^  Theüwerthe*' 

ß(^  =  f[ ^'  ®i,  «2J 


werden  —  und  das  ist,  hier  wie  darchgehends ,  der  charakteristische  Zug 
der  Untersuchung  —  wechselseitig  grnppentheoretisch  und  functionen- 
theoretisch  untersucht 

Das  Hauptergebniss  ist,  dass  /)i^  einer  irreducibeln  nTbeilungsgleichung*' 
vom  Grade  <p(n)^(n)  genügt,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von 
g^rmdg^  sind;  f^^  ist  also  eine  algebraische  Function  der  g^^  g^.  Hierbei 
sind  ^(n),  ^{n)  die  bekannten  zahlen  theoretischen  Functionen 

y(n)  =  nn(l-i),    i/;(n)  =  nJ7(l  +  i), 

wo  sich  die  Producte  /7  über  alle  Primfactoren  q  von  n  erstrecken; 
(p(n)if{n)  selbst  bedeutet  die  Anzahl  der  modn  incongruenten  Paare  von 
Zahlen,  deren  grös^ter  gemeinsamer  Theiler  prim  gegen  n  ist. 

Die  Weierstrass*8chen  Theilwerthe  pxfi^  p'ii^  erfreuen  sich  noch 
einer  besonderen  Eigenschaft:  da  sie  innerhalb  des  „Polygons  n*^'  Stufe ** 
überall  endlich  sind,  sind  sie  ganze  algebraische  Functionen  (Formen) 
der  ^„  g^ 

Auf  diese  Weise  hat  man  eine  ganze  Klasse  von  Modulformen  n*"  Stufe 
gewonnen. 

Eine  ähnliche  Entwickelung  gilt  übrigens  für  die  a  -  Theilwerthe  tfi^y 
Dar  dass  dieselben  erst  nach  Multiplication  mit  einer  geeigneten  Exponential- 
grSsse  zu  algebraischen  Modulformen  werden. 

Wir  gehen  zur  „Transformation  n^^'  Ordnung^  über.  Man  versteht 
darunter  den  üebergang  von  F((o^f  oo^  zu 


F-F{...^y 


WO  F((Ui  f  a>s)  wiederum  eine  Function  (Form ,  Modul)  der  ersten  Stufe 
sei,  die  übrigens  auch  noch  von  u  abhängen  darf.  Auch  F'  ist  eine 
(algebraische)  Function  der  n*«"  Stufe. 

Zunächst  soll  es  sich  darum  handeln,  die  überlieferte  Transformations- 
iheorie  ihrem  Wesen  nach  mit  den  Hilfsmitteln  des  ersten  Bandes  zur 
Darstellung  zu  bringen.  Es  erweist  sich  als  zweckmässig,  mit  der  Trans- 
formation n^*'  Ordnung  eine  lineare  Transformation  der  Oi,  o^  zu  ver- 
binden und  allgemeiner  alle  Formen 

als  transformirte  einzuführen.  Man  wird  dann  immer  solche  (o\ ,  (o\, 
die  bez.  der  Modulgruppe  äquivalent  sind,  in  eine  ^ Klasse"  vereinigen; 
solcher  Klassen  giebt  es  dann  i/;(n).     Dies  ist  der  innere  Grund,  weshalb 


swiBcbeti  ^'  und  ^  einß  irreducible  Gleicliuiig  Tom  Gra^  w{f^)  QÜt  lo 
int  9%  rationalen  Coefficlenten  herrscht:  das  iat  die  zur  Ordnung  n  ge- 
hörige ftTraBsformationsgleicliaDg " , 

Auch  hier  wird,  wie  bei  der  Theilung,  Yon  der  fuQCÜOQ&otheoretiseheo 
nnd  arithjiietiBcben  Behandlnug  in  gleicher  Weise  Gebrauch  gemaehi. 
Unter  arithmetischer  Tranaformation  n^^^  Ordnung  ist  nach  Dedekind  (in 
nicht  homogener  Schreibweise)  der  IJebergang  yon  m  zu 

m  —  —  ^r^^  iad  —  hc  —  n] 
c  »  +  a  ' 

%M  deßniren.  Die  Gesammtheit  dieser  Transformationeii  zerlegt  sich  wiederum 
in  ^KlasBeu",  deren  Anzahl  ^(n)  gleich  der  Samme  aller  Theiler  tou  n  ist. 

Jed«  der  ^(it)  fanctionentbeoretischen,  wie  der  <P(f})  arithmetiscben 
Klassen  lUsst  sich  durch  einen  geeigneten  „Repräsenfanten**  ersetzen ,  nnd 
zwiseben  diesen  beiden  Arten  von  Hepräaenianten  besteht  eine  durchsichtige 
Anordnung,  die  gestattet,  Yon  der  eben  Darstellung  zur  anderen  überzugehen. 

Im  üebrigen  sei  der  Leser  auf  das  wichtige  Kapitel  3  verwieseBi 
worin  die  allgemeinen  gruppentheoretischen  Grundlagen  für  die  Trang- 
formation  n**''  Ordnung  beliebiger  Modulfunetionen  (wesentlich  vom  Herans- 
geber herrührend)  gegeben  werden. 

Die  Form  i^(ca^,  C0|)  wird  nunmehr  als  Modul  einer  Hauptcongruenx- 
gruppe  q^^^  Stufe  {q  prim  gegen  n)  angenommen.  Da  tritt  nun  ein  wesent^ 
lieber  Unterschied  ein,  je  nachdem  die  gemeinte  Gruppe  das  Geschlecht 
Null  hat  oder  nicht,  d.  h.  je  nachdem  alle  Moduln  (Invarianten)  der  Gruppe  von 
nur  einem  „Hauptmodul"  J'  rational  abhängen,  oder  aber  von  einem  „vollen 
System  von  Moduln"  M^,  M^,.,y  die  dann  unter  sich  wieder  algebraisch 
verkntlpft  sind. 

Da  der  letztere  Fall  den  Hauptinhalt  des  letzten  Abschnittes  bildet, 
so  kommt  hier  nur  der  erstere  in  Betracht;  die  Transformationsgleichung 
wird  jetzt  zur  „Modulargleichung"   n*«'  Ordnung,  g*®'  Stufe. 

Der  einfachste  und  wichtigste  Unterfall  ist  wiederum  der  der  ersten 
Stufe,  wo  der  fragliche  Modul  durch  die  absolute  Invariante  J  gebildet 
wird,  und  wo  zwischen  J  und  J'  die  Modulargleichung  n*"  Ordnung 

fn{J.    /')  =  0 

besteht.  Andererseits  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  gerade  die  gleich- 
zeitige Berücksichtigung  der  Modulargleichungen  verschiedener  Stufen  der 
ganzen  Theorie  erst  ihre  verhältnissmässige  Durchsichtigkeit  verleiht,  und 
auch  zu  neuen  Anwendungen  geführt  hat. 

Die  Gleichung  fn{Jj  J')  =  0  lässt  sich  in  verschiedene  Gestalten 
bringen.  Von  Vortheil  ist  namentlich  die  Einführung  von  Parametern.  So 
hat  mau  für  n  =  2  das  elegante  Resultat: 

/:  J-1  :  1  =  (4t  +  1)3:(t+1)(8t-1)«:27t  ^^ 

J'x  J  -  1:1  =  (4t'+  1)»:  (t'+  l)(8t'-  1)«:  27 r'     ^"'""  ^^' 


I 
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In  dieser iBiohtoDg  haben  neben  Klein  auch  Oierster  und  Kiepert 
«rfolgreieh  gearbeitet 

Von  historischem  Interesse  ist,  dass  die  Jacobi 'sehen  Modular- 
gldchnngen  fttr  yk  sich  erst  als  solche  von  der  16.  Stufe  erweisen. 
Neben  dieser  wird  noch  die  fünfte  Stufe  eingehend  untersucht  („Ikosaeder- 
modnlargleichungen^). 

Am  fruchtbarsten  ist  das  „Stufenprinoip*'  für  die  Aufstellung  der  so- 
genannten «Klasenanzahlrelationen^,   welche  merkwürdige  Zusammenhänge 
iinschen    einfachen    zahlentheoretischen    Functionen    von   Klassenanzahlen 
j        quadratischer  Formen  negativer  Determinante  wiedergeben,    um  etwa  die 
einfachste   anzuführen,    sei  B{J)   die    Klassenanzahl  (das  ist  die   Anzahl 
aller  reducirten  Formen)  für  die  Determinante  —  z/;  die  Zahl  K  durchlaufe 
alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  des  Intervalls  zwischen  -  2j/n^nnd 
+  2/n;  endlich  bedeute  ^(n)  den  Ueberschuss  der  Summe  derjenigen  Theiler 
▼onfi,  die  >^^8ind,   über  die  Summe  derer,  die  <[  ^n  sind.    Dann  hat 
man:  ^-^ 

wodurch  die  Klassenanzahlen  zu  Theilersummen  in  Connez  treten.  Das  ist 
eine  der  berühmten  acht  Relationen,  die  Kronecker  1857  mitgetheilt 
h&t,  und  die  zuerst  von  St.  Smith  bewiesen  worden  sind. 

Eben  die  aufgeführte  Relation  nimmt  hier  die  einfachste  Stelle,  näm- 
lich als  Klassenzahlrelation  n^'  Ordnung  erster  Stufe  ein.  Bei  ihrer  Ab- 
leitang  tritt  schon  die  allgemeine  Methode  deutlich  hervor.  Aus  der  Modular- 
glcichung  fn^J,  ^0=  0  entsteht  für  J'=J  die  Gleichung  gniJ)^0  für 
die  sogenannten  „singulären^  Moduln  (erster  Stufe). 

Die  Anzahl  der  Nullstellen  von  gn{J)  im  Fundamentalbereiche  führt 
auf  arithmetischem  Wege  zu  der  obigen  Summe  von  Klassenanzahlen;  die 
ihr  gleiche  Zahl  von  ünendlichkeitsstellen  führt  auf  functionentheoretischem 
y^ege  zu  den  obigen  Theilersummen. 

Auf  Grund  des  Stufenbegrilfes  ist  so  Gierster  über  den  Umfang  der 
K  ron  eck  er  *schen  Relationen  wesentlich  hinausgegangen;  die  algebraischen 
Schwierigkeiten,  welche  ihm  bei  weiterem  Verfolge  die  Modnlarcorrespon- 
denzen  boten,  sind  später  von  Hurwitz  (siehe  unten)  principiell  über- 
"^i^anden  worden. 

Im  Texte  wird  als  besonders  instructives  Beispiel  die  fünfte  Stufe 
(«Ikosaedermodulargleichungen")  ausführlich  entwickelt. 

Mancher  Leser  wird  wohl  eine  Angabe  über  die  Stufeneinordnung 
efimmtlicher  Kroneck  er  *scher  Relationen  vermissen. 

Im  nächstfolgenden  Abschnitte  kann  nun  an  dip  wichtige  Aufgabe  heran- 
gegangen werden,  die  zu  den  Congruenzgruppen  gehörigen  Moduln  aufzustellen. 

Zu  dem  Behuf  erweist  sich  eine  Hilfsvorstellung  als  fruchtbar,  die 
nicht  nur  die  Theilung  und  Transformation  verschiedener  Stufen  unter  ein- 
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helilleliem  Gesicbtspaukie  erfasst,  soBdern  noch  tiefer  Heften  Je  Eigens  eb&fleti 
der   «UiptiBGbea  Modul fonctioneii   so^msagen  im  Keime  yorgebildei  enthllL 

Diesa  HilfsTOrstellang  ist  die  der  ^elliptiscIieD^  CntTe  (da^  igt  einer 
solchen  vom  Gescblechte  Eing)  niedrigster,  nämlieli  ti*"  Ordnung  im  Ranme 
TUn  (fi^I)  DimensioneD,  Über  die  das  elliptisebe  Integral  erster  Gattnng  it 
blnerätreckt  wird* 

WSbkn  wir  als  Typos  den  einfaebsteii  Fall  »  =^  3 ,  also  den  der  ebenen 
Curro  dritter  Ordnung  C^^  ans  dem  dnrcb  geeigDete  Yerallgemeiaemng 
die  Vorkotomnißse  in  den  höheren  Rfitimeo  hervorgehen. 

Diese  Normalcarre  geht,  den  2  ,  3'  Sabatiintionen 

entsprechend ,  durch  2.3'  CoUineationen  der  Ebene  In  sich  über.  Die 
Carre  beatt^t  3*  j^iingnläre*  (Wende -) Punkte  mit  den  Argumenten: 

Aait  +  ^M, 
3 
Man  bat  zwei  Coordinatensjsteme,  die  zu  den  elliptischen  Functionen 
in  engster  Beziehung  Btehen^  das  ^cauomscbe'*  und  das  „singnlira'*.    Betit 
man  einmal  die  Coordinaten  eines  Currenpunktes : 

l'J  0 

80  hat  man  j   .    o  ^  3 

als  ijCanonißche*  Gleichung  der  Curve;  solcher  Darstellungen  giebt  es  eben 
2  .  3^,  jenen  2  .  3'  CoUineationen  gemäss. 

Bei  einem  gegebenen  Coordinatensysteme  der  Art  ist  somit  die  Auf- 
suchung der  „singulären^  Punkte  äquivalent  mit  dem  Problem  der  speciellen 
Theilung  dritter  Ordnung.  —  Das  singulare  Coordinatensystera  stützt  sich 
unmittelbar  auf  die  Configuration  der  neun  Wendepunkte.  Die  Geraden, 
auf  denen  je  drei  dieser  Punkte  liegen,  gruppiren  sich  zu  vier  =  tp(3) 
Wendedreiecken.  Wählt  man  ein  solches  als  „singuläres"  Coordinatendreieck, 
so  hat  man  die  Hesse 'sehe  Gleichung  der  Curve: 

X\  +  X\  +  X\  +  6aXoXi  Xg  =  0. 

Dann  ist  der  Uebergang  vom  canonischen  Coordinatensysteme  der  x 
zum  siugulären  der  X  wiederum  äquivalent  mit  der  Lösung  der  zur  Ord- 
nung 3  gehörigen  „Transformationsgleichung"  vom  Grade  t^(3).  Die  Seiten 
eines  singulären  Coordinatendreiecks  werden  dargestellt  durch  Nullsetzen 
von  drei  Ausdrtlcken  X^Xf^x^x^),  die,  in  transcendenter  Form  geschrieben, 
zu  Ausdrücken  X(m;  co, ,  Wj)  werden,  welche  die  Grundlage  für  die  weitere 
Entwickelung  abgeben. 

Eine  erste  Klasse  von  Modulformen  dritter  Stufe,  und  zwar  von  sehr 
einfachem  Aufbau,  wird  unmittelbar  durch  die  Coefficienten  der  nach 
Potenzen  von  u  geordneten  X  geliefert;   mit  anderen  Worten  sind  es   die 
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Nnllwerthe  der  X{u)  und  ihrer  Ableitungen  nach  u,  die  mit  den  früher 
betraebteien  Theilwerthen  in  engstem  Connez  stehen. 

Bei  Ausflbnng  einer  beliebigen  homogenen  Modnlsabstitntion  erfahren 
die  OrOssen  X  selbst  eine  homogene  lineare  Substitution  mit  von  u  un- 
abhingigen  Coefficienten. 

Die  80  entstehende  „ Gruppe**  der  X  kann  nach  dem  Vorgange  von 
Rronecker  holoedrisch  isomorph  auf  sich  bezogen  werden,  wenn  man  die 
in  den  Coefficienten  auftretende  dritte  Einheitswurzel  durch  eine  andere 
(bei  beliebigem  n  primitive)  dritte  Einheitswurzel  ersetzt. 

Ebenso ,  wie  die  X  selbst,  kann  man  auch  gewisse  bilineare  Ver- 
bindangen  der  X  für  n  >>  3  zur  Bildung  von  Modulformen  n^®'  Stufe  ver- 
wenden. Zu  gewissen  Verbindungen  der  Art  leitet  die  Geometrie  von  selber 
hin.  Die  elliptische  C^  im  Baume  von  drei  Dimensionen  ist  der  vollständige 
Dnrcbschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  F^.  Desgleichen  die  C^  im 
nSchst  höheren  Baume  der  vollständige  Durchschnitt  von  fünf  F^  (für  die 
der  Referent  gelegentlich  eine  ezplicite  Darstellung  gegeben  hat),  und  all- 
gemein die  eil  der  Schnitt  von  o^(**""3)/''j.   Die  linken  Seiten  der  Gleich- 

angen  jener  F^  sind  dann  specielle  bilineare  Verbindungen  der  X  von  der 
gemeinten  Art.  Wegen  der  allgemeineren  bilinearen  Verbindungen  muss 
anf  den  Text  (Kapitel  3)  selbst  verwiesen  werden. 

Die  aus  diesen  bilinearen  Verbindungen  der  X  entspringenden  neuen 
GrCseen  n*^  Stufe ,  für  die  durchsichtige  analytische  Bildungsgesetze  (Ent- 
wickelnngen  nach  Potenzen  von  e^^^^)  angegeben  werden,  stehen  in  merk- 
würdiger Beziehung  zu  den  binären  quadratischen  Formen ,  die  ihren  Aus- 
dmek  in  gewissen  Darstellungen  von  Zahlen  durch  jene  Formen  findet. 

Auf  Grund  des  so  gewonnenen  Materiales,  der  Theilwerthe,   der  trans- 

fonnirten   Moduln    und    der    aus    den    Grössen  X    hervorgehenden    neuen 

Mcdnlformen   sind    die  Verfasser  in   der  Lage,    das  functionentheoretische 

Onndproblem  für  Congruenzgrnppen  zu  einem  gewissen  Abschluss  zu  bringen. 

War  nämlich   im    ersten  Bande    die  Bildung   der  zugehörigen  Functionen 

mittelst  Biemann'scher  Schlussreihen  ezplicite  nur  bis  zur  Stufe  n  =  7  aus- 

ftUurbar   gewesen,    so    bieten   sich  jetzt  allgemeine  Ansätze   dar,    und  die 

Ten  Herrn  Pricke  durchgeführten  Fälle  (n  =  2,  4,  5,  7,  11,  31,  35,  47,  71) 

lassen  —  namentlich  auch  im  Gegensatze  zu  bisher  derart,  z.  B.  von  Herrn 

Kiepert  ausgeführten   Bechnungen  —  erkennen,   bis    zu  welchem  Grade 

die  Einfachheit    und  Schönheit    im  Gange    der   mechanischen  Operationen 

durch  die  systematische  Auffassung  des  Ganzen  beeinflusst  wird. 

Der  letzte  Abschnitt,  der  von  den  „Modularcorrespondenzen"  bandelt, 
dehnt  die  Entwickelnngen  des  vierten  Abschnittes  über  Modulargleichungen 
auf  den  Fall  aus,  dass  das  Geschlecht  p  der  bez.  Congruenzfifruppe  von  Null 
verschieden  ist,  wo  also  ein  volles  System  von  Moduln  vorhanden  ist,  durch 
die  sich  alle  übrigen  rational  ausdrücken. 
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tnscbe  AMbeilung. 

Zwischeii  den  Moduln  einea  solchen  Syst^mes  und  Ibren  Transfornairten 
bestebt  eme  algebraiscbe  Abhängigkeit ,  die  sieh  eben  ala  CorTespondeiiz  auf 
einer  in  einem  höheren  Räume  gelegenen  Curve  vom  Geschlecbte  p  darsUUen 
lässL  Ea  handelt  sich  in  erster  Linie  darum,  die  Traos form ation  n*^^  Ord- 
Dai;g,  welche  in  transcendenter  Gestalt  die  hSehst  einfache  Form  m'^nm 
besitzt,  in  geeigneter  Weise  ins  Algebraisebe  tu  übersetzen. 

Nun  geh5rt  oacb  Klei  naschen  Principien  zu  jeder  Congmenzgruppe 
als  HeprÜsentaDt  (bez,  der  Grappe  niebtäquiiTEletiter  Werthe  von  m)  ein 
„Fiiudamentalpolygoii",  welches  sich  wiederum  durch  Zusammenbiegen  ent- 
sprechender Bänder  zu  einer  Ei em an n^achen  Fläche  ^umgestaltet  Einem 
Punkte  m  regp.  ^'  enkprecbe  ein  Punkt  a?  resp.  j/  der  Fläche.  Dann  sind 
vermöge  der  Transformation  ti**^  Ordnung,  wie  wir  ?oa  früher  her  wisseDf 
jedem  Punkten  i^(fi)  Punkte  y  zageordnat  und  umgekehrt ^  das  heisst^  ea 
heätebt  zwischen  beiden  eine  (tM,  ^)- den  (ige  Correspondenz. 

Die  algebraische  Darätellutig  dieser  Corresponden^  ersetzt  vollkommen 
den  algcbraiscben  Zusammenbang  iwiscben  dem  oben  erwähnten  Systeme 
voller  Moduln  und  ihrer  Tran a form irten. 

Der  algebraischen  Darstellung  der  gemeinten  Correspondenz  lassen  sich 
aebr  verscbiedene  Formen  geben ;  eine  der  bemerkenswerthesten  unter  ihnen 
ist  diejenige,  die  seit  Legendre  und  Jacob i  ala  „irrationale  Modular- 
gleichnng"  aufgetreten  istj  die  hier  erst  die  ihr  zukommende  Btellong 
innerhalb  der  Theorie  angewiesen  erhält. 

Mit  ähnlichen  Correspondenzen  (a?,  y)  =  0  (auf  ebenen,  algebraischen 
Curven  vom  Geschlecht  p)  hatten  sich  schon  seit  Chasles  die  Geometer 
eingehend  beschäftigt,  immer  aber  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  frag- 
liche Correspondenz  auf  der  Curve  durch  eine  einzige  algebraische  Gleichung 
vermittelt  wird.  Die  Hauptfrage  ist  dann  die  nach  den  Stellen,  wo  ein 
Punkt  X  mit  einem  Punkte  y  „coincidirt";  sie  findet  ihre  Lösung  durch 
eine  einfache  Formel,  welche  für  p  =  0  von  Chasles  gegeben,  für  beliebiges 
p  von  Cayley  aufgestellt,  und  bald  darauf  von  Brill  bewiesen  wurde. 
Herr  Brill  hat  erst  neuerdings  einen  auf  rein  algebraischer  Grundlage 
beruhenden  Beweis  verofiFentlicht 

Die  Wichtigkeit  der  „Coincidenz -Formel"  erhellt  aus  zahllosen  geo- 
metrischen Anwendungen:  insbesondere  gelingt  mit  ihrer  Hrlfe  eine  ein- 
wandfreie Herleitung  der  sogenannten  „  Plücker'schen  "  Formeln. 

Die  Cayley-BrilTscbe  Formel  ist  aber  gerade  auf  den  in  Rede 
stehenden  Fall  der  Modularcorrespondenzeu  nicht  anwendbar,  da  sich  eine 
solche  eben  nicht  durch  eine  einzige  Gleichung  zwischen  x  undy  darstellen  lässt. 

Hurwitz  sah  sich  daher  veranlasst,  die  Correspondenzen,  die  es  auf 
einer  Riem an n 'sehen  Fläche  im  Sinne  der  Theorie  der  analytischen 
Functionen    überhaupt    geben   kann,    functionentheoretisch  zu  untersuchen. 

Dabei  stellte  sich  das  merkwürdige  Ergebniss  heraus,  dass  es  zwei 
wesentlich  verschiedene  Arten  von  Correspondenzen  giebt:  einmal  die,  für 
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welche  die  Cayley-BriirBche  Formel,  mit  noch  einer  gewissen  Erweiter- 
ung ausgestattet,  gilt,  sodann  aher  die  sogenannten  „singalären^  Cor- 
respondenzen ,  welche  nur  auf  beaondern  „singulSren"  Riemann'schen 
Fliichen  (oder  Curven)  möglich  and  durch  ein  System  arithmetischer  Be* 
dingungen  deßnirbar  sind.  Für  diese  singulSren  Correspondenzeni  zu 
denen  auch  die  ModularcorrespondeuzeD  gehören,  existiri  eine  weniger 
einfache  Coincideuzformel. 

Die  Coincidenzformel  wird  in  beiden  Fällen  auf  Grund  der  zur  Flüebe 
gehörigen  Integrale  erster  Gattung  abgeleitet,  indem  die  Null-  und  Ünend- 
lichkeitspunkte  eines  Quotienten  von  Ö-Froducten  auf  verschiedene  Weise 
abgezählt  werden« 

Dem  Charakter  des  ganzen  Werkes  entsprechend  wird  die  Hurwitz- 
fiche  Correspondenztheorie  auf  formentheoretische  Anschauungen  gegründet, 
wobei  sich  zugleich  Gelegenheit  Endet,  die  im  ersten  Band  entworfenen 
Grundzüge  einer  Theorie  der  algebraischen  Functionen  auf  beliebigen  Rie- 
man naschen  Flächen  F  in  einer  Reihe  wesentlicher  Funkte  zu  ergänzen  und 
zu  einem  gewissen  Abschluss  zu  bringen. 

Irgend  eine  zu  F  gehörige  algebraische  Function  z  wird  gleich  e^  :  s^ 

»gesetzt,  und  auf  diese  homogenen  Variabein  je*^,  s^  grilndet  sich  die  Dar* 
Stellung  der  übrigen  Grössen  des  Gebildes,  insbesondere  auch  solcher 
homogener  Functionen  der  B^^  0^,  deren  Dimension  nicht  Null  ist. 

Ist  w  eine  algebraische  Function  des  Gebildes^  so  heisst  W7,je^^  eine  zu 
F  gehörige  „algebraische  Form  der  Dimension  v",  wo  v  eine   positive  oder 

Ijiegative  ganze  Zahl  ist. 
Unter  all*  diesen  Formen  sind  die  wichtigsten  die  j, ganzen**,  welche  auf 
F  nirgends  unendlich  werden. 
f  Der  Fundamental satz  der  weiteren  Entwickelang  ist  dann  der,  dass 
M,  in  gewisser  Analogie  zu  der  Wei  erst  ras  ansehen  Primfunction,  eine 
, Primform'*  giebtt  durch  die  sich  alle  algebraischen  Functionen  von  F^ 
^owie  die  zugehörigen  Integrale  der  drei  Gattungen  in  einfacher  Weise 
darstellen  lassen* 

Dienes  Princip  findet  seine  Anwendung  einmal  auf  die  Rie  man  naschen 
Flächen,  welche  zu  Congruenzgruppen  (von  Primzahlstufe)  gehören,  und 
hier  wiederum  insbesondere  auf  die  Integrale  erster  Gattung./,  andererseits 
^Anf  eine  explicite  algebraische  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen, 
Hmit  Ausfuhrung  des  Beispiels  der  siebenten  Stufe.  Die  Integrale  j  führen 
^bei  dieser  Behandlung  nach  Hurwitz  zu  merkwürdigen  arithmetischen 
H^  Entwickelungsfunctionen  **. 

^1  Vermöge  einer  so  vielseitigen  Begründung  der  Modularcorrespondenzen 
^BbttU  es  nun  im  Princip  nicht  schwer,  die  zu  einer  beliebigen  Primzahlstufe 
Vgehörigen  Systeme  vou  Klassenanzahlrelationen  wie  frUher  anzusetzen.  Ein 
Kiolohes  System,  bei  gegebener  Stufe  und  Transformationsordnnng,  hat 
H^ie  Eigensobaft,  daaa  jede  weitere  mögliche  Klassenanzablrelation  als  lineare 
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Combiustion  dm  Relutiootti  im  S/stems  encheint  Als  ßei^ieU  dltutii 
die  Stufen  7  tind  U. 

Referent  ist  der  Melnang,  daß»  ein  nicbt  gani  «©"bewaaderter  Leeer, 
^he  er  au  da&  Em^elstudiiim  dieaes  so  migemeiD  inbaltsreieben  BaodeB  gmh% 
um  Ober  die  Banpt^iele  der  Unteriucbntig  sebneller  on%nüH  m  wefirdeB» 
vorab  einige  der  OtigiDatabhatidlongeii  mit  Nutzen  eq  Eaihe  lieben  wird. 
Es  seien  als  sotehe  etwa  angeführt  die  Ton  Klein  (Matbem«  Ann.  14,  17: 
Ijeipzig»  AbbandL  1885) ;  0  i  e  ri  t  e  r  (Matbem.  Ann«  17);  D  ed  e  k  i  n  d  (Journal 
f,  Matliem/1883);  Htirwitz  (Diisertatiün  und  Leipi.  Ben  1S86). 

Im  üebngen  sei  betont,  dais  wir  anf  ganze  Partien  des  Bnebes 
(über  complexe  Multiplication,  über  die  S  mit  begeben  Metbodeu  u.  A>],  die 
Dameuttieb  für  den  Aritbmetlker  ¥on  Interesse  aind,  gar  nlebt  babeu  ein- 
geben können,  W.  PaAjr»  Mnr%iL 


Cn«  MiRAr;  le^üDB  DonTdlles  tnr  Tanalyve  inftnit^simale  et  ses  appH* 
eationfi  g€0ni^ttiqüet.  Freioir^re  partie.  Priucipes  genrraui,  Farui 
1894.    Gaotbier -Villars,    XXXIII  und  4(J5  S. 

Man  kdunte  in  Deuiscbland  fast  neidiscb  »ein  auf  die  fmniosiscben 
Lebrbilcber    der  Analjgig«     Denn    bei    der    fortwttbrenden   Concurreui    auf 

diesem  Gebiete,  an  der  sieb  die  ersten  Namen  betheili^en,  igt  jeder  Ver- 
fasser eines  neuen  Werkes  genöthigt,  sei  es  durch  eigene  Forschungen, 
sei  es  durch  eigenartige  Anordnung  und  Verarbeitung  des  Stoffes,  die  Vor- 
gänger zu  übertreffen. 

Herr  M6ray  hat  sich  durch  eine  ansehnliche  Reihe  von  grössten  Theils 
analytischen  Arbeiten  —  deren  Verzeichniss  gleich  in  der  Vorrede  dem 
Leser  vorgeführt  wird  —  so  vortheilhaft  bekannt  gemacht,  dass  man  auch 
hier  etwas  Besonderes  von  ihm  erwarten  kann.  Man  kann  bald  erkennen, 
dass  der  Verfasser  von  der  Weierstrass 'sehen  Schule  stark  beeinflusst 
worden  ist,  dass  er  aber  sein  berühmtes  Vorbild  an  Abstraction  noch  zu 
überbieten  sucht. 

Referent  muss  von  vornherein  bekennen,  dass  er  einen  principiell 
anderen  Standpunkt  einnimmt;  wenn  der  Verfasser  ausdrücklich  betont,  dass 
er  stolz  darauf  sei,  dem  Anfänger  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Functionen  rein,  das  heisst  unbeirrt  von  irgend  welchen  Einzelheiten  vor- 
zutragen, so  ist  dieser  Standpunkt  doch  sehr  anfechtbar.  Referent  hat 
seiner  Zeit  nebst  ca.  200  Zuhörern  die  „einleitende"  Vorlesung  von  Herrn 
Weierstrass  über  „analytische  Functionen"  gehört,  kann  aber  auf  Grund 
seiner  persönlichen  Erfahrungen  nur  gestehen,  dass  der  bildende  Erfolg, 
im  Verhältniss   zu   der  starken  Höreranzahl,   nicht  der  entsprechende  war. 

Gerade  die  bedeutendsten  der  französischen  Mathematiker  sind  aus  der 
praktischen  Schule  der  Ingenieure  hervorgegangen,    und  eben  hierin  dürfte 
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der  Orand  liegen,   dass  jene  sich  eines  so  klaren  nnd  anschanlichen  Stjles 


üeberdies  scheint  es   für  die  heutige  Mathematik  weit  nothwendiger, 
sich  den  Naturwissenschaften   und  der  Technik  wieder  zu  nähern,  anstatt 
einem  scholastischen   Dogmatismus  zu  verfallen.     Referent   möchte  indess 
nicht  missYerstanden  werden:  er  will  gern  zugeben,  dass  ein  Buch,  wie 
das  vorliegende,    einem   Studirenden  gegen  Ende  seiner  Studienzeit,    oder 
noch  besser  I  nach  bestandener  Staatsprüfung,   wo  er  das  Bedürfniss  hat, 
das  Gelernte  von  einem  höheren  Standpunkt  aus  zu  revidiren,  die  besten 
Dienste  leisten  wird.    Ein  Lehrer  wird  vollends  Vieles  daraus  lernen  können. 
Und  damit  seien  auch  gleich  die  grossen  Vorzüge  dos  Buches  hervorgehoben : 
die  Diction  ist,  in  Anbetracht  des  schwierigen  Stoffes,  eine  tadellos  klare, 
and  der  Leser  wird  auf  gedrängtem  Baume  mit  einer  Reihe  der  schwierig- 
sten Partien  der  Analysis  vertraut  gemacht.    Seine  bekannte  Neigung,  für 
bekannte  Begriffe    neue  Namen    einzuführen,    hätte    der  Verfasser  füglich 
etwas  einschränken  können. 

Der  Inhalt  des  Bandes  zerlegt  sich ,  abgesehen  von  einigen  einleitenden 
Abschnitten,  in  13  Kapitel. 

Nach  Erörterung  der  verschiedenen  Modificationen ,  welche  der  Begriff 
der  1, Grösse*'  durchlaufen  kann,  ist  der  erste,  sehr  knapp  gefasste  Haupt- 
abschnitt den  Reihen,  insbesondere  den  Potenzreihen  gewidmet,  auf  denen 
das  Folgende  ausschliesslich  aufgebaut  ist. 

Das  über  Convergenz  Vorgebrachte  scheint  für  feinere  Untersuchungen 
nicht  ganx  hinreichend  zu  sein. 

Es  folgt  die  Erörterung  der  Hanpteigenschaften  der  (in  gegebenen 
Bereichen)  holotropen  Functionen,  ihrer  Differentiation  und  Integration. 

Zwei  weitere  Abschnitte  beschäftigen  sich  mit  den  totalen  und  par- 
tiellen Differentialgleichungen  und  Systemen  solcher,  in  der  Hauptsache 
nur  mit  dem  Ezistenzbeweise  für  deren  Integrale. 

Es  wird  dem  Leser  schwer,  zu  erkennen,  welches  die  Stellung  dieser 
Beweise  zu  den  sonst  bekannten  ist:  überhaupt  sind  die  historischen  Bezug- 
nahmen des  ganzen  Bandes  äusserst  dürftige;  man  erhält  beinahe  den 
Eindruck,  als  ob  die  ganze  Functionentheorie  ein  Erzeugniss  des  Ver- 
fassers sei. 

Immerhin  ist  das  Buch  als  ein  höchst  eigenartiges  und  fesselndes  zu 
beieichnen:  die  Einwände  des  Referenten  sind  ja  auch  nur  pädagogischer 
Katar.  Richtiger  freilich  hätte  der  Titel  heissen  sollen:  „Refi^xions 
Bonvelles  sur  les  principes  de  TAnaljse  inf."  Man  darf  gespannt  sein,  wie 
die  Methode  des  Verfassers,  immer  nur  die  ganz  allgemeinen  Gesichts- 
ponkte  hervorzukehren,  in  den  folgenden  Bänden  Stich  halten  wird,  in 
denen  die  besonderen  Functionen  zur  Darstellung  kommen  sollen.  Bis 
dahin  möge  die  Beurtheilung  des  Referenten  auch  nur  als  eine  vorläufige 
angesehen  werden,  W.  Franz  Meyer. 
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Historiscb«  literangehe  Abtiieiliiiigt 


G.  Arnoux.  Aritlim^tiqae  graphique.  Lee  eapiLcefi  aritbntetiques  hyper- 
inagiqaeB.    Paria  1894    Gautliier -Villars,    XXIII  und  175  8. 

Bm  Buch  tat  für  Solche  gescbrieben.  die  eich  für  mathematische 
Absonderltebkeiten  —  denn  als  das  tööchte  doch  die  Theorie  der  nament^ 
lieh  in  früheren  Jahrhunderten  mit  Vorliebe  itndirten  magischen  Quadrate, 
und  ähnlicher  BrscheinuQgen  aufzufaasen  sein  —  ioteressiren. 

Um  den  Leser  sii  orientiren ,  sei  erwähnt ,  dasa  unter  einem  magischf q 
Quadrat  zu  verstehen  iat  eine  schachbretartige  Figur  von  n'  Feldern,  die 
mit  den  n^  ersten  natttrlicheD  Zahlen  30  bedeckt  sind,  dass  die  Bumme  aller 
Felder  je  eiuer  Horiiootal-^  oder  Vertical-,  oder  Diagonalreihe  einen  und 
denselben  Werth  $  besitzt 

Hierüber  lässt  sich  noch  hinausgehen:  denkt  man  sich  etwa  die  Figur 
als  Determinante  entwickelt,  so  reprftsentirt  jedes  Glied  der  DetermiuaDte 
eine  „Richtang^,  und  man  kann  verlangen,  dass  die  Summe  $  insbesoudere 
für  ein  Maximum  von  Biobtungen  eonstant  iiL  Daa  sind  dann  die  hjper- 
msgisobeu  Quadrate. 

Der  Verfasser  verfehlt  nicht,  gleich  die  n-dimensionalen  Verall- 
gemeinerungen (mittelst  der  eogeaamiten  Gitter)  hinzuzufügen.  Hierdurüh 
erscheint  die  ganze  Frage  als  eine  specielle  Anwendung  der  Diophant- 
schau  Gleichungeti  resp.  linearen  Congruenxen.  Schon  daraus  z.B.,  dasa 
man  die  Zahlen  1,  2,.,,ti*  durch  ein  äquivalentes  Restsystem  modm 
ersetzt y  kann  man  interessante  Folgerungen  ziehen. 

Der  Verfasser  begnügt  sich,  die  mathematischen  Grundlagen  der  hier 
in  Betracht  kommenden  Aufgaben  zu  erörtern  uud  einzelne  Fälle  aus- 
zuführen. Eine  allgemeine  und  vollständige  Lösung  der  Aufgaben  wird 
nicht  gegeben.  W.  Franz  Meyer. 

Differential-  coli  Integral -Kalkylens.     Användning  vid  ündusökning  of 

Linier   i  Rymden   och  Bugtiga  Ytor   of  H.  T.  Daug.    Professor   vid 

Upsala  üniversitet.     üpsala.    W.  Schultz. 

Der   erste  Theil    des   vorliegenden   Werkes   ist   bereits  im  Jahre  1877 

erschienen.     Derselbe    enthält   zunächst   die   wichtigsten   Eigenschaften   der 

Raumcurven,  sowie  die  Darstellung  einer  Curve  durch  verschiedene  Coordi- 

natensysteme,    Ableitung   der   Gleichung   der  Tangente,   Osculations  -  Ebene 

und    Kugel   und   Bestimmung   des    Krümmungskreises.     Sodann    folgt   eine 

Untersuchung  der  krummen  Flächen.     Hier  wird  zunächst  die  Darstellung 

der  Flächen  durch  ein  Netz  von  Curven  gegeben  und  dann  die  Bedeutung 

der  Indicatrix   für   eine  Fläche   ausführlich   auseinander  gesetzt;    es  folgen 

die  Theoreme  von  Euler  und  Meusnier  und  schliesslich  die  Krümmung 

der  Flächen  und  die  Krümmungslinien. 

Der  zweite  Theil  des  Werkes  ist  aus  dem  handschriftlichen  Nachlass 
des  Verfassers   von   Herrn  M.  Falk,   der  bereits   bei   der  Herausgabe  des 
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enten  Theiles  mitgewirkt  hat,  der  Oeffenüichkeit  flbergeben  worden.  Er 
enthilt  eine  specielle,  sehr  eingehende  Behandlung  der  gradlinigen  Fl&chen. 
Weiter  auf  Einzelheiten  einzugehen  ist  wohl  nicht  erforderlich,  da  die 
Kenntniss  der  schwedischen  Sprache  yerhältnissmftssig  wenig  verbreitet  ist 
und  da  ja  auch  gründliche  deutsche  Arbeiten  über  dieses  Gebiet  vorhanden 
aini  Max  Meyer. 

Arithmetiflohe  Angaben,     unter   besonderer   Berücksichtigung   von   An- 
wendungen   aus  dem  Gebiete  der  Geometrie,    Physik  und   Chemie. 
Für  den  mathematischen  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.    Be- 
arbeitet von  Oberlehrer  Dr.  Hugo  Femknbr.   Pensum  der  Untertertia, 
Obertertia  und   Untersekunda  der  neunstufigen,    bezw.  der  Tertia, 
Sekunda  und  Prima  der  sechsstufigen  Anstalten.    Zweite ,  auf  Grund 
der  preussischen  Lehrplftne  vom  Januar  1892  ausgearbeitete  Auflage. 
Braunseh weig  1894.    Verlag  von  Otto  Salle. 
Diese  Sammlung  arithmetischer  Aufgaben  stützt  sich  bei  ihrer  Anlage 
auf  die  Ausführungen  Krumme's  über  den  algebraischen  Unterricht.    Der 
Sehfller  soll  von  vornherein  zum  selbstständigen  Denken  angeregt  werden, 
ond  daher  nehmen  die  rein  mechanischen  Rechenaufgaben  einen  verhftltniss- 
mlssig  geringen  Theil  des  Werkes  ein ;  deshalb  sind  auch  übermässig  com- 
plidrte  Rechnungen,  welche  einen  zu  grossen  Zeitaufwand  erfordern,  ver- 
mieden.   Der  Nachdruck  ist  auf  die   Anwendungen  gelegt,    welche  häufig 
108  anderen    ünterrichtsgebieten ,    wie    aus    der    Physik,    Geometrie    und 
Chemie,  gewählt  worden  sind.     H\prdurch   wird  dem  Schüler  Gelegenheit 
geboten,  seine  Kenntnisse  in  diesen  Gebieten  zu  befestigen.    Den  Aufgaben 
geben  die  zu  ihrer  Lösung  nöthigen  Lehrsätze  voraus;    indessen   werden 
dieselben    nicht   immer   streng  bewiesen,   sondern  häufig  nur  an  einzelnen 
Zablenbeispielen    erläutert,    so   dass  das  Werk  ein  Lehrbuch   der  Algebra 
nieht  ersetzen  kann.     Die  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten 
dadurch,  dass  in  Folge  der  neuen   Lehrpläne  die  Abschnitte  über  Reihen 
und  Zinseszinsrechnung  weggelassen  sind ,  wogegen  die  Anzahl  der  üebungs- 
bdspiele  vermehrt  wurde.  Max  Meyer. 

Uleituig  der  verachiedenen  Formen  der  Cnrven  dritter  Ordnung  durch 
Ftojection  und  Klassification  derselben.  I.  Von  Professor  Dr.  Fried- 
rich KÖHHBL.    Beilage  zu  dem  Programm  des  Bealprogymnasiums 
Ettenheim  fQr  das  Schuljahr  1893/94.    Ettenheim  1894.    Druck  von 
F.  H.  Leibold. 
Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  eine  Klassification  der  Curven 
dritter  Ordnung  durch  perspective  Collineation  ans  divergirenden  Parabeln 
tbnüaten.     Den  Ausgangspunkt  bildet  die  Gleichung   derselben  in  homo- 
Coordinaten.     Die  Parabeln   werden    nach    den    Werthen    gewisser 


iQTariatitaii  tu  Gruppe  emgethellt  und  ans  diesen  dnrcli  lineare  Trans* 
formatloiieii  die  Cary^ii  dritter  Ordnung  abgeleitet  Die  geometrisclien 
Eigenschaften  der  CtirTen  werdeu  nur  als  Hegultate  der  ünt^rsucbong  an* 
g^g«ben,  ifäbrend  auf  ebe  Ableitung  derselben  Terzicbtet  wird.  Der  yor- 
liegende  Theil  behandelt  übrigeDs  nur  die  Cur?en  mit  Ovid;  die  übrigen 
sind  einer  späteren  Abbandlung  Torbebalten.  ^^j^  MaTsa. 
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Beoroetrisebe  Analytii  niid  Synthesia.    Eine  Sammlung  von  636  plani- 

metrUcben  Coostmctions- Aufgaben  mit  rein  geometriscber  Lisnng. 
Für  h5liere  Lebranstalten ,  eowie  mm  Oebraocb  beim  Selbstunter* 
rieht  Ejrstematiäcb  geordnet  und  bearbeitet  TOn  W.  Adam.  Zweite 
Auflage*  Potsdam  1893.  Terlag  Ton  Aug.  Stejo* 
Nacb  ^er  kiirzen  Auseinanderselziuig  Über  das  Wesen  der  Con- 
'  Blraction  bringt  das  Torüegende  Werk  eine  Bammlang  ge^metriseber  Anf- 
gm!b«n,  bei  denen  theik  die  L^Jsnng  Tolk tändig  ansgeftlhrt,  ibeib  nar  die 
Coastmction  angegeben  isL  HanptsSehlieh  dürfte  dasselbe  ftir  Diejenigen 
geeignet  sein,  welche  anf  Selbatnntenicbt  angewiesen  sind,  denen  es  xnr 
LSiung  geomelriscber  Aufgaben  eine  gute  Anleilnng  geben  wird»  Zur 
Einftkrang  an  LebransUltea  ist  dasselbe  wobl  weniger  geeignet,  da  der 
Lehrer  es  Tonieben  winl,  den  Schülern  selbst  diejenigen  Andeutnngen  in 
geben,  die  er  zur  Lßiuiig  der  Aufgaben  für  erforderlich  hält 

Max  Mbter. 

Die  Elemente  der  yierdimensionalen  Geometrie  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  Polytope.    Ton  Dr.  Max  Brückner.  Realgjmnasial- 
oberlehrer.    Sonderabdruck   aus  dem  Jahresberichte  des  Vereins  für 
Naturkunde  zu  Zwickau.   1893. 
Die   nichteuklidische  Geometrie  ist  in  den  letzten  Jahrzehnten  zu  einem 
ausgedehnten  Gebiet  der  Mathematik  herangewachsen,  so  dass  es  wohl  an- 
gebracht erscheint ,  dem  Nichtfachmanne  einen  Einblick  in  dieselbe  zu  ver- 
schaffen.   Speciell    diese  Aufgabe    hat   sich   der  Verfasser   fQr    die   Theorie 
des  vierdimensionalen   Raumes   gestellt.     In    einer  Einleitung   giebt   er  zu- 
nächst   einen  Abriss    der  Geschichte    der   cichteuklidischen    Geometrie    und 
erörtert  hierbei  auch  die  Frage  nach  ihrer  Berechtigung.    Den  Hauptmangel 
derselben    erkennt    er    richtig  in  dem  Fehlen  der  Anschaulichkeit,    und  er 
weist    treffend    alle   Versuche    zurück,    unseren    Raum    durch    einen    vier- 
dimensionalen ersetzen  zu  wollen.     Die  nichteuklidische  Geometrie  ist  eine 
rein    logische   Wissenschaf;    und    nur    als  solche    hat  sie  eine  Berechtigung. 
Trotzdem    kann   der  Verfasser  der  Versuchung  nicht  widerstehen,    dieselbe 
gelegentlich    zu   doch   sehr  zweifelhaften   metaphysischen   Speculaiionen    zu 
benutzen,    indem  er  sein  Werk  mit  dem  Satze  Schlegel's  schliesst:    ^Wenn 
hiemach    der  Geist    durch    rein    logische   Operationen    mit   Noth wendigkeit 
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dazu  geführt  wird»  die  Schranken  der  Anschauuog  zu  durchbrechen  und 
die  Eitistenz  (dies  Wort  in  demeelben  Sinne  gebraucht,  wie  man  von 
der  ExiBletiz  Ton  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  spricht)  von  Gebilden  an- 
zuerkennen f  von  denen  er  sich ,  gefangen  mittelst  des  Leibes  io  den  Fesseln 
der  dreidimensionalen  Anschauung,  zwar  keine  Voratellung  machen  kann^ 
deren  genaue  Abbildungen  aber  im  dreidimensionaien  Katima  er  ebenso  gut 
wahrnimmt  wie  andere  Erscheinungen  der  Körperwelt^  so  scheint  hieraus 
zü  folgen,  erstens,  dass  uns  nur  die  Verbindung  unseres  Geistes  mit  der 
dreidimensionalen  (oder,  was  genau  dasselbe  ist,  materiellen)  Körperwelt 
an  der  sinnlicken  Wahrnehmung  und  geistigen  Yoratellung  höher  dimen- 
gionirter  Gebilde  hindert,  zweitens,  daas  unser  Geist,  da  er  eben  vermöge 
innerer,  Ton  der  Körperwelt  unabhängiger  Thätigkeit  sich  von  den  Fesseln 
des  Dreidimensionalen  emancipiren  kann,  seiner  Natur  nach  wesentlich  im- 
materiell sein  muss,  und,  f£tr  sich  allein  ohne  den  Leib  gedacht ^  an  kein 
Gebiet  von  bestimmter  Dimensionenzahl  gebunden  ist.** 

In  den  ersten  beiden  Abschnitten  werden  in  sjEthetischer  und  ana- 
IjtiBcher  Weise  die  Elemente  des  vierdimensionalen  Baumes  abgeleitet^ 
wfthrend  in  den  Übrigen  (dritten  bis  fUnften)  die  Eigenschaften  der  Polytope 
dargelegt  werden.  Zunächst  die  Projection  der  Polytope,  der  erweiterte 
Enler^sche  Satz,  sodann  die  Eintheilung  der  allgemeinen  und  singuIKren 
Polytope  ,  sowie  ßchliesslich  die  Klassification  der  regulären  Polytope,  Ganz 
dQrfte  die  Arbeit  ihren  Zweck  nicht  erfüllen^  denn  wenn  man  ein  so 
dcfawieriges  Gebiet  in  allgemein  verständlicher  Weise  darstellen  will,  so 
müssen  die  Beweise  möglichst  ausführlich  und  klar  gegeben  werden,  während 
wir  uns  hier  doch  häufig  mit  Andeutungen  begnügen  müssen.  Zum  Theil 
wird  diesem  Mangel  allerdings  dadurch  abgoholfen,  dass  durch  ausführliche 
Literaturangabe  Demjenigen,  der  sich  dafür  iuteressirt,  ein  eingehendes 
Studium  dieses  Gebietes  ermöglicht  wird.  ^^^  Mgyee, 


K  Professor  Dn  Te«  Spieker.  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  mit  üebungs* 
aufgaben  für  höhere  Lehranstalten.  Ausgabe  A,  welche  in  dem 
Theil  über  die  Congruenz  der  Dreiecke  einige  Abänderungen  er- 
fahren hat; 

Ausgabe  B,  für  mittlere  Klassen,  welche  die  beiden  ersten  Curse 
des  Hauptwerkes  enthält; 

Ausgabe  C,  abgekürzter  Cursus  für  Gymnasien, 

2.  Derselbe,   Kurse   Anleitung  zum  L&sen  der  UebnEgsanfgaben  des  vor- 

genannten Lehrbuchs. 

3.  Derselbe  j    Lehrbuch  der   ebenen   und   sphärisclien  Trigonometrie  mit 

UebnngBau%ahen  für  höhere  Lehranstalten. 

4.  Dr.  Hermann  Schubert.     Sammlung  Ton  arithmetischen  und  algebra* 

lachen  Fragen  nnd  Aufgaben,  Terbundüu  mit  einem  systemiitiscben 

'Üt  Abth.  d.  ZolUcbr.  f  MaÜi.  u.  Pby«.  iO.  Jabf g.  18U6.  6.  Heft.  17 
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Hiatarisch  *  literarische  Abtheilung. 


Aufbau   der  Begriffe,   Formeln    und  Lehrsätze  der  Arithmetik,   ftr 
höhere  Schulen,     Erstes  Heft:  Für  mittlere  Klassen. 

5.  Dr.  Hbrmann  Schubert  ,  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Algebra  für 

Real-  und  Bürgerschulen.     Heft  I  und  IL 

6.  Derselbe,  Ausgewählte  Resultate  zu  beiden  Heften. 

Da  die  hier  genannten ^  iu  neuen  Auflagen  erschienenen  Werke  sich 
seit  einer  Reihe  von  Jahren  in  der  Praxis  bewahrt  haben,  so  bedUrfen  sie 
wohl  keiner  eingehenderen  Besprechung.  ^j^x  Meter, 
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Le  scienze  esatte  neir  antiea  Grecia  di  Gmo  Lobia,  Prof.  di  geometria 
superiore  nelF  uniyersitÄ  di  Genova»  Libro  II,  11  periodo  aureo 
della  geometna  greca.  Modena  1895  coi  tipi  della  Societii  tipo- 
grafica,  autica  tjpografia  Soliani,  236  p.  Estratto  dol  Vol,  XI,  Serie  II 
delle  Memorie  della  H.  Accademia  di  Scienze,  Lettre  ed  Arti  di 
Modena.    Sezione  di  Scienze ,  p.  3  —  237. 

Wir  verweisen  für  den  ersten  Abschnitt  des  Werkes  unseres  italienischen 
Facbgenossen  auf  Band  39  dieser  Zeitschrift,  wo  wir,  Hiat-lit.  Abtb. 
S.  184 — 185,  darüber  berichtet  haben.  Wir  müssten  eigentlich  auch  auf 
Band  36,  Hist.-ilt.  Abtb,  S.  29 — 30,  verweisen,  wo  Herrn  Loria*s  Abhand- 
lung über  das  goldne  Zeitalter  der  griechischen  Geometrie  besprochen  ist, 
welche  zu  dreifacher  Ausdebnung  angewachsen ,  heute  unter  gleicher  Deber- 
Bchrift  als  Fortsetzung  des  umfangreicheren  Werkes  vor  uns  liegt.  Wir  haben 
bei  dem  ersten  Abschnitte  ein  erfolgreiches  Streben  nach  Vollständigkeit 
hervorheben  dürfen.  Des  gleichen  Lobes  ist  auch  der  zweite  Abschnitt 
würdig.  Herr  Loria  kennt  Alles,  was  nur  über  den  Gegenstand  seiner 
Forschung  geschrieben  worden  iät^  und  hat  es  nach  Maassgabe  seiner  Über- 
einstimmenden oder  nicht  übereinstimmenden  Ansichten  zu  verwerthen  ge- 
wusst.  Zu  den  Schriftstellern»  welchen  Herr  Loria  eine  grosse  Sjrmpathie 
entgegenbringt,  gehört  Herr  Zeuthen.  Allerdings  hindert  ihn  dieses  Wohl* 
wollen  nicht,  auf  S.  218  zuzugeben,  dass  Herr  Zeuthen,  ausser  Stande« 
seine  geometrische  Phantasie  zu  zügeln,  vielfach  Eigenes  gab,  um  die  nur 
allzu  zahlreichen  Lücken  in  unserem  Wissen  von  den  Methoden  der  Gritchen 
(dass  sie  solche  besessen  haben  müssen ,  leugnet  Niemand)  anazufüUen.  Dass 
geschichtliche  Stützen  für  diese  Ausfüllungeu  fehlen,  erklärt  Herr  Loria 
dauiit,  dass  der  geisti-eiche  Koppenbagner  Geometer  entweder  sich  nicht 
bemühte,  eine  gesicherte  geschichtliche  Grundlage  aufzusuchen,  oder  keine 
solche  aufzufinden  im  Stande  war.  Wir  sind  der  Meinung,  das  Entweder 
sei  hier  zu  streichen  und  nur  das  Oder  zu  lassen.  Wir  pei-sönlich  verlangen 
aber  geschichtliche  Begründung  für  geschichtliche  Vermuthungen  und  können 
uns  daher  mit  der  zu  weit  getriebenen  Modernisirung  des  Apollouins  nach 
wie  vor  nicht  be freunden,    Glücklieberweise  beeinHusst  diese  siemlich  ver- 


schiedene  Werthschätzung  eines  unserer  Zeit  angebörenden  Werkes  nur 
wenige  Stelleo  von  Herrn  Loria'a  Buch,  Meistens  sind  Auszüge,  und 
zwar  YOrtreffüch  angefertigte  Auszüge  aus  den  alten  Schriftstellero ,  also 
insbesondere  aus  den  vier  Mathematikern  des  goldenen  Zeitalters:  Euklid, 
Archimed,  Eratoethenes,  Apollonius,  gegeben.  Wo  blosse  Ver- 
muthungen  ausgesprochen  sind,  kennzeichiiet  Herr  Loria  dieselben  als 
solche,  und  der  Leser  ist  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  selbst  zu  präfen 
nnd  sich  fllr  oder  gegen  das  Vorgeschlagene  zu  entscheiden.  Wir  halten 
deshalb  auch  den  zweiten  Theil  der  grossen  Arbeit  für  einen  entschiedenen 
Fortschritt  gegen  frühere  Arbeiten  und  freuen  uns  auf  die  Fortsetzung. 

— ^ .  Cantor. 

Galilei  betreffende  Handschriften  der  Hamburger  ßtadtbibliothek.  Von 
Dr.  Emil  Wohlwill  (aus  dem  Jahrbuch  der  Hamburgischen  wissen- 
schaftlichen Anstalten.  XII).  Hamburg  1895.  Commiasions- Verlag 
von  Lucas  Grtfe  &  Sillem,  77  S. 
Mathias  Bernegger  (1582  —  1640)  stand  zu  den  bedeutendsten  Ge- 
lehrten seiner  Zeit  in  Beziehungen,  mit  vielen  in  eifrigem  Briefwechsel, 
und  die  Entwürfe  von  nahezu  bOO  seiner  Briefe  haben  sich  in  zwei  Quart- 
bänden erhalten.  Diese  kamen  zuerst  in  den  Besitz  des  Frankfurter 
Sammler'a  Zacharias  Konrad  von  Uffenbach  (1683  — 1734);  dann, 
als  er  um  1731  sieb  aus  Geldverlegenheit  seiner  Bücher  mit  Ausnahme 
der  Francofurtensien  entäussern  musste^  kaufte  der  Hamburger  Philologe 
Johann  Christoph  Wolf  die  hebrUtsehen  Handschnfteu  und  etwa 
20OOO  Briefe,  darunter  Bernegger's  Entwürfe.  So  kamen  diese  nach 
Hamburg,  wo  sie  gegenwärtig  der  Stadtbibliothek  angehören*  Wir  haben 
von  Bernegger's  Beziehungen  gesprochen.  Zu  Galilei  waren  es  die  eines 
Uebersetzers.  Schon  1611?  machte  Bernegger  Galilei's  Proportionalzirkel  in 
lateinischer  Sprache  bekaunt,  dann  gab  er  1635  in  der  Elze  vir' sehen 
Buchhandlung  die  lateimsche  Üebersetznug  von  Galilei'a  Gesprächen  über 
die  Weltsysteme  heraus.  Der  recht  schlechte  Druck  fand  in  Strassburg, 
wo  Bernegger  wohnte,  durch  David  Hantt  statt  üeber  dieae  letztere 
üebersetzung  wusste  man,  dass  Elia  Di o da ti  Bernegger  Eur  Anfertigung 
derselben  aufgefordert  hatte  und  zwar  im  Namen  und  Auftrage  Galilei'a. 
Man  wusste  f  dass  das  zu  übersetzende  Buch  am  1.  August  1633  in  Strass- 
burg ankam.  Wann  aber  hat  Galilei  die  Ueberaetznng  veraDlasst?  War 
es  vor  oder  nach  dem  22.  Juni  1633^  vor  oder  nach  Galilei's  Abschwörung 
der  Coppernikanischen  Ansichten?  Diese  Frage  zu  beantworten  dienen 
Briefe  aus  dem  Bernegger'scben  Briefwechsel.  Herr  Wohlwill,  dessen 
Betheilignng  an  der  Erforschung  aller  zum  Galilei  *  Procesa  gehörenden  Um- 
gtaude  jedem  Facbgeuoseen  rtihmlicbst  bekannt  ist,  bat  die  beiden  Bände 
der  Hamburger  Stadibibliothek  gründlich  untersucht  und  alle  Stellen,  welche 
irgend    mit  Galilei   und  dessen   Schriften   sich   befassen,  gesammelt  und  im 
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Drucke  lierauBgegeben.  Vieles  davon  ist  schon  gedrockt,  aber  so  zer- 
stückelt und  unvoilätäudig,  dass  eine  Vereiniguag  des  gauzea  Materials 
nur  uiit  Dauk  begrübst  werden  kann.  Noch  dankenswerther  ist  die  dem  Ab- 
drucke der  im  Ganzen  101  NummerD  vorausgeschickte  Einleitung.  Herr  Wohl- 
will  sucht  darin  nachzuweisen,  dasa  die  Aufforderung  Galilei's,  Bernegger 
möge  die  Gespräche  über  die  Weltsysteme  übersetzen ,  spätestens  Ende  Juni 
1633  von  Rom  aus  erfolgt  sein  könnte,  was  aber  aus  inneren  Gründen 
höchst  unwahrscheinlich  ist,  dass  unter  Abweisung  dieses  letzten  möglichen 
Zeitpunktes  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  spricht,  Galilei  habe  Mitte  Januar 

1633  den  Wunsch  nach  einer  Oebersetzung  geäussert,  mithin  zu  einer  Zeit, 
als  er  noch  nicht  versprochen  hatte,  jede  weitere  VeröffeDtUchung  über 
die  Weltsysteme  zu  unterlassen,  und  alle  späteren  Schritte  habe  Diodati 
selbetätändig  gethaOi  ohne  auch  nur  von  der  in  Hom  eingetretenen  Kata- 
strophe Kenntniss  zu  haben.  Als  die  Verurtbeilung  Galüei's  bekannt  warde, 
war  sie  dann  für  Biodati  wie  für  Bernegger  nur  ein  Grund  mehr,  die  Uel 
Setzung  des  jetzt  verbotenen  ßiicheä  zu  beschleunigen.  Diese  Auffassni 
schliesst  nicht  ans,  dass,   als  Galilei   um   die  Jabreswende  von  1633  auf 

1634  durch  Engelke  erfuhr^  dass  die  Uehersetzung  stattfinde ^  er  sich 
darüber  freute  (vergL  den  Brief  Nr,  33  S.  40  von  Engelke  vom  1.  Mai  1634). 
Geht  doch  auch  das  Gleiche  aus  dem  längst  bekannten  Briefe  Galilers  an 
Bernegger  hervor  (Brief  Nr.  46  S,  46  — 47),  in  welchem  Galilei  die  kirch- 
liche Verurtbeilung  seiner  Ansichten  erwähnt,  offenbar  mehr  in  der  Absicht, 
zur  Ausgabe  der  uehersetzung  anzueifern  als  sie  zurückzuhalten. 

Cantqk, 

A  History  of  Mathematicft  by  Florian  Cajori,  Ph,  D.,  formerly  Professor 
of  applied  matbematics  in  the  Tulane  üniversity  of  Louisiana,  now 
Professor  of  physics  in  Colorado  College.  New- York  and  London  1895. 
Macmillan  and  Co.  XIV,  422  p.  (Set  up  and  electrotyped  January  1894. 
Reprinted  Marcb  1895.) 
Wenn  ein  im  Januar  1894  erstmalig  gedrucktes  Buch  bereit«  im 
März  1895  neu  gedruckt  werden  muss  ^  so  ^eugt  dieses  von  einer  Aufnahme 
des  Werkes ,  wie  sie  wissenschaftlichen  Schriften  nur  selten  au  Theii  wird, 
und  die  ihren  Grund  in  der  Vortrefflichkeit  des  Buches  oder  auch  in 
seiner  Zeitgemässbeit  besitzen  kann.  Wenn  wir  Herrn  G aj  o  r  i 'a  Geschichte 
der  Mathematik  nach  diesem  Maassstabe  beurtheileU)  so  haben  wir  aller- 
dings das  Wort  Vortrefflichkeit  etwas  herabzumindern.  Schon  im  Mai- 
heft 1894  des  BuUeiin  of  the  Neiv-York  Maihemaikal  Sockiy  hat  Herr 
David  Eugene  Smith  in  einer  ausführlichen  Besprechung  auf  Irr  tb  um  er 
hingewiesen,  welche  alsdann  in  einem  von  der  Macmillan 'sehen  Verlags- 
handlung  verbreiteten  Fehler  Verzeichnisse  verbessert  wurden  und  aus  dem 
Neudrucke  verschwunden  sind.  Aber  auch  der  Neudruck  bat  in  Herrn 
Eneatröm  [Bibliotheca  mathemaUca  1895  p.  55  -  60)  einen  Berichterstatter 
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gefanden,  der  Irrthümer  aufzudecken  fand.  Vielleicht  macht  uns  persön- 
lich das  Bewnsstsein,  wie  leicht  und  oft  hei  grösseren  geschichtlichen 
Werken  Fehler  sich  einschleichen ,  die  der  Verfasser  hätte  vermeiden  können, 
wenn  es  ihm  möglich  gewesen  wäre,  eben  so  rasch  zu  schreiben  als  Andere 
lesen  nnd  dadurch  stets  Alles  vor  seinem  geistigen  Auge  vereinigt  zu 
sehen,  vielleicht,  sagen  wir,  macht  uns  dieses  Bewusstsein  milder,  aber 
uns  scheinen  die  Vorzüge  des  Buches  die  Mängel  so  sehr  zu  übersteigen, 
dass  wir  sagen  möchten,  es  sei  heute  schon  ein  gutes  Buch  und  könne  ein 
vortreffliches  werden,  wenn  der  Verfasser  fortfährt,  alle  ihm  zugehenden 
Berichtigungen  gewissenhaft  einzutragen,  zugleich  aber  die  Frische  der 
Schreibart,  die  Hervorhebung  der  Beziehung  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik zur  Allgemeingeschichte  (für  welche  wir  ihn  möglicherweise  als 
unseren  Schüler  bezeichnen  dürfen)  sich  bewahrt.  Auch  Herr  Smith 
und  Herr  Eneström  haben  diese  guten  Eigeoschaften  bemerkt  und  betont. 
Einen  ferneren  Wunsch  knüpfen  wir  an  die  Darstellung  der  neuesten  Ge- 
schichte, in  welcher  Herr  Cajori  selbstständiger  als  in  den  anderen  Theilen 
gearbeitet  hat.  Er  möge  bei  einer  abermaligen  üeberarbeitung  etwas 
schärfer  auf  die  Zeitfolge  aufpassen.  Wir  ersparen  es  uns,  einzelne  Bei- 
spiele hervorzuheben,  aber  Herr  Cajori  wird  nur  selbst  mit  der  Feder  in 
der  Hand  die  einzelnen  Kapitel  zu  durchlesen  haben,  um  zu  finden,  dass 
eine  ümordnung  einzelner  Schriftsteller,  oder  einzelner  Werke  derselben 
wünschenswerth  erscheint. Cantor. 

Die  Sirenen.   Ein  Beitrag  zur  Entwickelungsgeschichte  der  Akustik,  Theil  IIT. 
Der  Streit  über  die  Definition  des  Tones.    Von  Dr.  Ernst  Robbl, 
Oberlehrer.    Wissenschaftliche  Beilage  zum  Jahresbericht  des  Louisen- 
städtischen  Realgymnasiums  zu  Berlin.  Ostern  1895  [Programm  Nr.  98]. 
Berlin  1895.     R.  Gaertner*s   Verlagsbuchhandlung    (Hermann  Hej- 
felder).    32  S. 
Für  den  II.  Theil  der  Untersuchungen  verweisen  wir  auf  Band  40  dieser 
Zeitschrift,  Historisch  -  literarische  Abtheilung   S.  61.     Der  III.  Theil  giebt 
seinen  Inhalt  durch  die  üeberschrift  mit  hinreichender  Deutlichkeit  zu  er- 
kennen.   Der  Streit  über  die  Definition  des  Tones,   wie  er  zwischen  Ohm 
und  Seebeck  geführt  wurde,  über  den  beide  grosse  Physiker  wegstarben, 
wird  unter  eingehendem  Berichte  über  die  beiderseitigen  Streitschriften  er- 
zählt.   Es  handelte  sich  darum,  ob,  wie  Ohm  wollte,  jede  Tonempfindung 
Dach  Gliedern  einer  Sinusreihe  in  Tonbestandtheile  zerlegbar  sei,   ob,    wie 
Seebeck  behauptete,   auch  andere  Formen  von  Tonempfindungen  nachweis- 
bar seien  y   die  eine  Zerlegung  nach  Art  der  Fourier'schen  Reihe  nicht  zu- 
lassen.  Seebeck  schien  aus  dem  lebhaft ,  wenn  auch  leidenschaftslos  geführten 
Kampfe   als  Sieger  hervorzugehen.    Von  1845  bis  1855  bildeten  seine  An- 
sichten die  allgemein  für  richtig  gehaltene  Lehre.    Da  trat  A.  Brandtuud 
dann  ausführlicher  H.  von  Helmholtz  für  die   Ohm*sche  Auffassung  in 


die  Schranken.  Helmbciltz  iusbesoiidere  wusste  Klang  und  Ton  zu  uniet- 
scheiden  und  zu  zeigen,  dass  mittels  dieser  ünterscbeidong  man  beiden 
Gegnern  Recht  geben  könne.  Seebeck's  Bebauptungen  sind  richtig  beim 
Klang.  Ohm*s  Behaaptangen  beim  Ton,  Dann  wird  noch  die  Helm- 
holtz'sche  erstmalige  Erzeugung  einfacher  Töne  geschildert  und  ein  rascher 
Blick  auf  die  physiologiBch  -  psychologischen  Folgerungen  des  letzterwähnten 
Forschera  geworfen*  Cahtor. 


ÄEDUaire  du  Bureau  des  longitudes  avec  des  Kotices  scientifiques.  Paris 
1895.  Gauthier- Villars  et  fiis. 
Die  wisflenschaftlicben  Mittheilungen  des  Jahrganges  1895  sind  fünf  an 
der  Zahl.  Herr  Bouquet  delaGrye  berichtet  über  durch  Diagramme  ver* 
sinnlichte  Einwirkungen  des  Mondes  auf  die  Erdatmoßphfire,  zu  deren  genauen 
Erforschung  er  systematische,  an  vielen  Orten  angestellte  Beobachtungen 
verlangt*  Herr  Tisserand  erzählt  von  den  Verhandinngen  der  Oeodlten- 
versammlung  in  Innsbruck ,  von  den  dort  behandelten  vergleicheEdeo  Pendel- 
beohacbtuogen  und  Veränderungen  der  geographischen  Breite  ^  zwei 
Gegenständen,  welche,  dem  Geologen  und  dem  Astronomen  gleich  interessant^ 
ihnen  gestatten,  gegenseitig  Fragen  an  einander  zu  richten.  Herr  Janssen 
spricht  in  einer  ersten  Mittheilung  von  einigen  Apparaten  des  Observatoriums 
imf  dem  Montblanc,  in  einer  zweiten  von  Messungen  der  Lichtstärke  mittelst 
der  Photographie.  Herr  Poincar^  endlich  äussert  sich  im  Namen  des 
Bnreau  des  longUudes  über  den  Vorschlag  der  Akademie  von  Canada  und  der 
astronomischen  Gesellschaft  von  Toronto ,  künftighin  und  beginnend  mit 
dem  L  Januar  19(U  den  astronomischen  Tag  um  Mitternacht  beginnen  zu 
lassen*  Das  Bureau  ist  dem  Grundgedanken  des  Vorschlages  günstig,  be- 
fürwortet aber  dessen  Durchführung  nur  unter  der  doppelten  Voraussetzung! 
dass  die  Regierungen  der  8taaten,  in  welchen  die  wichtigsten  Ephemeriden 
gedruckt  werden,  zu  Gunsten  der  Aenderung  gewonnen  werden,  und  dass 
auch  die  bürgerliche  Zeit,  von  demselben  Tage  ao,  die  Tagesstunden  von 
1  bis  24,  und  nicht  mehr  zweimal  von  1  bis  12,  benenne.         Cautoe. 


la  g^om^trie  aiialytique  d* Auguste  Comte,  nouvelle  6dition  pr^cirdee  de 
la  Geometrie  de  Descartes.  Paris  1894  chez.  Louis  BahL  HL 
VIII,  598  p. 

Die  Verlagähandlung  hat  in  einem  stattlichen  Bande  von  nahezu 
45  Druckbogen  den  Neudruck  von  zwei  Schriften  sehr  verschiedener  Natur 
vereinigt.  Die  Geometrie  von  Descartes  gehört  Itlngst  zu  den  klasalschen 
Werken,  welche  den  Grundstock  mathematischen  Wissens  bijden«  Der 
französische  Urtext,  die  lateinische  üebersetzung,  eine  deutsche  Üeber- 
setzung  sind  leicht  zugänglich,  und  diese  ZugILnglichkeit  hat  zur  Ver- 
breÜQog  beigetragen,  wie  sie  selbst,  beziehungsweise  die  HersteUung  neuer 
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Abdrfloke  und  üebersetznngen ,  auf  dem  schon  vorhandenen  Interesse  an 
dem  Werke  beruht.  Die  Geometrie  von  Auguste  Comte  aus  dem 
Jahre  1843  mag  ja,  wir  wissen  es  nicht,  in  Frankreich  gleichfalls  zu  den 
Büchern  gehören,  von  denen  jeder  Mathematiker  weiss,  wenn  er  sie  auch 
nicht  selbst  gelesen  hat,  in  Deutschland  ist  dem  entschieden  nicht  so.  Die 
positive  Philosophie  Comtess  ist  bei  unseren  Fachphilosophen  und  über  deren 
Kreis  hinaus  bekannt  geworden.  Dass  Comte  thatsächlich  Mathematiker 
war,  dass  er  die  Stellung  eines  Eintrittsexaminators  an  der  Pariser  poly- 
technischen Schule,  eines  Repetenten  für  höhere  Analysis  und  Mechanik 
an  derselben  Anstalt  inne  hatte,  dass  er  eine  analytische  Geometrie  verfasste, 
Alles  das  dürfte  mancher  Fachgenosse  erst  aus  dieser  Anzeige  erfahren. 
Und  dennoch  ist  gerade  diese  analytische  Geometrie  in  hohem  Grade  lesens- 
werth.  Neue  Thatsachen  wird  der  Leser  ihr  heute  gewiss  nicht  entnehmen, 
mnthmasslich  war  das  schon  für  den  Leser  von  1843  nicht  der  Fall,  aber 
ein  grosser  Reichthum  an  didaktisch  verwerthbaren  Gedanken  bildet  den 
Reiz  des  Werkes,  würde  ihn  noch  mehr  bilden,  wenn  Comte  nicht  allzu 
überzeugt  von  seinem  philosophischen  üebergewichte  über  die  anderen 
Mathematiker,  die  sich  damit  begnügen,  Mathematiker  zu  sein,  wäre  und 
dieser  üeberzeugung  zu  oft  und  zu  deutlich  Worte  verliehe.  Der  Mathe- 
matiker wird  sich  daher  beim  Lesen  nicht  selten  ärgern,  aber  der  Lehrer 
wird  entschiedenen  Nutzen  aus  der  Kenntnissnahme  des  Werkes  ziehen 
können,  die  wir  deshalb  dringend  anempfehlen.  An  einige  Spracheigen- 
ihümlichkeiten  Comtess ,  wie  den  fortwährenden  Gebrauch  von  envers  statt 
pouTj  gewöhnt  man  sich  rasch.  Cantoh. 


Berichtigung. 
Im  4.  Heft  dieser  Zeitschrift  Seite  125  Zeile  9  von  oben  muss  es  heissen: 
„  Bo  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  der  gerade  elliptische  Kegel  vj  -  ^  ~  ~« =  ^»** 
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wald's  Klassiker  der  exacten  Wissenschaften).     Leipzig,   Engelmann. 
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Abersehe  Transeendenten. 

290.  Sor  les  integrales  ab^lieDnes  qui  s^exprimeDt  par  des  logarithmcs.  E.  Oonrsat. 

Compt.  Rend.  CXVIII,  516. 

Additionstheorem . 

291.  Sur  une  forme  explicite  des  formales  d'addition  des  foDctioDS  hyperelliptiqoes 

les  plus  g^n^rales.    F.  de  Salvert    Compi  Rend.  CXVi,  804. 

Aerodynamik. 

292.  Sur  les  d^formations  snccessiyes  de  la  tßte  d'ane  ende  aärienne  isol^,  dorant 

la  propagation  de  cette  ende  le  long  d'un  tujan  de  condaite  sans  eaa, 
de  longneor  ind^finie.    J.  Boussinesq.    Compt,  Rend.  CXVIl,  t2. 

293.  Vibrations  propres  d*an  milieu  indäfiniroent  ^tenda  ext^rieurement  h  an  oorps 

solide.    Marc  Brillouin.    Compt.  Rend.  CXVil,  94. 

294.  Sar  les  lois  de  la  r^sistance  de  Tair.    E.  Vallier.    Compt  Rend.  CXIX,  8d5. 

Alniftik. 

295.  Integration  de  T^quation  du  son  pour  an  fluide  ind^fini  ä  une,  deax  ou  trois 

dimensions,  quand  il  ya  diverses  räsistances  aumouvement  J.  Boassinesq. 
Compt.  Rend    CXVIII,  162,  223,  271. 

296.  :6mi88ion  des  sons.    H.  Gilbault     Compt  Rend.  CXVIII,  135,  1037. 

297.  Transmission  des  sons.    H.  Gilbault    Compt  Rend.  CXVIII,  1244. 

298.  R^ception  des  sons.     H.  Gilbault     Compt  Rend    CXIX,  53. 

299.  Sur   un   systöme   de  gammes   nouvelles.    Alex    deBertha.     Compt  Rend. 

CXVm,  1137;  CXIX,  56. -Edm.  de  Polignac  ibid.  CXVIII,  1412. 

Analytiselie  Geometrie  der  Ebene. 

300.  Sur  le  droite   passant  par  Jes  ceutres  de  deux  des  n'   petits  carr^s  en  les 

äuels  on  a  divis^  un  grand  carr^  par  des  lignes  horizontales  et  verticales. 
[oret-Blanc.    N.  ann.  math   S^rie  3,  aIII,  Exerc.  28. 

301.  Relation  entre  dessegroents  d*une  droite  coup^e  par  deax  cubiqaes.  J.  Destoox. 

N.  ann.  math.  ü4ne  3,  XIII,  Exerc.  15. 

302.  Propridt^s  des  courbes  du  troisi^me  degr^  et  de  la  troisi^me  classe.    M  oret- 

Blanc.    N.  ann.  math.  Sdrie  3,  XIIl,  Exerc.  52. 

303.  Sur  la  strophoide.     Ew.  Valdäs.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  243.    [Vergl. 

Bd   XXXIX  Nr.  184.] 

304.  Sur  la  strophoide.    And.  Cazamian.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XOI,  264. 

305.  Gän^ration  d'une  hypocycloide  ä  trois  rebroussements.    G.  Caffin.    N.  ann. 

math.  S^rie  3,  Alll,  498. 

306.  Sur  les  courbes  planes  du  quatrieme  ordre.    Mod.  Postnieoff.    N.  ann  math 

S^rie  3,  XIJI,  348. 

307.  Courbe  du  sixiäme  degrä  lieu  du  point  de  contact  d*ane  droite  mobile  avec 

an  cercle  tangent  aussi  un  cercle  fixe.     H.  Brocard.     N.  ann.  math 
S^rie  3,  XIII.  Exerc.  18. 
808.  Sur  les  spirales  sinusoides.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.    Särie  3,  XIII,  102. 
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309.  Sur  lea  trajectoirea  orthogonales   de  oonrbee,   dont  T^quation  est  donn^  en 

ooordonn^s  bipoiaires.    G.  Darios.     N.  ann.  matn.  S^rie  3,  XlII,  283. 

310.  Sur  leg  rayons  de  courbore  successifs  de  certaines  courbes.    R.  Godefroy. 

Comjpt  Rend.  CXVIl,  1062. 
Vergl.  Ellipse.  Geometrie  (höhere).  Hyperbel.  Kegelschnitte.  Kreis.  Normalen. 
Parabel. 

Analytische  Oeometrle  des  Bannes. 

311.  Sur  les  conditions  qoi  expriment  qa*an  systäme  de  trois  azes  est  trirectangle. 

P.  Appell.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  41. 

312.  Th^or^me  sur   les  syst^mes  triplement  orthogonauz.    Luc.  L^vy.    Compt. 

Rend.  CXVII,  477. 

313.  Sar  nne  propri^t^  mätriqae  commune  ä  trois  classes  particuli^res  de  cougruences 

rectilignes.    Alph.  Demoulin.    Compt.  Rend.  CXYIÜ,  242. 

314.  Sur  des  congruences  rectilignes  et  sur  le  probl^me  de  Ribaucour.    E.  Cosserat. 

Compt  Rend.  CXVII^  336. 

315.  Sar  le  premier  invariant  difif^rentiel  proiectif  des   congruences   rectilignes. 

Em.  Waelsch.    Compt.  Rend.  CXVIII,  736. 

316.  Sur  une   g^n^raliaation  des   courbes  de  M.  Bertrand.     Alph.   Demoulin. 

Compt.  Rend.  CXVI,  246. 

317.  Sur  des  ^ropri^täs  g^omätriques  qui  ne  d^pendent  que  de  la  repr^entation 

sphärique.    C.  Guichard.    Compt.  Rend.  CXVI,  1238. 

318.  DiscuBsion  de  la  courbe  passant  par  le  point  x,  y,  z  et  y  faisant  avec  les  azes 

des  angles  dout  les  cosinus  sout  respectivement  x,  y,  e.     Audibert. 
N.  ann.  math.    S^rie  3,  XIII,  44. 

319.  Par  cinq  points  donn^s  dans  Tespace,  faire  passer  un  cylindre  droit  a  blase 

circulaire.    H.  Brocard.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XllI,  Ezerc.  37. 
Vergl.    Geometrie  (höhere).  Hyperboloid.    Krümmuogslinien.     Oberflilchen. 
Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Astronomie. 

320.  Sur  UD  probUme  de  m^canique.    J.  Bertrand.     Compt.  Rend.  CXVIlf,  13. 

321.  Sur  un  probläme  de  m^canique.    A.  Potier.    Compt  Rend.  CXVIII,  102. 

322.  Sur  le  calcnl  des  orbites  des  planMes.   F.  Ti sserau  d.   Compt  Rend.  CXIX,  881. 

323.  Sur  le  d^veloppement  approchä  de  la  fonction  peiturbatrice  dans  le  cas  des 

in^galitäs    d*ordre  elevä.     M.  Hamy.      Compt   Rend.     CXVIL    1050: 
CXVIII,  88,  698. 
384.  Sur  les  ezpressious  approch^es  destermes  d'ordre  ^lev^  dans  le  d^veloppement 
de  la  tonction  perturbatrice.   N.  Coculesco.    Compt  Rend.  CXVlII,  59. 

325.  Sur  les  formules  de  Taberration  annuelle.  Gaillot.   Compt  Rend.  CXVI,  563. 

326.  Sur  Jes   termes  du  second  ordre  provenant  de  la  combinaison  de  Taberration 

et  de  la  r^l'raction.    Folie.    Compt.  Rend.  CXVI,  359,  732,  1105. 
887.  Sur  les  lacunes  dans  la  zone  des  petitee  plauetes.    0.  Callandreau.    Compt 
Rend.  CXVIII,  751. 

328.  Sur  la  distribution  des  planstes  entre  Mars  et  Jupiter.    E.  Roger.    Compt 

Rend.  CXIX,  895,  943. 
Vergl.  Geodäsie.    Nautik  557—562. 

B. 

Sestimmte  Integrale. 

329.  Sur   un   point  de    doctrine    relatif  ä  la  throne    des    integrales    multiples. 

J.  Andrade.    Compt  Rend.  CXIX,  1192. 

330.  Valeurs  de  lacets.    Audibert    N.  ann.  math.  St^rie  3,  XIII,  22. 

381.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  des  Legendre'schen  Polynoms.    Dav.  Hilbert    Acta 
Math.  XVIII,  155. 

332.  Augenäherte   Darstellung   der   Quadratwurzel   einer   Veränderlichen   mittelst 

einfacher  Brüche.    P.  Tchebychew.    Acta  Math.  XVI II,  113. 

333.  Calcul  d*UDe  integrale  d^finie    M.  d'Ocagne.  N.  ann.  math.  Särie  3,  XHI,  198. 

C 
Capillaritit. 

334.  Sur  la  d^pression   capillaire    barom^trique.     C.    Maltäzos      Compt  Rend. 

CXVifl,  588. 
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üomVoAtorik, 

dS6.  Sur  certaineg  permutatioDs  Bp^ciales.     Audi b er t     N.  ann.  matb.  S^rie  3, 
XllI,  Exerc.  16. 

336.  Süt  le  triaagle  des  s^qaencea.     Dds.  Andr^.    Compi  Rend.  CXVin^  675,7^6. 

—  ö.  Darboax  ibid.  1026. 

337.  Sor  lea  permutatiooB  quasi  alteni^es.    D^s,  Andr^.    Campt.  Rend   CXlX,94i. 

338.  Sur  le  nombre  des  valeurs  t^ue  pretid  une  fonctiou  ratiannefle  de  n  lettres  par 

rensemble  des  substitutions  effectu^ee  sur  c^e  n  lettres.    Cartan.    Gompt. 
Read.  CXIX,  902. 

Cyliaderfoactioasn. 

339.  Siir   certains  developpements  eo  a^riea  <nje  l'on  rencontre  dans  la  throne  de 
la  propagation  de  k  cbaleur.   B.  Poincar^.    Compt.  Eeod.  CXVIII,  383. 


Differeatial  gleidumg  en , 

340.  ftquatioüä  poor  leaqoelle«  ^ — —  ou  sout  des  facteura  dlut^grabilit^. 

C.  Harkema.    N.  ami.  matb.  Sörie  ^,  Xlll,  602, 

341.  Siir  le  problime  ct^a^^ral  de  rinte^ratioo.    Riqiiier.    Coznpt,  Read,  CXVI,  426. 

342.  Sur  la  reduction  d'un  Bysteme  difftirentiel  quelconque  a  une  forme  unfaire   et 

conjpletemeut   iiit<5grable    d«  premier   ordre.    Riquier.    Compt  Bend« 
CXVl,  866. 

343.  Sur  la  r^ductioD  d^iin  ayst^me  diff^renfciel  quelconque  k  luae  forme  oompldtement 

int-eip-abie.  Riquier.  Coiapt  Rend.  CXIX,  267,  —  Em.  Picard  ibid.  1250, 

344.  Sur  lea  uquatioua  dinereatieüea  ordinairea  qui  pOBsedent  un  ayst^me  foDdamentoI 

d^iiitegralea.    A.  Guldberg     Compt.  Keöd.  CXVI,  964;    CXVH,  Ü15,  614. 

345.  Sur  les  dquatious  difft^rentiellea  ordinal  rea»  qui  posa^dent  des  sj^st^me«  fcodamen- 

taux  d'int^ralea.     Soph,  Lio,     Compt  Read.  CXVI,  1233. 

346.  Sur  la  littiitatioB  du  degrt^  pour  Tiut^giale  g^o^rale  alg^hrique  de  r^quation 

diff^rentielle du  premier  ordre.    Autonue.    Compt  Rend.  CX VI,  1 32,  1046. 

347.  Sur  !a  limitation  du   degr^   potir   le«   iutegralea  alg^briques    de    Täquation 

diflferentielle  du  premier  ordre.     Autonue.    Compt.  fteod.  CXV 111,  1184. 

348.  Sur  rapplication   de  la  m^tbode  des  approximationa  succeaaivea  aux  öqtiationi 

ditldrentielles    ordinairea   du    premier    ordre.     Em.    Lindelöf.     Compt. 
Read.  ÜXVÜI,  454.  —  Em.  Pieard  ibid.  457, 

349.  Sur  uo    exemple   d*approximatioua   eucceaBivea   divergentei.      Em.    Picard. 

Compt  Rend,  CXVIII   899. 

350.  Sur    Fappücation   dea    methodeß    d'approxiniatioös   succeaBivea    ä   T^tade  de 

certaiuesequationBdiff(?rentielka  ordiuairea.  Em.  Picard.  Journ.  Mathem. 
S^rie  4,  IX,  217. 

351.  Sur  nne  bjpothese   xiögligeable   pour   le  döveloppement   des  lut^Sgralea  d'un 

Systeme  d'equationa.    Bendixon.    Compt  Rend.  CXVIH,  971. 

852.  Sur  une  claaae  d^equations  diff^^reotielleB  dout  rintegrale  generale  est  uniforme. 

Em.  Picard.    Compt  Rend.  CXVll,  G03.    [Vergl  Nr.  436.] 

853.  Sur   les   ^quatiooa   difförentielies   renfermant  un  parametre  arbitraire.     Em. 

Picard.     Compt  Rend.  CXVllJ,  760. 
354.  Sur  les  e'quationa  ditferentieüea  lint^airea  ä  coefficienta  rationnels,  U.  von  Kocb. 

Compt  Rend.  CXV!,  91. 
365.  Sur    lea    ajtemefl     dV-quations     difft^rentiellea    lineaire«    du    premier    ordre. 

B.  von  Koch.    Compt  Uend.  CXVi,  179. 

356.  Sur  lea  iutt^gralea  uniformea  dea  equations  lio^aires,     H.  von  Koch.     Compt. 

liend.  UXVl,  365. 

357.  Sur  les  integrale»  reguliörea  dea  ^quationa  diffiSrentiellea  lio^airee.  H,  von  Koch. 

Acta  Matb.  XVlIt  337. 

358.  Sur  lea  equatioua  differentiellea  lin^airea  ordinairea.    J.  CeU.    Compt  Rend. 

CXVI,  176. 

359.  Sur   lea   equationa   dilTt^reniiellea    lineairea   ä  coefßcienta   cooBtaata.    Auric 

K.  ann.  math.  S4rie  3,  Xlll,  47. 

360.  Sur  lea  Jquation»  aux  d^riv^es  partiellea  linüairea  et  a  caract^natiquea  r^ellet. 

Delaeaue.     Compt  Rend.  CXIX,  4rt. 

361.  Sur  certainea  ^quations  diff'^äreiitielleB  du  premier  ordre,    Vesaiot.     Compt 

Rend.  CXVl,  427. 
562.  Sur  une  claaee  dY'quationa  diff^rentiel  lea  VeBaiot.    Compt.  Rend.  CXVI,  059. 
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363.  Snr  mie  olasse  de  systömes  d*eqaatioDB  diff^rentielles  ordinaires.    Vessioi. 

Compt.  Bend.  CXVI,  1112. 

364.  Sur  ane  6qiiation  diff^renüelle  da  second  ordre.  G.  Mittag-Leffler.  Compt. 

Bend.  CXVII,  92 

365.  Sur  rintägration  de  Päquation  diff^rentielley"=  A  y^+B  y« +Cy-hD+ (Ey  +F)  y\ 

0.  Mittag-Leffier.    Acta  Math.  XVIII,  233. 

366.  Sur  lea  transcendantes   däfinies  par  les  äquations   diff^rentielles   du  second 

ordre.    P.  PaiDlevä.    Compt.  Kend.  CXVI,  666. 

367.  Sur  les  ^quations  du  second  ordre  ä  points  critiques  fixes  et  sur  la  correspon- 

dance   univoque    entre  deuz    surfaces.     F.   Painlev^.      Compt.  Bend. 
CXVn,  611,  686. 

368.  Sur  les  integrales  alg^briques  des  ^quations  diff^rentielles  Unfaires  du  second 

ordre.    P.  Vernier.    Compt  Bend.  CXVIII,  1317.  —  P.  Painlevö  ibid. 
CXIX,  37. 

369.  Sur  les  equations  Unfaires  du  second  ordre  renfermant  un  param^tre  arbitraire. 

Em.  Pioard.    Compt  Bend.  CXVUT,  379. 

370.  Sur  les  int^g^ales  uniformes  des  Equations  du  premier  ordre  et  du  genre  z^ro. 

Petrovitch.    Compt  Bend.  nXVIIl,  1190. 

371.  Sur  les  Equations  du  seoond  degr^  dout  Tini^grale  generale  est  uniforme. 

P.  Painlevä.    Compt  Bend.  CXVII,  211. 

372.  Sur  une  expression  ezplicite  de  Tint^grale   alff^brique   d*un  Systeme  hvper- 

elliptique  de  la  forme  la  plus  g^n^rale.    F.  de  »alvert    Compt.  Bend. 
CXVI,  243. 

373.  Sur  une  eztension  aux  äquations  d*ordre  quelconque  d'une  m^thode  de  Biemann 

relative  aux  äquations   du    second   ordre.     Delassus.     Compt.   Bend. 
CXVil,  610. 

374.  Sur  les  singularitäs  essentielles  des  dquatious  diff^rentielles  d*ordre  sup^rieur. 

P.  Painlev^.    Compt  Bend.  CXvI,  362.  —  Em.  Picard  ibid.  366. 

375.  Sur  les  integrales  analyüques  des  äquations  de  la  forme 

g;;=j'(.).  j-w=x«ug^,  .+*<« 

Delassus.    Compt  Bend.  CXVIII,  968. 

376.  Sor  les  Equations  diffärentielles  d'ordre  supärieur  dont  Pintägrale  n'admet 

qu*un  nombre  fini   de  däterminations.      P.  Painlev^.     Compt«  Bend. 
CXVI,  88. 

377.  Sor  les  äquations  diffärentielles  d'ordre  superieur,  dont  Tintegrale  n*admet 

qu*an  nombre  donn^  de  d^terminations.     P.  Painlevä.    Compt.  Bend. 
ÖXVI,  173. 

378.  Sur  rintdgration  de  certains  systämes  d^äquations  aux  därivees  partielles  du 

premier    ordre   impliquant   plusieurs    fonotions    inconnues.      Biquier. 
Comp!  Bend.  CXIX,  324. 

379.  Integration   des  syst^mes   d'^quations   differentielles  linäaires   k  coefficients 

constants.    Vasohy.    Compt.  Bend.  CXVI,  491. 

380.  Sur  requation  ^u-A;«».    Em.  Picard.    Comjpt  Bend.  CXVI,  454,  1016. 

381.  De  reqnation  du^ke^  sur  une  surface  de  Biemann  ferm^e.    Em.  Picard. 

Jonm.  Mathem.  Serie  4,  IX,  273. 

382.  Sur   les   equations  aux   denvees   partielles   du  second   ordre.      X.  Stouff. 

Compt  Bend.  CXVIII,  1320. 

383.  Sur  les  equations  lineaires  aux  derivees  partielles  du  second  ordre.    A.  Petot 

Compt  Bund.  CXIX,  610. 

384.  Sur  le  probläme  de  Pfaff.    A.  J.  Stodolkievitz.    Compt  Bend.  CXIX,  489. 

Vergl.  Elastioität  393,  394.     Elektricität  401.    Mechanik.    Oberflächen  571, 
57-1,  603.    Transfer mationsgruppen. 

Differentialinvarianten. 
586.  Sur   les  invariants   differentiels    des   groupes    Continus   de    transformations 
Ar.  Tresse.    Acta  Math.  XVIII,  1. 
VergL  Analytische  Geometrie  des  Baumes  315. 

Differentialqaotient. 

386.  Sur  les  changements  de  variables.    L.  Le  vy.    N.  ann.  math.  Serie  3,  XIII,  5* 

387.  Sur  la  theorie  des  formes  differentielles  quadratiques.  Wlad.  de  Tannenberg. 

Compt  Bend.  CXIX,  321. 


Br  0  i  e  ckftgeometrie. 
Regien  d'analogxe  dans  le  triaogle  on  traDsformation  coutiitüe  et  transformaöi 
aDiilytique  cor respond ante,     E.  Lemoine     Compt.  Rend.  CXVI.  31. 
389.  Theoreme  eur  leg  bifisectricea.     Rom.  ßlazeie?fikL    K  ann,  math.  S^rie  5, 

XJU,  31. 
3$0.  KelatioDB  entre  lea  distaaceB  d'un  poiut  du  plan  aux  sommets  d'un  triaDgle. 

Korn   BlttReievfiki.    N.  ann.  matb.  Sörie  :i,  XIII»  28, 
S91.  Sor  troia  droit«»  se  rencoDtrant  en  uu  m^me  point  du  cercle  circODSCrit  ä  qa 
triangle.     H.  Brocard.      K.    ann.    math.    Sdrie  3,    XIII,    Exerc.  19.    — 
I  H.  Lez  ibid.  20.  —  A.  Droz-Farnj  ibid.  2d. 

!  ü. 

Xl&iticitAt 

392.  ßor une  aimplificatioD des formules de r€aiBtaiice vive des eotidee.  J«BoQBBineaq. 

Compt.  Rend.  XVI,  1418. 

393.  Sur   r^qtiatioD    aui  deriTdes  partiellea   qtu  66  präeantc  daus  la  tb^orie  de  la 

Vibration  des  membranes.     Em.  Picard.    Compt  Rend.  CXVH,  602, 

394.  Sur  remiatiou  des  Vibration»  d'une  membrane.    H,  Poincar^.    Corapt.  Beod. 

CXVIII,  447. 
195.  Sur  leB  vibratione  des  corpa  ^laatiqueB  isotropes.     V.  YoUerra.    Acta  Math. 
XVni,  161. 

Elektrieitat. 

396.  EBfiai  d'une  nouvelle  th^orie  de  IMlectroBtatique.    Vaachy«    CompL   Beud 

CXVl,  1286. 

397.  Force  ag^issaat  k  la  surface  de  Separation  de  deui  dielectriquef.    H.  Fellai 

Compt.  Rend.  CXIX,  675. 

398.  Sur  la  valeur  de  Toltim  tb(?orique.    A.  Ledao.    Compt.  Read.  CXVIIJ,  1246. 

399.  Sur  Ja  capacitd  ^lectrostatique  d'tine  ligne  parcourue  par  an  courant.  Vaacbj. 

Compt,  RoBd.  CXIX,  1198. 

400.  Sur  la  propagation  de  rälectricitö.    H.  Poincard   Compt.  Rend*  CXVII»  1047. 
401«  Sur  requation  aux  d^riv^ea  partiellea  qui  se  rancontre  dans  lu  tbeorie  de  la 

propagation  de   rdlectricit^.    Em.   Picard      Coinpt,  Heod,  CXVllI,   16, 

402.  Sur  la  propagatiou  du  courant  dans  un  ca»  particolier,     A.  Potier    Compt 

Read.  CXVIU,  227, 

403.  Bur  la  propagatiou  des  oudea  älectromagniStiqueB.    Mascart    Compt.  Read. 

CXVIU,  277, 

404.  Sur  la   nature   de   Ja   conductibilit^   ölectrique,      Vaachj.      Compt.    Rend. 

CXVUI,  1324. 

405.  Sur   la   meaure  de   la   puisBance  dana  les  couranta   poljpbaaäe.     Blondel 

Compt.  Rend.  üXVl,  64. 

406.  No  UV  eile  metbode  aimpliticä  pour  lo  caicul  des  courants  alteruatifa  poljplia»^ 

A,  Blondel,     Compt  Rend.  CXVllI,  404,  63». 

407.  Multiplication  du  aombre  des  pöriodea  des  couranta  ainuBoYdaux,    D6».  Kor  da« 

Compt  Read,  CXVl,  806. 
406.  Tranaformatear  de  courant  tnonopbaa^  en  couraulB  triphaB^a,     Ü^s,  KordL 
Compt,  Rend.  CXIX,  6L 

409.  Sur  les  couranta  alieruatil^  et  le  pout  de  Wbeatgtone,    H.  Abraham,   Compi 

Read.  CXVl  11,  125 L 

410.  Sur   la   forme   gi5niJrale   do  la  loi  du  mouvemeni  vibratoire  dan«  uti  milieo 

isotrope.     E.  Mercadier,     Compt  Rend    CXVl,  26. 
41t  Bur  lea  oudoB  dlectriquca  dans  lea  ßls-    la  force  ^lectrique  dans  le  Touinage 
du  eonducteur.     Birke  Und.    Comijt    Rend.  CXVl,  499. 

412.  Sur  la  nature  de  la  rijäexion  dca  oudes  dlcctrtqueä  au  bout  d*tia  fil  conducteur. 

Kr.  Birke  Uud  et  Ed.  Sarasin.    Compt  Rend.  CXVll,  BIS,  —  H,  Poia- 
car6  ibid.  CXVn,  622. 

413.  Determination  de  la  forme  des  couranta  periodique»  en  fonction  du  tempt  au 

moyen  de  la  rndthode  d^inacriptLon  electroebimique.     P.  Janet     Compt. 
Rend,  CXIX,  58. 

414.  Sur  requation  dea  d^chargea.    R.  Swyngedauw.    Compt.  Rend.  CXIX,  22t 
41Ö-  Sur  les  interfereucea  ^lectriques  produites  dans  une  iame  liquide.    R,  Colaon. 

Compt  Rend.  CXVl,  1052. 
41*5-  Sur  leB  relationa  gen^raleä  qui  existent  entre  lea  coefficienfeä  dea  loia  fondamcn» 
tales  de  rälectrictte  et  du  naagnt^tiame,    E,  Mercadier.    Compt  Read. 
CXVl,  800. 
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417.  Sor  le  calcal  des  coeffidents  de  seif-  indaction  dans  an  cas  particalier.  A.  P  o  t i  e  r. 

Gompt.  Rend.  CXVIII,  166. 

418.  Sar  la  moyenne  distaDce  g^om^triqae  des  ^Mments  d'an  ensemble  de  surfaces 

et  soD  appUcation  an  ^cui  des  coefficients  d'indaction.    Ch.  Eug.  Guye. 
Compt.  Rend.  CXVIII,  1321. 

419.  Sar  la  th^rie  de  la  pyro  - ^lectridtä  et  de  la  pi^zo - älectricitä.   Lord  KeWin. 

Gompt  Bend.  CXVII,  463. 
Vergl.  Magnetismai.    Potential. 

Ellipse. 

420.  Inscrire  dans  an  triangle  doun^  une  ellipse  doot  la  surface  seit  ^gale  ä  celle 

d*an  cercle  donnä.   Moret-Blana    r^.  ann.  math.  S^rie  3,  XllI,  Exerc.  38. 

421.  Hyperboles  passant  chacane  ^ar  quatre  points  donn^s  au  mojen  de  deuz 

diamätres  qnelconqaes  conjagu^s  d*une  ellipse.    £.  N.  Barisien.    N.  ann. 
math.  Särie  3,  Xlllj  Exerc.  6. 
Vergl.  Mazima  and  Mmima  516.    Normalen  664. 

Elliptisehe  Tnuuoendenten. 
422  Sar  la  rädaction  des  integrales  elliptiqaes.    J.  C.  Eluyyer.    Gompt  Rend. 
GXVI,  48. 

423.  Sar  qaatre  solations  connezes  du  probläme  de  la  transformation  relatif  a  la 

fonction  elliptique  de  deoxi^me  espäce.    F.  de  Salvert.    Gompt.  Rend. 
GXVm,  1181. 

424.  Sar  qaatre  solations  connezes  da  probläme  de  la  transformation  relatif  ä.  la 

fonction  elliptiqae  de  troisiöme  esp^ce.    F.  de  Salvert.    Gompt.  Rend. 
GXVm,  1403. 
Vergl.  Zahlentheorie  665. 

F. 
Formen. 

425.  Sar  la  composition  des  formes  Unfaires  et  les  groupes  ä  congraences.  X.  S 1 0  a  f  f. 

Gompt.  Rend.  CXIX,  993. 

Tuietionen. 

426.  Theorie  des  fonctions  algäbriques  d*ane  variable.    K.  Hensel.    Acta  Math. 
,       XVm,  247. 

427.  Etade  sar  les  propriätäs  des  fonctions  enti^res  et  en  particulier  d'ane  fonction 

considär^e par  Riemann.  J  Hadamard.  Journ.  Mathem.  Serie4,  IX,  171. 

428.  Snr  la  partie  enti^re  de  («*— l)".-  +  -r— i +;—:  +  ...  .    0.  Gallandreaa. 

*"  ^  '     La;      3  a;'     5«*         J 

N   ann.  math.  Särie  3,  Xin,  Exerc.  50. 

429.  Th^orämes  relatifs  aaz  fonctions  analytiques  ä.  n  dimensions.    G.  Seh ef fers. 

Gompt.  Rend.  GXVl.  1242. 

430.  Sar   la  gän^ralisation  des  fonctions   analytiques.     Q.   Scheffers.     Gompt. 

Rend  GXVl,  1114. 

431.  Sar  la  repr^sentation  approch^e  des  fonctions  ezp^rimentales  entro  des  limites 

donn^.    Vallier.    Gompt.  Rend.  GXVl.  712. 

432.  Nombre  des  valears   diff^rentes  de  je;  =  oj  a^i  +  a,  o;,  + . . .  +  aa  o;»  les    lettres 

Xä^Xtt» . .  rcnpreuant  respectivement  mj ,  114, . . .  mn  valears.  Moret-Blanc. 
N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  Exerc.  42. 

433.  Demonstration   de  la   transcendance  da  nombre  e.    Ad.  Hurwitz.    Gompt. 

Rend.  GXVl,  788. 

434.  Sar  Ja  transcendance  du  nombre  e.    Gordan.    Gompt.  Rend.  GXVl,  1040. 

435.  Sar  la  fonction  modulaire  xm,    A,  Gayley.    Gompt  Rend.  GXVl,  1339. 

436.  Sar  ane  classe   de  transcendantes  noavelles.    Em.  Picard.    Gompt.  Rend. 

GXVn,  472.    [Vergl.  Nr.  352.] 

437.  Sar  uoe  classe  de  transcendantes  nouvelles.  Em.  Picard.  Acta  Math.  XVIII,  133. 

438.  Sar  une   application   de   la  th^orie   des   groupes   Continus   ä.  la  theorie  des 

fonctions.     P.  Painleve.    Gompt.  Rend.  CXVIII,  845. 

439.  Sur  quelques  points  de  la  thöorie  des  fonctions.    Em.  Borel.    Gompt.  Rend. 

CXVni,  340. 

440.  Sur  les  ^quations  et  les  fonctions  implicites.  Pellet   Gompt.  Rend.  CXVII,  719. 

441.  Sur  les  ^quations  anz  fonctions  mdläes  et  un  probldme  de  lignes  gäodäsiques. 

G.  Eoenigs.    Gompt.  Rend.  GXVÜ,  683. 
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442.  Sor  les  iqu^tiom  fonctionelks.     Leau,    Coropt.  Eend.  CXIX,  901. 

443.  Sur   leB    z^roB   de  certaines  fonctioBB  diBContinueB.    Piindpe  de  la  m^tbode 

pour  trouver  les  zäros  de  certaiDes  faaction».  De^aiat.  Compt,  Reod, 
CXIX,  364, 
Vergl.  Abersche  TraneceDdenteD.  AdditioDstheorem.  BeBÜmmte  lotemüe. 
Combi natorik  338.  Cylinderfum tioneo.  Differentialgleichungen.  Diffe- 
reotialm Varianten.  DitfereritialquotieDt.  EUiptiacbe  TranBcendeüUD, 
Formen.  Gleichuagen.  Eettenbrudie.  Kugelfunctioneti,  EeihflB, 
Substitutionen.     TranBformatiotiagrüppen. 


444.  Sor  la  cauße  dca  vaiiationB  p^riodit|uea  des  latitndee  terrestrea. 
Compt.  Rend.  CXVI,  476,  605. 


n 


H.  Gjld^n. 


Geometrie  tlittliere), 

446.  Sur  nn  tb^oreme  relatif  4  la  tranaformatioD  dee  C4)urbefl  algdhriquea,    Simari» 
Compt.  Eend.  CXVf    1047. 

446.  Sor  les  tranafortnationB  ütratiooellea  deB  courbee  algdbriqueB.    H.  Poincar^, 

Comqt.  Rend.  CXVil,  18. 

447.  Sar  le   rapport   conique   et   la    relation   cooique.     Mosat      Campt    Bead. 

CXVlll,  790. 

448.  Sur   la  posdibilite    de  remplacer»    par   un   problime  d^terminö,    le  probUme 

indetermiDÖ   que   comporte   la   K^nöraliBation   du   tb Porome   de  Pascal. 

P.  Serret    Compt.  Reud,  CXIX,  464. 
449*  Siif  une   d^nereecence   du  groupe   projectif  g^n^ral.    F.  EugeL    Compt. 

Eend.  CXVIII,  397. 
450.  Snr  les  figuree  aflQneB.    G,  Tarrj.    N,  ann.  math.  S^rie  3,  Xni,  242. 
45  L  Treu V er  une   conrbe   qui  repr^eente  lea  trois  folioles  da  Trifolium  pratense 

H.  ßrocard.    N,  ann.  matb.  S4rie  3,  XIU,  Exerc.  58, 
462.  Sur  quelques  proprieti^s  de  cubiquea  unicurgales,    A.  Astor.    N.  ohil   math. 

S^rie  3,  tUl,  184, 
458.  Sur  quelquea  cubiquet  unicuraalea.    And.  Casamian.    N.  ann.  math,  S^rie  S^ 

XIII,  384. 
464.  Application  de  la  mäthode  de  transforination  par  polairea  r^ci|}roque8  k  dm 

thi^oreDiea  relattfß  aux  cubiqoea  unicuraalea.    And.  Cazamian,    N.  ann. 

matli.  Sdrie  3,  Xin,  300.    [Vergl.  Bd.  XXXVUl,  Nr.  377,] 

455.  Sur  une  gti'n^ration  des  courbes  planeB  unicarsaleB  du  troiaieme  et  da  quairicme 

ordre.    And.  Bieiiaymü.    N.  auo.  matb.  Serie  3,  Xlll,  144. 

456.  £tant   donnoB   7  points   aur   une   droite  et  7  plana  dan«  respace,  oonper  lea 

plana   per    une    transveraale    en    7    pointe    bomographiquee    aux    pointa 
donn^a,    J.  Franel.    N.  acu.  math.  Särie  3,  XUJ,  Exerc.  64. 

457.  Sur   la  repr^aentationa    dea    courbea   gaiicbes  alg^briquee  et  sur  ane  rormale 

d'Halphen.    L.  Au  tonne.     Compt.  ßeud.  CXIX,  846. 

458.  Sur   certaines   fannllea   de   cubiquea   gaucbe«.     Lelieuvre.     Compt.  Heod« 

CXVU,  537,  616. 

459.  Eecbercbe   dea  pointa  d*inflexion  dans  le  d^veloppement  de  la  aection  piano 

d'un  €dne.     E,  Carvallo.     N.  ann.  matb.  S<5rie  3,  XUl»  429. 
Vergl.  Analjtiache  Geometrie  der  Ebene.   Analjtieche  Geometrie  des  liaunie&, 
'  Ereia  502,  503.    Uberfläcben.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

QeicMchtfr  der  Matiientatik. 

460.  Aügnate  Comte  examinatenr  d^admiauion  iiTilcole  Polytecbnique.  P.  Laffitti. 

N.  auD.  math.  Serie  3,  XUl,  66,  113»  405,  462,  473. 

461.  Sur  la  vie  et  lea  travaujc  de  Pierre  -  Oaai an  Bonnet  (22  /Xil.  1819— 22,/VL  18W). 

P,  Appell.    Compt.  Kend.  CXVU,  1014. 

462.  Sor  lei  travaux  de  M.  Kummer,    Her  mite.    Compt  Bend.  CXVI,  tl63. 

Oleichungen. 

463.  Sur  une  clasBe  de  poljnomes  ddcompoaables  ea  facteura  lindairea.    Moutard 

Compt  Rend.  CÜX,  42. 

464.  Sur   les   equations   et   les    fooctiona   impücitea.     A.   Pellet     Compt.  Read. 

xviü.  m. 
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465.  Belations  de«  polynomes  F|,  F., . .  .  Vm  de  Sturm  avec  les  racines  de  r<§qaatioD 

F=0.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  Särie  8,  XIII,  Exerc.  27. 

466.  Sur  la  r^olaüon  algdbriqae  des  ^quations.    E.  Jaggi.    N.  ann.  matb.  Serie  3, 

Xin,  126. 

467.  Sor  les äquaidons rdciproques  et  les  ^qaations  du  quatriöme degr^.  A.  E.  Pe llet. 

N.  ann.  matb.  S^rie  3,  XIII,  108. 

468.  Une  ^qnation  algdbrique  ayant  tontes  ses  raciues  reelles,  trouver  le  nombre 

pi^cis  de  racines  comprises  entre  deox  limites  donndes.    Moret-Blanc. 
N.  ann.  matb.  Särie  3,  XIII,  Exerc.  42. 

469.  Sur  la  räsolution  des  dqaations  nam^riques  au  moyen  des  suites  rdcurrentes. 

R.  Perrin.    Compt.  Rend.  CXIX,  990,  1267,  1190. 

470.  Sur  une  m^tbode  nomograpbique  appliquable  ^  des  ^quations  pouvant  contenir 

jnsqa*  k  dix  variables.    M.  d*Ocagne.    Compt.  Rend.  CXVII,  216,  277. 

471.  Sur  des  abaques  ä  16  et  18  variables.    A.  Lafay.    Compt.  Rend.  CXIX,  1195. 

472.  Sur  Tälimination.    Hadamard.    Compt.  Rend.  CXIX,  995. 

473.  Sur  la  d^termination  du  nombre  des  racmes  communes  a  \m  Systeme  d*equations 

simultandes  et  sur  le  caloul  de  la  somme  des  valeurs  d'une  fonction  en 
ces  Points.    W.  Dyck.    Compt.  Rend.  CXIX,  1254. 
Vergl.  Functionen  440,  441,  442.    Kegelscbnitte  495. 

H. 

Hydrodynamik. 

474.  R^duction  de  Täquation  de  contiuuit^  en  Hydraulique  üt  la  forme 

dg  ,      do  ,     dvi     .        ö'a 

P.  E    Toucbe.    Compt.  Rend.  CXIX,  721. 

475.  Etudes  sur  Temploi  des  percussions  dans  la  tbäorie  du  mouvement  d*un  solide 

plong^   dans  un  fluide.    H.  Willotte.     Joum.   Math.  S^rie  4,   IX,  5. 
[Vergl.  Bd.  XXXVII,  Nr.  403.1 

476.  Sur  les  ^quations  da  mouvement  a*un  corps  solide  se  mouvant  dans  un  liquide 

ind^fini.    C.  Maltäzos.    Compt.  Rend.  CXVII,  337. 

477.  Th^rie  des  d^versoirs.    J.  Boussinesq.    Compt.  Rend.  CXVI,  1327,  1415, 

1487.     CXIX,  589,  618,  663,  707,  771. 

478.  Sor  la  contraction  des  veines  liquides  et  sur  la  distribution  des  vitesses  ä  leur 

int^rieur.    Compt  Rend.  CXVIII,  1031.    —   J.  Boussinesq.  ibid.  1239. 

479.  Sur  r^quilibre  des  mers.     H.  Poincar^.    Compt.  Rend.  CXVIII,  948. 

480.  Variation   du  niveau   de  Teau   dans  un  bassin  communiquant  avec  un  port 

ä  marde.    A.  de  Saint-Germain.    Compt.  Rend.  CXIX,  673. 

481.  8ar  le  clapotis.    £.  Guyon.    Compt.  Rend.  CXVII,  722. 

Hyperbel. 

482.  Propri^tä   de  Thyperbole   ^quilat^re.    J.  R^veille.    N.  ann.  math.  Serie  3, 

Xm,  100. 

483.  Sor  rbyperbole  ^quilat^re  et  sur  ses  inverses.    And.  Cazamian.    N.  ann. 

matb.  S^rie  8,  XIII.  265. 
Vergl.  Ellipse  421. 

Hyperboloid. 

484.  Sur  rbyperboloide  ä  une  nappe.    Genty.     N.  ann.  math.  Sörie  3,  XIII,  399. 
486.  T^traädre    ayant    pour    hauteurs    quatre    ^^ndratrices    d*un     hyperboloide. 

H.  Brocard.    N.  ann.  matb.  Särie  3,  XlU,  Exerc.  38.  —  Moret-Blanc 
ibid.  36. 

486.  Les  plans  qoi  d^coupent  dans  un  cöne  du  second  degr^  des  volumes  limites 

de  grandeur  constante  sont  tangents  ä.  un  hyperooloide  ä  deux  nappes, 
asymptote  ä  ce  cöne.     P.  Barbarin.     N.  ann.  math.  Sdrie  3,  XUl,  99. 

K. 

Kegelschnitte. 

487.  Constroire    une    conique    connaissant    trois    tangentes    et    une    directrice 

H.  Brocard.    N.  ann.  math.  S6ne  3,  XIII,  Exerc.  43. 

488.  Sur  quelques  thdor^mes  de  la  g^om^trie  des  coniques.    And.  Cazamian. 

N.  ann.  math.  Serie  3.  XIII,  218. 
«9.  Sur  un  th^orftme  de  M.  Faure.    And.  Cazamian.    N.  ann.  math.  Särie  8, 
xm,  324. 

Hiit-Ui  Abth.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  40.  Jahrg.  1896.  6.  Hett.  Y*^ 
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490*  Sur  loa  pomts  d'ane  coniqtie  Bitu^a  sur  un  m^me  cercle.    And«  Casamian. 

N.  ano.  math.  Serie  3,  Xlll,  386. 
49U  Caurbes  autopolairea.     P.  Appell,    N.  ann.  math*  Serie  3,  XIII,  *206- 
492,  Corrtlatioii    entre    lea    hexagonee    de  Pascal    et   de  Brianchon.     F*  Sondat 

N,  ann,  math.  S^rio  3,  Xüf,  121. 
4d.S.  Formules    relativeB    aax    foyers    des   coniqqes,     A.  Tisiotw      N.   ann.    tnath. 

S^iie  dj  Xtn,  Ö7. 

494.  SuT  un  trianglo  ajaot  pour  Bommeta  Iqa  deaie  foyers  d^une  conique  et  le 
troifii^me  rammet  Bur  la  circoofi^renco  de  la  cooiqne.  H.  Brocard. 
N.  aan.  math.  StSrie  3,  XllI,  Exerc.  24. 

495.  lotereection  de   deux  coniquee.     Ämigues.    N.  ann,  math.  Sdried,  XUIi  81. 
4%.  De«    quatre   coniques   paa^^aut   par  un   point  quetconque  P  d'une  conique  S 

^tant  circODBcriteB  a  nn  toangle  ABC  et  toucliaut  S  chacune  dau«   nn 
autre  point  que  P.     And.  Caaaraian.     N.  ann.  math,  Sdrie  3,  XIll,  9^. 
Vergl  EUipße,    Hyperbel.    Kreis.    Parabel. 

Settenbr&ehe. 

497.  Sur  ta  g^näralisation  des  fmctiouä  continnes  alg^briques.     Padd,     Compt. 

Eend.  CXVIII,  848. 

498.  Sur   une   application   des   fmctiona   cantinues,      Stieltjei.     Compt    Rend- 

CXVUl,  1316. 

499.  Recherchea  aur  les  fractions  continueß.  Stielt] es.  Compt  Read.  CXVIll, 
1-iOl.  —  H.  Poincarö  ibid.  CXIX,  630, 

Vergl  Reiiien  627. 

KlnemaUk. 

500.  ün  th^or^me  concernant  des  aires  däcrites  dans  le  monvement  d'une  figare 
plane.     G.  KoenigB.     Compt  Eend.  CXVIll,  96&, 

Vergl  Mechanik  537,  550. 

Xreii. 

601.  EayonB  d*une  auite  de  cerclea  consdcntifB  et  aomme  de  leurs  airee.    S.  Holt 

N.  ann.  math.  Söria  3,  XUl,  488. 

602.  Des  cerclea  oa  dea  Bpherea  di^riv^B  d'une  envelonpe,  plane  ou  solide,  de  claaa« 

qnelconque.    P.  Serret.    Compt  Hend.  CXVIl  400,  435,  480. 

603.  Sur   1a  construcügn  du  cercle   derivö  de  7  droitea,   ou  dt!*tiöi    par  r<^qtiatioii 

0^2?^  liT\  =  .\*+  y^~M\    F.  Serret    Compt.  Rend   CXIX,  474,  4as 

604.  Sur  le  probleme  du  biüard  circulaire,    Auric.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIO,  215 

Krimmungilinien. 
506.  Sur  lea  aurfacea  qui  admettent  un  tiyateme  de  liguea  de  courbure  aphdnquee 
et  qui  out  mime  repr^aeutition  aph^'riqne  pour  leurs  lignea  de  courbure. 
Blute  l     Compt  Rend.  CXVl  249. 

506.  Sur  les  aurfacea  laothermiquea  u  lignea  de  courbure  planea  dans  an  Systeme 

ou  dana  les  deux  aystemes.     P,  Adam.     Compt    Rend    CXVJ,  1036, 

507.  Sur   les  aurfaces   ä.  Hgnes   de  courbure  pianeB   dans   lea   deux   syst^mes  et 

isothermea.    Th.  Caronnet     Compt  Rend.  CXV^l,  1240, 
608,  Sur  lea  aurfacea  dout  lea  lignea  de  courbure  d*uu  syateme  Bout  planes  et  dgales. 

TL  Caronnet     Compt  Rend.  CXVlt  842. 
509.  Sur    lea   ligiiesj    de   courbure   des  aourlaccö   cercMes.     LelieuTre.     Compt 

Eend  CXVlIl,  967. 

Eng  elfoncti  onen. 

610.  Sur  latheorie  des  fonctions  »pheriquea.  E.  ßeltrami.  Compt  Rend.  CXVI,  i8t 
511.  8nr  la  aiSrie  de  Laplaee,    H.  Poincar^.    Compt  Rend.  CXVIll,  497. 


Magnetiamiti. 
512.  Sur  la  relation  qui  exiate  entre  lea  coefBcients  des  tormulea  de  Coulomb, 

Laplace  et  d'Ampöre.    E.  H,  Araagat    ('ompt  Rend,  CXVit  88,   150. 
613.  Sur  lea  variatiouB  de  TeffetPeltier  produitea  par  laimentation.  L.  H  o  ulle  rigue. 

Compt  Rend,  CXVIU,  629. 
514«  Probleme   göu^ral   des   tranaformatearB   a  circait   magoätique  ferm^.     D^t. 

Korda.    Compt  Rend.  CXVIll,  864. 
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515.  Stir  rhyst^rdsis  et  les  d^formationB  permanentes.    P.  Duhem.   Compt.  Rend. 

CXVIIl.  974. 
Vergl.  Elektricitäi    Potential. 

Xaxima  und  Xinima. 

516.  Circoniorire  ä  ane  ellipse  le  triangle  ^quilat^ral  dont le  c5tä  seit:  1.  un  maximam 

2.  un  minimun).    H.  Brocard.    N.  ann.  math.  8ärie  8,  XIII,  Ezerc.  46. 

517.  Entre  tous  les  prismes  de  mdme  base  et  de  mSme  hanteur  c^est  le  prieme 

droit  qui  a  la  plus  petite  aire.    Moret-Blano.    N.  ann.  math.  Särie  8, 
XIII,  Ezerc.  82. 

518.  Minimum  de  matiäre  pour  construire  un  yase  cylindrique  droit  de  certaines 

propri^täs  donn^es.    H.  Brocard.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  Ezerc.  44. 

519.  Minimum    du  rapport  du  rayon  de  la  sphöre  circonscrite  ä  un  t^tra^dre  au 

rayon  de  la  sph^re  inscrite.     Moret-Blano.     N.  ann.  math.  S^rie  8, 
XIII,  Ezerc.  25. 
Vergl.  Ellipse  420. 

Xeehanik. 

520.  Sur  la  dynamique  da  point.    Andoyer.    N.  ann.  math.  Särie  8  XIII,  62. 

521.  Sar  les  cas  d^int^grabilit^  du  mouyement  d*un  point  dans  un  plan.    Elliot. 

Compt.  Rend.  CXVI,  1117. 

522.  Sur  un  cas  g^n^ral  oü  le  probl^me  de  la  rotation  d*un  corps  solide  admet 

des  int^£[raleB  uniformes.    U.  (}yldän.    Compt.  Rend.  CXVI,  942,  1028. 

523.  Sur  los ^gnations  de  la  M^canique.    Wlad.  de  Tannenberg.    Compt.  Rend. 

CXVlII,  1092;  CXIX,  487.  —  R.  Liouville  ibid.  CXIX,  867. 

524.  Condition  pour  que  trois  forces  non  situdes  deux  d.  deuz  dans  le  m§me  plan 

se  r^dfuisent  k  une  seule  force.    Moret-BIanc.    N.  ann.  math.  S^ne  3, 
XIII,  Ezerc.  41. 

525.  Sur  Temploi   des  ^quations   de  Lagrange   dans   la  th^orie   du  choc   et  des 

percussions.    P.  Appell.    Compt.  Rend.  CXVI,  1488. 

526.  Sur  la  r^duction  du  probläme  des  tautochrones  ä.  Tintägration  d'une  ^quation 

auz  d^riy^s  partielles  du  premier  ordre.    G.  Eoenigs.    Compt.  Rend. 
CXVI,  966. 

527.  Sur  im  th^ordme  reliant  la  thdorie  de  la  Synchronisation  et  celle  des  rdsonances. 

A.  Cornu.    Compt.  Rend.  CXVIIl,  318. 

528.  Sar  un  classe  de  problämes  de  Dynamique.     P.  Staeckel.     Compt.  Rend. 

CXVI.  486,  1284. 

529.  Sur  une  classe  de  problämes   de   Dynamique.     Goursat.     Compt.   Rend. 

CXVI,  1060. 

530.  Sur  un  th^räme  nouyeau  de  Mdcanique.  N.  Sei  liger.  Compt.  Rend.  CXVII,  678. 

531.  Q^n^ralisation  de  quelques  thdorämes  de  M^canique.  A.  Eotelnikoff.  Compt. 

Rend.  CXVIIl,  129. 

532.  Sur  le  mouyement  d'un  corps  solide.    G.  Eoenigs.    Compt.  Rend.  CXIX,  897. 

533.  Sur  les  mouyements  des  syst^mes  dout  les  trajectoires  admettent  une  trans- 

fonnation  infinitesimale.    P.  Painley^.    Compt.  Rend.  CXVI,  21. 

534.  Sur  la  transformation  des  äquations  canoniques  du  problöme  des  trois  corps. 

P.  Vernier.    Compt.  Rend.  CXIX,  461. 

535.  Sar  le  mouyement  d'un  solide  pesant  homogene  de  rdvolution  fizä  par  un 

Soint  de  son  aze  et  assujetti  ä  s*appuyer  sur  un  cercle  fize.    A   Astor. 
f.  ann.  math.  S^rie  2,  XÜI,  442. 

536.  Sar  le  mouyement  d*un  systdme  de  forme  yariable.  L.  Picart.    Compt.  Rend. 

CXVm,  783. 

537.  Sar  un  moyen  d*obtenir  un  mouyement  circulaire  uniforme  au  moyen  de  deuz 

mouyements  yibratoires.     Marc.  Deprez.     Compt.  Rend.  CXVIU,  451. 

538.  Le  principe  du  trayail  mazimum  et  Tentropie.    Bertnelot.    Compt.  Rend. 

CJfVni,  1878. 

539.  Sar  le  frottement    A.  de  Saint-Germaiu.    N.  ann.  math.  8örie  3,  XIII,  230. 

540.  Sar  les  mouyements  de  roulement.    Hadamard.    Compt.  Rend.  CXVIIl,  911. 

541.  Theorie  math^matique  de  Tindicateur  de  Watt.    L.  Lecornu.    Compt.  Rend. 

CXVUI,  1084. 
541  Sar  la  denture   de   ren(?renaffe  hyperbolo'idal.     H.  Resal.     Compt  Rend. 

CXVU,  891.  b      ««       JF 

543.  Bor  la  stabillt^  de  T^quilibre  de  Taze  de  la  toupie  giroscopique.    H.  Resal. 

Compt.  Rend.  CXVII,  499. 


644.  8ur   le  joiut  Qoubet  et  sou  appliciition  k  l*lxdlice  de«  nivfiroe.     H.  BesaU 

Compt.  Rend.  CXVII,  599. 
545«  Sur  rabaorptioD  de  r^nergie  par  un  fii  elasUaue.    Luc    de  la  Ri?e*    Compi 

Rend.  CXVIII,  622. 
646.  Dea  mouvements  de  natation  de  (a  Raie.    Marey,    Compt,  Rend.  CXVI,  77. 
5t7.  Etüde  chroiiophötographique   des   difförents  genrea  de    locomotion    chez    lea 

animaux.    Marey.     Compt,  Rend.  CXVll»  355, 
548.  SvLT   la   mütbode    chronoBtyiograpiiiqiie    et  se&  aiinilicatioas    k  T^Stude   de   1ä 

tranamiasion  des  ondes  dans  Im  tuyaux.    A.  Cliaufeau.    Comp!  Read. 

CXVIIJ,  115. 
540.  Le  mouvement  des   liqmdes   6tudi^   par  la    cbronophotographie.     Marej. 

Compt  Read.  CXVI,  913. 
650.  StiT  nn  appareil  r^latif  h  la  qiiei^tioD  de  la  marche  horizontale  de   Thamme. 

H.  BeaaL    Compt,  Read.  CXVJU,  620. 

551,  Les  mouvements  artitrulaires  ^tudius  i>ar  la  Photographie.     Marey.    Comp! 

Rend.  CXVIU,  1019. 

552.  Dea  mouvcmetjtB    que    certains    aBiniaux   ex^cutent  pour  retomber  «ur   lear« 

piedd,   lorsqu'ila  aont  pr^cipittjs  d'aii  lieu  «51evL\    Marey.    Coropt  Eend. 
OXIS,  7U. 

653.  Theorie  de  la  chutbe  du  chat  vivant  comparee  avec  le  th*?orfeme  dee  aires. 
Giivon.  Compt  RontI,  CXIX,  717.  -  M,  Lvvy  ibid  718. —  Marc*  Deprez 
ibid.  767.  —  P.  Appell  ibid.  770.  —  L.  Lecornu  ibid.  899, 

Vergl.  Aeroiyoamik.  Alcuatik.  Astronomie.  Capillarität  Elaatidtat  Elek- 
tricitiit.  Hydrodynamik.  Kineoiatik  Magnetismua.  Nautik  565,  656^ 
Optik.    Pendel    Potential    TransformatioöBgruppen  04L    Wärmelehre* 

MoMdimenfiionale  Qoometrie, 

654,  Q^nöralieation   du  tbeoreme    d'Eulcr   reUtif  aux  polyedres,     H.  Poincar^, 

Compt  Rend.  CXVII,  144. 

M. 

maük. 

656,  Sur  leß  ealculB  de  stabilite  des  navireB.    E.  Gouyou,   Compt  Rend.  CXVI,  496. 

556.  Sur  le  calcol  de  ätabilitc  des  navirea,  Ch.  Doyfere.    Coropt  Rend.  CXVI»  136a 

557,  Sur  les  termea  d^ordre  Bti|(i1neur  de  la  deviation  de»  compas.     E.  Oayou. 

Compt  Rend.  CXVI,  1357. 
568.  Nouvelles   ai>plicationB  des  Table&  de  latitudea  croiasantee  ü.  la  navigation. 

E.  Giiyou,     Compt  Rend.  CXVII»  105a. 
559.  Ddtermination  graphique  du  poiot  ä  la  mer.    L.  Favö  et  Rollet  de  Tlile» 

Compt  Rend,  CXVIll,  24. 
560  £phi^m<^rideB  grapbiques  domiant   lea  coordonndes  de»  astreB  pour  les  uvagiet 

de  la  navi^ation.     L.  Favo.     Compt  Rend.  CXVHI,  lOm.  ^ 

56t  Regulation  des  compas  par  des  Observation«  de  foree  huriKOütale.  E.  Cafipari,^.^ 

Comnt  B^nd.  CXVüI,  27.  ^ 

562.  Atimut,  latitude  et  longitude  par  dea  hanteara  ^gaiea,  sana  le  secoara  di 

chronom^tre.    E,  Caapari.     Compt  Rend.  CXVllI,  lOäS. 

Hormalsn. 

563.  Snr    les    distauL'ea    d'un    poiot    i  des    courbea    aoaa    dea    anglee   constan' 

M.  d'Ocagne.     N.  ann.  math.  S^rie  3,  XllI,  501. 
6Gt  Sur  leB  quatre  normales  et  les  deux  tangente»  meo^ea  d*im  point  dannt^  ä 
ellipae.    L.  Boai.    N.  ann,  math,  Sörie  3.  XUI,  Exerc.  10. 
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Oberfliclien. 

565.  Sur   un   nombre   invariant  dana    la   throne   des  Burfaces  alg^briques. 

Picard.     Compt  Rend.  CXVI,  285. 

566.  Sur  deux  nombres  in? ariantfi  dana  la  th<;orie  des  aurfaces  algdbriquai, 

Picard,    Compt  Rend.  CXIX,  1169, 

567.  Th4^ori.<me  Bur  les  polnta  correspotidantB  de  deux  surfaces  applicablee  L^, 

Bur  Pautre,    G,  Koeniga,    Compt  Rend.  CXVI,  596. 

568.  Sur  U  correspoodance  par  ortbogonalite  de«  elömonts.    Alph.  Damoi:^  j  , 

Compt.  Rend.  CXVI,  082.  '* 
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&69.  Sur  und  propn^te  caract^ristJqQe  de  P^Mment  lin^aire  des  gurfaces  fipirales. 
Alph.  Demoulin,     Compt  llend.  CXVril,  337, 

570.  Sur  lee  Hurfaccs   ä  ^l^meDt  lindaire  de  Liüurille  ei  les  8tirfac€&  ü.  courbiire 

conatante.     E.  Waelacb,     Compt  Rend,  CXVI,  1436. 

571.  Sur  ime  equation  aax  difFöreoce&  partielles  du  second  ordre.    J.  Weingarten. 

Compt.  Uend.  CXVI,  493. 
y6l2.  Sur  une  claeee  de  surfaceB  a  gL^neratricea  rationnelles.    G.  Hu  raber t    Compt. 
Wt  Rend.  CXVI,  1350. 

W8»  Sar    une    proprieti?    d'one   clasee   de   »urlaces   algt'bnquefl.      G*   Humbert, 
Compt.  Keud.  CXVll»  3Gi. 
574»  Tbc^orie  gtinurale  des  eurfaces  byperelliptiquei,    G.  Htimbert   Joum.  Mathem. 

Sone  4,  IX,  29,  361. 
576,  8ur   quelques  »urfacee  avec  plusieura  modes  de  g^n«5ratlon.    G.  Seh ef fers. 
Compt  Rend  CXVI,  1352. 

576.  Quelqueu  remarques  eur  lee  anrfacea  Tvglits  et  leur  t'tude  intriuieque.  K.  Cesaro. 

N,  ann.  math.  Stirie  3,  XIII,  106.     [Vergl  Bd.  XXXIX»  Nr.  316.] 

577.  Sur  les  droitea  qu'on  peut    peut  placer   8ur  une  surface  de  troiBieme  claBse 

on  de  troieieme  ordre.    EG.    N.  arm   math.  S(*rie  3»  XIIJ,  138. 

578.  Surface  algubrique  hm   laquelle    on  ne  peul  trac^r  qu'une  eeule    et   unique 

circoniference.     Moret-Ulanc.     N.  ann.  math.  Serie  3»   XIII,   Exerc.  31. 

579.  Sur  les  surfaces  admettaut  de»  cubiques  gauchee  pour  lignes  aeymptotiques. 

Blutel.    Compt.  Eend.  CXVII,  722. 

580.  Sur  lea  surfaceB  dout    les  plans  principaux  eout  ^quidistante  d*an  poiot  fiie, 

Guichard,     Compt.  Kend.  UXVl,  487, 

581.  Sur  les  surfaces  eusceptibles   d'engeudrer  par  uu  deplacement  hellcoidat  une 

famille  de  Lamd.    Alb.  Petot.    Compt  Rend   CXVIIl,  1409, 
583.  Nouvg)    emploi   du   conoide   de   Plücker.     A,    Mannheim.     Compt.    Rend. 
CXIX,  394. 
Vergl.  Differentialgleichungen  367.     Krümmungslinien, 

OberMchen  zwsiter  Ordnung. 

Thdor^meß   ßur   let  quadriqueB.    And.  CaKamian.     N.  aan.  tnath.  Sdrie  3, 

Xni,  378. 
Sur  les  quadriques  autopolaires,    V.  Hioux.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  211. 
Sur  lea  quadriques  inten tes  dans  la  mSme  d^reloppable.     And.  Cazamian. 

N.  ann.  math.  S^rie  3,  XUI,  395. 
Condition  pour  quedeux  quadriques  aient  une  geudratrice  commune.  C.  Bour  1  et. 

N.  ann.  math,  St^rie  3,  XI 11,  434, 
Generation   de   quelques  eurfaces  du  aecond  degrd  au  moven  d'une  sphere  et 

d'une  droite.    Audibert.     N.  ann.  math,  S^rie  3«  XIIl,  491.   —  Äncien 

dldve  ibid.  493. 
Sar  les  t^tni^droB   conjuguds  par  rapport  a  une  quadrique  et  dout  iee  arete« 

öOut  tangentee  a  une  autrc  quadnque.  H.  Vogt,  Compt  Rend.  CXVUl,  395, 
DiBCüseion  par   la   ^(.•omt^'trie  vectorielle   d'une   quadrique   drconscrite   a  un 

ellipsoide  donne.     Genty.    N.  ann.  mnth    Serie  3,  XIII,  235, 
VergK  Hyperboloid. 

Optik. 

Sur  dea  franges  d^interfdrencee  semi-drculttire«.    G.  Mefilin.     Compt.  Rend. 

CXVI,  250»  379,  57u.    CXVII,  225.  —  A.  Cornu  ibid.  CXVIl.  228. 
Achromatisme  et  chromatisme  des  franges  d^interft^renoe,  J.  M  aod  de  L^pinay. 

Compt.  Rend.  CXVIIl,  586,  856. 

592.  Sur  lea  interf^rencoB    k  moyenne  diffdrence  de  marche.    G.  M eil  in.    Compt. 

Rend.  CXIX,  214. 

593.  Etudea  sur  lea   r^seaux  diffringentB.    AnomalieB  focales.    A.  Cornu.    Compt, 

Rend.  CXVI,  1215,  1421. 

594.  Introductxon  naturelle  de  termes  proportionnela  aux  ddplaeementi}  de  r<ätber 

(ou  termee  deBtiot)  dana  les  equation«  de  mouvement  deBOnde»  lumineuBes. 

J.  ßouBßinesq.    Compt  Rend.  CXVII,  80, 
||i5.  ExpreBBioD    de    la    resistanee   opi>oßdo   par   cbaque  mol^cule   pooderable   au 
"^  mouvement  vibratoire  de  Vdther  ambiant    J.  Bouasinesq,    Compt  Itend. 

CXVII,  138. 
5$)6>  Conßid^nitions  diverses  sur  la  theorio  des  ondes  lamineußes    J.  Bauaaiaea, 

Compt  Rend.  CXVÜ,  193 
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597»  Sur  la  tDarche  de  la  lumi&re  a  traverg  un  sjst^tne   de  lentiUes  sptK^riquee 

a  L,  V.  Charlier.    Compt.  H^nd.  CXVU,  580. 
698.  Sur  la  throne  de  la  Photographie  de»  coulearB  simples  et  compos^efl  yoj  la 

m^thode  interferentielle,     G-  Lii^pmaun.    Compt.  Kend.  CXVIII,  92. 

599.  L'objectif  aplarn^tique  Bymetriqne.   Ch,  V.  Z enger,  Compt  Rend.  CXVl[l\  4Ö7. 

600.  ßtucfes  Biir  lea  actioiis  centrale».    Loia  gi'ne'  aieß  relatives  ä  i*effet  de^  milietii. 

F.  P.  Le  Houx.    Compt,  Rend.  CXIX,  21 L 

601.  De   rabsorptiüD    de   la   lumiere    dana   les   milieux    isotropes    et   cnstalUs^«. 

G-  Mute  au,     Compt  Rend    CXIX,  827. 
G02*  De    la  |wriodidt<5   dos   raiea   d'abäorption    des   corps  iflotropea.    G.  Moreati. 

Compt.  Rend.  CXIX,  42t. 
CO^,  Integration    des   i^quattons    de  la  lumiore    dans    le«    milieux   tr&oapareats   et 

jBotropee.     E.  Carvallo.     Compt  Rend.  CXIX,  1003. 

Parabel. 

604.  Parabole   eoTeloppo    d'ane  corde  de  etrophoide.     E,  N.  Baritien^     N.  arm, 

math,  Serie  3,  XllI,  8, 

605.  Stir  qnelque»  propridteB  de  la  parabole  et  de  scb  inveraea.    And.  Ca«amian, 

N.  ann.  math.  St^rie  8,  Xlll,  28K 
600.  Propri^t^S^  de  denx  parabide«.  A  nd.  Ca« aro i an.  N.  ann.  math,  8<irie 3,  XIII»  308. 
C07.  Propri*5tes  de  la  oarabole.    And.  Caaaxn  ian.    N.  ann.  matb.  S6rie  3,  XIII,  316* 

608.  Remarques  sur  le  th^or^me  de   Fr^gier    Aod.   CaBamian.     N,  ann.  math 

Serie  3»  Xlfl,  322. 

609.  Sur  une  parabole  intimement  lide  k  uno  conique  donn^e  et  k  nn  point  donne 
de  Bon  plan.    G-  Lein ekii  gel.    N.  ann.  math.  S4rie  8,  XIll,  482. 

Peadel. 

610.  Sur  la  pendule  ä  tige  variable,     L.  Lecornn.    Compt.  Rend.  CXVOI,  132» 
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EINS0HLIE88LICH  DBS  ÜBBB8ETZUNGSBECHT8 ,  TOBBBHALTKN. 


PTOLEMlUS  DE  AMLEMMATE. 


VON 

J.  L.  HEIBERG 

IH  KOPKirnAOEH. 


MIT    10    TEXTPKUIREN. 


Abh.  «ur  Gesch.  der  Matbem.   VII. 


Dass  der  bekannte  Mailänder  Palunpsest  Ambros.  L  99  sup.  saec.  YII 
u.  a.  auch  üeberreste  des  sonst  verlorenen  griechischen  Textes  von  Ptole- 
mäus'  Schrift  IIsqI  &vaX^fL(iavog  enthält,  habe  ich  in  dieser  Zeitschrift 
(Abhandlnngen  z.  Gesch.  d.  Mathematik  V  S.  4  Anm.  **  Schluss)  mit- 
getheilt.  Während  eines  längeren  Aufenthalts  in  Mailand  habe  ich  jetzt 
das  meiste  von  diesen  Brachstücken  entziffert,  soweit  es  mir  ohne  Beagen- 
tien  möglich  war,  nnd  lege  hier  meine  Jjesnng  vor,  ohne  vorläufig  auf  die 
vielen  Fragen  einzugehen,  wozu  das  recht  schwierige  Schriftchen  Anlass 
giebt;  zu  einem  Yerständniss  im  allgemeinen  reicht  der  Commentar  von 
Conunandinus  aus  (Claudii  Ptolemaei  liber  de  analemmate  a  Federico  Com- 
mandino  Urbinate  instauratus  et  commentariis  illustratus,  qui  nunc  primum 
eius  opera  e  teneBris  in  lucem  prodit.  Ejusdem  Federici  Commandini  liber 
de  Horologiorum  descriptione.  Romae  MDLXll.  Apud  Paulum  Manutium 
Aldi  f.,  4to);  vgl.  auch  Delambre,  Histoire  de  Tastronomie  ancienne  11 
S.  458  ff. 

üeber  die  Art  der  Herausgabe  bemerke  ich  nur  folgendes.  Die 
unsicheren,  nur  mit  Wahrscheinlichkeit  zu  erkennenden  Buchstaben  sind  in 
()  eingeschlossen.  Wo  absolut  nichts  zu  lesen  war,  habe  ich  mit  Hülfe 
der  lateinischen  Uebersetzung  den  Text  restituirt;  meine  Ergänzungen  sind 
^^  O  gesetzt;  dabei  ist  von  einer  Zeile  von  32  bis  36  Buchstaben  aus- 
gegangen. Wo  die  Ergänzung  mir  unsicher  schien,  habe  ich  den  Defect 
durch  Punkte  angedeutet;  die  Zahl  der  fehlenden  Buchstaben  lässt  sich 
nach  der  angegebenen  Mittelzahl  ungefähr  berechnen.  |  bedeutet  Schluss 
der  Zeüe  in  der  Handschrift,  ||  Schluss  der  Seite;  die  Seitenzahlen  der  Hand- 
schrift sind  am  Bande  angegeben;  auf  die  Seite  kommen  28—29  Zeilen. 
Dem  griechischen  Text  gegenüber  (wo  er  fehlt,  allein)  gebe  ich  die 
lateinische  Uebersetzxmg  Wilhelms  von  Moerbek  nach  cod.  Ottobon.  lat.  1850 
saec.  Xm  fol.  55—57  (nach  der  modernen  Zählung  der  Blätter  fol.  62—64) 
nach  einer  Photographie.  In  der  angeführten  Abhandlung  habe  ich  S.  8  ff. 
nachgewiesen,  dass  wir  in  dieser  Handschrift  die  eigenhändige  Original- 
Übersetzung  Wilhelms  vor  uns  haben,  eine  Auffassung,  die  auch  durch 
dieses  Stück  ihre  Bestätigung  findet;  ich  habe  deshalb  alles  so  gegeben,  wie 
es  in  der  Handschrifb  steht,  bis  auf  einige  orthographische  Kleinigkeiten; 
nur  habe  ich  natürlich  die  vielen  Compendien  aufgelöst.    Die  Figuren  sind 


/  ,  V, 


T;L.  ^^ 


;/.A  ','Ai^  -"/^.f^l-  ,1^  i-,^  ':>-;/.   V;;r    i^:.::,\:A^r^  l.^  "1.:^^^  i::^  LtZi  TU  . 

',>>,//    ;// ^     >/     ,,',  'J,/ //    /.futj.ut^.:.   '>,:.    ^'„■^nA.rf'L  Z^il-i   r*^::':.     A::^^-     Mi^: 
^z»'    //.,'     '/ ,t,f  f    ^/*,,.;|/?/ ,^J^/,♦.^r    '/r'f*Mu    r/u^lh:.    ar-^^^rrlih  v: :    -:-r    if*    J-'-' 

i  i  '  H  <  MM  /^/h»  hi>'/,hnt\*t'.ftj.^  7i'.rhiU-rii\irM  von  Irriger  Hermes  X^'I 
•'  //<i^  /t^  ft'r\fiM.^*.r^.  '/hfl  ^afit/^r- Wa/h-ii/iTith  el^f^nd.  S,  637  ö. 
M/»/l  y/,/,  r/Hr  /fi  lUt'.M.r  y.t;i\^}ir\\'\,  XXVIII  8.  121  If-,  wo  sie  dem 
A/«Mm  f/»M».-,  '/ifi«\tr.iri  wtrfl(;ii.  Vau*:  Na':hv^.'rgleichung  hat  ful- 
j/rj«/li.«  <>rt/<<lM// ;  f^,  I  I  i'Jj  2J}  n^fm)didfi  yfUvov  d.  i.  7toov7todedir/ui- 
i'iiir  y,''  hmImt;  o/  ^aI»/  oi;i/  frornp^jndium^  naXaiol^  darauf  d.. 
h*jlin'^  (il^fi  iS^ilfkulUtp.  .'51  IhI.  /wiHch(;n  dem  unsicheren  fr  tw 
iMid  di>Mi  ^/;m/.  U/iinn  7r^>i>(,"  iiocli  ein  /''  (;^'<^(>J  /u  erkennen,  also 
vi«'ll«'H  Id.;  roPro  *W  i\*t\)i\o(;  '/IntiXkotpiog  fiuXa  dtou  \  (^rcog  Af;'£t)>' 
l/e  M^)  jVr^)  ttifuc  '<>i>c  xirTo;rr(i<x(W%*  xtA.,  was  bei  den  vielen 
< 'MHi)M«Mdii«n  /IM    iturliKliihen/iild  HÜinnit.    S.  114,  2*5  ist  zwischen 
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den  sicheren  Worten  ov<5ct  und  öl  xov  nur. für  4  Buchstaben 
Baum;  at  ist  nothwendig,  mein  Supplement  imoKeiTai  also  kaum 
richtig,  wenn  nicht  v'x^  geschrieben  werden  konnte;  das  J  bei 

_.     CO 

Beiger  habe  ich  nicht  gesehen.  24  steht  r^g  t^ff^  xcel  xfjg  ey  y, 
also  Ti]g  rit  ev^elag  %al  v^g  y\y  ycnvUx  ohne  nEQupeQsCag,  25  ist 
sv&elag  nicht  ev^^  sondern  b^  geschrieben.  29  ist  neQUvex&iv 
deutlich  zu  lesen. 

^Yj  — 118  unten  herausgegeben  (it€Ql  avaki^fiiuctog). 

1^9  — 120  ebenfalls;  119  fast  unlesbar  wie  118  gegen  Ende. 

123,  fast  unlesbar,  weil  die  Schrift  von  S.  124  stark  durchgeschlagen 
hat.  Am  Anfang  lese  ich:  BLQyaa(uvo{g  oia)  s^  q  >i  ^)  wg  o  ey 
nifov  n  T*)  cf(t)  xio\vce  o  a  1)^)07  ^'*^ßog  rl  t  a'  ^*)  vi  Kvßov^  iq 
^  PI  i  I  .  .  q>avBqov  .  .  .  ^^)  xat  wg  o  ty  xiwv  V\  r   cä  Mova  |  .  .  .  . 

PI PI  .  .  .  TOV  ClVtOV  TW  Ö0&^^)    I I   TOV  TG)  do'). 

(ag  ÖS  Ol  QYj  al  Kioveg  TtQog  cikXriXovg  |  .  .  .  xat  ot  va  .  .  .  .  \  Folgt 
Fig.   10.     Zu  ^    am  Rande:    ^  oag  de  o  a    xfig  qy  xv|3og  itqog  x 
a   Ttig  vi  %^,    Wie  dieser  Satz  mit  S.  124  in  Verbindung  gesetzt 
war,  ist  mir  unklar. 

124,  nicht  rescribirt,  =  Wattenbach,  Scripturae  Graecae  specimina^ 
tab.  Vin. 

129 — 130,  s.  unten  (m^  avaki\\i\Mnog). 

139—140  ebenso. 

143—144  ebenso. 

167—158  ebenso. 

189 — 190  (das  Blatt  ist  umzukehren),  fast  ganz  unlesbar,  namentlich  189. 
Auf  S.  190  lese  ich: 

....  xiva.  tQOTtov  STCECxeTtzai  ov |  ....  zag  xe  KccraßariTuxg 

%ai  avzv  ....  I  ...  (Txtovg;   nach   der  Mitte:   .  .  .   toi;   xb  fisarifi- 

ßQlVOV  TUCl  xov I    VOV   OVV  OXt  ,  .  .  .    \    SchluSS:   .  .  .  TOV  XüfTa  XOQV- 

(pf\v  BJtt  xbX  .  .  \  —  was  dem  Ptolemäus  ähnlich  sieht,  doch  linde 
ich  in  der  Uebersetzung  keine  entsprechende  Stelle.  Sollte  sie 
am  Ende  unvollständig  sein,  wie  Delambre  vermuthete? 

195—196   (umzukehren),    195  unlesbar,   auf  196:   ...  xovxboxvv  Btog  av  t] 

cmxig  avfiTtBdi]  \  xri  noivri  avxaw  xofiri  xovxov  de  ytvofi'(Bvovy 

BvöoxBQov  ytyvB(xaiy  —    Ptolemäus? 

197—198,  198   unlesbar,    197   Anfang:    c'  g   vd  ='  sip <i3>(w  xat 

naXiv  x'  .  .  .  I  fi^  .  .  .    xa   xtav |  laßovxBg  xat   öia   T(a)v) 

1)  d.  i.  ln{B)l  ohv  iaxiv.         2)  ngbg  xhv.         3)  &nh  xf^g.         4)  ngbg  xbv  &nb 
^0«.       5)  iaxai.        6)  So^ivxi.         7)  do^ivxi. 


.^, .  fivo^v  aif  I  .,.,.,.   xat^avtco    d<   wv  |  ,,,,.*,  .  et  ^ 

yvm^mv  \  ,   rff   r/   d  ,  tot/  f/fw^v(Ä)  *  1/  y^  .*,,,,.  |  ,  , .   nomg    df 
V  lotf  .  .  *  *  I  .  lo^£#er  «if  .  ,  .  .  .;  etwas  weiter  unten  |  Ao^Ocr  i^^e^ .... 

235 — 236,  235  an]esbar,    236   Anfang:    Om   £ |  .  , .  .  *   t|/*€^cf   tov 

riltov  fts ,  I  ^ov  T^tvifm  TOV    o^i^Qv%og   ttt  äe  ......  tsg  , 

T(w  ««1  lafißavofuv  ....  ';  weiter  nuten;  0*  ^ai^  yft^  ....  |  tind 
I  ^^m^v  ...    ......  I  TO  vcc»  ........  I  —  PtolemätisV 

241—242^  242  unlesbar,  241: itg  \ f v  |  . .  .  . amxit . . .  | 

•  *    Tl^OI*  l(^)    ]   tlj i^V^)   Ct^^oSia  ,  ,  ,  ♦  ^  ♦    TOU    itfiy- 

^l^ii'ov  ...*,...,   of    fftavfo(x;)  J;    weiter    imtea:    <^%)of^odoüg 

Xdf*  Töf  fjij.  I  ^  Ptolemäos? 
249  —  250,  ^49:   ...   m^ottQmv    xmu  wlitiq&iv  .....  |  *  .  .  ilili]  .  .  .*  ov    %m 

fot;   g^f^ai/ra^  ^vtme  \  x  *  .  ,  ^^  .  ,  .  .  .  tv   ^ovm    xta  tps^opti   ^^og 

tu  I  fov   ^O't/^pivov   Äfirra   xa  i^dQfictrct   tmv  j  ^vaimf   na^cttpoQ&g 

tm&^tyKhrtät*  |  —  Ptolenaäus? 
251  —  252^  251:    Etnop^g  o   Ti   nokEV<iSP  xai    0   ^^öutiAog   m6t£  |  ft^og  o^^ag 

nm>  twv  I  xodßjv  iTCiq^&Psttmf  ny  «vnj  f4*v  ,  •  *  ]  —  Ptolemäns? 
^       AuB  den  bezeichneten  Seiten  tat  vieUeidit  mtbr  beraus^iibriiigea. 

Der  grosse  Unterschied  in  der  Verwendung  der  Oompendien,  indem  im 
Ptolemäus  (sowie  S.  190,  196,  236,  241,  249,  251,  die  dadurch  ebenso 
wie  durch  den  Inhalt  ihre  Zugehörigkeit  beweisen)  fast  nur  der  v- Strich 
am  Schluss  der  Zeile  zur  Verwendung  kommt,  während  im  „Anthemius" 
(S.  113  — 14,  123 — 24,  197)  allerlei  Compendien  besonders  zahlreich  sind, 
erklärt  sich  wohl  nur  so,  dass  der  spätere  Schreiber  zwei  verschiedene  Hand- 
schriften zerschnitt  und  verwendete.  Dass  man  also  im  VIII.  Jahrb.  zwei 
solche  alten  Handschriften  griechischer  Mechanik  und  Astronomie  in  Italien 
besass  und  für  werthlos  hielt,  ist  eine  interessante  Thatsache. 


Claudii  Ptolemei  Über  de  analemmate  incipit. 

Consideranti  mihi,  0  Syre,  angulorum  acceptonim  in  locum  gnomoni- 
cum  quod  rationale  et  quod  non  habitum  quidem  virorum  illorum  in  lineis 
accidit  admirari  etiam  in  hiis  et  ualde  acceptare,  non  coattendere  auteiii 
ubique,  et  eam  que  secundum  naturam  in  metodis  consequentiam,  ipsarum 
rerum  non  solum  clamantium,  quod  et  naturali  theorie  aliqua  coassumptione 
magis  mathematica  et  mathematice  magis  naturali,  nullatenus  exprobraui- 
mus;  non  enim  licitum  est  quod  tale  uiro  amanti  addiscere  pure,  sed  obser- 
uare,   ut   non  propter   dictam   cogitationem  unumquemque   tractatuum  ali- 


Pkilemäo«  de  Analemmate. 
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qualiter  imperfwtiorem  accidat  fieri,  qve  itaque  certitudiiialiter  deprehensa 
sunt  miebi^)  seeundnni  expositum  locum,  misi  tibi  consideraturo  summaiiui^ 
si  quid  tibi  nideimir  ad  intellectum  eoauxisse  et  ad  rationabilitatein  sup- 
positionum  et  ad  promptitudinem  usus  eius  qul  per*) 

Qvonlam  Igitur  eas  qae  secundum  iinamquamqiie  molem  dimensiones 
eonsequens  est  detenninatag  esse  et  ix>sitione  et  multitndine  sicut  et  magni- 
tudine,  declinationuiii  autem  qua  ad  rectos  augulos  sok  buuc  habeut 
modum;  omnes  enim  alie  et  indeterminate  seciindmn  speciem  et  infinite 
secundum  numeruiu;  conseqtitum  est  tres  aolas  esse  tales  secundum  unam- 
quamque  molem  dimensiones,  quoniam  et  solas  tres  reetas  ad  rectos  angu- 
los  inuicem  eonstitui  possibile  est,  plures  autem  büs  est  impossibile;  propter 
qaod  quidem  et  in  spera  sole  tres  diametri  construuniur  ad  rectos  anguIos 
inuicem,  et  maximi  circuU  soli  tres  in  recto  angnlo  facimit  declißationes 
ad  inuicem  acceptorum  in  spera  mundi,  et  uno  quidem  ipsorum  inteUecto 
secundam  distinguentem  quod  sub  terra  amisperiam  ab  eo  quod  super  terram^ 
uocatum  autem  orizontem,  secundo  autem  penes  distinguentem  Orientale 
emisperium  ab  occidentali,  uocatum  autem  meridianum,  reliquus  et  tertius 
erit  penes  separantem  boreale  emisperium  ab  eo  quod  ad  meridiem,  uoca- 
tum  autem  secundum  yerticem.  et  dictarum  autem  diametrorum  communis 
quidem  orizontis  et  meridiani  uocatur  meridiana,  communis  autem  Sectio 
meridiani  et  eius  qui  secundum  verticem  uocatm^  gnomon,  communis  autem 
Sectio  eius  qui  secundum  verticem  et  orizontis  uocetur  equinoctialis,  quo- 
niam et  ipsius  equinoctialis  ad  ipsos  fit  communis  Sectio,  simul  translatis 
itaque  cum  sole  bÜs  cireuUs  circa  manentes  commune«  sectiones  ut  circa 
axes  duas  quidem  possibile  est  intelligere  lationes  orizontis  quidem  circa 
equinoctialem  diametrum  ut  ad  id  quod  super  terram  et  sub  terra  et  circa 
mi^ridionalem  ut  ad  orient^m  et  occasum,  meridiani  autem  circa  meridio- 
nalem  diametrum  ut  ad  ortus  et  occasus  et  circa  diametrum  gnomonis  ut 
ad  aquilonem  et  meridiem,  eius  autem  qui  secundum  verticem  circa  dia- 
metrum gnomonis  ut  ad  aquilonem  et  meridiem  et  circa  equinoctialem  ut 
aA  id  i|üod  super  ten-am  et  sub  terra,  sed  quoniam  non  est  possibile  eun- 
dem  simul  duabus  fern  lationibus,  conuenientiorem  ei  priorem  duainm 
dictarum  asaignandum  unicuique,  hoc  est  orizonti  quidem  eam  que  cii*ca 
equinoctialem  diametrum,  ut  iiirsum  determinet  positionem  ad  id  quod  sub 
terra  et  super  terram,  meridiano  autem  eam  qtie  circa  meridianum,  ut 
notet  distinctionem  que  ad  ortum  et  occasum^  ei  autem  qui  secundum  ver- 
ticem  eam   que   circa  gnomonem,   ut   insinuet  transitum   ad   aquilonem   et 


1)  Hier  durcbstricben:  misi  tibi. 


■21  Folgt  eine  Lücke,  am  Eande:  dvct- 


1 


J.  L.  Heiberg: 

m@rldiem,  facit  atittsm  omontis^  quidem  latio  circiiliiii] ,  quem  uocanmi 
ektinjoron,  id  est  mx  partium,  quia  altitudinem  u&que  ad  sextam  horaiu 
njani festat,  latio  autem  meridiaDi  circiilum,  quem  uouainus  horaiium,  quia 
longitudiui  que  secMudum  unamquBLiQque  horam  comprogrediturj  Jatia  autem 
eius  qnl  aecuiiduiii  Terticem  circulara,  quem  uocamus  katauaticum,  id  ©st 
descensiuuni^  quia  uotificat  desceusionem  ab  altissimo  ad  huuLillijtium.  mrsum 
unusquisque  diL^torußi  eiiTCiilonim  in  coexaltatione  cum  solari  radio  super 
»terram  facit  duas  döclinationes ,  quibus  datis  et  positio  radii  determioatur, 
quoiiiam  una  ad  tale  nou  sufficit,  barum  autem  alteram  quidem  a  rectis  ■ 
Qontentaju,  SüÜicei  a  delata  et  manente^  hoe  est  a  radio  et  a  diametro, 
circa  quam  fertur,  alteram  autem  ab  ipais  planis*)  similiter  a  moto  et  a 
mauentej  ita  ut  duomm  circulomm  utriusque  una  sola  dediuatiouujn  data  I 
determiuetur  et  positio  radii.  et  eorum  quidem  qui  ab^  ektimoro  eirculo 
fjuut  angiilomm  oonaistöutem  quidem  apud  radiuiu  et  apud  diam^trum 
equinoctialem  nou  uidemus  ab  antiqiiia  acceptum  in  locum  gnoiiionieuiu, 
eujn  autem,  qui  ab  ipsius  deeLiuatione  ad  orizoDtem  fit,  uocaut  ektimoroti.  m 
factornm  autem  a  üirctilo  borario  duorum  angulorura  eum  quidem,  qui 
apud  radium  et  apud  diametruiu  eiiuinoctialem  consistit,  uocant  horariuni, 
eum  autem  qui  ab  ipfiius  declinatioDe  ad  meridianum  in  planem  eius  qui 
8euundnm  verticem,  faetorum  autem  a  eirculo  desceusiuo  duomm  augulo- 
rum  hie  quidem  apud  radium  et  apud  gnomonem  consistit  iterum^),  hie 
autem  ab  ipsius  declinatione  ad  eum  (pi  seeundum  verticem;  utuntur 
autem  non  hiis,  sed  pro  angulo  quidem,  qui  a  gnomone  et  a  radio  conti- 
netur,  utuntur  deficiente  ad  umim  rectum  et  uocant  ipsum  descensiuum, 
pro  angulo  autem,  qui  ab  ipsius  declinatione  ad  eum  qui  seeundum  verti- 
cem continetur,  utuntur  eo,  qui  constituitur  a  declinatione  ipsius  ad  meri- 
dianum,  vocant  autem  et  hunc  antiskion,  id  est  contraumbralem.  sextuin 
autem  angulum  inserunt  pro  relicto  eum,  qui  fit  ab  equinoctiali  diametro 
et  a  communi  sectione  circuli  horarii  et  equinoctialis,  quem  uocant  in 
equinoctialis  piano,  et  quidem  equinoctiali  non  in  omni  climate  eandem 
seruante  positionem  aliter  i)assus  est  et  orizon  et  meridianus  et  qui  seeun- 
dum verticem. 

üt  autem  sub  uisu  nobis  magis  cadat  consequentia  angulorum  et  (juod 
supponitur,  sit  meridianus  quidem  circulus  qui  (ib(/(1^  recti  autem  super 
ipsum  et  orientales  semicirculi  orizontis  quidem  qui  (irh^  eius  autem  qui 
seeundum  verticem  qui  (/cd,  et  supposita  positiono  radii  alicuius  penes  j 
describantur  per  ipsum  trium  circulonim  orientales  semicirculi  circumdelati 
eum  radio  circa  proprias  diametros,  ipsius  quidem  orizontis  ach  facti  ektimori 

1)  Hier  similiter  getilgt.         2)  ex  ausgelöscht.         3)  Unsicher. 
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semieirculns  hg  ei  circa  diametrtira  <|ue  apud  e  et  per  oppOBitmn  sibi  dia- 
meti-aliter,  ipsiua  autem  meridiaiii  ugb  facti  borarii  semicirculus  aehb  circa 
diametrum  que  per  a  et  b,  ipsius  autem  tfed  qni  seciindum  verticem  facti 
descensiui  semicirculus  gzd  circa  diametrum  qtie  per  g  et  iL  et  accipiantur 
diflerentie  angulonim  in  periferiis  propriorum  circulorum  subtensis  unicuique 
propter  simpliciorem  ostensionem.  angulis  quidem  itaque,  quos  dicebamus 
constitni  a  radio  et  ab  axe,  perifene  subtendtmtur  qtie  2c  ektimori  perifena 
ot  que  ^a  horarii  et  que  Zff  descensiui,  angulis  autem^  qui  fiunt  a  decliuati- 
onibus  planortim  mauentls  circuli  et  transcidentis  ipsum  subtenduutur  que 
ah  meridiani  penferia  contiueDS  decliriationem  orizoßtis  et  ektimori  et  que 
ffk  eius  qui  secundum  verticem  periieria  continens  declinationem  meridiani 
et  horarü  et  que  el  orizontis  penferia  con- 
tinens declinationem  eius  qui  secundum  ver- 
ticem et  descensiui. 

Huius  itaque  consequentie  subicientis 
angulosque  et  periferias  eonuenientes  nature 
oireulomm  nnam  secundum  unumqucmque 
manentium  ei  motorum  antiqui  ipsam  quidem 
eg  ektimori  praeterraiserunt ,  ut  dixiraus, 
poöentes  pro  ipsa,  qu&m  uocant  in  equi- 
noctialis  piano,  ipsam  autem  as  seruant  et 
uocant  proprie  borariam,  pro  ipsa  autera  zl 
asßumpserunt^)  norainantes  ipsam  descensiuam  et  nirsum  ipsam  fluidem  ah 
seruant  et  uocant  ektimoron,  similiter  autem  et  i[)sam  tjk  uocantes  ipsam 
in  piano  eius  qui  secundum  veiiicem,  pro  ipsa  autem  el  assumunt  ipsam  ai 
uocantes  ipsam  antiskion  id  est  contraumbralem,  differentia  quidem  igitur 
rationabüitatis  penes  id^   quod  supponitur,   ad  eos  qui  ante  nos  manifesta. 

Qvoniam  autem  omnis  angulus  facit  aliquas  maguitndines  ex  utraque 
parte  declinationis  et  quanduque  quidem  equales,  ut  in  positione  rocta, 
quandoque  autem  inequales^  ut  in  reliquis,  necessarium  utique  erit  et  in 
angulis  expositis  aut  periferiis  condeterminari  principium  secundum  unam- 
i|uamque  speciem,  a  quo  acceptio  et  contrarietates  decHnationum  eanim 
que  ad  ortufi  uel  occasus  et  earom  que  ad  aquilonem  uel  meridiem. 
proposito  igitur  nobis  exintente  acceptiones  et  expositiones  et  appollationes 
periferiarum  faoere  secundum  ordineni  a  ratione  productum  consequens  erit 
et  suppositionibus  determinatio  propria  secundum  unamquamque  speciem. 
oominationes  enim  facimus  ab  ipsis  circuHs,  quorum  sunt  periferie,  et 
eas  quidem  que  in  motis  ektimoriales  et  borarias  et  descensiuas, 

[)  Hier   können  (tun  Scbluflfl  der  Xeile)  noch  zwei  ßucbaiaben  haben  «tehen 
ioUen;  vielleicht  ist  am  Rande  etwag  verwiücbi   Zu  lesen :  autem  :g  afisumpeerunt  zl. 


■■■^H  L.  Heiberg:  ^IVIttHV^m 

eas  autiflE  que  in  maiientibas  similiter  meridionales  et  secundum  vQrticem 
et  orixontes,  ei  in  magnittidtiiibus  semper  eligimus  acutum  angnlum  con- 
sistentium  ex  utraque  parte,  si  aon  sitit  recti^  et  priucipia  acceptionum 
facimus  aarum  quidem  que  in  circidis  naotis  ab  altero  polorum  circulatioiiis, 
ad  qaam  dccliuatio^  hoc  est  in  biis  quidem  qua  ipstus  ektämori^)  a  termino 

■  diametri    equinoctialis    ante    mediationem    quidem    cell    ab    orientali,    post 

■  mediationem  autem  ab  occidentali»  iu  biis  autem  qme  borarii  a  termino 
diametri  meridiaui^  quandü  quidem  positio  radli  fuerit  boreallor  circiüo  qui 
secundum  yerticem  ab  arctico,  quaodo  *^ autem  australiorj  a  meridiano,  quod 
et  ipsum  oportet  obseruare^  quoniam  non  eandem  babet  det^nninatioiiem; 
in  biis  uoro  que  deficensiui  solmm  a  teimino  gnomonia  qui  super  terram. 
earum  autem  que  in  circulis  mauentibus  ab  altero  termino  tanquam 
communi  sectioue  uniuscniusque  et  suppOBiti  plaiii^  ad  quem  faciens  angulnm 
declinattö^  boc  est  in  biis  quidem  que  meridlani  a*^}  termiuo  reete  meridiane 
radio  quidem  existente  borealiori  quam  circulus  qui  secundum  vertieem  ab 
arütiöo^  australiori  antem  a  mendiano^  et  boo  enim  mrsum  oportabit  deter- 
tuinare;  in  biis  que  eius  qui  aecundum  yerticem  a  termino  qui  super  terram 
gnomonlä  solum,  in  biis  autaiii  que  ori^ontia  a  termmo  diametri  equinoctialis 
ante  mediationem  quidem  celi  ab   orieatali,  pcjst  juediationem  autem  eeli 

B  ab  occidentali  vel  borealiori  quidem  existente  radio  qu^u  circulus  qui 
secuiidum  vertieem  ut  ad  aquüonem^  australiori  autem  ut  ad  meridiem; 
quod  et  ipsum  oportebat^)  obseruare,  et  quia  uniuersaliter  eas  que  ex 
utraque  parte  positiones  earum,  que  in  ortibus  uel  occasibus  determinantur, 
dico  autem  earum  que  borarii  et  earum  que  descensiui  et  earum  que  eins 
qui  secundum  verticem,  mediatio  celi  simpliciter  designat,  earum  autem 
que  versus  aquilonem  aut  meridiem,  dico  autem  earum  que  descensiui  rur- 
sum  et  earum  que  ektimori  et  earum  que  meridiani  et  earum  que  orizontis, 
positio  radii  ex  utraque  parte  circuli  qui  secundum  verticem,  et  bas  ipsas 
non  babentes  unum  et  eundem  terminum. 

Premissis  itaque  biis  exponemus  instrumentales  acceptiones  secundum 
unamquamque  speciem  subiacentium  nobis  angulorum  exempli  gratia,  ut 
promptam   babeamus   metbodum,    que   erit   in  .^)      prius   autem'') 

111)  (fast  ganz  unlesbar)  secundum    se    supenieniemus    super 

r<(^))(v)  xrjg  naQaksk£t,^fiivt}g  Totg  na-      anguli^)     praetennissi     ab    anticjuis, 

120  latotgy(ovlag^^)  (^rivy(ii)^{sig)KaXov^ev      quem    nos   uocamus  ektimorum,    ac- 

1)  Hier  scbeint  ein  i  ausradirt.  2)  ab  die  Hds.  3)  Aus  oportet  corrigirt. 
4)  Lücke  freigelassen,  am  Rande:  avciir}fi(iazt.  5)  Ein  ös  ist  im  Ambros.  S.  UU 
am  Anfang  der  Zeile  sichtbar. 

1)  ycüViä.  1)  Folgt  eine  Rasur  von  1  Buchstaben. 
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^fofi^  Sil  %al  tfiv  tt7ro<)f<|n^*)  Torvir^g 

SlXoyg  ixitvotg  l((p)(o\S£Vfiiv<^oigy, 

^Oxi  lUv  ovv  Ir  ratg  i4Sti^\(}(mg 
ai  int^fjtovfitPdi  yatvlai  akl  tt[  avTccl  \ 
{y)iiy)vovtcti  tttig  iv  tio  toi)  tcrjfn^ivav 

aal  6  eKtriiAa^og  nvKkog  toag^)  öi^ 
tdX^kmg  notai^mt  tat:  tf  xaO^'  l  maxtjv 

nuaiSiXit  xqovcüv  0vvi0xci(j^iva{g  Kai)  \ 
RDtg  «xoA&v^ov^  avrcctg 

^vlag  (KifjfAOQUt  7te\Qi- 
iiovöag  fii&g  ^Q^^g^ 

'^EvEKiv  6i  tobv  koi- 

fUC^ifiß^ivog   nvnlog   6 

aßyS^  I  iv  m  hqi^ovxog 

fiiv    diü}UT^og    fi   aß^ 

n^ig    o^^ag  \  dl  aixn 

uai  ntaä  xbv  yvm^ova 

il  yd,    iMJtJ    TiUv\xi^QV    ftiv    Tjjg  ^lta%rig 

Ctput^g   t6  £,   ivhg   ^l  \  twv  ßo^Ho- 

xt^mv^)    TOtJ    ^Cfipiß^^voi>    ^'fi%fi\€<lmv 

j]g  a\vt!CtQlmn'  {)iu%v%Xiov  Iv  tw  ttix^ 
iniTiidf  [  vo(ÜS^o)'*)  li  t^^^  am 
^X^ß»  Ä^iff  i^^g  tJ  t^  i5  ***??  'Sirrf 
ti  f  X  r^i^/i«^  Tou  7r«(>cirAAi5Aov  ***)  nomv  | 
tW^  y^j}?,  W  caToh}<p^ilarig^^)  ttig  %k 
nigtipiffillag  ^(^oo  x«#«to^  &nb  xov 
k  inl  rijif  (f)^  t]  Afi,  |  X4jfl  nivtff^  x^ 
fi^  Öiitöxtifjuxxi  öi  xm  p^k  Bi\ki^(p^(a  61}- 


ceptionem  mstramenialem ,  quoDiam 
et  demonstrationem  huius  necessarium 
utique  erit  coniungere  biis,  que  ab 
illis  aliter  tractata^)  sunt,  quod 
qtüdem  igitur  in  eqmnoctiis  anguli 
mqiiisiti  semper  Udem  fiant  hiis  qui 
in  j;ilano  eqiiinoctialis,  palam  ex  se; 
congruit  enim  ipsi  quod  per  totam 
circulationem  ei  circolus  ektimonis 
facienti  equales  inuicem  periferias 
que  secundum  unamquamque  equi- 
noctialem  hoi*am  ex  15  gradibus 
consistentes  et  angulos  ipsi  conse- 
quentes  continentes 
ektimoria,  id  est  sextas 
partes  uiiiiia  recti. 

Gratia  autem  i*eli- 
quoimm  iiiensilium 
esto  raeridianus  cir* 
culus  qui  ahgd ,  in 
quo  orizontis  quidera 
diametrus  qui  ah,  ad 
angtüos  autem  rectos 
ipsi  et  secundum  gnomonem  que  gd 
et  centrum  quideui  solaris  spere  t\ 
unius  autem  parallelorum  mensiiium 
magifi  borealium  quam  equinoctialiä 
diametrus  sit  que  $hi^  super  quam 
orieiitalis  semicirculus  in  eodem  piano 
LQtelligatur  qui  zht,  et  ducatur  ad 
recios  angulos  ipsi  zt  que  kh,  ita 
ut  zk  portio  parallelli  sit  super 
terram,  et  absumpta  periforia  kl 
ducatur  perpendicularis  ab  l  super  st 
que  Im,  et  centro  quidem  m,  distantia 


^mov  i^nly  (T)oiJ  fuGjjfißQivov  tb  §|,      autem  que  mt  accipiatur  sigoum  in 


4)  divxiDvt  5)  nf€t$g,  6)  Zu  tilgen? 
7)  komm.  B)  ßoftftwtf^mv,  9)  votiüd^ctt. 
10)  nctifftklov.         11)  ajtoXEiip^iai}^, 


1)  trasctata. 


L,  Heiberg! 


fei  Tc&i'  (ö)^!*)  ymvia  larj  iatlv  ttJ 
ya^  inici^a^liivov    zi  fil9^  7j;uixtFxhoi' 

mSov^  %al  avijx^ca  änb  tov  e  6q^ 
TT^Oi,*  I  Tu  avxo  iniTtedov  mm  r^g  lürj- 
lie^tpfjg  ötafjLi\tQOV  ji  £Tt,  Sri  filv 
oip  öQ^g  ofiffiy^  tud  tTjg  Xfi\{Tc)Qbg 
riv  fAi(irifißQtv(b)v  at  fv  %m  ^X  nttl 
eil  (^tv^iiuiy  I  <!^ti0tvy  iv  ivi  inmiÖGy 
(^i^^y  (7t)^(o)g  x6  TQv  (aßyÖ)  \  inC- 
Trrrfor,'*)  6rikov.     (^h^olmg)  M^  ort  %tä 

7]     tl'^)    x(o)t'v^    T0p5    i(5XiV    tOVt    fxTT/- 

7]  ^h  U  in  i^^iiug  t^  ^At«|xj}  ixTtvt,^) 
})  öi  imit^Tovftipt}  ytavtct^  7t£\^uxo}Uvti 
di  xmh  xiig  anTivog  xm  xf^g  hfi^\qivfig 
^m^lx^ov  i]  {mb  Xsn,  &Binxiov  (^i^^) 
o\xi)  Toi/  iaxlp  fi  ht6  |fo  ymvla  (xfj 
-feto)  (^Xsny.  I  inel  yu^  ta^j  iaxlv  ii 
fiip  eX  t^  <f>|,  <'^>  Si  <>i  xri  \  ^g>, 

KiHvii  dl  ^  i(A^   *<ii4> ,®) 

<^'^  VTtb  I  fiiXy  tfl  feÄ  fif|^)  iGri  icth. 
i^^  dl  ii  vTcb  (un  \  x«i  ij  imb  xmv 

Xomii  Sqa  7^  «rrl»  xßyv  Xen  Xoinf(  xfi 
{mb  /i£|,  I  xovxiaxiv  rjj  tVri  xtbp  ^io^ 
Rrij    iöt/i/*    Stt^^  I  l'(d)<f*   deila*),^*) 


Spuren,  * 
IUI   fu^ 


4  )  f  31» 


meridiano,  quod  sit  x,  et  coptücmtus 
quG  eh  cmn  et  cjr^)  et  mjTp  dacatxn 
autem  ipsi  cn  ad  rectos  angiüos  f^^^^t 
eo.     tlico,  quod  angulus  qui  sub  jt    ^(> 
est  equalifl  qaesito.    iBteUigatnr  ea^^^ 
somicirculus  zTf  conuersus  ad  proprii 
positionem,  hoc  est  rectara  ad  plan^ 
meridiani,    et  producatur  ab  e 
ad     idem    planum     pro     ei|uinoct  ^$u 
diametro  qu©  vp.    quod  quideui  igi^rinji 
et  ipsa  Im  existente  rect^  ad  menc^ia. 
ßum  que  en  et  m^  et  ep  recte  a^-^uj^ 
in  uno  piano  recto  ad  ahgä»  pai^n, 
siioiliter  autem   quod*)    et  que  <-|tti- 
dum  en  est  communis  Sectio  ciitJtili«J 
üktimori  et  mendiani,  que  autem  cl 
In  recta  ad  solarem  radium,  quesitnj 
autem  angnlos,    contentus   autem    a 
radio  et  a  diametro  eqmooctiali  qiji 
sub  lv}K    demonstrandum  igitiir,  quod 
angulus   qui    sub    xvo  est  equaUs    ei 
qui  sub  Ifp.     quoniam  enim  equalJs 
est*)    que    quidem   et    ipsi    tx,    qy^ 
autem  ml  ipsi  fnx,  commoms  autem 
que    em^    et    angulus  ergo   qui    snb 
mel    est   equalis    ei    qui    sab    mri, 
re^tus    autem    qai    sub   wf/?  et    qui 
sub  meo,   quoniam  et  qui  sub  ei«/; 
et  reliquuB  ergo  qui  sub  lep  reüquo 
ei  qui  sub  meXf  boc  est  el  qt|i  ^\^ 
xeo^  equalis  est ;  quod  quidem  opo^^jj^i^ 
demoustrare. 

Consequenter  autem  et  Coq^uh 
ipsomm  acceptiones  e^netQn«  un 

1)  So,  am  Rande:  ff,         ^   ^  . 
geiMihrieben.     »j  Folgt  ei  getilgt,    4^  ^ 
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TtdXiv   inl  xivog  %&v   ßo^sioti^citv  \  j) 

(toCvvif)  I  iiB(SfiiißQi{v)iyg  Kvnkog  6  aßyö^ 

ciß^   TtQiyg    ö^^g    6i    &vt^   Kai  \  xttta 

{tf^S)  I  i}Xtct%iig  GffKtiijag  tu  £^  7^  dl 
TOv    (MA/ft)<^cirtog^  |  TTE^i^^^t«  '^   yiy 

ad  CD  ^Iv  ly  Tfij  Tov 
(i€afifA\ß^ivov     int- 

t^   7C^6g   Sc\vciZoXiig 

xy  fim   mQi7tok7]<f£t 

(&uxa)Toy,  x«l  liva-j 
X^iÄrr/g  (i)f/s  f<d> 
KttOfTOV  Tiqhg  xi]v  fij,  ßtf«  (tÄ)  t(d)  | 

i^ütv^  nul  nq<y\iui<S^ai  tag  iv  rg  d^iCBi 
xttvty  y<ovlag  Xaße^vJ^)  \  ^^meav  ftiv 
dii  xiKl^fia»  £mb  fdv  xov  k  inl  rt/v  in  ^ 
kI,  icnh  üi  xov  X  Inl  ^v  r^y  ((a)  \ 

Tg  (il)x  iCai  \  xiiiS^tüCccv  ^  u  ^n  nai 
fl  ^p,  mtl  initevx^Q>aav^  j  ^  £X  x«l 

1(^1).  I  Ott  liiv  ovv  (^v)otnati(fct  iGxlv 
13  iicic(r)i$  Toö  I  «Mfrit  leofv^t'  ttmXov 


fitmt  seorsiun  super  equinoctialem  et 
rursuin  super  aliquem  boraliorem  aut 
austi*aliorem  ipso  pai'allelorum  men- 
siUiun.  Sit  igitur  meridianus  cii'tiulus 
qui  ahgd,  in  quo  orizoiitis  quidem 
diameter  qui  ah^  ad  recios  autem 
ipsi  et  secuüdum  gnomouem  que 
f/rf  et  centnim  quidem  solaris  spero 
€,  climatis  autem  periferia  que  gs* 
et  produeatur  piius  equinoctialis  dia- 
meter que  rt'//,  BUper  quam  semi- 
circulus  £th  iaceat 
quidem  in  piano 
meridiani,  iotalli- 
gatur  autem  iu  emi- 
speiio  ad  orientem, 
describaturque  sol 
ad  seDsuiij  iu  una 

circumuolutione 
horum  et  aliorum 
mensilium  pamlle- 
lorum/)  et  pro- 
ducta que  ei  per- 
pendiculari  ad  zh, 
ita  ut  quod  zi  tetartimoriou,  id  est 
quarta  pars,  sit  supra  terram.  absu- 
matur  que  tk  periferia  datamm  bora- 
rum^  et  intendatur  augulos  qui  iu  bac 
poBitione  accipere.  dueantur  itaque 
perpendiculares  a  k  quidem  super  ^h 
que  eh,  ab  l  autem  super  eh  que  min, 
super  eg  autejii  que  xlo,  et  ipsi  Ih 
equales  iaceant  que  xp  et  que  rm, 
et  copulenttir  que  eh  et  en  et  to 
et  adbuc  que  eps  et  CTc,  quod 
quidem  igitor  australior  est  radius 
circulo    qui    secundum    verticera   per 

1)  Hierzu  am  Rande:  ritag. 
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J.  L.  Heiberg: 


J*'    3Aij5   tilg  '^^^  y^^^^  I  7t£Qttpo^g 
ini   Tf    Toi;    iati^sQtpav    x«l    tcöv*)    | 

tb    I    tiiJf    kXIciv    t^s    üipalgag   iv    rij 

^atj^ßQlctv^  I  xal   d^r  TÄg  7t^oafftJ0£*5 


totam  circulationem  supra  terram  in 
equinoctiali  et  in  parallelis  borealio- 
ribus*)  ipso,  quia  inclinatio  spere*) 
in  habitata  secundum  nos  versa  esi 
ad  meridiem,  et  oportet  adnuitioikeaj 
coEsequentes  positioni  ipsius  deter- 
minare,  maEifestnii]. 


d 


cöntinet  autem  angulus  qui  sub  fkL  hoc  est  qui  sob  ick,  angnlum*) 
circuli  ekiimori,  qui  sit  idem,  ut  diximus,  bic  ei  qui  in  piano  eqniooctiali^ 
angulus  autem  qui  sub  acn  euni  qui  borarü,  qui  autem  sub  ffea  emn  qui 
deseensiui,   et   rursum   qui  (itiidem  sub  aez  eum  qui  meridiani,  qui  auteln 

sub  gec  eum  qui  orizontis. 

Exponatur    itaque    mrsam    qui 
ahgd  mendiauus   cum  diametris  ab 
et  ffd^   et  protrahantur  in   ipso  diu- 
uietri    parallelorum   mensillum    bore» 
aliorum  equiEoctiali  shtk,  super  quam 
similit<3r  describatur  semicircuJus  orien- 
talis   qui  ^Ik,   et  ad  rectos  aDgaJos 
ipsi  sk  ducätur  que  tl,  ita  ut  el  poiiio 
paralleli  sit  super  terram.    absompU 
autem  hn  periferia  datamm  horamm 
ducatur  ab  m  per|wndii*ularis  super  ti 
que    mn    ipso    n    facieute    uideHcet 
positionem  radii  boreaüorom  (juidem  turculo  qui  secuudum  verticem,  quan^o 
fuerit  super  hf^   australiornm  autem,  quando  fuerit  super  £h,     protralmtiir 
etiam   rursum   que   cnx,   et  recta   ad   ipsam   erigatui*  que  eo.     accipiaatur 
igitur  in  meridiano  signa  tria,  centro  quidem  w,  distantia  autem  mn  qQod 
p,   centro   autem   t,   distantia  uoro   im  quod   r,   eentro   etiam  h,  distintia 
autem  hm  quod        .^)    deinde  productis  rnc  et  snt/  —  ipse  enim  stmt  per 
n  accepte  perpendiculares   ad   eb  et   etf   —   absumantur   in   ipsiß  simUiter 
äquales  ipsi  mn  que  ynf  et  cnq^  et  copulentur  que  ep  et  er  et  es  et  mt 
et  adkuc   que   ef'^  et  que   eqat,      contiuet   itaque   et  hie   angulus  quidem 
qui  sub  peo  aogulum  circuli  ektimori^  qvi  autem  sub  her  eum  qui  hoi-arii, 
qvi  uoro  sub  gco  eum  qui  descensiui,  et  rursum  qui  quidem  sub  h(*s  euni 
qui  meridiani,   qvi   autem   sab   ff€i^f  eum  qui  eius  qui  secundum  TerÜüem, 

'(tt^oti^ftov  1)   Am   Rande:    aoBtralionba»  in 

greco.        2)  fpe. 

eine  kleine  Lücke,  am  Bande:  ^* 


^iz'jirm3as 


'ZZSZi^Z 


qyi   Tcto   sab  j-fo  fcz.    :ii    rrliit^i*.   ü^^^:    :ii   sc":    :»«  fi.;:fsv  fiLr. 
qni  in  plaifr>  »i'ziz.-xrr.«^-^. 

157  «fl'nM||Mijnlj  ^la^iftirc^  7^^«  ur^tirffc^ 
iA  Vf€  £  v«iif«4icT0-^  7«;:^  *  ixi^rz'yv  - 

1^    • , »(   Zivi  lizcjgrrr- 

fnoftf  srs2«r  ^Ft^^rytivo  ^Iz  za  zF; 
(ßu)Sg  ^if^'S  •üiattz  ■  7^:  :  iy-ivr^- 
iirjtgc  'ZKnrzzz  \  :f£Oi'.  öc- 

n^     »RBtfkm^T     sei    Äcjuic  votr  c^  - 
toA  J9§  itf^miriyv  7c,*  7'>r  •>ÜE<io'V 
^^ftOpir   W&r    .  .  .  o^tf I« 

^fU^   [  TB^CfOffCr'-    £.T<   74   &«?V   Cr-   7p 

gfwyrif^iOfiy'  oy  sei  <li£:  z^-w  äcüJc- 
v^oplwmw  lOfcxmv  sei  7'/*:  X4cv>f 
niwtfov  rmw  mveimv  cy*yvz<z  e\-^Ccz 
iv^l&KOfUr  tag   z&v    ^«^viiiv^K      t&ci- 

if  I  xn  xcff^^tfe;.  ^  d;  7'>ici-7r 
ll^fg'^  rae^Oi  »iv  ^  cir  zcx  «f^c 
tAt  y^ufUi/äfw  izt\  zo  ixfy.iiczcz-irv 
TOK  «goci^or «iroc^ .  yivoizo  6  av 
iiitoiftüKatifa  wtik  ii  axz*yZ-  7ov  clvc- 
l^fifuirog.  3Bsr  b^  c.-cc9cujua70'  ^  7^ 
Kfi^ii^  \  y^jfommMs/ &¥  vzttAiC^&v     .... 

'  rr^j    ^v 

TO   jßn^/^tam    <z/i/^hyz  ■   tLväyczct 


•irr  rrh-r-i«::*  ^cTTnir»:«  -t'  r«rr  ■;»m^'ir-f 
■  »^"^m-^  ''^•-^~*  -TTT— '  rr:»r:i :»?""•=*  rr'^^as 

■ii::ii  .ir.-nlii  zLi:: rl':»i5  -*!  riizriir'i?. 
:Äli?  Ä^'^zzL  ÄciiTrci::'  risi*::"   :-:i-f^r:i 

:i:'l-r-^::ii.  z-ri  %t:kz=.  -:::i2'»  ffccili:i5 


:,iji=.  rerieinir  Iris  nsn^Iis  scrrv^Ti 


2     .1   A.-:!*   i. 
-.ff« 
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J.  L.  Heiberg: 


8h  xq6tcov  hutxiga  z&v  iq>6d(ov  inl\v6 
TCQOxet^Q&cccxov  ijfilv  i7ik7]q>d"iqaexcct^  Ö£l-\ 
^0(uv  iv  fiiQBt  7^g)aXatG)dmg  nQ(ycd^av-\ 
reg  r^v  ötcc  töv  yQccfifi&v  iTtlane^tv 
l%ov(6)\(cev  o^v(og  .  T^la&cny  6  ccßyö 
168  (uarjfißQLvbg  Tte^l  \\  nivxQOv  xo  £,  iv  co 
didfUXQOi  TtQbg  dQ&ag  akXiq\kai.g  xrjg 
Kotvrjg  xofiijg  (^avxoHy  iuxl  xov  6^/fov-| 
xog  fi  aßj  ^xov  6h  yvdfiovog  fl  y6j 
hxon  XB  öo&hv  xb  iy\^aQ(uc  x(pv  nokov 
Tutl  TUQUxia^fo  {mb 
xrjg  a  f  ^  7t€Qtg>s- 
QB^Uegj  Mcl  ifi&fo 
a^tov  fikv  6  ^Bti^ 
larifUQLvijiy  \  (d)h 
(7tQo)(xaQOvy  öid- 
fUXQo(^g  ^  -O-fx,  Tud 
&7t£tlri)(p(^&(aiy  I  6o- 

&£i^6a  7t€QI4piQ€UC 

^^  ikj  Kai  Satb  xov  l 
ijl&aüSavy  I  xd&sxoi 
inl  fuv  T^v  ff  ^ 
(fiX),  iTtldexiiv^BK 
fi  Xvy^  I  bfioiog  dh 

Kai  äitb  x<yO  v  iitl  ^ev  ti^v  (ajS)  rj 
5v<(oX  I  i^l  6h  ^^v  BÖ  ri  TtvQ.  inBl^) 
(^xo£yvv(y}  didoxai  fi  a^  \  nBQupBQBuc^ 
xovxioxLv  ri  (^)x,  do^Btaa  iaxai  \  Kai 
ri  {mb  xGw  7t bv^  ytavla,  6^^  öh  (J\) 
TCQog  To5  TT'  I  diSoxai  a^a  Kai  ^6  xrjg  Bv 
VTtoxB^vovatig  Xoyogy  \  Ttgbg  iKaxiqav 
xcbv  tcbqI  x^v  OQ^riv^  xovxiaxiv  \  xag 
{B)7t  Kai  7t V  Kai  tag  ^uSag  avxatg 
xag    v^    Kai    B^y.  \  Kai   Ttakiv   ijral^ 

ÖidoXaC    71    A^f)>    7tBQt(piQB(^UC^    XBxaQ^   I 

xfifAOQCov*')  di  iaxiv  <(^  xf,  &axB  Kai 
xiivy    I    Xomiiv    xii^vy   kX    ÖBÖoa&ai^ 


K                /\ 
-^^- \ 


Exponatur  meridianus  qoi  a5^(| 
circa  centrom  t,  in  quo  diametri  ad 
rectos  angulos  inuicem,  commonis 
qoidem  sectioDis  ipsios  et  orizontis 
que  a&,  gnomonis  autem  qne  pd, 
sitque  data  elenatio  poli  et  contmea- 
tnr  a  peiiferia  ai, 
et  protrahatur  axis 
quidem  qoi  u\ 
equinoctialis  antem 
prios  diameter  que 
itk,  et  absnmator 
data  periferia  que 
zl,  et  ab  l  ducan- 
tur  perpendicolaies 
super  tu  quidem 
que  Im,  super  t\ 
autem  que  In,  simi- 
liter  autem  et  ab  n 
super  6  h  quidem 
que  xnOy  super  cd  autem  que  j>«r. 
quoniam  igitur  data  est  periferia  ai, 
hoc  est  que  dk,  datus^)  erit  et 
angulus  qui  sub  'pen,  rectus  autem 
qui  apud  j?;  data  est  ergo  et  ipsius  t% 
subtense  proportio  ad  utramque  eanun 
que  circa  rectum,  hoc  est  ad  ipsas 
ej?  et  j)n  et  ad  equales  ipsis  scilicet 
nx  et  ex,  rursum  quoniam  data  est 
que  Iz  periferia,  qyarte  autem  purtis 
est  que  Jzz,  quare  et  reliqna  que  W 
data  est,  subtenditur  autem  duple 
ipsius   Iz   periferie   dupla  ipsius  /« 


1)  £9ri.    2)  Corrigirt  aus  nvB.     3)  bui. 
4)  Hier  folgt  6^^  (also  getilgt). 


1)  data,  aber  in  datus  corrigirt. 


Ptolem&QB  de  Analemmate. 
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tv9elag^  t^v  dh  Smlfjv  xi^g  Ix  negi- 
ipe^iag  |  ^r^y  ^i^rX^^  t^^  Xv^  sv^iag^ 
6a9iq6€xai  tuA  6  liyog  \  imaiQag  x6bv 
1(1  xal  (^kvy  TtQog  xifv  xav  fUfS^rniy  \ 
ßgivov  dtdiuxQOV.  (ßMi)xE  xal  6  xfjg 
iVj  ^^  iaxiv  tariy  \xy  Ifi^  xal  6  xaw 
ToiJ  £7f  (y^  xsxQayatvov^)  nXsvifSwy,  \ 
a3ttiXfjq>^mCav  Sil  xfi  Xv  Xöat  ^  (t«) 
«(<f)*)  xal  (Ji  5t>5  xal  öii^dtnöav 
{ay  £0  Tucl  b(q)^  xal  b6v  luxl  exq>\, 
^  liiv  xoLwv  il  nBQupiQSuc  tdti  ovüa 
xy  I  xov  ixxrifjLOQlov  xal  hi  xy  iv  xm 
xav  I  i0iifUQi(yoyv  ijtinido)  aifx(i^v) 
öiöoxai, 
13  ^inel  dh  xal  xoü  €^o  iQ^yyoavlov 
xifiyüvov  I  öiöorcat  ri  (^s^  xal  i^  $o^, 
xal  ii  (jBoy  ircoxelvovaa^)  öo^aB(xai)  \ 
^xal  ^  vTib  0€^  ytovUe.  StCxi}  xal  ^ 
^0*)  %iqupiQ£i\{a)  TteQiixovöa  <t^v  xov 
&Qialov  xvyxXav.  6(io£(og  \  (^öh  inel 
xtd  xav  BTtQ  OQ^aydivlovy  öidoxai  ^ 
XB  £71  I  xal  ii  <7r^>^,  öa^aexai  xal 
^  x£  ^Bgy  imo^xBlvovöa  Tuciy  \  (Ji  intb 
SQ7C  ymvla  xal  Xotitii  ^  imby  (7t)£Q 
avxiq  x£  xal  \  ri  öq  lUQupiQBuc  tot] 
ovca  T^  xov  xaiaßaxi\xaü.  Ttakiv  ^ 
fUv  19  «^  7C£Qi(piqeia  Ttouyvaa  xiiv  \  xoü 
fUiSfifißQivov  avxo^Bv  öidoxai.  ItcbI  öh 
xal  I  xod  7t  (bo}  iq^oydivlov  diöoxat 
r^  XB  B7t  xmI  ii  7t  (a),  \  öo^iCBxai  tuA 
fl  XB  B6  {yjtoxBlvovaa  xal  71  iTtb  \  (ttcb 
ytwfya  airttj  xb  xal  i]  (S)v  7tBQtq>iQBuic 
tcri  oGl^aa  t^^  (xov)  xcexcc  xoQvq>riv. 
ifiolmg    ÖB    ItcbI^)    xal    xod  \   (OKO 

1)  Die  Spuren  führen  eher  auf  xvxlov. 
2)  «€?      3)  fx?      4)  vnoxLVovüa,     6)  ao? 
C)   Hier  scheint  Baum  für  mehr  Buch- 
staben zu  sein.       7)  a%?      8)  BTti, 
Abh.  Bur  Geich.  d«»r  Mathem.  VII. 


recte,  dnple  antem  ipsius  1k  periferie 
dupla  ipsius  In  recte,  data  erit  et 
propoiüo  utraque  ipsarom  Im  et  In 
ad  diametrom  meridiani  quare  et 
proportio  ipsius  en,  que  est  eqaalis 
ipsi  Im,  et  proportio  ipsarom  ep, 
nx  latemm  tetragoni.  smnantur  ita- 
que  ipsi  In  eqnales  que  ps  ei  que 
xc,  et  protrahantur  que  oe  et  er  et 
esy  et  ecf.  qve  quidem  igitur  gl 
periferia  existens  ^ualis  ei  que 
circuli  ektimori  et  adhuc  ei  que  in 
piano    equinoctialis    ex  se  data  est. 


quoniam  et  ipsius  exo  rectanguli 
trigoni  data  est  que  ex  et  que  xo,  et 
que  eo  subtendens  dabitur  et  angulus 
qui  sub  eox  et  reliquus  qui  sub  oex. 
quare  et  que  bo  periferia  continens 
eum  qui  circuli  horarii.  similiterautem 
quoniam  et  ipsius  epr  rectanguli  data 
est  que  ep  et  que  pr,  et  que  er 
subtendens  dabitur  et  angulus  qui 
sub  erp^^  et  reliquus  qui  sub  per, 
simul  cum  ipso  et  que  dr  periferia 
existens  equalis  ei  que  circuli  de- 
scensiui.  rursum  que  quidem  hl- 
periferia  faciens  eum  qui  meridiani 
ex  se  data  est.  quoniam  et  ipsius  cps 
rectanguli  que  ep  et  que  ps,  dabitur 
et  que  es  subtensa  et  angulus  qui 
sub  pse^)  ipseque  et  que  dy  periferia 
existens  equalis  ei  que  circuli  qui 
secundum  verticem.     similiter  autem 

1)  eprp.        2)  ffier  fehlt:  et  reli- 
quus pes. 


w 


J.  I*.  Heiberg; 


|(t),   dO'&^{a£Ta(  ««i  ^  fi  f(f)  tW~ 

ß^i\vhg   imk  T^v  nifhg  i^^ag  \  akl^- 
ii\^&ai   uvhg*) 

(1)9  n^  i  <^i> 

%vy.kiQv  y£y^a- 

xat  TTQoasTißsßkri- 

xal   Tijv  ?^0x   dtaftf|T^ov  xctra  t6  (d) 
<^xal  TO  TJX  Tj^iyxvKhov  xata  t6  |  <(A, 


P 


k' 


quotiiam  et  ijtsius  e^e  rectaogull  data 
est    que  ex  et  qme  üjc,   dabitur  et 

subtensa  qne  ee  ei  angulus^  qui  sub 
f?*?iar,  *)   hoc  est  qiii  sub  dce  ipseqtie 
ei  qoe  df  periferia  existens  eqoaliB    I 
ei  que  orizontis. 

Et  almnim  auiem  measiUmD  graiia 
expouatur  qui  ahgtl  meridiaims  cum 
diameirisi  ad  reetos  iniiicem  et  ctim 
axe  eBf  et  pro- 
ducatnr  iinius 
mrmim  austmü- 
oram  equinoc- 
tiali   mendlium 

paraUelomm 
diameter  que 
hlk^  super  quam 
ad  orieuiem  iti- 
tellectus  semi- 
circulus  descri- 
batnr  qui  hlk^ 
et  usque  ad 
ipsum  ediicütiir 
axis  €zl  in  duo 
aqua  uidelicet  secans  ipsam  htk  dia- 
metrum  penes  t  et  semicirculum  hk 
penes  l.  producatur  autem  et  que  m  n 
recta     super    ht    determinans    //n*} 


1)  ÖBf^  2)  Hier  Fig.  5,  die  Buch- 
staben CT  und  V  nicht  erkennbar,  X  und  ^ 
unsicher.  3)  fxx7]<^cr^'9'£ü?  4)  tivog 
übergeschrieben,  im  Text  fcug,  vielleicht 
Tfcüff  tivot;.  5  nctQccXXriXüi.  6)  Am 
oberen    Rand    steht   hier  ein   Scholion: 

^   iciv   y   nqo6t%^Xr\^Ti]    in    tv  t)  .  t  fwg 

T      TT   (ptQiaQ     T    y.     H^      ^*^tV I    TJX     8»» 

Tig  ogd^oy  yivstai  A    . .  XKup  tj  . .    .  T)%rj .... 

T   syyvr  .    .  .  .   |   i}(iLöta    ds    i]    r^d"   r?;^  rjx 
i]fiic 7]  ys  .  .  .  .  vr}g. 


1)  Zu  lesen:  ecx.  2)  Darauf  ge- 
tilgt: 8  (der  Uebersetzer  wollte  anfangs 
segmentum). 
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1}^^  (ßiogi)\^ov6a   xb   t^v   iniq  yijv  portionem    semiciiüoli    super  terram 

T(^fifjfuic  xov  r^iunvidlovy  \  iath  xov  ^mb  ab    ea    qne    sab    terra ,    et    a^M^epta 

/^,  %al  lriq>^l6Tig  xfjg  v|  niQi\g>€Q£lag  ipsa  nz  periferia  datamm  horamm 

(ßodyeiöaw  o}Q€»v  (Jf^fiti)  iath  xov  |  dncatnr  ab  x  perpendicalaris  snper 

xajOcTo^  {iyxl  T^  <^>^  n  S<>i  ^  Äw  qne  rro,  et  per  0  prodncanttir  per- 

6uL  xov  o  (öi)fix^a\6€tv  lui^tx^oyi  TtQog  pendicnlares  super  ae  qnidem  que  por, 

^v  xf^v  (a$)  71  noQ,  ngog  61  \  t^  snper  ge  antem  qne  soc.     qnoniam 

y€  fi  tfOT.     iiul  xolwv  diSoxai  r^  ..  igitnr  data  est;? /^)ineridiani  periferia, 

xov  I  fUöriußQivov  fUQupiQSuij  xf^v  di  residne  antem  in  semicircnlnm  snb- 

Isufovc^avy  \  sig  x6  f^fuxvuXiov  vjto-  tenditnr  dnpla  ipsins  et  reete,   data 

xilvu^)  (^  öi^)lri  xf^g  \  £^  ii(fii}Uig^  erit  proportio  ipsins  hik  et  profiortio 

Mofiivog  ^iCx€u  i  xatv  tj^x  xal  £^  ipsins    et   ad    diametmm    meridiani. 

lo^y^yog  it^g  xffv  didfuxgov  xov  luötug-  similiter   qnoniam  data  est  qne   az 

ßOivov.  ouomgy  [  ^izul  doy^töa .  periferia   elenationis,   datns   erit    et 

I xi ipsins  met  trigoni  reetangnli  angnlns 

wm  i  do-  qni  snb  met,     qvare  data  erit  pro- 

^fiixiu    %m    o   xf^g   e  O    loyog   %ifbg  portio  ipsins  et  ad  ntramqne  ipsamm 

buniqav  xmv^  \  Cft  xol  ftO  %tu  hi  ^m  et  in/ et  adhnc  proportio  ipsinsfl;*) 

i   xf^g    i]x    i^tauix^ov    ncpo^   hatfxiir  diametri   ad  nnamqnamqne  ipsamm. 

aix&v.    aJjbu  ii  xf^g  ul9  tv9tUig  dfxi^  sed  ipsins  mt  Thi^.  dnpla  snbtenditnr 

istoxziwti^)   xf^v   xf^g  Iv   Tugt^ptf^g  dnple  ipsins  In  periiSesie.     qvare  «t 

duilffV.    ttdr<    xai  t^  xi  Iv  lUffitplfita  qne  In  periferia  data  erit  et  residna 

(JMHfitxai    7UU    1}    loKxii/  |  ^ti^   x6  in  qnartam  partem  qne  nxh,  data  est 

xtxa^r^tuiifiov  ^  v/|  ^i}.  6i6o/x€a)  ii  antem  et  qne  nx.    data  ergo  erit  et 

»u  ^^     v/^'  yo9rfisxui  uga  r,  xy§  qne  Ix  et  qne  xh.    snbtenditnr  antem 

<'i^5  zfff  Tf  i'^rf,    vxouivu     di  r^/  dnple    qnidem    ipsins  nx^)  \tmimf: 

fiv  diMf^v  xf,g     rj^^i  xiguft^la^  dnpU  ipsins  xo  recte,   dnple  znUtm 

^    6KULf^    xf^g   t;^!    ii^iag*    xtjfw   6i  ipsins  xa^j  periferie  dnpla  ip%ia«t  A/^j 

6t3dLf;w  xf^g  ^%'i^/     -xi^ufi^ULg  f,  dtxlf,  recte.     qTare   data  erit  ipsamm   xo 

xf^g  o^  iv4niag.   moxi  6i  6ouivog  Jtütai  et    ot    prop^ntio    ad   diam^i^tmm  Air, 

xei  o  7flrr  ^o  %m  o^^b/  iär/og  xgög  propter  ho«  antem   et   ad   «tarn   qne 
XTf'v  i|»  dtf£«rrf4rr.  Siä  x&vx^o  6k  sog 
%fog  Ti;v  «TT/  I 


%    rTnmwu.  1     Zu   kaea  kzk    Ossncacdlutu,. 

2  Lü;f  AI;  vieifliGrieektidanL      Z  Li^ 

=aad. .  y  Lies  ^f,  wit  i»  Orätr.crLwÄ*». 
L^M  die  Bqefciitaf^m  iüer  T«rk*bft  fo^ 
üt  dvdb  «ca  :  aa  Bao^   sa  f  4   i^_ 


njeridianu  qtirniiam  autpm  et  ipsins  fm  data  pat  proportla,  data  erit  yt 
pröportio  ipsiuB  mo,  ei  est,  ui  que  am  ad  mo,  iia  que  ^'h  ad  4^11  j)  et  i|ue 
r/  ud  rt;*;  equiangula  eiiim  sunt  trigona  fwi^  et  opm.  data  ergo  erit  et 
ipsäaruni  mp  et  öj?  proportio  ad  diami?tnim  meridiani,  propter  hoc  auteni 
et  proportio  ipsius  es  öt  proportio  i\mus  rmp  totius,  hoc  est  ipsius  oa, 
hiis  igitnr  damonstratts  sumatur  t^ntro  0  et  diatantia  ox  sigtium  in  meti- 
diano  seilicet  f//j  et  absuinantiir  nirsiiju  ipai  ax  equales  que  pq  et  que 
«/'/)  et  liopulentur  que  et/  et  er  et  et  et  *c«i  et  adliuc  que  eo  et  eftf^ 
nt  *^r/ftj.  qtioniam  igitur  in  praeeedentibus  angulus  qui  sab  eo^  demonstra- 
iu»  ent  esit^  rectus,  data  est  autem  et  que  et/  subtensa  exiatens  ex  cetitro 
imtritUani  et  quo  ojf  existens  equalis  ipsi  ox^  data  erit  et  angulus  qui  sub 
fffü  continenjä  ernn  qui  circuli  ektimort.  slimUter  autem  quoniam  et  rect- 
angtili  ^c-mo  data  est  que  a;o  et  que  om^  data  eiit  et  que  mx  subtensa  et 
anguhiM  qiii  sub  mxo  facieriä  euni  qui  in  piano  equinoetialis.  nirsuDi 
i|Uoniftni  ipsius  fpr  rectaugtili  date  sunt  que  ep  et  p>\  data  erit  et  que 
fr  «ubtenia  et  angulus  qui  sirb  per  et  que  ßr^  periferia.  rursuin  quoniam 
ipiiiiiti  est.  rvjctangnli  date  sunt  que  «^5  et  que  re  subtensa,  data  erit  et 
angulus  qui  sub  crs  ei  que  c^^)  periferia  descensiui,  eonBequenter  auteni 
quoiiiam  et  ipsius  eap  reetanguli  date  sunt  que  op  et  qua  ep^  data  erit 
et  ifue  eo  subtensa  et  angulus  qui  sub  oep  faciens  mendiani  periferiam* 
nirsum  quoniam  ipsius  sfe  rectanguli  date  sunt  que  es  et  que  sf^  data 
erit  et  que  vf  subtensa  et  adhuc  angulus  qui  sub  sef  et  que  gip  periferia 
eins  qui  secundum  verticem.  restat  autem,  quoniam  et  ipsius  ej^q  rectanguli 
date  sunt  que  C2)  et  que  j>^,  data  erit  et  que  cq  subtensa  et*'*)  adhuc 
angulus  (jui  sub  cjyq,^)  hoc  est  qui  sub  qcg  et^)  que  gco  periferia  orizontis. 
Qve  quidem  igitur  per  lineas  acceptiones  angulorum  et  subtensarum 
ipsis  periferiarum  sie  utique  nobis  ad  manum  fient.  in  hiis  autem  que 
negociantur  ex  ipso^)  maxime  utique  facile  acquisibilis  fiet  expositionum 

unaqueque  hoc  modo,  predemonstratur  quidem  igitur,  quoniam  eorum  que 
inscribuntur  in  *^)  haec  quidem  in  omni  climate  seruantur  eadem,  alia  autem 
variantur;  in  hiis  quidem  igitur,  que  seruantur, 
129  aQKEa&t}(j6^E^a  tw  re  ^cri^ßQiv^  contenti  erimus  meridiano  circulo  et 
xvjcAw  I  Kai  TTj  Tov  latj^QLvov  dia-  diametro  equinoetialis  et  alteris  solis 
fiixQO)  oial  zciiq  £\xeQaig  ^{o)vciiq  t&v  mensilium  parallelorum  cum  circum- 
fiJlvLalcüv  TiciQaXXrikcov  \  6vv  zoig  tisql-  scriptis  ipsorum  semicirculis  ipsain 
yQacpOfievoig  amaig   i]fiiKVKXl\oLg ^   t^v      tamen  tropieorum   et  eam   que  men- 

1)   Lies  y.        2)  Vor  sf  getilgt  f  (f).         3)  Wohl  zu   lesen  ar  (Command). 
4)   Am  Rande:  gs  in  greco,  also  gc.  5)   Darauf  getilgt  ah.  6)   Lies  eqp 

(Command.).        7)  Darauf  getilgt:  perifer.        8)  Lücke,  am  Rande:  avalruifia {Tog\ 
9)  Lücke,  am  Rande:  avcclrui^  .   . 
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^ivTOi    T(i>v   tQO'jn^^&v    Kai   tiiv  roiJ  | 

tdG6oif\(ti)g  &g  ^ghg  xhv  avrbv  jfo- 
Xor,  tiiv  6V)  fifT«  TOI'  I  TQOniTiov  mg 
T^ghg  tbv  auTtKil^vov  noXov^  |  tva  fii^ 
nh}6hv  {o)v6{€t)  rfjg  roiJ  r^o^txoi) 
cvv\x(v)vr}^)  rag  iTtP)  u  avtmv  nttl 
x&v  n€gtygttq>ofiiimv  Cii?T[oi)g  7)fii- 
KVHllmp  Gi}fiifxa6Btg*y  ^*i  |  xcfl  TVft- 
navoHÖH  iQiieofitd^a  t«  d^loftivta^)  \ 
<Tr|i/^  xtttctyQci^rii*^)  iTttniSia  n^og  xb 
ini^Qt\fpofii%*ov  toi?  xvfAixdvov  ^t^a<(g)> 
(ßtJQfiftivag   tS>v^  \  (^firivtaimv  öutfti- 

<(x(dg}  (rwf)  ncrta  ötafAixQov  Of(y(f)- 
^ff^v^  t  itpagfio^Eiv  dvvaü^m.     inl  6i 

taa(So^£v(i)p  fiovcctg  Tmliv^^)  |  clpxtaO'ij- 
66fu9a  dval  Sta^iiTQotg  tij  tf  xma  \ 
tiiv  (nmviiv)  TO|ttjv  toi}  fiiö^i^ß^tvoi^ 
nal  TOiJ  I  ^bffl^o^rcog  xßJ  t0  xctö  toi/ 
yvmiwvttj  ;t^r|tfO|ia(0)a  «Ji  (xcfl)  7ri«r' 

ß&g  Ofdvytovitp  (lii  ilattovg  lyoimt 
xitg  I  nt^l  xi}v  i^&^iv  yoyvlccv  xfjg  i% 
roiT  x/vT(>ov  I  (t)oO  ^iCf](ißgtvQv  h^t- 
mv  tiy&  xd  xe  {u)kla  Ofi\^£ta  %al  ritg 
Ka^hovg  ^t*  avxov  ^aditag  Xa^\ßäv($v 
TJ)ff  luiv  higag  tcoi'  m^l  ttJv  5p^^v  | 
jrA(f)i;^d&v  ***)    itpa^^oia^tivrig    rjj    €^- 

itiQag    Tt^ooayo ^vfi(^gy  \\  tw    Qt]^im^ 

Ttoirißol^^tt  xitg   IfiifHg  x&v  inl  ?otJ 


silis  |JOSt  equmoclitileni  ctrdmantes 
ut  ad  eundeiii  poluni,  eara  aiitem 
que  eiiis  qui  post  tropieiim  *)  nt  ad 
oppositum  poliim,  oe  eidstens  tri>pi- 
cum  prope^)  confundat  eas"*)  que*"*) 
in^)  ipsis'*)  notas  semicircnloruni 
ipsis  circumscriptomio ;  projiter  ijund 
et  iitemur  tyiiipanoydali  piano  sus- 
cepturo  descriptionem  ad  hoc  quod 
verso  tjmpano  dicte  mensiliuin  dia* 
metrx  cum  semicirt^ulia  possint  ad- 
aptari  et  positionibus  eorom  que 
ex  opposito  uel  secuudum  diametruui. 
in  kiis  autem,  que  secunduiii  unum- 
qiiodque  rliiiia  ordinantur,  nirsuin 
contenti  erimag  solis  duabus  diartie- 
tris,  ea  iiidelicet  que  seeundum  cotn- 
munem  sectionem  meridiaDi  et  ori* 
zontis  et  ea  que  secunduiii  gnomo- 
neta,  uteinnr  autem  et  quodam  lato 
subtili  ualde  et  exaiuiuate  rectaugulo 
non  habenta  eas  que  cii'ca  rectuin 
latus  minores  quam  ea  qtie  ex  centro 
meridiani  gratia  sumendi  alia  signa 
et  peq)endi€ulares  per  ipsujn  Je  fa- 
cili^)  altera  quidem  earum  que  dixn 
rectum  latus  adaptata  recte  ad  quam 
perpendicuiaris,  altera  autem  adducia 
ad  Bignum  per  quod  p6r|»endicubms. 
et  totaliter  autem  faciemus  accoptio- 
nes  earum  que  in  meridiano  perife- 
riarum  per  öolujn  cancram  et  per 
iatum  Ulud  reotangulum  nusquaoi 
conaciibentes^)   alteram   rectam   pre- 


IS  Lief»  dl  tof>  find,  t)  avv-\ 

XMH'*^)^'  5)    tnn.         i)   aiifiiaxftg. 

^)  St^ctfievm?  d)  Ttcttetygtt^fv?  7)  tä>. 
8)  (nfftt)^tp,  9)  nalL  10)  nltvpav. 
11)  trig  »v^ci«tf. 


1)  tropicpö.  2)  Vor  tropicum  getilgt 
poet,  am  Rande:  cum  tropicu.  3)  Diese 
Tier  Worte  am  Bande.  4)  Corrigirt 
aue  facile.         5)  Am  Bande;  nifn^yga- 


■  diar -^      ■  \ ^  i  T  > -i.  £et.:ta  in 

dno    rrjaa   ab   ti;;   que  ä/A' 

e:    dinid^inr    in    90    por- 

^-^  ::onrS    e-^uales    diiigentor. 

^^^ — ^ . — '"'"^  niciiil    aiit«eiii    pn.hiWi     et 

6 

siij«rrr     auas     partes     dia- 

«C^öir   lUTc  <^^  looviiYi^r /.    ix^x.'^i-  metri  idcm  lA'-erv  graiia  oMiuersioiiis 

^&m      '^XL^       cv'T^c      T- cpcdficy^feK'  lympanL     similiter    antrin    et   centro 

iriixir^    To    rru-Tero<x/5fc       i:si:^doy  ;?    distartia    ai;:<eii:    «ra    ^ue    a    (;    ad 

scffc    dtfijtfT^r    'rf^r»    ia  ß    %tu    %iv-  s<^,:ionem    in   dii>   prv>xime   ipsius   at 

Tfor'i  j  TO  j.  X4U  T^^  CT/  T^TOv  lU-  v ir/alum    drs^nbimus     ut     euiu     qui 

f9r;   IjTwSim   xpoi;    t»     a   iij^-^'rroc  f>er  quana^    ,'  m  f.  -.    quamni    unain 

Afi  S0S»  s«  4  ^vtfM  ^  f  I  ««i  <J«^-  diuident^^s    siniilii-er    in    '.*«»  |H^rtiones 


%i  ft«#cfi. 


1  Lücie ,  in.  Kande :  rxox^i^Kr. 
i  I>ariu:  ^til^rt:  cirvv.li  eqaalis  meri- 
diano    qu^na    ;ar^.  3     Lücke,    am 

Rande:  crcLira«^/.  .  Auf  Fig^.  7  -^teht 
im  umervn  Knfis  links:  in  ^eco  hie 
eiÄt  i<te  sendvirxMilas  qui  non  ex  alia 
parte  ^nml  der  Halbkreis  *af  rs). 


Ptolemiliis  de  Analemiisäte. 
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<[<5  OB  xf}(;  öyi  I  ötc^UrQOV   %caa    li^v 
ri>ö    larj^u^iiwv    itoov/  }ui/fji;,     im  na 

lyyi($xtt  n^oq  t(Ö  y  ktitp^itnog  üg  Kaxa 

6i^)  rm  yd  yByqug>^m  \  rov  tcov*)  to5 

dip>to^ov(tEp(ovy^ )  imh  \ttig  tty  th)  \ 

tfjs  dutfAir^tw  th  avTO  noiHv  ivsmv 
xfig  I  10 V  xv^mtvov  intaTQO^prig,  i^oi^g 
äi  %al  )cii/[r()o>^)  tco  y  dttxaxi^ficnt  öe 
x^  cmb  xov  y  Inl  \  xi^v  Öi%oxo{iiav 
^yiaxct  xTig  u^  %v%l(iv  \  y^ü^^o^u 
0g  tiyv  öia  t^v  ^1  fi^  v  |  TfTer^tij<[^jtAö)-[ 
^Anj^S  wv  to  %P  duXopTtg  &^oi(og  eig 
17  TÄ<$>'^)  II  <q>  fiQ({Qag  nal)  (h)ßixk- 
kovxtg  Iv  «ik^**)  xug  %u9^  t\%a(5t{o) 
(^v  %}U^  dtaCxaC€t(g)  Twv  toO  llaQ- 
fuetüg  I  <f^oi(K5v  nya^^xayyQdtjjo^if  xug 
tisag  nttl  inl  xdtv  \  lotnöbv  x^uoi^ 
xix&ifXfjikOfflmv  a4^%6^voi  (Jiiv  y^)  &no 
xmv  A  ^  V  I  xo\imv<^  ixßdlkovxtg  de  üg 
iixll  xa  diiUt  t(!>v  n^hg  apaxoXag  {^11- 
nv%XC(ov  i7to\nitfiiv(>tv  ctkl  yey^^tp&ai 
n(fbg  fifiäg.  Jti^U\j(it^^)  6i  xi>  i^a^fax 
ta^  7t6Kov^  Snov  (^iv  ri  ia)yl(jxii  \ 
ijfii^a  Kai  vv^  a>^ö>r  iaxtv  ty^  ftolgag 
lyyiGxa  lg  y  \  tß^  Snov  ii  ty  L.  &qö}v^ 


t)  Kaeb  r  Baum  für  drei  Buchstaben. 
S)  Eher  t  B)  Fehlt  4)  toj  «fo», 
5)  Hvnlea,  6)  tttaffri^fkogim,  7)  Eher 
dixotr>fioviiivri^jfy,  8)  Eber  . . .  mt«. 
y)  xfr^^iu,  lü)  Wie  e»  schemt^  llauiu 
1^  mehr  Buchs tabeu,  iX)  avxov.  12)  fif . 
13)  Üna  dritte  e  scheint  corrigirt. 


et  exeipi^ütes  in  ipsa  eas  que  se- 
cundum  unura([Uf:>dquB  ülima  distan- 
tias  partium  eleuationis  assrnb*iimis 
eqiiales  et  in  reliqiiis  tribus  «puirtis  in* 
eipientes  f|nidem  a  sectionibns  l  m  n  x, 
cducenics  antem  ut  ad  dextram  eorum 
qui  ad  orientem  semicirculorum,  qui  ^) 
supponimtur  semper  deseripti  esse 
ad  nos.  continct  autem  eleuatio  poli, 
ubi  quideiji  uiaxima  dies  et  nox  est 
horaniui  IH,  j)artes  prnxime  16  t^r- 
tiam  et  duodeeiiuam,  obi  antem  est 
boranim  13  et  s^),  partes  23  dimi- 
diam  et  tertiain,  iibi  autem  hora- 
rum  14,  i>artes  86,  ubi  nero  est  bo- 
ranim 14  et  dimidie,  partes  43  et 
quartam,  at  ubi  est  horamm  15, 
partes^)  ,   ubi  autem  est  bora- 

nim 15  et  dituidie,  partes  45,  ubi 
uero  est  horanim  16,  partes  48  et 
dimidiam  et  dt'cimam.  t^opulabiiuus 
autem  et  diametros  dictorum  mensi- 
lium  accipientes  proprias  ipsomm  di- 
statitias  ab  equinoctiali  in  ipsa  meri- 
diani  periferia  uuiustuiusquedimsiouts 
equalis  ipsorum  quarte.  diötat  enim 
et  qtie  quidem  tropici  et  secunduiii 
op  ab  equinoctiali  partes  proxime 
23  dimidiam  et  tertiam^  que  autem 
continui  tropico  mensilis  et  secun- 
dum  rs  partes  20  et  dimidiam^  qve 
autem  continui  et  secundimi  ctf  par- 
tes 13   et  tertiam.     circumscribimus 


1)  Hier  getilgt:  sub. 
H)  Lücke  ofTen  gelaasen. 


2)  D.  i.   V,. 


(%y{i(^l)  y,  dnov  dk  id  U  mg^v^  ^  Ä<C$)>f 
onov  di  it  &|^c&i^«  ji  ß  f  6'  t\  &7WV  ßi 

tmv^}  \  ^t^r^^hmv  fjitipiak&i*  dwiiixQoiig 
laßoifxig  \  ovtBv  xu^  oixikig  dmtam- 
eng  €<7th  xf^g  liSfifS%\giu^g  iiitl  tfig  tov 

^&v%^y^)  u%^0tfiiMiQiov  6mi^i&e\mg, 
äsüiH  yaQ  %al  (ij)  fitiv  rot?  Tgomnov 

'^  Syyiüw  Ä^  <[1  f'y^  I  ^  61  xov  GV¥- 
i%o^g  zm  TQmtmf  <^fjkf}vi&iov  juvrcr)  | 

.  ,  .  .  , ,  ,  (  JfßT«  Tiif  tf  V  ^  I  (y) 

fisörjixßQLVOV  Twv**)  7r£()i  Tiji/  I  Toü  tör;- 

Tf^ov  ^tfAovTf^  £i(?  l'cag  ÜQialovg  dia- 
axa^aeig  iß  67]^£i(o60(juv  ^yaTctro^ccg, 
<6>|u<o/>(w)?  {ö)e  <(oial}  I  <T«g  fTtt 
rij?  ^)'f  y^Lvcfiivag  vn(^6  rcbv  in 
118  «uTTjv)  II  xa'^fTOJV  «(jp'  STiccaTrjg  z&v 
o)Qiat<^(OV  xaTOfrofA)|wis  imiöijTtSQ  ravza 
(ti^QstrciL}  oiatcc  <:ra(y«g>  |  ra^  iyKki- 
aeig,  %aXK<^ov  xoivvv  ovxog  r)  t/;>;>  | 
a)<f/^(v)ov  TOV  rvfATTavoi;  ov<^ÖE^i(bv 
hl  öetiCHy  I  a<7ro>x«?fKb>«"^»'  ^oi^-> 

wov   fiiv  <i)7ra()xo»'^«»'> .... 

TAI'   Kax<a   nU^io) 


itaque  et  semicinMiloiii   qui  in  una- 

quaque  harmn  et  hos  quideni  cam 
propriis  diametris  sinemus  secußduiij 
se,  meridiani  autem  eorum  qiii  circa 
equinoctialetn  ^)  diametmm  semicir- 
CTÜorum  utrumqn©  diuidentes  in  eqiift- 
leä  horariaa  distäntias  12  signablmus 
sectioEes.  simiJiter  autem  et  eas, 
qtie  supfer  dge  finnt  a  perpeDdicxi' 
laribus  ad  ipsam  ab  nnaquaqae  diui- 
äioniua  horariaram  ^),  qiicniam  quidetn 
hec  seruantnr  secuodtuu  oitm^  deoii* 
nationes,  tjiBpano  quidem  igitur 
dsisteEte    ereo    uel'^)  nolla    iani 

opus  erit  deletione  caractenim*)  hiis 
qaidem  eiistentibns  in  superiinitio- 
nibus  eorum,  que  secundiim  cUnia 
ordinanttir,  nt  daabus  diametris  üt 
horariis  dinisionibus,  ligneo  autem 
existente  superliniendum  ^) 
nigri^  ijiiT<lf^TTi  ('<)l(>rf*  alias  omneSj 
nibeo  autem  nieridianum  et  diame- 
tnim  equinoctialis  cum  signis,  et 
super  totum  tympanum  cera  eonsi- 
militer  speris,  ut  non  simul  cum 
variandis  superliniautur,  que  debent 
remanere. 


l)  Corrigirt.  '2)    cV  3)  Viel-  1)  Darauf  getilgt:  circuluui.     ti)  lio- 

ieif'bt    »«C\* '^•  ^)    ^^  ^)    ^^^  rarjüriaruni.  '^)   Lücke,    am   Rande: 

#r^it^  beiden  Buchstaben  vielleicht  A«,  t/>r;(ptv.         4)   Hierzu   am    liande:    ano- 

^4^%^ •!  ^*kJ unsicher.     G)  D.  i. -/,.     7)*«-  xaqd^i .       h)  Lücke,  am  Rande:  t  ano- 

^         $)  Scheint  gefehlt  zu  haben.  xccQcc^Hg, 


Ptolemlius  de  Analem  tu  aie.  ^^^^B  35 

.  .*)  (rag  cc7fOiv(^y\li(tg)  ^ä- 
VL  K,(uvy <(i^v^|O^M  6i 

{Jiiifty  (  <^v)oi>  dtuiurQ(ovy  ♦  * 

") 

Hiis  autem  suppositis  facile  in  prompte  iiobis  erit  acceptianiim  iina- 
rjtieque,  si  prius  quidem  ordine  assequentes  radici  snpposite  eleiiationis 
djametros  copulauerimus  orizontisque  et  gnomonis,  deinde  tropici  semicir- 
imli  seciionem  distingti entern  quod  supra  terram  ab  eo  qnod  sub  terra  et 
utrammqwe  hamm  portionuin  in  sex  equalia  diaisiones  acceperiintis  et  in 
propria  ipsius  diametro  factas  a  diiiisionibus  super  ipsain  peq^endiculares. 
hiis  enim  solis  contenti  procedemus  sectmdum  modam  ostendendmn.  piiiiias 
quidem   igitiir  rursuDi  eas   que  ektimori  eirciili  secnnduiii  qtiamlibet  bomm 

^perife^ias,  bas  quidem  ex  portione  super  teixam  consistentes  prof>rii  sigTii 
ea  qne  mensilis  positione,  has  autem  ex  ea  que  sub  terra  eius  quod  ex 
opposito  sibi.  deinde  eas  que  horarii  oranium  horarum,  postea  eas  que 
descensiui  et  rursum  conueni enter  eas  que  meridiani  seorsum,  deinde  eas 
|lie  eins  qui  secundum  verticem,  post  quas  eas  que  orizontis,  et  ultima», 
si  uoluerimus,  eaa  que  in  piano  equiaoctiali,  post  hoc  autem  acceptas 
quidem  designationes  litiienius.  *)  similia  auteui  faciemus  in  reliquis  duo- 
bus  mensilibus  utroque  in  parte  et  similiter  in  equinoctiali.  deinde  et 
priores  diametros  simul  ablinientes  copulabinius  eas  que  eonsequentis  cli- 
maus  et  eodein  ordine  utentes  pertransibimus  omnes  suppositas  differentias, 
ceterum  autem  gratia  raodi  aci-eptionis  periferianno.  subiensamni  angulis 
exponatur    meridianus    {{ui    in*)  et  sit    ahffd  circa    centram   e^    et 

eopnlentur  per  regulam  examinate  rectam  que  quidem  ah  diameter  sei'im* 
dum  conununem  sectionem  ipsiuß  et  orizontis,  qve  autem  (;d  secundum 
guoraonem.  subiaceatquo  prius  que  refe  diameter  equinoctialis,  et  sit  que 
quidem  in  duo  equa  sectio  semicirculi  zth  penes  t^  qYo  autem  super  ten*am 
quarta  et^  borariarum  autem  que  in  ipso  sectronum  una  quidem  que  penes  k^ 
et*)  quod   a   perpendiculari   per  ipsum*)   ad  zc  tit   in  ipsa  Signum,   sit  l^ 


V)  Hier  scheint  ein  Stück  im  Griecbi' 
ficben  gefehlt  zu  haben,  2)  zov,  3)  Der 
Eeat  der  Seite  unlesbar;  hier  staud 
Fig.  7,  deren  Buchttaben  aber  nicht  su 
erkennen  nind. 


1)   abltmemua,  um  llande:   ((naUdif^oft.         2)  LflcVe,  am  Rande:  ory&lijii^r, 
Getilgt:  Signum,        4)  Ueber  ipsum:  öcilicet  k. 
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J.  L,  Heiberg; 


liec  enim*)  a   principio   at^copta,     eam   qtiidem  igitm-   que  ektiniori 

periferiam  ex  so  ostendit  rjue  th^  super  quam  statiiantes  eancrum  ©t  pOBt- 
poßentes  super  ditiisam  quartam  eiponemus  gradüs  contentos  a  dista,ntia. 
üontinet  autem  semper  tot,  qurH  miiltitudo  subpositamm  ab  artu  horanim, 
iempora  equißoctialiaj  eacleni  existens  ei  qne  in  piano  equlnoetäalis,  eani 
autem  qne  horarü  acitipiemus  addncejitjes  lati  ilUus  rectangnll  alterum  late- 
rum  ad  signnin  l^  ita  nt  reliquura  adaptetur  dianietro  orizontis  nfc,  et 
secetur*)  meridianus  ab  eo  qnod^)  apiid  l  latere  penes  wi;  ijve  mhn  am 
periferia  faciet  dictara.  similiter  autem,  si  untim  latemm  addu^erunus  ad  l^ 
ita  ut  alterum  adaptetur  diametro  gnomonis  gd^  et  secetur  meridiauus  ab 
m  quod  apnd  l  latere  penes  n,  que  gn  periferia  £aciet  eam  que  doscensiui. 
rur&uiu  autem  que  qnidem  üjs  &x  §6   faeit  eain   quo  meridiani.     sl  autem 

statu erini US  eancrum  super  signa  Ä;  et  if  et  uiium 
lati  tUius  laterum  apposuerimus  ad  l  altero  adap- 
tato  ipai  ffi^^  Lleiud*>  alterum  quidem  terminum 
caneri  apposuerimus  ei  que  aeuus*)  rectum 
angulum  portioni  ipsius  ff  t- ,  alterum  autem 
apposuerimufi  laten  quod  apud  l^  et  mauente 
ipso  conueirterimus  idem  latus  eounitom  siiuiliter 
ipai  apud  cetitmm  e^  ita  ut  secetur  meridianus 
ab  iptjcr'')  uf  ]>eues  .r,  «[m*  gj'  periferia  fat^let 
eam  que  eius  qui  secundum  verticem.  similiter 
autem  si  iinum  laterum  apposueriinus  ad  /  altero  adaptato  ipsi  ac  et 
cancri^)  eandem  ipsi  kl  disteusionem  habentis^)  alterum  quidem  terminum 
apposueiimus  ei  que  secus  rectum  angulum  portioni  ipsius  ac,  alterum 
autem  applicuerimus  ei  quod  apud  /  lateri,  deinde  hoc  manente  conuerterimus 
rm*sum  idem  latus  seniata  coniunctione  super  centrum  c,  ita  ut  secet 
meridianum  ut  penes  o,  que  go  periferia  faciet  eam  quo  orizontis.  et  in 
hiis  quidem  periferiis  et  in  omnibus  semper^)  intelligendum,  ut  non  idem 
reoetamus  quod  distensiones  ipsarum'**)  simul  cum  acceptione  per  cauciTim 
transferentes  super  diuisam  quartam  deprehense  ^^)  ab  ipsis  gradus  debemus 

eiponere. 

Rursum  supponatur  alicuius  alioimm  mensilium  parallelorum  diameter 
fi  at  ane  ghtlc^    super    quam    orientalis    semicirculus    ({ui   slK\    et   centro 
t  distantia  autem  tu  accipiatur   signum    in  semieirculo  zUc  quod  /, 


Vi 


*\  B^Bi,  *D^  Eandei    txtvl   (d,  i.   ix^u^^*}.  2)   Darauf  getilgt:    qui   a. 

„^        4)  aec^j  davor  getilgt:  a,         5)  Am  Rande  hierzu:  latere 
-  ^m  CÄOcer,  am  Randü:  caneri,        7)  Aus  habentes,  am  Rande:  tis. 
IsüliE**  ^^^^^'        ^^^^  Fehler  für  deprehensos. 


Ptolem&us  de  Anolemmate. 
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]D  quo  diötinguiliir  ffuod  quldem  xl  super  termm  semieirculi  et  qiiod  Ik 
siib  terra,  accipittir  autem  siguuni  /  per  platinain^)  rectangulaii),  si  aßgu- 
lus  adductus  fuerit  ad  A,  ita  ut  altenun  lateniiu  adaptetur  ipsi  rA%*') 
sectmdum  qtiod  eüim  rcliquum^)  secat  sein ici reu lum,  erit  deteriDLaatiim 
Signum,  quooiam  qixideiii  que  ab  Ä*)  ipsi  hk^)  peqiendicularis  producta  tif 
Sectio  planorum  orizontis  et  circuli  mensilis.  diuidatiir  itaque  portionum 
utraque  in  6  equalia,  et  signatis  ipsis  accipiantur  per  appositionem*')  pla- 
tiüe  rectangnle  et  signa  super  rAr  facta  a  perpendiciÜEribus  ad  ipsam  ab 
aeceptis  diuisiönibus  in  semicirculo.  Sit  autem  una  earum  tiue  super 
rn  que  penes  m  et  quod  eiusdem  ordinis  cum  ipso  Signum  eorum  qiie 
per  zh  qiiod  n.  centrtj  quidoiu  itacjue  ipso  n  et  distantia  um  accepto 
setundom  meridianum  signo  x  et  latere^)  adducto  ad  signa  v  et  7«,  ita 
ut  secet  meridianum  penes  o,  que  quidem  20 
periferia  faciei  resdduam  in  quarta  periferie 
elctimori^  que  autem  ab  x  super  sectionem 
alteriuß'*)  ipsius^)  et  meridiani  ipsam  que 
ektimorL  consequenter  autem  centro  /*  et 
distantia  hm  accepto  secundum  meridianum 
signo  p  que  ap  periferia  faciet  eam  (|ue 
horarii«  similiter  autem  centro  /  et  distantia 
tm  accepto  secundum  meridianum  signo  r 
que  fff  periferia  faciet  eam  que  descensiui. 
rursum  que  quidem  ao  periferia  faciet  eam 
que  meridiani.    si  autem  unum  latemm  ^") 

apposuerimus  ipsi  n  reliquo  adaptato  ipsi  ge^  eicancri*')  distensionem 
habentis")  equalem  ipsi  nm  alterum  fjuidoni  terminum  apposuerimus*^)  ei 
que  penes  angulum  rectum  portioni  ipsius  <//.',  alterum  autem  apposuerimus 
ei  quod  apud  n  lateri,  deinde  hoc  manente  conuerterimus  latus  (|uod  ad 
ipsum  seruata  ipsorum  coniunctione  ad  centrum  e,  ita  ut  secet  meridianum 
penes  8,  que  ff  8  periferia  faciet  ^^)  eam  que  eius  qui  secundum  vertieem. 
similiter  autem  nirsum^  si  unum  laterum  apposuerimus  ipsi  n  altern  adaptato 
ipsi  ae  et  caneri  distensionem  habentis  eandem  ipsi  nm  alterum  (luidern 
apposuerimus    ei    que    secus  rectum   angulum   portioni   ipsius  ae,    alterum 


1)  Am  Rande:  nXatvefi4xt.  2)  Bei  dieeer  Zeile  am  Rande:  ho  Ca,  3)  Hierzu 
am  Rande:  'acilicet  latus.  4)  Hierzu  am  Rande:  "uel  74,  5)  Bei  dieser  Zeile 
am  Rande:  /.  6)  Daraof:  p.  7)  Lücke,  am  Rande:  nXctt^aittit,  8)  üeber- 
geBchriebcn:  scilicet  lateris.  9)  Lücke ^  am  Rande:  nlittvitfi.at,  10)  Lücke, 
am  Rande:  nlatva,  11)  -i  corrigirt  au«  0.  12)  -is  comgirt  aus  e,  13)  Darauf 
getilgt;  portioni;  ei  ist  übergetichrieben*         14)  -t  corrigirt. 


antem  apptictierimns  m  quod  aputl  n  läten,  deinde  hoc  maneiite  cotmerterimus 
id  quoii  apud  w  mniuij  seraata  ipsonun  enniimctioiie  ad  oetitmiu  c,  it^ 
ut  secet  meridianiim  penes  t\  qiie  cff  perifcria  faciet  eain  qae  ymontis. 
ceteiiim  autattij  si  ii>sam  mn  ponenteß  eqnalem  ipai  eif  apposuerimiis  ipd 
^  rectum  angnluiu  udo^)  latenim  ada]itato  ipäi  cp  et  cancri  distensionem 
babentis  eandem  ipet  nm  altemm  quidem  tRrrainum  apposuerinitis  penes  iy, 
altenim  antem  appHeuerimus  re^to  aij^lo  ad  latui  eß  et  maneiate  hoc 
rursiim  conuerterimiis  latus  qiiod  apud  id  ipsum  seruata  ipsonim  cöniunctione 
&d  cenbrtiiii  e,  ita  iit  secet  meridlanujii  secundum  f,  qne  fff  pariferia  faciet 
eam  qne  iu  piano  equinoctialis. 

Nunc  ftwtetn^  si  diaraeter  ß^h  ad  sinistras  nostri  partes  positionem  habens 
Sit  Uöius  parallelorum  meEsilium  australiorum  equiuoetiali,  transiierso  tyrn- 
panQ  ad  ])o&itiouerii  ex  oppoäito  et  que  £k  et  qni  super  ipsam  semicirculus 
secu^  (lextras  iiostri  partes  erunt  in  sitti  eodeiiQ  eiim  men^ili  parallelo 
descripto  per  opposita  Signa,  borealiom  antem  equinoctiali,  et  qne  quideni 
kl  portio  erit  snper  tenum,  qve  amtem  gl  sub  t^ira.  qvare^)  nos  facieniea 
aadem  ostensis  in  diuisionibus  portio nis  kl  inueniamus  et  eas  qtie  in  oppositis 
signls  consistentßB  periferias,  uam  seeundum  quidem  eam  qua  in  bjemali 
diametrum  accepta  ipsa  gk  qtiod  quidem  sß  faciet  eaa  que  a  principio 
capricorni  Sunt  super  terram  angulonim  periferias,  qnod  antem  dk^  eas 
que  a  principio  cancri.  secundum  eam  autem  que  mensilis  consequentis 
hyeraali  tropico  diametrum  supposita  ipsa  zk  semicirculus  quidem  zl  faciet 
eas  que  a  principio  sagittarii  et  aquarii  consistentes  super  terram  periferias, 
qvi  autem  Ik  eas  que  in  principio  geminorum  et  leonis.  secundum  eam 
autem  que  mensilis  contigui  equinoctiali  diametnim  accepta  ipsa  zk  (jui 
quidem  zl  semicirculus  faciet  eas  que  in  principio  scor|iionis  et  piscium 
factas  super  terram  periferias,  qvi  autem  Ik  eas  que  in  principio  tauri 
et  virginis.  eas  enim  que  in  principio  arietis  et  libi*e  existentes  easdem 
in  una  quacunque  quartarum  equinoctialis  demonstratas  esse  accidit. 

Et  angulos  uero  ab  antiquis  determinatos ,  quoscunque  non  eodem 
modo  nobiscum  exposuerunt,  ab  hiis  in  promptu  licebit  transumere.  eum 
quidem  enim  qui  circuli  ektimori  secundiun  nos,  ut  diximus,  non  assuinj)- 
senint,  aliorum  autem  qui  quideni  horarius  et  qui  in  piano  circuli  ([ui 
secundum  verticem  et  qui  in  piano  equinoctialis  iidem  sunt  hiis  (jui  apud 
nos,  {{vi  autem  ab  ipsis  uocatur  ektimorus,  est  isdem  cum  apud  nos  meri- 
diano,  reliijuorum  autem  descensiuum  quidem  facit  residuus'*)  ad  unum 
rectiun    eins    qui    apud   nos   descensiui,    cum   autem    (|ui   antiskius,    id    est 

1)  Corrigirt  aus  uni.  2^  Am  Rande:  vel  ut.  3)  Am  Rande:  Tkc  in  greco. 
Lies  Ik.        -k)  Am  Rande:  deficiens. 
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coötraiunbraJis,  rarsum  rösiduus*")  ad  nmun  rectum  eins  qni  apud  üfis 
orizontis»  quod  autem  distracto*)  quidetii  pJarin  erjuinoctialis  accipitiir,  et 
per  tale  palam  fit.  ostendit  qiüdeiii  enini  et  hoc  eani  que  cireiili  liorarii 
poaitioneiü.  hanc  autem  continet  proprie  (fDe  eins  ipii  secundum  veiüeeiu 
per  polaa  liorarii  descriptorum  ^)  et  ubo  existente  eorum  qai  a  priucipia 
^B  necefisarie  suppositorum  trium  circulonini  seruantiiun  ubiqtie  ad  inuiceni 
^m  positionem  ad  rectos  angnlos,  propter  quod  et  ektiuiori  quidem  periferia, 
^ft  j^ro  qua  eam  que  equinoctiaUs  assumpseruüt,  noe  solura  cum  ea  que  horarii 
Hpptendii  positionem  radii,  set  et  cum  ea  que  meridiani,  qve  autem  equi- 
Doctialis  cum  sola  ea  que  horarii  et  non  adiiuc  neque  cum  ea  que  meridiani 

Ineque  cum  aliqua  alia  reliquanim.  hoc  autero  quia  neque  seeuuduni  pro- 
prietatem  fereutium  radium  comprehendit  semper  utique^)  aut  solum  equi- 
noctiis  neijue  secundum  proprletatem  manentium  eandem  ubique  sertiat 
Positionen!  ad  reliquos  non  delatonim.  exposuimas  autem  et  non  consistentes 
quantitates  secundum  iUuni,  quem  ostandimus,  modum  consequentiom  ratio- 
nabilitati  periferianim.^)    in  suhiectis  autem*')  Septem  parallt^lis  et  secundum 

■  unumqu<^^»d(jue  principium  signorum  et  horarum  in  canonibus  contineiitibus 
pertractatura  a  nobis  ordinem  in  omnibus  adiectionibuH')  ad  promptitudinem 
earum  que  in  declinationibus  acceptionum.  adhuc  autem  quriniam  peri* 
ferias  quidem  in  meridiano  circulo  determinatas  prompte  faciunt  manifestas 
orientaliores  ipso  et  occidentaliores  positiones  horaruin")  eas  autem  que  in 
circulo  qiü  secundum  verticem  boreaMores  ipso  et  australiores  casus  radiorimi, 
in  qoibus^)  consequentiam  dixiraus  oportere  coexquirere,  asscripsimus  singuiis 
hoi-amm  signa,  per  que  eam  que  ud  borealia  circuli^^)  qui  secundujn  verticem 
et  roi'sum  ad  australia  radii  positionem  licebit  considerare  aliqualiter  a 
coouenientibus  hils  que  predet^rminata  sunt  principium  facientes^') 
adiacentium  quantitatum  exi>res8ione8.  *^)  promptum  autem  adhuc  et  con- 
iug&tiones,  a  fjuibus  positio  radii  detemünatur '^),  sex  numero  esse  accidit, 
tres  quidem  ab  biis  que  ad  inuicem  *'*)  delatorum  trium  circulorum  elctimori- 
que  ad  borarium  et  ektimon  ad  descensiuum,  tres  autem  eas  que  ab  uno- 
cjuoque  delatorum  cuju  eo,  qui  inclinationem  ipsius  continet,  manentium, 
ektuiiori  quidem  ad  meridianum,  horarii  autem  ad  eum  qui  secundum 
verticem,  descensiui  autem  ad  orizontem.     habent  autem  et  canones  ita. 


1)  Am  Hantle:  uel  deficienß.       2)  Folgt:  p,        3)  Am  Rande:  /  *ti.       4)  Am 
Rande:  A    Der  üeberaet^t^er  hat  gelesen  av  fj  för  4dX*  ij.  5)  Am  Randes  /. 

6)  aüt,  alflo  getilgt.  7)  Am  Rande:  §m§olci(tg).  8)  Am  Eande:  reo«'  ^mp. 
9)  Darauf  q€\  10)  Hier  am  Rande;  /.  11;  Lücke,  am  Randet  ^EUÜamus. 
12)  Am  Rande:  fitjJoI^.  13}  Sehr  unsicher;  Tielieicht  eher:  datur.  li)  Folgtr 
fettm^  getilgt. 
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Cancri  principium  horarum  13. 
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j      Höre 

ektimori 

horarie 

descen- 
aiue 

meri- 

aecun- 

dmn  ver- 

ticem 

orisontia 

L  orizontis 

24  15 

25  15 

65     5 

90     0 

0      0 

90     0 

24   15 

bot 
bo 

1 

11 

69   15 
73     0 

76») 

75»)  10 

35  15 
59     5 

74  50 

20*) 

2 

10 

81  20 

60  55 
46     6 

60     0 

18  50 

bo  i 

. .  1 

bo 

» 

9 

46  50 

72  10 

45     5 

17  15 

4 

8 

60  10 

79  10 

31*) 

78  30 
81  30 

30  10 

18*) 

bo. 

5 

7 

76     0 

81  20 

17  30 

15  10 

27     0 

bo 

meri 

dies 

90     0 

82  35 

7  25 

82  35 

0     0 

90     0 

1)  qi|;  7  ist  sonst  a  geschrieben.  2)  '  und  am  Rande:  Fo.  3)  Ebenso. 
4)  Ebenso.  5)  Ebenso.  Am  unteren  Bande  steht  noch  -F  und  fm  puto  (d.  i.  wohl: 
finem  puto  oder  finitum  puto).    Fo  ist  %. 


Fig.  10. 
(S.  oben  8.  5,  su  S.  123  der  Hds.) 


EIN  BEITRAG 


ZUR 


GESCHICHTE  DER  ALGEBRA  IN  DEUTSCHLAND 

IM  FÜNFZEHNTEN  JAHRHUNDERT. 


VON 


MAXIMILIAN  CUBTZE. 


Die  von  Gerhardt  in  den  Monatsberichten  der  königl.  Akademie  der 
"iV'issenschaften  zu  Berlin*)  behandelte  Handschrift  der  königl.  Hof-  und 
Staatsbibliothek  zu  München  No.  14908  dürfte  für  die  Geschichte  der 
deutschen  Algebra  bei  weitem  wichtiger  sein,  als  es  aus  der  Abhandlung 
(}^TeLVkRDTs  horvorzugehen  scheint.  Einestheils  ist  die  Beschreibung,  welche 
^f  von  ihr  giebt,  nichts  weniger  als  ausreichend,  und  darin  liegt  jedenfalls 
^n^^™^^^^  ^^^  Grund,  weshalb  sehr  wichtige  und  das  Können  des  Ver- 
fas^^^  in  helles  Licht  stellende  Stücke  des  Manuscriptes  von  ihm  übersehen 
QjxA  deshalb  auch  noch  nicht  einmal  erwähnt  sind. 

Die  Handschrift  enthält  nämlich  aufser  dem  Bruchstück  einer  Algebra 

jji     deutscher  Sprache,   welches   Gerhardt  hat  abdrucken  lassen,  zunächst 

(freilich  räumlich  davon  getrennt,  aber  auf  dasselbe  Bezug  nehmend)  eine 

gaJi^e  Reihe  zu  deqiselben  gehörige  Beispiele  in  lateinischer  Sprache,  dann 

aber,  nur  vier  Seiten  hinter  demselben,  eine  vollständige  Abhandlung  über 

den  nämlichen  Gegenstand  auch  in   deutscher  Sprache,  welche  durch  ihre 

ganze  Fassung  zeigt,   dafs  sie   nach  einer  italienischen  Vorlage  gearbeitet 

sein  mois,  während  das  von  Gerhardt  herausgegebene  Bruchstück  aus  dem 

Lateinischen  geflossen  zu  sein  scheint. 

Der  Titel  dieser  Abhandlung:  „Reffide  ddacose  secundum  6  capitiüa"  und 
die  in  ihr  benutzten  Namen  für  die  Zahl,  die  Unbekannte  und  deren  Potenzen 
ergeben  den  Ursprung  unzweifelhaft.  Numerus,  cosa,  censo,  censo  di  censo, 
cubo  di  cuho  sind  Worte,  welche  nur  aus  dem  Italienischen  stammen  können. 
Der  unbekannte  Verfasser  —  auch  der  Schreiber  ist  ein  anderer  als  der 
der  Algebra  Gerhardts  —  übersetzt  numerus  durch  zal,  cosa  durch  ding 
und  benutzt  ftir  letzteres  die  auch  sonst  in  späterer  Zeit  bekannte  Ab- 
kürzung d.  Censo  behält  er  bei.  Noch  eine  Abkürzung  ist  vorhanden  för 
mnltiplicieren:  af.  Sie  ist  aus  der  gewöhnlichem:  J(aC  zusammengezogen 
und  wird  auch  in  den  lateinischen  Theilen  der  Handschrifb,  und  zwar  überall 
f&r  jede  Form  des  WoAes  benutzt.  Im  Abdrucke  ist  dieselbe  aufgelöst 
worden. 

Weil  wir  im  Deutschen  das  Ding  sagen,  heilst  es  bei  unserem  Ver- 
fasser meistens  auch  das  cosa;  +  heifst  ihm  mer,  —  mynder,  an  einigen 
Stellen  auch  mit  minus  untermischt.  Zwei  Zahlen  multiplicieren  heifst: 
a(  6  wider  8,  dividieren  heifet  stets  tailen,  der  Divisor  steht  dabei  immer 
an  letzter  Stelle,  z.  B.:  tau  6  in  j^,  wo  das  Resultat  -^-  wird. 

*)  Jahrgang  1B70,  S.  141  u.  ff. 
Abh.  xnr  GMch.  dar  MAtliam.  VIL  3 
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Von  der  nämlichen  Hand  geschrieben  befinden  sich  noch  zwei  Ab- 
handlungen über  den  doppelten  falschen  Ansatz  in  der  Handschrift.  Da 
die  Begula  falsi  jedenfalls  der  Algebra  angehört,  und  die  Beispiele,  welche 
behandelt  werden,  geschichtliches  Interesse  besitzen,  so  lasse  ich  dieselben 
im  Folgenden  ebenfalls  abdrucken. 

Alle  übrigen  Stücke,  welche  durchweg  datiert  sind,  sind  sämmtlicb 
von  ein  und  demselben  Schreiber,  von  welchem  überhaupt  eine  ganze  Reihe 
Münchener  Manuscripte  herrühren.  Derselbe  nennt  sich  auf  Blatt  220' 
Frater  Frideri/)us  ordinis  S.  Benedidi  professus  Monasterii  St.  Emmerami 
Ba^isponensis,  Seine  Thätigkeit  an  der  fraglichen  Handschrift  erstreckte 
sich  von  1455  bis  1464 

Der  nachfolgende  Abdruck  enthält  der  Reihe  nach  Folgendes: 

1.  De  dubio  praposito  per  posieionem  duarum  fdlsüatum  veriiatem  indagare 
(Bltt.  40'— 47), 

2.  BegtUa  falsaruni  posicionum  dedaranda  per   12  reguias  sive  questiones 
(Bltt.  47'— 54), 

3.  Die  GERHABDT'sche  Algebra  (Bltt.  133'— 134'), 

4.  Begula  ddacose  secundum  6  capitülu  (Bltt.  136 — 146'), 

5.  Beispiele    zu    der    GERHARDx'scheu    Algebra    in    lateinischer    Sprache 
(Bltt.  146'— 153), 

6.  De  regulis  per  algehram  etc^  ut  supra  dictum  est  (Bltt.  153 — 154'). 

7.  Beispiele  zu  den  Begule  delacose  (Bltt.  154' — 157), 

8.  Zwei    Beispiele    zur    5.    und    6.    Regel    der    GERHARDT'schen    Algebra 
(Bltt.   134'), 

9.  Desgleichen  zu  den  Begule  delacose  (Bltt.  504), 

10.  Weitere  Beispiele  mit  No.  6  zusammenhängend  (Bltt.  90 — 90'). 

Nöthige  Erläuterungen  in  textlicher  Hinsicht  sowohl,  als  in  geschicht- 
licher gebe  ich  als  FuTsnoten  des  Textes. 

Gelegentlich  hier  nui*  noch  eine  Notiz,  welche  auf  die  Quellen  der 
Geometrie  Bradwardins  Bezug  hat,  zugleich  aber  auch  die  dem  Fratek 
Fridericus  zugänglichen  Schriften  klarstellen  dürfte: 

.,Hoc  opus  geometricum  continet  fere  omnes  demonstrationes  geometricaSy 
„quas  adducit  phihsophus  graoia  exempli  vel  in  loyca^  vel  physica,  et  est 
yyCollecium  ex  libris  Etididis,  Campani,  Ardiymedy  (!),  Theodosy,  Jordani 
„d  ex  Ubro,  qui  intulatur  ysoperimetrorum.  14^6  Fr." 
Die  letzte  Schrift  ist  natürlich  diejenige,  welche  Cantor*)  als  wahrschein- 
liche Quelle  bezeichnete. 

Thorn,  2i).  Oktober  1894.  M.  Curtee. 


*)  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  II,  S.  105. 


0'  I  DE  DUBIO  PROPOSITO  PER  POSICIONEM  DUARÜM  PAL8ITATUM 

VERITATEM  INDAGARE. 

Regula  falsi  dicitur  ista,  que  consistit  in  posicione  duoram  numerorom 
falsomm   ad  inveniendum  veritatem  hoc   modo.     Ptmam  casus,    quod  sint  6 
J20  persone  in  una  cecha,  inter  quos  sunt  müites,  dves  et  mtdieres,  et  omnes 
hahent  solvere  20  A  hoc  modo:  miles  dabit  2  A,  dvis  1  \,   et  mulier  -j  \, 
Si   hoc    vis  scire    et   suum  simile,    pone  duas  falsas  posiciones,    et  si  in 
qualihet  aliquid   superfluit,   tunc   suhtrahe   numenun   superfluum  a  maiore, 
et  quod  remanet  erit  divisor.     Si  vero  in  qualihet  posicione  aliquid  defe-  lo 
cerit,   fac  similiter  subtrahendo  minorem   defectum  a   maiore,  et  quod  re- 
manet  erit  divisor.     Si   autem   in  una   posicione   aliquid  superfluerit  et  in 
altera   posicione    defecerit,    tunc    defectus    unius    posicionis    dehet  addi  ad 
II  superfluum  alterius  posicionis,  et  productum  erit  divisor.     Et  conformiter| 
agendum  est  in  multiplicacione  posicionis  cuiuslihet  per  alterius  defectum  i5 
vel  abundanciam,  ita  videlicet,  quod  sicut  divisor  invenitur  per  addicionem, 
ita  debet  addi,   quod  venit  ex  multiplicacione  unius  per  defectum  alterius 
et  per  abundanciam  seu  superfluum  alterius,  quod  idem  est.     Sed  quando 
divisor  invenitur  per  subtractionem,  tunc  debet  eciam  subtrahi,  quod  venit 
ex  multiplicacione  unius  per  alterius  defectum  vel  superfluum.     Item  caven-  so 
dum  est  in  predicta  regula,  ne  superfluum  vel  defectus  sunt  numeri  equales 
ita,  quod  unus  delet  alium  facta  subtractione  unius  ab  alio.     Item  caven- 
dum  est,  ne  post  subtractionem  unius  ab  alio  remaneat  unitas  pro  divisore. 


6—7.  Aus  dieser  Stelle  geht  wohl  unzweideutig  hervor,  dass  die  Ableitung 
des  Aasdrucka  Begula  coed  von  Zeche  die  richtige  ist.  Die  hier  vorliegende  Auf- 
gabe ist  genau  in  derselben  Form  schon  recht  alt.  In  einer  Handschrift  aus  dem 
13.  Jahrhundert  wird  dafür  die  gereimte  Auflösung  gegeben:  ,Jn  media  tetras, 
extemis  octo  hcentur*'  (Clm,  14684,  Bit  S0<^),  welche  mit  der  Auflösung  unserer 
Abhandlung  übereinstimmt.  Es  ist  von  gewisser  Wichtigkeit,  dass  man  auch 
Aufgaben  der  unbestimmten,  sogenannten  Diophantischen  Algebra  durch  die 
Regula  faUi  zu  lösen  wusste.  Lbomabdo  Fisaso  hatte  sie  als  Mischungsrechnungen 
behandelt  (siehe  Camtor,  Vorlesungen  II,  S.  18).  22  bis  S.  36  Z.  2.  Diese 
BeschjAnkong  ist  in  der  zweiten  Abhandlung  über  denselben  Gegenstand  nicht 
gemacht.    Sie  ist  offenbar  auch  überflüssig. 

3* 
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Mäiimiliaii  Curlse; 


vii}  i^imm  pro  di^f^ciii  vel  snperfltio,  qum  mdUs  tüttltiplicaiido  vel  dividendo 
Qtunärtuii  mmlnie  vanat.     Kt  lii  proposlta  mt  bao  ^empluoi  pnme  regule. 

Fofiatur   (loü   falsa   posicio,   Yidelicet  quod  sunt  tres   mUiteä  |  7  civeslrl* 

kti   10  muIieiTS^  cjui  saut  p^rsone  20^  sed  tmmenis  denarionm^  quem  dant 

f  A  iüntU,   est  ISh,   et  nie  deficiimt   2  a  20.     Proponatur   secundo,   quod   sunt 

2   mUittiSf    ^   m^m    et   12   mulieres,    que   sunt   20   persoue,    sed   numerus 

deaftriorutUf  quem  dant^  stint  16,  bI  sie  deficiunt  4  \.    Modo  subtrahe   2, 

qun   d^feearutit   pritaa,   &  4^   cgue   nunc   deieiunt,   et   remanent  2,   qui   est 

divi^or    (lommfißiji.      I'ostea    mo   operabisi    ifultiptiea    primo    3    per    4    in 

|J0  tDöduJii  cmcis,  facit  1*2;   muttipliea  iteruui  per  modam  crucis  2  per  2^  et 

L    cmiiit  i|  qui?  ttubtraht;  ^  1  2^  maueutibiis  8,  que  divide  per  diYtsorem  com- 

p  anmotDi   iicilieet   2,   exibunt   4   miHtas.     Sitniil  modo   moltiplica   7   per   4, 

flt  28;   delode  6    per  2  multiplica,  facit  12,  que  subtrahe  ab  28,  rema- 

mni  16^  que  divido  per  divisorem^  oxibuot  8  cives,     ülterius  multiplica  10 

i&  per  4j  fit  40,  similiter  multiplica  12  per  2,  ©jdbuut[24,  que  subtrahe  a  40,43 

remaüent   16,    que    diTide  per   2,    et  habebis  8  muUeres.     Et  babebis   4 

müite«,  qnt  dant  1^   ^j  et  8  cives^  qui  dant  8  -\,  et  8  mulierea,  qui  dant 

.      4  A|  et  babebis  20  persono,  que  dant  20  A. 


Posido  priftHi 
Milites    3v^ 

Cives     7   . 
Mulieres  10  - 
minus    2  . 


i\mcio  scmnda 
2  milites 

6  cives 
12   mulieres 
4   minus 


25  divisor 

Kciam   sunt  H   milites,   11    cives,   G   mulieres.  |  AI' 

Kxcmplnm    s  renn  de   parfis    rcr/uh:      Quid  am    vmit  pro    io    ffl    in 
volurrcs  dr  tripJkc  f/merr,  anatcs,  quarum  nnn  est  rendifa  pro  JJ  (jJ,  ffallinas, 
(juantw    Htm    est  vendita  pro  1  gl,  columhas,    quarum  una  rcrnlita  pro    .,  (jh 
30  Quei'Uur,  qiiot  anates  efr.^. 

Fac  duas   posiciones.     Primo  pone  12  anates,   20  gallinas,   8  columlias, 

(|ue    sunt    40  aves,    et    valent  48  gl.      Sic   sunt  in   superfluo   8  gl.      Iterum 

pone    secundo    aliam    certam    eciam    falsam    posicionem,    scilicet    9    anates, 

12  gallinas,  10  columbas,  (jue  sunt  40  aves,  sed  valent  44  gl,  et  sie  exredit 

•■«&  in    4  gl.      Subtrabe    (M*go    4    ab    8,    manent    4,    qui    est    divisor   communis. 


2(>.  Der  VerfanHcr  oder  der  Schreiber  weiss  also,  dass  es  für  die  Aufgal)e 
mehr  als  eine  Lösung  giebt.  Die  allgemeine  Lösung  heisst:  n  SoldateD, 
*20 — 3n  Bürger,   ^^in  Frauen;   die  Hpeciellen  Lösungen  ergeben  sich  für  ?i  ==  :J;  4. 
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Postea  maltiplica  12  per  4  per  modum  cracis,  facit  48;  deinde  iterum 
per  modnm  cnicis  9  per  8,  facit  72,  a  quibus  subtrabe  48,  et  remanent  24, 
qne  divide  per  4,  et  babebis  6  anates.  Postea  multiplica  4  per  20,  facit  80; 
43  similiter  21  per  8  |  facit  168,  a  quibus  subtrabe  80,  et  remanent  88,  que 
divide  per  4,  eiibunt  22  galline.  Similiter  multiplica  8  per  4,  facit  32,  6 
et  multiplica  8  per  10,  exibunt  80,  a  quibus  subtrabe  32,  et  remanent  48, 
que  divide  per  4,  exibunt  12  columbae,  et  sie  habes  6  anates,  22  gallinas, 
12  columbas:  40  aves,  que  valent  40  gl. 


10 


Prima  posicio 

Secunda  posicio 

Anates  12  v 

/    9  anates 

Galline  20  \\/ 

^21  galline 

Columbe    8  "-^^f^^ 

,^10  columbe 

plus    8  ^^^^"^ 
4 
divisoi^ 

^   4  plus 

15 


43'  Eciam  sunt  12  anates,  4  galline,  24  columbe.  | 

Exemplum   tercie  partis   regule,     Stmt   duo   sodi   volentes   emere 
duos  equos:  Frimm  1  equum  pro  20  fl,  secundus  pro  25  fl.    Et  dicit  primtis 
secundo:  da  mihi  ^   tue  pectmie,  tunc  ego  solvam  equum  precise  pro  20  fl, 
Sed  secundus  dicit  primo:  da  mihi  -j  tue  pecunie,  et  ego  solvam  25  fl  precise,  w 
Volo  nunc  scire,  quot  habuit  quilibet. 

Pono  primo  unam  posicionem  falsam,  videlicet,  quod  primus  habeat 
12  fl,  secundus  24.  Modo  dicit  primus  secundo:  da  mihi  -^  de  tua  pecunia, 
videlicet  24,  et  est  8,  ad  meas  et  facit  20  fl;  sed  secundus  dicit  primo: 
da  mihi  -^  de  tua  pecunia,  scilicet  de  12,  et  constat,  quod  sunt  3.  Adde  25 
3  ad  24  fient  27,  que  27  excedunt  25  in  2.  Secundo  pone,  quod  primus 
habeat  16  et  secundus  12,  tunc  deficiunt  9  fl.  Modo  regula  dicit,  quando 
in   una  posicione   est  superabundancia  et  in  altera  defectus,  debent  simul 

44  addi,  et  aggrega  tum  ex  eis  est  divisor  communis.  Adde  ergo  2  ad  9, 
fient  11.  Postea  multiplica  in  modum  crucis  9  per  12,  fient  108;  simi- so 
liter  2  per  16,  fient  32,  que  adde  ad  108  fient  140,  que  si  diviseris  per  11 
exibunt  12^^  fl,  que  est  summa  primi,  quem  habuit.  Similiter  multiplica  9 
per  24,  exibunt  216,  et  2  per  12,  fiunt  24;  que  adde  ad  invicem,  fient  240. 
Que  si  diviseris  per  11,  exibunt  21^-  fl,  summa  secundi. 

16.  Auch  hier  kennt  der  Verfasser  mehr  als  eine  Lösung.  Allgemein  erh&lt 
man  n  Enten ,  40— 3  n  Hühner,  2n  Tauben.  Die  speciellen  Lösungen  ergeben 
sich  ffir  n  «  6;  12. 


38 


Maximilian  Gartze: 


Fosicio  prima 

Primus  12 

Secnndus  24 

plus    2 


JPöHcio  secunda 

16  primus 
12  secundns 
9  minus 


I  Item  sunt  tres  socii  Ä,  B,  C  empturi  nisum  pro  34  \,  et  dicit  Ä  a^a' 
B,  C:  quifibä  vestrum  äet  medietatem  suorum  denariorum,  et  ego  meos  omt^^g 
do,  et  exolvamus  nistim.  JDicit  B  ad  Ä,  C:  nan  sie,  sed  uterque  vestr^^^^^ 
10  det  mihi  terciam  partem  suorum  denariorum,  et  ego  meos  omnes,  exsolvain.mMS 
nisum,  Tercius  didt  ad  A,  B:  non  ita,  sed  ego  do  omnes  meos  denaric^s, 
et  quüibet  vestrum  quartam  partem  suorum,  et  presuppono  quod  quüi^:^^ 
vestrum  donat,     Queritur  quod  quüihet  häbuerU, 


15 


Prima  posido 

A.  20 

B.  27 

C.  1 

minus  2iy 
multiplicator 


to 


17 

divisor 


Secumta  posido 

12  A 
23  B 
21   C 

4—  minus, 
multiplicator 


A.  10 

B.  22 

C.  26 


I  Item  swnt  tres  sodi  empturi  equum  pro  30  fl.     Didt  primus  ad  secmj^n-  45 
dum:  da  -j  de  tuis  fl  ad  meos  et  comparaho  equum  pro  30  fl,    Didt  secm^Mu^ 
ad  terdum:  da  j  •     Didt  terdus  ad  primum:  da  -j  etc^.     QuerUur  qw>^^ 
86  Pone  sie: 


80 


Fosicio  prima 

Primus  17 

Secundus  26 

Tercius  12 

minus  13 


Fosido  secunda 

19  primus 
22  secundus 
24  tercius 
1  ^    minus 


19y  primus 
21y  secundus 
25y  tercius 


1  Item  si  equus  emitur  pro  100  fl,  pone  duas  posiciones  falsas  illo 


Algebra  in  Dentschland  im  16.  Jahrhundert. 
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Pösiäo  prima 

Fosicio  secunda 

Primus  66    s 

/  62  primus 

64  primus 

Secundus  68    > 

\y/ 

^76  secundus 

72  secundus 

Tercius  96    ^ 

^^^ 

--72  tercius 

84  tercius 

plus  12^- 

1 

1 

25 

divisor 

^12|  minus 

Item   2   gesellen  haben   27   fl,   ainer  hat  mer  dan  der  ander. 
Nu    wen    der   mit   der  maisten  summ  des  andern  summ  duplirt, 
vnd    auch    der   ander   des    ersten    duplirt,    so    haben   sy  das  gelt  lo 
46  gleich  |  tailt.     Queritur  quoi  quüibet  hälmefit. 

Pone  sie  duas  posiciones  falsas: 


10  g-  primus 


Prima  posicio 

Sectmda  posicio 

Primus  10    - 

V           ^  11  primus 

Secundus  17    ^ 

^\/^^^  16  secundus 

minus     y  ^ 

^-"^       ^^^      Sy    plus 

4 

L 

divisor 

16-jr  secundus 


16 


Item    2    gesellen,    tU  supra,    haben    zu   tailen   8  fl.     Et  primus 
habet  3,  secundus  5.     vnd  dy  vil  sein  finstu  cursoris.     Sprich.  w 

8  C  >27^ 


46'  |Item  einer  hat  gelt  pay  im,   vnd  wil  t'uch  kauffen,  vnd  wen 

8.  Wie  60  häufig  in  dem  Manuscripte  wechselt  aach  hier  unvermittelt  die 
Sprache  ans  dem  Lateinischen  ins  Deutsche.  An  andern  Stellen  geht  die  Sprach- 
mengerei  so  weit,  dass  man  sich  unwillkürlich  an  Lüca  Paciulo  und  dessen  ähn- 
liche Sprachmischung  erinnert  sieht.  19—22.  Diese  cursorische  Methode,  die 
auch  eine  Art  unbestimmter  Aufgaben  enthält,  hätte  sehr  gut  auch  für  die  beiden 
vorhergehenden  Exempel  benutzt  werden  können.  Ihr  Ansatz  würde  nach  der 
Art  der  Handschrift  so  ausgesehen  haben: 


o 


80- 


-21 


26 


X 


100^ 


^64 


-72 


s84 


28  bis  S.  40  Z.  6.  Diese  Zeilen  sind  offenbar  nur  aus  Unachtsamkeit  des  Ab- 
schreibers hier  hineingerathen.  Der  Preis  ist  entweder  Fl.  dx  —  4  oder  2x  +  10, 
wenn  die  Ellenzahl  x  gesetzt  ist,  daher  ist  a;  —  4  +  1^-  Dum  folgt  aber  aus 
8x  —  4  der  Werth  der  Ellen  gleich  88  Fl. 


44» 


[nximiliftti  CurtKe? 


er  S  fl  gibt  umb  1  eilen,  so  itiaiigelt  er  4  Ü  an  tali?Q^  Tod  wen 
dr  2  fl  gibt  pro  1  «^Ilan,  so  pleiben  jm  10  fl  f  ber.  Queritur  wie 
tnl  bat   er  g^lt«  ptjy  jm  gebabt^   Ynä  wie  uil  eilen  er  hat  kauft? 

M&dia  also.  Addir  4  vnä  10,  facit  14  elkm.  Nu  moltiplicir  14  mit  3, 
^  »utit  42^  davon  subinüiir  4,  pleibt  3S  fl,  et  factnm  esk 

/^«m  ^0  prntancj  t-iri,  tmdieres  d  mit$meB,  dividerc  dt^mi  M  tib^  d 
mr  vapU  3  ob,  muiier  ;?  oh,  dn^  Jf  haUeman.     Queritur,  fpußt, 

Pose  sif2  duaa  posiciones  falsa»:  41? 


i» 


B?i^^  jTTJfiia 

Fosmo  Bcomda 

Viri    2  . 

3  viri 

Mulieres    6  -^^ 

X/^ 

^    7  malienes 

Virgines  12  - 

■-^10  vii^incs 

mip^rflunin    4  ^ 

4 
diriior 

^   8  superflauj« 

1    vir 

5  mulieri^s 
14  virginea 


i 


IL 

IREOÜLA  FAI^SAEÜM  POSICIONUM  DECLAK.4M:iA  PEE  12  EEGULAS^r 

RTYE  quepttont:,'^ 

Propositis  duobus  ruinieris  falsis  examinatisqnp  socundum  casus  propositi 

20  exigentiam,  tunc  si  utenjue  dertciat  vel  excedat,  subtrahatur  hrevior  numerus 

excessus    sive    defectus    a    maiori,    et    habebitur   divisor;    deinde    multiplica 

priniuui    numerum    falsum   j)er  mendaciuDi   secundi,    similiter  secundiim    nu- 

raei-uni   falsum  per  mendacium  primi.      Horum  productorum  minus  a  maiore 

dematur,  residuum  vero  per  partitorem  parciatur,  et  patebit  numerus  verus. 

2:»  Si   vero  unus  deficiat  et  alius  excedat,  iungantur  simul   numeri  excessus   et 

defectus  pro  divisore.     Facta  eciam  multiplicatione,  ut  supra,  iungantur  in 

unum    jiroducta,    et  parciatur  per  partitorem,    et  babebitur  numerus  venis. 

Pro  eins  exemplari  declaracione  aliquas  ponam  (juestiones  propter  eius 

variam  applicacionem  ad  diverses  casus. 

80  Prima  quesi'w. 

Quidam  bahrt  lahoraiores  rt  ijecnnias  eis  dhirihuendas,  quarum  si  ruilihet 
daret  7  soHdos,   rrtinrretnr  30  soUdos.     Propouit  nyo  ruiUhtt  darr  9  solidos. 

«;  1.-).  Hier  ist  die  gefundene  Lösung  die  einzig  mögliche.  Die  allgemeine 
Lösung:  Sn  —  '1  Männer,  10  -  hn  Frauen,  12  +  In  .Jungfrauen  hat  nur  für 
n  =  1  positive  Werthe.  30  bis  S.  41  Z.  16.  Die  Aufgabe  ist  analog  der  oben 
ohne  posicio  falsa  gelösten. 
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et  tcUi  casu  deficiunt  ei  30  solidi:  queritur,  quot  fuerimt  labaratores  et  quot 
hdlmerit  solidos. 

Coniectatur  primo  ftdsse   20   laboratores,   qnorum  cuilibet  si   dederit 

7  solidos,    emnt   140    solidi;    retinuit    30  in  tali  distribncione,   oportebat 

ergo  ipsnm  habere  170  solidos.    De  qnibns  si  cnilibet  yellet  dare  9  solidos,  5 

fient  180  solidos.    Debuerint  namque  in  tali  distribncione  provenire  200 

48  solidi,  de  quibus  deficiunt  |  20.  Primus  ergo  numerus,  scilicet  20,  deficit  in  20. 

Coniectatur  ergo   laboratores  fuisse  40,  quorum  cuilibet  si  dederit  7 
solidos,  fierent  280,  et  quia  retinuit  in  tali  distributione  30,  oportuerit  ipsum 
habere    310    solidos.     De    quibus    si  yellet  dare   cuilibet   9,    fierent   360;  lo 
debuerint  namque  in  tali  distribncione  provenire  340,  que  supergrediuntur 
in  20.     Secundus  ergo  numerus,  scilicet  40,  excedit  in  20 
20  minus  ,20 


40'^lus    20 


40  divisor. 


Modo  iuita  regulam  operare,  et  est  numerus  laboratorum  scilicet  30;  i6 
habuit  ergo  240  solidos,  ut  patet  practicanti. 

Secu/nda  questio. 

Quidam  convenit  quendam  ad  lahorandum  per  40  dies  continuos  tali 
foedere,  quod  quolihet  die,  quo  Idboraret,  dar  et  ei  7  denarios,  et  quolibet 
die,  quo  non  lahoraret,  restitueret  5  denarios.  Hie  enim  mercenarius  pacto  «> 
inito  primitus  diligenter  lahoravit,  et  paulatim  post  distentavit  taliter,  quod 
tempore  completo  nihil  mercedis  ohtinuit  Queritur,  quot  diebus  Idboravit,  quo 
scito  scietur  edam  tempus,  quo  vacavit. 

Coniectatur  ipsum  laborasse  30  diebus,  quibus  lucratus  fuisset  210  A. 
Vacasset  ergo  10  diebus,  quibus  restituisset  50  A,   et  sie  obtinuit  adhuc  « 
160  A,  in  quibus  160  primus  numerus,  scilicet  30,  excedit. 

Coniectatur  ergo  ipsum  laborasse  25  diebus,  quibus  lucratus  fuisset 
175  A.  Vacasset  igitur  15  diebus,  pro  quibus  restituisset  75,  et  sie  adhuc 
obtineret  100  A,  in  quibus   100  secundus  numerus,  scilicet  25,  excedit. 

80 

60  divisor. 


30    d1us^160 
25^  plus     100 


o 

48  I  Modo  iuxta  regulam  operando  patet,  quod  laboraverat  1 6  diebus  et  y  ; 

vacaverat  ergo  23   diebus  et    J,  et  lucratus  fuit  116  A  et  y,  et  tantum 
eciam  obtinuit  ipsum  restituere  etc^. 

17  u.ff.  Diese  Aufgabe  war  eine  sehr  beliebte  unter  den  Rechenlehrern;  wir 
werden  ihr  sp&ter  bei  den  Beispielen  zur  Algebra  wieder  begegoea. 


42  ^^^^^^^B         Maximilian  Curtze: 

Tema  q^'^f^Ho, 

Quiäam  ptciit  a  aoch  9m,  quoi  Aa&«r^  äm&ri&s^  d  respof^U:  Si  häberem 
adhm  taniimi,  quüntum  habec,  d  dimidkiatmm  sui,  pro  dmiäiäfik  tmUum 
in  i^fcm  d  quaria  parlihus  fanlum  ei  ohükim  w<?  dimidiu^M  detmriumt 
^kabtrcm  200  ly     Qticnfur,  qtmi  hc^mi  dmmric$^ 

Conieotatur  ip&tun  babuisäe  60  5|.  Si  ergo  babuisset  adbuc  tantiim 
scilicet  60j  ©t  y,  sdlicet  30,  et  y  ^t  j,  scüicet  20  et  15  et  1  dimidiam  h 
habalsset  185  et  ^i  deficit  ergo  primus  numems  scüieet  60^  in  14  et  y' 

Coniectatiir  secundo   ipsum  babaisse  12  A<     Si  ergo  babuieset  adbuc 

w  tantum  et  y   st  ^  et  ^  tanti  et  obolum,  babuisset  37 i  \.     Deficit  ergo 

secnndos  nmnema,  acüicet  12,  in   162y 

1 148  diYisor, 


eOsmiiniB     14| 


12  minus "162 Y 


1 


Modo  iuita  regtüam  operando   patet,   quod  habuit  64  A  ctim  j^,   ot 
li  late  examinanti  clareAcet  casum. 

Quarta  questiö. 

Quidam  venit  ad  portum  navi  onei'ata  sua  60  pijns  vini.  Ttnehatur  sol- 
vere  (rihnfum  ccrtum  thcolenario,  qui  cum  non  habuisset  i)€cunias,  dcdit 
theolenario  pijyam  vini,   et  ipse  restihnt  ci  30  solidos.     De  post  venit  \  alter  Ad 

20  ad  eundum  portum  navi  sua  onerata  ;J00  pipis,  qui  similiter  dehebat  trihutum 
solvcrc  thcolenario.  Hie  cum  venisset,  peeunia  ei  deficiehat,  dcdit  cciam  pipam 
vini  et  ^0  solidos,  et  satis  fecerant  amho  thcolenario.  Qu^ritur  de  precio 
pipe  vini. 

Coniectatur   primo  ipsam  valuisse  40  solidos.     Primus  ergo  qui  dedit 

25  pipam  valoris  40  solidorum  et  recepit  30  solidos,  solvit  10  solidos  pro 
suis  60   pipis.     Inquire  ergo  secundum  regulam  proporcionum:    si   60  pipe 

solvant    10,    quantum    debeant    solvere    200V      i  Patet,    (luod 

'    ^  200  '     * 

33    solidos   et  —  solidi.     Secundus   enim   dedit  pipam  valentem   40  solidos 

et   cum  hoc  20  solidos,   supergreditur  ergo  numeiiim  solvendum   26  et    ^^  , 

30  qui  est  excessiis  primi  mimeri,   scilicet    lo. 

(■ODiectatur  igitur  secundo,  pipam  valuisse   50  solidos.     Primus  igitur, 

qui  dedit    1   pipam   et   recepit   30  solidos,   solvit   20  solidos,   oportet   ergo 

16  u.  ff   Auch  diese  Aufgabe  kommt  in  etwas  anderer  Fassung  später  wieder. 
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secrmdus  66y  solvere   iuxta   regulam    proportionum.     Qui  secundus  dedit 

pipam  valoris  50  solidonim  et  cnin  hoc  20  solidos;  solvit  nimis  3  et  y 

40^plus.26| 


50"^plus^3| 


23  i   divisor. 


Modo  operando   iuxta  regulam  patet  valor  pipe  scilicet  51  solidorom  5 
49'  et  Y  solidi,  ut  patet  clare  practicanti.  | 

Quinta  quesHo, 

Stmt  duo,  quorum  primv^  dicU  secundo,  ut  det  secundus  primo  1,  et 
erit  ei  equalis;  dicit  secundus:  non  sie,  sed  da  mihi  1  de  tuis,  et  ero  tibi 
millecuplus,     Querihir,  qua/ntum  habet  quüihet.  lo 

Coniectatur  primo  primum  habere  2.  Oportet  ergo  secundus  habere  4, 
de  quibus  dabit  primo  unum,  et  erunt  equales  in  temario.  Si  ergo  primus 
de  suis  2  dederat  1  secundo,  retinebit  1,  et  sie  secundus  haberet  5,  et  quia 
secundus  diceret  esse  millecuplus  ad  primum,  oportet  ipsum  habere  1000, 
a  quibus  distat  siye  defecit  in  995  pro  defectu  primi,  scilicet  2.  i6 

Coniectatur  secundo  primum  habere  3.  Oportet  ergo  habere  secun- 
dum  5,  qui  cum  daret  primo  1,  haberent  äquale,  scilicet  4.  Si  ergo 
primus  daret  secundo  1,  retineret  primus  2,  et  secundus  haberet  6.  Qui 
cum  diceret  esse  millecuplus  ad  primum,  oportet  ipsum  habere  2000,  a  quibus 
distat  in  1994  pro  defectu  secundi,  scilicet  3.  20 

2^minus  ^995 


3  minus  1994 


999  divisor. 


Modo  iuxta  regulam  operando  patet,  quod  primus  habuit  unum  et  ^^ ; 
oportet  ergo  habere  secundum  3  et  ^g,  ut  patet  intuenti  clare. 

Äd  idem.  sft 

Sunt  3,  quorum  primus  dicit  secundo,  ut  det  ei  unum,  et  erit  primus 
secundo  equcUis.     Dicit  secundus  tercio,  ut  tercius  det  ei  unum  de  suis,   et 
60  erit  ei  duplus,     Dicit  tercius  primo,  ut  det  ei  unum,   et  erit  tercius  \  primo 
triplus.     Queritur,  quantum  habeat  quilibet. 

Coniectatur  primo  primum  habere  3,  oportet  ergo  secundum  habere  5,  «0 
qui  cum  dedit  primo  unum,    erunt  equales.     Secundo  habente   5   oportet 
tercium  habere  4,    qui  cum  dederit    secundo  1,  erit  secundus   duplus  ad 

7  u.  ff.  Ebenso  findet  sich  diese  Aufgabe  wörtlich  wieder  als  Beispiel  zu  den 
Regeln  der  Algebra. 


44  Maximilian  Curtze: 

tertium.  Tercio  ergo  habente  4  et  petente  1  a  primo,  retinebit  primns  2, 
et  haberet  tercius  5,  qui  iuxta  casum  deberet  habere  triplum,  scilicet  6, 
a  quibus  deficiet  in  ono. 

Goniectatur  aliter  primum  habere  5  et  secundum  habere  7,  et  oportet 
5  nunc  tercium  habere  5.    Qui  si  dederit  secundo  unum,  tunc  esset  ei  secundos 
duplus.     Si  ergo   tercius  petit   a  primo  1,  retinebit  primus  4,  et  tercius 
habebit  6,  et  deberet  esse  triplum,  scilicet  12,  a  quibus  deficiunt  6. 

3  minus  ^1 

5  divisor. 


5  minus   6 
10  Modo  iuxta  regulam  operando  oportet  sie,  quod  primus  habuit  2  et  y , 

S  4 

oportet    ergo    secundum   habere    4    et   y,    et   tercium    3    et  y,    ut   patet 
practicanti. 

Iste  enim  est  modus  examinandi  tales  casus,  si  eciam  essent  4,  aut  5 
aut  plures;  eciam  si  in  alia  proporcione  et  numeris  variarent  casus. 

16  Sexta  questio, 

Quidam  emit  3  pannos  precio  30  regalium  et  7  solidorum;  regct^::^^!^ 
enim  valet  30  solidos.  Qumum  pannorum  sectmdus  fuH  \  emptus  precio  ^^J^^^j^ 
supra  primum  et  cum  hoc  5  solidis  ultra.  Tercius  vero  fuit  emptus  P'<?"^^^ 
triplo  super  primos  duos  et  cum  11  solidis  ultra.     Qtteri/ur  de  välore  s^^^ 

to  precio  cuiuslihet. 

Goniectatur  fieri  emptum  primum  5  regalibus,  fuit  ergo  secui^^^j 
pannus  emptus  10  regalibus  5  solidis,  et  tercius  45  regalibus  et  26  soI^^qk 
qui  valores  seorsum  coUecti  faciunt  61  regalia  1  solidum,  qui  exce€r=^Qj. 
numerum  propositum  in  30  regalibus  et  24  solidis. 

26  Goniectatur    secundo    primum    pannum    fuisse    emptum    2    regalifc^^ 

Fuisset    ergo    secundus    pannus    emptus   4    regalibus   5    solidis,    et  t^Tcius 
18  regalibus  26  solidis.     Qui  valores  collecti  faciunt  24  regalia  31  so/i</o5 
qui  deficiunt  a  numero  proposito  in  5  regalibus  et  6  solidis. 

36  divisor. 

80 

Modo  iuxta  regulam  operando  patet,  quod  primus  pannus  valet  2  regalia 
13  solidos;  valuit  ergo  secundus  5  regalia  et  1  solidum;  oportuit  ergo, 
quod  tercius  valuit  22  regalia  et  23  solidos,  ut  patet  intuenti. 
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Qi$€stio  septima. 
Tres  ememrU  navem  100  scutis,  quorum  primus  pdivit  -^  «  secundo 
et  cum  suis  pecuniis  solveret  navem,  scilicet  100  scuta.  Dixit  sccundus 
tercio,  ut  tercius  dar  et  secundo  -y,  et  secundus  cum  suis  pecuniis  additis 
51  solverä  100  scuta.  Dixit  tercius  \  primo,  ut  ei  daret  ^  de  pecuniis  suis,  et  6 
ipse  cum  suis  pecuniis  adiunctis  solveret,  Queritur  quantum  quüibet,  vel 
quantum  primus  habuit,  quia  scito  uno,  itu  et  älii  scientur, 

Coniectatur   primum  habere   60;    oportet  ergo   secundum  habere   80, 
cum  cuius  Y  primus  solveret  100  scuta.     Et  secundo  habente  80  oportet 
tercium  habere   60,    quia  secundus  cum  y  tercii  solveret  100.     Et  tercio  lo 
habente  60    et    petente   j    a   primo    solveret   75,   et  sie  primus  numerus 
scilicet  60  deficit  in  25  minus. 

Coniectatur  sectmdo  primum  habere  68;  oportet  ergo  habere  secundum 
64,  cum  cuius  y  primus  solveret  100.     Secundo  igitur  habente  64  oportet 
tercium  habere  108,  cum  cuius  y    secundus   eciam   solveret   100.      Tercio  i6 
vero  habente  108  et  capiente  y  a  primo  solveret  ipse  125,   et  sie  eicedit 
in    25. 


60^  minus  „25 


50  divisor. 


68"^ plus  "25 

Modo  iuxta  regulam  operando  patet,  quod  primus  habuit  64;  oportet  20 
ergo  secundum  habere  72  et  tercium  84,  ut  patet  etc". 

Äd  idem. 

Sunt  2,    quorum  primtAS  petit   a  secundo  -y    suarum  pecuniarum,    et 
primus   emet  pannum   40   solidorum,     Petit   s«cundus   a  primo    -j    suarum 
peamianmi,  et  ipse  secundus  emet  et  solvet  pannum  40  solidorum.    Queritur,  25 
qumtum  habet  quüibet. 

Conietatur  primo  primum  habere  14;  oportet  ergo  secundum  habere  39, 
cum  cuius  y,  scilicet  26,  primus  solveret  40.     Habente  igitur  secundo  39 

Q 

et  capiente  y  de  primo,  scilicet  6,  solveret  45,  et  sie  eicedit  in  5. 

Coniectatur  secundo  primum  habere  21;  oportet  ergo  secundum  habere  28  so 

1  2 

cum  j,  cum  cuius  y,  scilicet  19,  piimus  solveret  40.    Habente  igitur  secundo 

W'28y  et  capiente  |  y  a  primo,  scilicet  9,  solveret  37^^,  et  sie  deficit  in  22« 

2-21.  Mit  verändertem  Wortlaut  die  Aufgabe,  welche  S.  38  Z.  22  bis  S.  39  Z.  7 
abgehandelt  wird.    Das  Resultat  ist  natürlich  beide  Male  das  nämliche. 
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14^  plus^ö 


21^minu8^2y 


7y  divisor. 


Modo   inxta    regalam  operando  patet,    qnod  primus  habet   18   et  y; 
oportet  ergo  secnndum  habere  32  directe. 


6  Odava  questio. 

Quidam  häbens  pecuniam  dixit  primo  sociorum  suoruni,  tU  daret  ei  tan- 
tum,  sictid  esset  —  ülius,  quod  habuerit,  et  ei  r edder ä  7.     Consegiienter  ivU 

9 

ad  secu/ndum,  cui  dixit,  ut  daret  ei  tantum  sicud  (!)  essent  ^  stuirum  pecuniarum, 
d  ei  redderet  11,  Consequenter  ivit  ad  terdum.  dixit  ei,  ut  daret  sibi  tantum, 
10  quantum  häberet,  et  redderet  ipsi  10.  Consequenttr  ivit  ad  quartum,  cui  dixit, 
da  mihi  duplum  ad  id,  quod  haheo,  et  eius  j,  et  reddam  tibi  200,  et  finaliter 
nihil  ohtinuit,     Queritur  quantum  habuit  primus. 

Coniectatur  primo  ipsum  habnisse  33,  cuius  y  si  secundus  ei  dedisset, 
scilicet  22,  habuisset  55,  de  quibus  ipsi  primo  restitnisset  7,  detinoisset  48. 

Q 

w  Cum  quibus  venisset  ad  secundumi,  qui  illius  y,  scilicet  36,  ei  dedisset;  et 
ei   restituisset    11    et  obtinuisset    73.     Cum   quibus   yenit  ad  tercium,   qui 
dedit  ei  tantum;  et  restituerat  ei  10  |  obtinuit  ergo  136.     Cum  quibus  136  5! 
venit  ad  quartum,  qui  dedit  ei  duplum  illius  et  y  eiusdem,  cui  cum  resti- 
tuisset 200,  retinuit  adhuc  262y 

«0  Coniectatur  secundo  ipsum  habuisse  45,  cuius  y,  scilicit  30,  ei  dedit 

secundus,  et  ipse  secundo  restituit  7,  obtinuit  ergo  68;  cum  quibus  venit 
ad  tercium,  qui  ei  dedit  ^  dß  68,  scilicet  51,  et  ipse  restituerat  11,  obtinuit 
ergo  108;  cum  quibus  venit  ad  tercium,  qui  dedit  ei  tantum,  et  restituit 
ei    10,    obtinuit    ergo    206;    cum   quibus   venit   ad   quartum,   qui   dedit  ei 

25  duplum   illius   et  eciam   eius  y,   cui  cum  restituisset  200,   obtinuit  adhuc 

500  et  I . 

^  33     plus  .262|l 

":^/:"  238  divisor. 

45     plus    500|| 

Modo   iuxta  regulam   operando   patet,   quod  habet  primus   19   et  ^; 
80  cum  ad  secundum  venisset  habuit  25  et  g^.  •    Ad  tercium  dum  venisset,  habuit 
34   et  If^'     Ad  quartum  autem  cum  venisset,  habuit  58  et  *^,   que  cum 
expedivisset,  optinuit  200,  ut  patet  clare  casum  examinanti. 
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Xona  qu^sHo. 

Septem  ora  dfmptis  2  denarüs  ^mn/  empta  pro  5  \  ti  uno  oro:  querifur 
guatUi  preäi  est  omm. 

ConieeUtur  primo  ipsom  valere  5  .\;  yalerent  7  35,  preter  2  denanis 
essent  33  ä,  qui  deberent  tantnin   esse  5  Ä   et   anuin  OTuin  t^is  precii,  • 
iS'scilicet  5  Ä  j,  scilicet   10,  qni  exeedit  primns  numeras  in  23. 

Coniectatnr  secnndo  1  ovnin  ralere  4  -\;  yalerent  ei^go  7  28,  preter  2  .\ 
essent  26,  qni  esse  debent  tantom,  qnantnm  5  a  et  nnnm  ovom.  einsdeni 
dem  piecii  ant  yaloris,  scilicet  4  ä,  et  sie  essent  9  ä,  qni  excedit  seonn- 
dns  nnmenis,  scilicet  falsus,  scilicet  4  in  17.  r 

5     plns    23 

^  6  divisor. 

4     plus     17 

Modo  inxta  regnlam  ojierando  patet  namems  yems  yaloris  oyi.  soilieet 
1  denarii  et  ^  denarii.    Ad  probandom  die:  1  oynm  constat  y,  qnot  7  oya? 
fiicit  8  A  ^  •     Depone  2  .\ ,  remanebit  6-^  ,  et  hoc   est  5  ä    et   1    oyuni,  i; 
qnia  1  oviim  constat  1^  Ä. 

Äd  idem. 
I  4  ora  demptis  2  denariis  emuntyr  pro  7  \  ei  ovo,   queritur  quantum 

precium  est, 
'  Omnino  inxta  regnlam  operando  patet,  qnod  oynm  yalet  3  Ä  » 

4  plus    3 

-  "^  3  diyisor. 

5  plus    6 

Questio  decimn, 

Quidam  transietis  vicum  pfcüt  a  quodam,  quot  essend  höre.     Cui  resjM}»- 
dd)at:  quia  dies  est  IJi  horarum  nrtificialium  et  sufit    *   preteriti  et   ^  futuri  n 
simu!  iuncte.     Et  rt'rum  du  it.     Qu^itur,  quot  fuerunt  höre. 

Coniectatnr  12  fuisse  horas,  cuius  -  sunt  8,  et  --  sunt  9,  usque  ad 
complementnm  12  horarum  sunt  3,  qni  simnl  iuncte  facinnt  11  et  non  12^ 
scilicet  minus  nna. 

Coniectatnr  secnndo  fuisse  6  horas,  cuius  vel  quamm   *    facit  4,   et  « 
temporia  futori  nsqne  ad  complementnm  1 2  horarum  ~  sunt  7  \  ,  qni  simul 
U  inncte  sunt  ll^j  qtie  deberent  esse  6  tantum,  et  sie  excessus  est  in  5^/ 
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Maxioiiliaii  CuTtKei 


12  mütui,! 


6    plm    5^ 


6^  divisör. 


Modo  ituta  regulaiü  opemndo  patet  nuroaras  r&rus  Bomrura,   scilii^et 
quod  ftLMnmt  11   cum  j^. 
6  Umledmfi  quesiia. 

Quiäam  m^f^ator  a  iptmlam  (ttpif  efnerc  100  Äf  cere  antiqui  d  n&ve  prü 
IS  *fcwfi^.     Tpse  niim  lyetuWor  vefidit  qumkik\  quod  est  100  U,  antique  eer€ 
pm  10  si'utis,  et  fwie  pro  ^0  $euiis.    Modo  gumiur  quüt  Hhre  aftUqm  earc 
et  quot  i$  mvc  sibi  vfnkmi  pro  18  smiw  facimtes  simuf  tmum  qtuviaie. 
10  ConieüiÄtiLT  primo,  quod  ei  veniunt  40  ^i^  antiij^uej  ille  enim  vendantiir 

4  scutisj  et  cum  ca]>eret  40  antique,  reciperet  nove  60,  que  Talent  12,  que 
cum  4  primis  additis  essiiit  IG,  et  Bic  esseut  minus  2  pro  40. 

Ooniectatur    secundo    ipBum    recipere    BO    antique.     Ille   Yendutitiir   3 
seutiBi  et  reciperes  tunc  TO  noye,  que  vendentur  14j  et  sie  poaito  30  esset 
Lfi  minus  in  unü. 


40^  minus,  2 
30 'minus  1 


1   divisor. 


Modo  iuxta  regulam  öperando  patet  numeroß  vems  antique  cere  scilicet  20, 
que  valent  2  scuta,  et  nove  80  erunt,  que  valent  16,  et  sie  patet  solucio. 
20  Nota   in   idem,    quod    si   casus   ponetur   de    tribus  differentiis  cere  aut 

alterius  rei,  aut  de  pluribus  differentiis,  tunc  per  Las  posiciones  non  potest 
inveniri,  nee  per  regulam,  quia  non  semi)er  uno  nuniero,  sed  pluribus  tales  |  .'>3' 
casus  stare  possunt. 

Eoempli   amsa   </uidam   rcndit   dr  prima   differencia  pro    10  scutis.    df 
25  srauida  pro  :25,  de  tcrria  pro  2Ö  sentit  ipsum  quintale.     Quidam  cupit  unitm 
quiniide  aggrcgidum   <\r  omnihns  pro    IS  scutis:  queritur,  quardum  habntt  df 
qualihi't  differentia . 

Una  recipiendo  de  prima  40,  de  secunda  40,  de  tercia  20. 

Alia  recipiendo  de  prima  30,  de  secunda  20,  de   tercia  50. 

20—29.  Hier  behauptet  der  Verfasser  also,  dass  unbestimmte  Aufgaben  mit 
der  reyula  fahi  nicht  zu  lösen  gehen,  und  giebt  als  Grund  die  mehrfachen  Werthe 
an,  welche  die  Unbekannten  erhalten  können.  In  dem  vorliegenden  Beispiele  ist 
allgemein  A  =  '10  -\-  t^  B  =  2t^  C  =  SO  —  3t.  Die  beiden  vom  Verfasser  ge- 
gebenen Speciallösungen  ergeben  sich  für  t  =  20  und  für  t  =-  10.  Obwohl  oben 
niehrfach  ähnliche  Aufgaben  durch  die  Regel  vom  falschen  Ansatz  zur  Lösung 
gebracht  sind,  so  lässt  sich  diese  doch  in  unserem  Falle  nicht  anwenden,  da  das 
Erfordernis  dazu  —  dass  nämlich  die  Anzahl  der  zu  theilenden  Sachen  und  der 
zu  zahlende  Preis  einander  gleich  sein  müssen  —  hier  nicht  zutrifft.  In  nicht 
ganzen  Zahlen  findet  man  freilich  durch  die  Eegnln  fahi  stets  eine  Lösung. 
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Duodecima  conclusio(f). 

Est   enim  facilis  et  terminabitur  per  modum  resolucionis  a  posteriori, 
quam  vis  posset  eciam  regula  ista  manifestari,  et  est: 

Quidam  intrant  ortum,  qui  habet  4  porias,  et  cöttiffit  poma,  gut  exifufn 
petefis  a  pr'mio  dat  priino    j  Oinnium  et   ^  unius  itUegri.     Cansequenter  se-  5 
cundo  dat   y  omnium  et  -j  tmius   integri;   terdo   vero  dat    ^   omnium  ä  -^ 
unius  integri;  quarto  autem  dat  -^  omnium   rema/nendum  et   j  unius  ultra 
integri,  et  retinet  tanium  2  in  fine.     Queritur,  quot  fuerint  in  prindpio. 

Quia  remanserunt   2   et  ultimo   dedit  ^    ultra,  ipsa   2   in   5   duc,   et 
erunt  10,  quibus  adde    ^   ultra  datas,  et  erunt  14  poma,  que  habuit,  cum  lo 
yenisset  ad  quartum.     Ipsa  igitur  14,   quia  tercio   dedit   ^  ,   duc  in  4  et 

S  2 

superadde  ^  ultra  datas  et  habebis  59.    Consequenter,  quia  secundo  dedit  j-, 
ipsa   59   in   3  multiplica   et  y   producto   superadde,    et  habebis    179,   que 
54  habuit,  cum  ad  secundum  veniret,  que  dupla,  et  unitas  |  superaddita  dat 
quesitum,  scilicet  359.  i5 


IIL 
133'  Machmet  in  dem  puech  algebra  und  almalcobula  hat  gepruchet  dise 

wort:  census,  radix,  numerus.  Census  ist  ain  jede  zal,  die  in  sich  selb 
multiplicirt  wirt,  daz  ist  numerus  quadratus.  Radix  ist  die  wurcz  der  zal 
oder  dez  zins.  Numerus  ist  ain  zal  für  sich  selb  gemercket,  nit  alz  sie  ain  fo 
zins  oder  ain  wurcz  ist.  Aus  den  dingen  merkt  er  6  ding:  das  erst,  wann 
der  census  sich  gelichet  den  wurczen;  daz  ander,  so  der  census  sich  ge- 
liehet  der  zal;  daz  drit,  so  sich  dje  zal  gelichet  den  wurczen;  das  4  so 
sich  der  census  und  die  wurczen  gelicbent  der  zal,  als  ob  man  spreche: 
ain  census  ynd  10  wurcz  gelicbent  sich  32;  das  fünft  ist,  so  sich  der  25 
census  vnd  die  zal  gelichend  den  wurczen;  das  sechst,  so  sich  die  wurczen 
vnd  die  zal  gelicbent  dem  census. 

Dar  vmb  Sprech  ainer:  gib  mir  ain  zensus  vnd  zuech  darvon  sin  wurcz, 
vnd  von  dem,  daz  vberbelyb  an  dem  census,  zuech  och  ausz  dye  wurcz;  die 
zwo    wurcz  tue   zesamen,   daz   2  zal   darausz  werden.     So   aber  daz  nit  in  so 

1—16.  Diese  Lösung  ist  mit  der  regula  versa  des  Leonardo  Pisano,  und  also 
indirekt  mit  der  sogenannten  Umkehrung  der  Inder  identisch,  zugleich  mit  der 
regula  sermonis  der  Araber,  aus  welcher  letztem  Quelle  sowohl  Lbonabdo  als  unser 
Verfasser  geschöpft  haben  dflrfben.  26.  Hier  hat  Gerhardt  schon  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  wohl  ein  Schreibfehler  für  89  vorliegt,  da  dann  die  Auf- 
gabe mit  der  des  Muhammbo  ALciiwARizMi  identisch  wird. 

Abh.  ivr  OMoh.  der  Mfttbem.  VII.  4 
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der  sechs  regel  ainer  stat,  {  so  bring  es  in  ain  regel  also.     Es  sollen  die  13^ 
zwo   wurcz    2  numero   gelich  gesin,   so  kompt  es  in  die  dritten  regel;  dar 
vmb    zuech    ab    von    den    2   numero   die   wurczen   dez   census,    so   belyben 

2  minder  der  wurczen  desz  zins,  dasz  selb  belybend  ist  geljch  der  wurczen 
5  desz,   dasz  ain  census  uberbeljbt  sein  wurcz  darvon  gezogen  wurt,  daz  du 

aber  habest  des  geljch,  unsz  daz  uberbeljbt,  so  multiplicir  die  2  dragmas 
minder  ainer  wurczen  in  sich  selb,  so  komen  4  dragma  ynd  ain  zins  minder 
4  wurczen,  daz  wurt  gelich  dem,  daz  uberbeljbt  an  dem  census,  wann  sein 
wurcz  darvon  wart  gezogen.  Nu  zuech  darvon  dje  gemindert  wurcz,  so 
10  beljbt  1  census  vnd  4  dragme  gelich  ain  census  vnd  3  wurcz.  |  Nu  tu  13 
baidenthalb  den  zins  darvon,  so  belejbt  dennocht  dasz  übrig  gelich,  dasz 
ist,  4  dragme  sind  geljch  3  wurczen.     So  musz  ain  wurcz  ly  sein,   wann 

3  mal  ly  macht  4.     Multiplicir  ly  in  sich  selb,  so  kompt  y,  daz  ist  der 
census,  vnd  sein  wurcz  ist  ly ,  vnd  wann  tue  ly  tust  von  ^  ,  so  beljb  ^  ; 

15  die  wurcz  von   ^   ist   jj  ,  die  y  tue  zu  der  wurczen  y  ,  daz  ist  1  ^  ,  macht 
2  gancz.  1461.     Erasmi  martjris. 


IV. 
REGULE  DELACOSE  SECÜNDÜM  6  CAPITÜLA,  ü 

vnd  mit  den  selben  capitel  mag  man  alle  rechnung  machen,  vnd  haissen  also: 
«0  Das  erst:  Cosa  gleich  numero, 

Das  ander:  Censo  gleich  den  numero, 

Das  dritt:  Cosa  gleich  censo. 

Das  viert:  Censo  vnd  cosa  gleich  numero. 

Das  fünft:  Censo  vnd  numerus  gleich  cosa, 
Jis  Das  sechst:  Cosa  vnd  numerus  gleich  censo. 

Nu  merck,  wen  du  ain  rechnung  machst,  als  du  furpas  werdest  sehen, 
es  musz  der  capitel  aines  gleich  sein,  darnach  das  selbig  capitel  ist,  es 
musz  mit  der  regel  gemacht  werden. 

12.  Gebhakdt  setzt  hinter  sein  einen  Punkt  und  beginnt  dann  mit  Wann  de^ 

Satz  so,  als  ob  er  die  Begründung  für  das  Folgende:  Multiplicir  t~  wäre.    Ni^^ 

hat  aber,  und  der  Sinn  wird  mir  auch  recht  geben,  tcann  hier  die  Bedentong  tc^^ 

weil  oder  denn^  und  begründet,  weshalb  x  ==  ly  sein  musa,  wenn  4  =  3x  L^t. 

Bei  Vergleichung   unseres  Textes   mit    dem  Gerhardts  werden  auch  sonst  nOch 
mehrfache  unterschiede  zu  Tage  treten. 
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Capifulum  primum. 
Wen  der  numerus  gleich  ist  cosa,  das  ist,  wen  dy  zal  gleich  dem  ding 
J7  ist,  so  sullen  wir  dy  zal  tailen  |  in  daz  ding,  id  est  in  den  cosa,  vnd  was 
dar  aus  kumbt,  als  vil  ist  das  ding  wert. 

CapUidum  secimdum,  & 

Wen  das  ding  ist  gleich,  das  ist  censo  gleich  der  zal,  so  sol  man 
tailen  dy  zal,  id  est  den  numerus,  mit  dem  censo,  vnd  was  ausz  der  tailung 
kumbt,  Badise  quadra  von  der  selbigen  zal  ist  daz  ding  wert. 

CapUidiim  iercium. 
Wen   das   ding  ist  gleich  dem  censo,  so  sol  man  das  ding  tailen  in  lo 
den  censo,   vnd  was  dar  ausz  kumbt,   vnd  als  vil  ist  das  ding  wert,  id 
est  cosa. 

Capitulum  quartum. 

Wen  dy  zal,  id  est  numerus,  gleich  ist  dem  ding,  id  est  cosa,  vnd 
n'  dem  censo,  so  sol  mansz  tailen  mit  dem  censo,  dar  |  nach  das  cosa,  id  est  i5 
ding,  halbs  taylen,  vnd  das  selbig  halbtayl  schol  man  furpas  in  sich  machen, 
vnd  was  es  dann  trift,  auf  dy  selbig  summa  soltu  darnach  dy  zal  darzu- 
thun,  vnd  radiz  in  der  selben  summa  untemand  mynder  den  halbtail  von 
dem  ding  ist  das  ding  wert. 

Capitulum  quintum.  20 

Wen  das  cosa,  id  est  ding,  gleich  der  zal,  id  est  numero,  vnd  dem 
censo,  so  soltu  tailen  mit  dem  censo  alle  ding,  vnd  das  ding  halbs  tailen, 
vnd  fOr  daz  selbig  halbtail  in  sich  selb,  das  das  selb  halbtail  von  dem 
ding,  vnd  von  der  sum  schol  man  abziehen  dy  zal.  ain  radixe  von  dem 
selbigen  abgezogen  ist  das  ding  wert.  26 


2—4.  Das  ist  ax  ^  b.  x  =»  —-        6—8.  Hier  hat  sich  der  Verfasser  zuerst 

a 

Terschrieben,  indem  er  sagt:  Wen  das  ding,  er  verbessert  sich  aber  sogleich,  indem 
er  binzufagt,  das  ist  censo.    In  Zeichen:  aa:*  =>  6,  a:  «T^— •        10—12.  Das  ist 


bx,  x^-  '        14—19.  Das  ist 
a 


c        b 
2o' 


ax^  +  bx^c;    x^  +  ^x^^;    ^  «"[/(^J  +  £ 

c       b  b      1  /l~b~\^       c 

21— 25.  Es  soll  sein  ax*  +  c  —  ^^;  «*  H —  —  -  aJ;  x^- |/(^-  1 ; 

^  '        ^  a       a    '  2a      r    \2a/        a  ' 

ein  Commentator  zu  der  GxBHABOTSchen  Algebra  —  siehe  unten  —  kennt  auch 

bei  der  Wurzel  das  -|-  zeichen. 


I  Exemplum.     $0   dritiail   aLnes   ballers   wie   uil  fl.  es  macht.     Machs       j 

als  do  stet  y  pro  1  Haller,  wie  80.  |  facit  1   fl.  6  A    J-  tins  Hallera.  im 

I  CapUiilum  s&^tum.  i 

'  Wen   der  ceiiRO  ist  gleich  dem  ding  und  der  lal,  so  schol  man  tailen       1 

B  mit   d@m   eenso,   vud   das  ding  —  tail,   vnd  füisz  in  sich  selbs,  multipUcir       | 

für  Siebs  selbigen  ^  tail,  vnd  das  es  trift^   snlto  dy  zal  darzu  thaen^  vnd 

dy   radis   voti   dem   selbeix   sutnme  vnd   auch  das   ,^    von  dem  ding  ist  das 

ding  wert. 

M freie,  iva.^  rema,  ding  tiud  vuho  ist 

lu  Mnltiplicir  ding  wider  ding,  macht  censo: 

MuHipIieir  ding  wider  censo,  macht  cubo. 
I  Muliiplicir  ding  wider  enbo,  maebt  eenso  de  cenBO. 

I  Multiplicir  censo  de  censo  wider  ding^  macht  du'   ciibü, 

MultipUeir  cengo  wider  eenso,  macht  censo  di  cengo. 
15  Mu]ti|ilicir  ciibo  wider  cabo,  macht  cubo  di  cubo. 

L  I  K^ffnphtm  de  primo  capiiuio.  138' 

I  Mach  aus  10  swai  tail,  vnd  das  gr^st  tail  In  das  ander  iail, 

viul  das  aus  dt*r  f.ailuTig  f*  cbumbt:  wie  uil  ist  ittliehs  tails 
gewesenV 

20  Macbs  also,     «ym,   das   1    tayl  say   1   ding,    id   est  cosa,   so  musz  das 

ander  tail  10  mynder  1  dings  seyn.  Nu  tail  10  mynder  1  dings  in  1  ding, 
vnd  sol  5  aus  der  taylung  komen.  vnd  darumb  das  man  in  1  ding  nit 
mag  taylen,  nuistusz  also  taileu.  10  mynder  1  dings  mustu  taylen  in 
1   ding,  vnd   5   soll  treffen  aus  der  taylung.     Nun  multiplicir  5   wider  aiu 

üü  ding,  das  was  der  tayler,  so  sol  das  komen,  das  man  getaylt  bet,  das  was 

1  —  2.  Dieses  Excmphtm   ist  natürlich   nur  durch  die  Schuld  des  Abschreibers 
aus   eiuer   Randglosse   in   den  Text  gekommen.         4—8.  Das   ist  ax*  =  bx  -\-  c\ 

.r*  =  ^  .r  +  ^;   x  =l/(,    )  +  ^  +     -    •         13    Die  letzten  Worte  dürften  wohl 
a  a  r    \2a/         a         '2  a 

duplex  cubo  zu  lesen  sein,  dann  würden  also  folgende  Poteuznamen  sich  ergeben: 

X    =  ding  =  cosa 

x'^  =  censo 

x'-^  =  cubo 

a;*  =  censo  di  censo 

.r-'  1=  duplex  cubo 

x*^  =  cubo  di  cubo. 
Es    wären    also    hier,    im    Gegensatz    zu    Luca    Pacilolo    die    Exponenten    nicht 
multiplicirt,  sondern  addirt. 
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10  mjnder  1  ding  gleich.  Na  gib  wider  den  10  das  ding,  das  er  mynder 
139  hat,  so  pleibt  10,  gib  an  der  ander  tail  auch  |  1  ding  zu  5  ding,  so  wirt 
6  ding,  das  ist  10  zal  gleich,  id  est  numero.  Nu  spricht  das  erst  capitel: 
wen  das  cosa  gleich  dem  numero  ist,  so  sol  man  die  zal  in  daz  cosa 
taylen:  Nu  tail  10  in  6,  kumpt  1  vnd  j,  ist  3  ,  vnd  als  uil  ist  das  ding  5 
wert.  Nu  nym  das  vbrig  bisz  auf  10,  das  wer  8  vnd  y  •  das  1  tail  ist  ly , 
das  ander  tail  ist  83  • 

1  ding  •  10  mynder  1  dings  •  ~  -^ 
•  5  mol  1  ding  ist  5  ding  y  •  1  y  • 

Exemplum  de  secwndo  capitulo,  lo 

Vind    1   zal,    das    ich  y  vnd  y  von   der  selben  zal  genemen 
mug,  vnd  was  vber  pleibt,   wil  ich  furpas  in  sich  selb  multipli- 
ciren,  vnd  schol  16  tragen  (?). 
139'  Machs  also,     nym  das  dy  zal  sey  |  1  cose,  id  est  ding,  gewesen.    Nu 

nym  j  —  von    1   cosa,   das  ist   ^ ,  pleibt  ^  ding,     das  für  in   sich  selb,  i» 
das  macht  ^^  von  1  censo,  vnd  das  ist  gleich  16.    Darumb  spricht  dy  regel, 
wann   dy  zal  gleich  dem  censo,   so   soll  man  dy  zal  in  dem  censo  tauen, 
vnd  was  dar  ausz  kumbt,  radiz  quadrata  von  der  selben  sum  ist  das  cose 
wert.     Darumb  tail  16  in  -^  censo,  trift  92^,  vnd  radix  von  92^^  ist  das 


cose  wert,  das  ist  9y,  vnd  9-^   ist  dy  zal  gewesen 


80 


Probacio.     Nym  y  ^   dauon  von  9y,  vnd  das  vbrig  multiplicir  für 
sich  selb,  so  kumbt  16,  et  factum  est. 

De  capitulo  t^cio. 

Item   wen  dy  censo   gleich  dem  ding,    so   sol  man  das  ding  in  den 
censo  taillen,  vnd  als  vil  ist  das  ding  wert.  «* 

140  Vind  ain  zal  als  2  gegen  |  3,  vnd  dy  selben  zal  als  vil  prungt 

zusamen  gethan  als  man  hat  multiplicir  ain  wider  dy  ander. 

Machs  also,     nym,  das  dy  erst  zal  sey  1  cosa  gewesen,  vnd  das  ander 
musz  3  seyn.     thu  zesam  2  vnd  3,  macht  5  cose.     Nu  multiplicir  2  cose 
uider  3  cose,  macht  6  censi.     Nu  haben  wir  5  ding  gleich  6  censi.  (censi)  so 
gleich   dem   ding,   so   sol  man  (tailen)  ding  in  6  censi,   komen  y;   als  vil 
ist  das  ding  wert.    Vnd  wir  haben  geseczt  2,  darumb  multiplicir  2  mol  ^  , 

28.  Das  muss  natürlich  heissen:  3  cosa,  wie  ans  dem  Zusammenhange  er- 
sichtlich ist. 


54  Maximilian  Curtze: 

fit  Y)  das  ist  ly,  ynd  als  vil  ist  dy  erst  zal  gewesen;  der  ander  was  5  ding. 
Multiplicir  3  mol  y,  ist  2j-,  vnd  als  uil  ist  dy  ander  zal  gewesen,  et 
factum  est. 

Probacio.    Wir  haben  die  erst  zal  ly,  dy  ander  2j]  thu  es  zesam, 
5  trif t  4y.  I  Nu  sol  wir  multipliciren,  vnd  sol  auch  komen  4y.     Nu   mul-140' 
tiplicir  ly  wider  2y,  das  macht  4y,  vnd  ist  probiret. 

De  capitüb  quarto. 
Item  ainer  leicht   20  ÄJ   jn   2  jaren  gewin  vber  gewin,  vnd 
wen  dy  zwey  jar  ausz  komen,  so   gibt  man  im  wider  3*0  €6    mit 
10  hauptgut  vnd  gewin.     Nu  frag  ich,    wie  uil   20  ^    in  1   jar  bat 
gewonnen,  vnd  20  ß  ist  1  if, 

Machs  also.     Nym   das  20  ^  in  1  jar  haben  gewonnen  1  ding;  das 
ander  gewinnet  dy  20  ü    aber  1  ding.     Nu  mach,   was  1  ding  auch  ge- 
wynet,  mit  der  regel  von  3  ding.     Sprich  20  16  pro  1  ding,  wie  1  ding 
16  vnd  secz  also 

20-  1  a- 1  a. 

Multiplicir   1  d  wider   1  d,    macht  censy  vnd  |  tails    in   20,    chumb^^^ 

^  censo,  vnd  das  ist  dy   30  ^    gleich  mit  hauptgut  vnd  gewin:   20  ^^p: 

2  a  2ö    c^Qsy    ^^^    30   ^    gleich.     Nu   zeuch   ab   1   zal  von  der  ander^^-^ 

80  wann   es  sol  nur   1  zal   sein,     zeuch   ab  20  Ä5    von  30  fi ,  pleibt  10 

desgleich    auch   1  ^   öq   censo,    vnd    tail    alle    ding    mit    dem    censo 


10  /^  in  ^  censo,  kumbt  200  fl-,  tail  2  d,  chumbt  40  d.  Nu  hal^.^^ 
200  fS  mit  40  d.  tail  das  ding  in  ^  ,  alz  dy  regel  spricht,  kumbt  2C^  - 
Multiplicir  für  sich  selbs,  trift  400  r,  thu  dy  zal  dazu  dy  200  «J,  triffc  S  ^I>o 
26  vnd  radix  von  600  mynder  das  halb  tail  von  dem  ding  hat  20  Ä^  1  ^^^ 
gewonnen. 

I  De  capitulo  quinio. 

Item  es  sind  2  gesellen,  dy  wellen  stechen  mit  einander, 
der  1  hat  gelt,  der  ander  hat  seyden.  der  mit  der  seyden  pe  -^mii 
^  l  ft  pro  9  fl  pargelt  vnd  im  stich  12  fi,  vnd  uil  -^  pargelt,  d  ^^% 
der  mit  dem  gelt  peut  das  gelt  am  beraiten  gelt  pro  10  fl  1  maz^M-c. 
Nu  frag  ich,  wie  er  das  gelt  am  stich  sol  p^eten,  das  er  y  y^^n 
dem  stich  dem  andern  geh,  vnd  der  stich  gleich  sey. 

7-20.  Das  ist  die  regula  lacri  Widuakks  nur  mit  andern  Zahlen wezih^^—eo. 
Wir  werden  derselben  Aufgabe  später  nochmals  begegnen.  Siehe  auch  Cakt-^  ob, 
Vorlesungen  II,  S.  213-2U.  28  u.  ff.  Stich  heisst  Waarenaustausch.  Si^^hc 
Cantor,  Vorlesungen  II,  S.  207. 
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Machs  also:  nym  das   1  d  gelt   1   stich.     Nu  nym   ^    von    1  d,   das 
ist  -^  dings,  ynd  das  gib  dem  mit  der  sejden,  der  do  1  ^  peut  pro  9  fl 
vmb   pargelt    vnd  am  stich  pro   12   floren.     Nu  gibt  man  ^   ^,    darumb 
U2  zeuch  im  ab  j  ^.     Nu  machs  mit  der  |  Regel  von  3  ding.     9  fl  mjnder 
1  d  pro   12  fl  mynder  —  d,  daz  chan  man  nit  taylen,   wan  ding  in  dem  6 
tailer  ist.     darumb   sprich   also:   wir  haben   zu   tajlen  120  mynder  2y  in 
9  mynder  -^,   vnd   1  ding  ausz  der  taylung  chomen.     Darumb  multiplicir 
1  d  wider  den   tayler,  das   ist   9  minus  -^  dings,  so  werden  120  mynder 
2^  d  gleich.     Nu  multiplicir   1  d  wider  9   minus  j  d^    das    macht    9   d 
minus  j  censo.     Nu    mach    ain  ydlich  gleich,    wan   dem  ersten  sol  man  lo 
wider  geben,     gib  dem  120  mynder  2y  d  gewin  2^  ^,  so  pleibt  120  zal; 
gib  dem  andern  auch  als  vil,  komen  lly  ^  minus   -^  Cö^sy.     gib  in  auch 
U2'den  Y  cei^sj)   das  er  minus  hat,  so  pleibt  llj-  d.  |  gib   dem  andern  auch 
-i  censy,  trift  120  zal  ^  censy.     Nu  haben  wir  paid  tailen  gleich  gemacht, 
pleibt  dem  ainen  tail  11  y  d,  dem  andern  tail  pleibt  120  zal  vnd  --  censy.  i5 
Nu  sol  man  alle  ding  in  dem  censo  tailen.     tail  120  zal  in  -  censy,  trift 
480   zal;    tail   auch    11^    in  ^   censy,   trift   46   ^;    tail   dy  ding  in  halb, 
ist   23;  multiplicir  23  für  sich  selb,   sint  529.     Nu  zeuch  ab  dy  zal,  das 
ist  480,  pleibt  49.    Nu  radix  von  49  ist  7,  das  sol  man  abzihen  von  dem 
li&lben  tail  von   dem  ding,  das  was  23.     zeuch  ab  7  von  23,  pleibt  16;  so 
vmb  16  fl  hat  man  das  gelt  am  stich  gepoten. 

W  I  Proha  super  qumtam  reguLam  ktcose. 

Wiltus  probiren,  so  sprich  also,  der  mit  der  seyden  peut  1  /iJ  vmb 
^  fl  an  pargelt  vnd  am  stich  vmb  12  fl,  vnd  wil  ^  pargelt  haben  von 
clem,  der  gelt  hat,  der  das  gelt  am  stich  vmb  16  fl  hat  vnd  umb  pargelt  25 
pro  10  fl.  Nu  nym  -^  von  16,  ist  4,  vnd  zeuch  4  von  12,  pleibt  8;  auch 
zeuch  ab  4  von  9,  pleibt  5.  darnach  sprich:  5  vmb  8,  wie  10.  secz  also 
5  -  8  •  10,  kumpt  16. 

5  •  8  •  10       ^       1  ding  stich 
pargelt    pargelt  30 


82  bis  8.  66  Z.  6.  Diese  Proba  ist  von  der  Hand  des  Fbateb  Fbidebicus, 
-während  der  Haopttext  von  anderer  Hand  ist.  Jedenfalls  ist  aber  dadurch  be- 
wiesen, dass  diese  Algebra  nicht  später  zu  setzen  ist  als  die  von  demselben 
Fbateb  Fridebiccs  geschriebene  GERHARDTsche  Algebra. 


56  Maximilian  Curtze: 

9  mynder  ^  *^  12  ^^y^^ßr  T  *  ^^T 
9  ding  minder  -^  censo      120  minder  ^ 
pleibt   lly  ding  minder  —  censo  pleibt  120  zal 

114  ding  120^  censo  ^^d—^-  480. 
5  Radix  von  49  ist  7,  zeuch  ab  von  23,  pleibt  16.  | 


'  De  capitulo  sexto. 
Item   ainer  hat  100   eilen   tuchs   vnd   ain  ander  hat  auch  als 
uil,  vnd  der  erst  geit  seins  |  tuchs  5  eilen  mer  vmb  1   fi.  den  derl 
ander,  vnd  wenn  sy  dy  tuch  payde  verkauft  haben,  so  vinden  sy, 
10  das   sy   20  fl  haben.     Nu  Sprech  ich,   wie  uil  ydlicher  eilen  seins 
tuchs  vmb  1  fl  sol  geben. 

Machs   also:    nym,    das   der  ander  hab   1  c  pro  1  fl  geben  von  den 

100  eilen,   so  muss  der  erst  geben    1  d  und   5   eilen  mer.     Nu  tail  1( 

1 00 
eilen  in  1  ding,   das  er  vmb  1  fl  gibt,  so  trift  ^ -p — ,   100  in  1   ding 

16  tailt,   als  vil  fl  trifts.     Nu  tail  dy   ander  100  eilen   in   1  ^  vnd  5   me"---^^ 

100  IQ — ~*^fc.  ^ 

^  SO   trifts  7-^^   100  in    1  d  vider  5   mer  getaut.     Nu  summir  zesam  j-^^^^^^^? 

vnd      o    ,   als  man  zu   prochen  thut.     Multiplicir  in  crucz:    100  mal  1  ^ 

macht    100  a,   vnd    100   mal    1  a   vnd   5   macht    100  ding   vnd   500  za-d     1 
addir  zesam   100  d  vnd    100  d  vnd   500  zal,   macht   200  d  vnd  500  *s.a.l. 

20  das  sol  man  tailen  in  dy  vntem  figur,  das  ist  1  c  multiplicirt  vider  1  c^  ^ 
macht  1  censy  vnd  5  ding,  vnd  tail  200  ^  vnd  500  zal  in  ain  censy  vnd  -^S  ^, 
das  tailt  uider  nicht,  wan  ding  ist.  Vnd  merck,  wen  du  es  getaut  k-^^^t 
so  sol  20  fl  komen,  darumb  multiplicir  20  fl  uider  1  censy  vnd  5  a,  ^^-irt 
gleich  200  d  vnd  500.     Multiplicir   ain  censo  20  fl,   macht  20  censo    ^vxid 

25  100  d  gleich  200  d  500  zal.  Nu  nym  davon  dy  100  a,  pleibt  zu  ^Lym 
tail  20  census.  nym  zu  dem  andern  tail  auch  100  a,  so  pleibt  lOO  r 
vnd  500  zal  dem  andern,  tail  mit  dem  censo,  das  chumbt  1  censo  ö  c 
vnd  25  zal.     tail   dy  5  ^   halbs,    das    ist   2^-  ?;  multiplicir  für  sich,  tari-ftl 


6  bis  S.  57  Z.  3.  Auch  dieses  Beispiel  wird  uns  später  nochmals  hegegxx^n. 
Dort  ist  es  mit  der  5.  Regel  gelöst,  indem  nicht  die  Ellensahl  des  zweiten,  sondern 
die  des  ersten  als  Unbekannte  genommen  wird,  doch  wird  dort  auch  gesagt,  xnan 
könne  durch  die  sechste  Regel  die  Aufgabe  ebenfalls  lösen.    Bemerkenswerth   sind 

iedenfalls  die  allgemeinen  Brüche        ^-. —   und  -    ,-     .*    Aehnliche,  aber  ääocIi 
"^  *  1  dmg  1  ding  5  * 

complicirtere  werden  wir  später  wieder  finden. 
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U4  S  f  j'  tu  es  zesam  mit  der  zal,  das  ist  25  zal,  triffc  31^-,  vnd  radix 
von  31^  mer  2y  hat  der  ander  eilen  vmb  1  fl  geben,  der  erst  hat  radix 
von  31j  mer  7^  vmb  1  fl  geben,  et  factum  est. 

De  capittUo  prinw. 
Item  ainer  hat  gelt  pay  im,   vnd  wil  tuch  kauffen,  vnd  wen  6 
er  3  ^  gibt  pro  1  eilen,   so  mangelt  er  4  (S  am  zalen,  vnd  wenn 
er   2  Ä^  gibt  pro  1  eilen,  so  pleibt  im  10  ^  vber.     Queritur,  was 
1    eilen  hab  gölten,  vnd  wie  uil  geltes  pey  im  hab. 

Machs  also:  nym  wir,  das  das  stuck  sey  1  ding  gewesen,  vnd  er  geit 
iW  3    f/    pro    1    eilen.     Sprich   3   mol    1  ^   ist   3  ^  |  minus  4  ft  darumb  das  lo 
er     spricht,    er  mangelt   4  fl    am   zalen,    darumb   chomb  3  d  minus  4  /?. 
Nu   sprich  2  mol  1   ^  ist  2  ^  vnd  10  ti  mer,  darumb  das  er  spricht,  im 
pleibt    10  vber.     Nu   ist   3  d  minus   4  /JJ    dem   ander  gleich,   das  ist  2  d 
lO    mer.     Nu    mach   ain   yeden    tail   gleich,    gib  dem  3  ^,    vnd  gib  dem 
andern  auch  4  /^,  so  trifts  2  c  vnd  14  ^   gleich  den  3  d.    zeuch  ab  2  d  i5 
von   3  dj  pleibt  1  d  vnd  dem  andern  14.    Nu  tail  14  in  1  d,  kumbt  14, 
vnd    14   ist  das   ding  wert.     Das  tuch   ist   14   eilen  gewesen.     Wiltu  nu 
vrissen,  wie  uil  gelts,  so  sprich:  3  mol  14  ist  42  fl.    Nu  zeuch  ab  dy  4  //, 
45  <iy   er  mangelt,  so  pleibt  jm  38,  dy  hat  er  pey  im  gehabt.  |    Sprich  2  mol 
14    eilen   ist  28,   pisz   auf  38  ist  10  //    vbrig,   vnd  also  ist  probiret  vnd  «o 
gemacht. 

Item  zwischen  7  vnd  13  secz  5,  was  sol  ich  seczen  zwischen 
32    vnd  4. 

Item  es  sein  2  gesellen,   dy  wellen  vnternander  stechen,    der 
erst  peut  sein  ding  pro  8  fl  100  ft  pargelt  vnd  am  stich  pro  11  fl,  «» 
der    ander   peut    sein  ding   1  et  pro   4  fl  mer  am  stich   dan  vmb 
I>argelt.     Nu   frag  ich,  wie   uil   der  ander  sein  ding  hat  gepoten 
am  pargelt  vnd  am  stich  dem  mit  paren  gelt. 

Machs  also:  nym  das  er  am  paren   gelt  peut   1  ^,   so   muss  er  am 
5'  stich  pieten  1  d  vnd  4  fl  |  mer;  darumb  sprich  also:  1  c  pro  1  o  vnd  4  fl,  so 
'W-y  8,  vnd  sol  1 1  komen,  als  der  erst  hat  poten.    Nu  secz  also  1  ^  1  ^  4  •  y  • 
^n  mach   8   mol   1   d  vnd   4  macht  8  d   32,   vnd   das   sol   man   tailen  in 

4  bis  S.  68  Z.  18.  Diese  Aufgabe  mid  die  beiden  folgenden  sind  nachträglich 

liinzugefflgt  worden.    Mit  der  Aufgabe  für  das  6.  Capitel  war  die  eigentliche  Ab- 

li&iidlang  zu  Ende.     Der  ersten  Aufgabe  sind  wir  schon  oben  S.  39,  Z.  23  bis 

S.    40,  Z.  3  mit  dem  identischen  Wortlaute  begegnet.     Auch  die  dort  gegebene 

L*ö8img  beruht  auf  den  hier  ausführlich  gegebenen  Schlüssen.        22    23.  Diese 

Zeilen  sind  sicherlich  absichtslos  hierher  gesetzt  worden. 
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Maximilian  Curtxe: 


1  t^  Yuä  toi  ans  der  t%iJafig  komea  11,  dfts  sind  dj  11  3,  das  äet  erst 
peai  am  gtieh,  Nu  haben  wir  S  ^  rnd  32 1  dat  sol  man  Lauen  jn  1  ^| 
rnä  soU  11  komenj  dammb  multiplicir  1  r  uider  11,  das  macht  11  f, 
das  ist  8  r  Tnd  3t  gleich,  a^etich  ab  8  ^  toü  11  r,  pleibt  3  ^,  gleicii 
s  02  mL     Nti  tail  32  in  3  ^,   komen  lof  ist  das  ding  wert,     dammb  hat 

bat  er  am 

f 


der  andiET  sein  ding  am  gelt  rmb  10  fl 


poten,  TBd  14  fl 


^ch    poten,    Tnd  |  an    gelt  pro  10  fl  ^,  das  ist   i  fl  ^^   am  gelt  get   mir  tlj 
14  i  Y  am  stich  w,  g.  in  8;  md  wiss,  Ton  recht  soU  11  komen. 
1  i5    1  €^  Tnd  4        8     11  -    a2 

i  r  4   -  11  ^   u  a 


1  d' 


18  '  18    32  ■  10 


De  e^pUu^o  pfimü. 

Item  es   aein  3  gesellen^  dy  haben  gelt,  vnd  der  erst  tpricbt 

^u  den  andern  2:  hei  ich  7  fl  ewres  gelts,  bo  bet  ich  dann  3  mol  mer 

iftdann  ir  2;  spricht  der  ander:  het  Ich  9  fl  ewres  gelts,  so  het  ich 

4  mal  mer  dann  ir  2,    spricht  der  dritt:  het  ich  11  fl  ewres  gelts, 

so  het  I  ich  5  mol  mer  dann  jr  2. 


llf 


Facit.  si  hahen  all  3  gehabt  19= 


Primus  7^,  secimdiis  6^,  tercius  5^ 


V. 

20  Questio  prima. 

Quidam  emit  15  ^l  zinziberis  et  17  U  carioflorum  pro  7  fl, 
et  de  cariofloribus  pro  vno  fl  veniunt  3  tt  plus,  quam  veniunt 
zinziberis:  queritur,  quot  veniunt  //  zinziberis  pro  vno  fl,  et  quot 
//   carioflorum  pro  vno   fl. 

25  Sic  inquiro.     pono,  quod  zinziberis  vna  res  veniat  pro  fl,  tunc  oportet 

ex  ypotesi,  ut  carioflorum  vna  res  et  3  fl  veniant  eeiam  pro  fl.  Debeo 
igitur  diuidere  15  per  1  rem,  iterum  17  per  1  rem  et  3,  et  que  eieunt 
in  quantitate  coniungere,  et  productum  erit   7  fl.     Sed  cum  diuido   15   per 

15 

1   rem  exit  fractio,  scilicet •     Iterum  cum  diuido   17   ]>er  1   rem   et   3, 

'  1  res  ^  ' 


12—17.  Die  Auflösung,  so  wie  sie  hier  nur  angedeutet  ist,  folgt  später  aus- 
führlich. 18  u.  ff.  Die  folgenden  Beispiele  beziehen  sich  auf  die  Algebra,  welche 
Gerhardt  herausgegeben  hat.     Es  heisst  später  „in  algebra  Ärabi^''. 
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\ 

I 

I 
I 


exit  finaUler  firactio,   scÜicet 


17 


Eas  duas  fractiones  more  nume- 


1  res  et  3 

ronun  conitmgo,  mnltipIicaDdo  denominatorem  in  denominatorem,  scilicet 
rem  in  rem  et  3.  proveniunt  censos  |  et  3  res,  denominator.  Post  nuraera- 
iorem  prime  in  denominatorem  secunde  et  numeratorem  secunde  in  de- 
nominatorem   pnme,    et    simul    addite    faciunt    22    res    et    45.      Ergo    ex 

33  reA  et  4^ 

comnnctione  bamm  fractionum  exit  firactio,  scilicet  -; —r-^ 

'  1  censTiß  et  3  res 


Fraciio 


valet  ex  supposicione  questioms  tantum,  quantum  7  fl.  Ergo  diuideniio 
numeratorem  per  denominatorem  debent  eiire  7,  qtiare  e  converao  miü- 
tiplicando  denominatorem  per  7  iUud,  qtiod  exit,  neceasario  equale  erit 
ntuneratori.  Ideo  sequi tnr,  ut  7  census  et  21  res  sunt  equales  32  rebus  lo 
et  45.  Auffero  iitrobique  21  res,  erit  per  communem  conceptionem,  qiiod 
7  census  equales  üent  11  rebus  et  45.  Igitur  1  census  equale  erit  y  rei 
et  cum  hoc  y  additis.  Ecce  es  in  sexta  regula,  quando  census  equatur 
rebus  et  numero.  Age  igitur  seoundxim  eam,  mediando  rem,  mediatum  in 
se  multiplicando ,  et  sibi  numerum  coninngendo,  et  producti  radicem  ex-  is 
trahendo,  et  buic  mdici  medietatem  rerum  addendo,  et  habebis  valorem  rei. 
Sic  illud  facio.  Medio  y,  sunt  j^\  duco  hoc  mediatum  in  se,  veniunt  j^; 
huic  coniungo  y^  proveniunt  y^g ;  hnius  aggregati  debeo  inquirere  radicem 
quadratam.  Sed  quia  hec  fractio,  quamquam  denominator  sit  numenis 
quadratus,  tamen  ipsa  non  est  fi-actio  quadrata,  propt^rea  quod  numerator  ao 
eius  est  numerus  |  non  quadratus,  igitur  impossibile  est  imperativum  te 
inTenire  eins  radicem.  Quam  cum  quo  radicem  propinquam  mihi  assignabis, 
ego  semper  assignabo  adhuc  viciniorem  numeruni  radici  eins  vere.  Ergo 
dico,  quod  emptio  talis,  ut  proponitur^  est  impossibile  et  falsa,  cum  ea  in 
nulli  numero  fieri  possit.  Bad  si  sie  posuisses^  diuide  15  per  aliquam  ^a 
quantitatem,  itenim  diuide  17  per  aliam  quantitatem,  que  priorem  divi- 
sorem  excedit  in  temario,  et  ooniiinge  quocientes,  et  aggregatum  ex  eis 
faciat  7\     Die  mihi  hos  diuisorea  (NoUi.    Non  sum  adeo  iners,   quod  illud 


6.  Hier  ist  einer  der  oben  ?orauBgesagten  allgemeinen  BrQche.  *23  u,  W.  Hier 
ist  e§  ioteresiant  zu  sehen,  wie  der  Verfasner  gnt  zu  unteracheiden  weias  zwiichea 
angewandten  Aufgaben  und  Aufgaben  in  reinen  Zahlen.  Während  hier  die  ge« 
gebene  Aufgabe,  da  irrazionale  Wunteln  etBcheinen,  so  wie  aie  gegeben  ist,  nicht 
gelöat  werden  kann,  jedenfalls  aber  nicht  absolut  genau,  läsat  die  zweite  eine 
pilLcise  Lösung  zu.  Der  Verfu^aser  bezieht  »ich  hier  und  später  auf  dus  10,  Buch 
dea  £vKLu>  von  den  Irrazionalen  Grössen  und  7.eigt  sich  mit  demselben  recht  wohl 
vertraut  Für  die  damalige  Zeit  ein  sehr  gutes  Zeugnis  für  denselben.  Ob  er 
jtclach  im  Stande  gewesen  wRre,  die  von  üim  Tcrlangtc  Probe  wirklich  durch- 
snfAhreni  möchte  ich  doch  bexweifeln. 


tiO  ^^^^^^^V  Maximilian  Curise: 

ie   «ftetnin   dabo),     fado    opus,    nt  piins,    et    quando  Tenio  ad  hoc   ag- 
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gvegfttiuii    ^ ,  Imias  debeo  extraher^  radioem.    Bed  ea  tian  potest  preciMiis 


ft  veriu^  nominati  iiuam  radix  de  ^-  *  Hole  radid  addo  niedietatem 
raram^  seilicet  ^^^  ei  proueuiet  rmdix  de  ^^  hmo  radici  adhmctis  j^- 
£  Diro  argOf  qnod  prima  quantitas  diaiBom  est  radix  de  ^  et  .-^^  et  qoia 
quantitas  seciHsdi  divisoris  est  hae  in  temario  maiore,  ideo  secoadtis  diuiscir 
fiet  radix  de  ^^^  additiv  ^-  lam  habes  qae^itas  quaDtttaies.  Sed  sunt 
binonmia,  imo  enim  Domise  est  eas  impossibile  ex|plicari,  et  sunt  linee  11^ 
irracioiiales  et  incoimQtiiLiea^tes  cam  16  et  17  ntimeris  proposttis.  Si 
10  If^gigti  decinaum  libftun  EncHdis,  ubi  de  hn&  Uneis  irracionaHbus  agit, 
Filius  ißtelliges.  Quod  si  autem  probare  voles  et  ostendere  tajitiun  factatu 
«üe,  pojie  qitocient^s  in  dinisione^  ut  fieii  solet  more  &actionuin^  nt  bic 

Ib 17 

-  et  radix  de  ^^  ^^  et  mdix  de  — 

prijaa  fracüo  sectin^  ümetio 

1^  Denominatores  homm  ftactiononi  sunt  binomia  et  ponnntnr  sub  rii^gnla, 
nomemtoi^s  mnt  mcionales  et  numeri.  Si  yIs  eag  eoniimgere^  du«  deno- 
minatoraizi  mmm  m  alimn^   et  qüod  exit,  fac  denominatorem  aggregati  ex 

eis.     item    numeratorem    prime    in    denominatorem    secunde    et    e    converso 
numei-atorem   secunde   in   denominatorem  prime,    et   coniunge  hec   aggregata 

20  pro  numeratore  aggregati.  Et  si  rette  feeisti,  denominator  precise  septies 
continebitur  in  numeratore,  qiiare  recte  actum  convinces.  Item  si  vero  hec 
practica  de  binomiis  et  numeris  surdis  uni  non  sit  cognita,  ille  fnistra 
agitur. 

Ecce    quanta  ^  diuersitas   in    proposicione    questionis.     Cum    enim  idera  14S 

2j  modus  practice  sit  in  utrisque,  tarnen  primum  est  impossibile,  aliud  pos- 
sibile,  proptera  quod  emptio  humana  non  tit,  nisi  numero  et  quantitate 
distincta.  Nemo  enim  vendet  tibi  alitpiid  pro  radice  de  decem,  cum  ea 
non  sit  numerus,  neque  in  numero,  et  si  eciam  ad  intinitas  fractiones 
distenderes,    nunquam    tarnen    radicem    de    illo    numero    comprehendes,    sed 

äo  quantitate  continua  comprendere  potest.  Ergo  primum  dixi  impossibile, 
secundum  autem  possibile,  quia  illud  in  quantitatibus  siu"dis  (juidem  fieri 
potest.  licet  enim  mercator  querens  nuiltiplicitate  fractionis  ad  vicinam 
accedit  adeo  eciam,  ut  in  una  millesima  parte  assis  non  esset,  tum 
illud    precisioni    non    sufficit.      Quando    igitur    partitum    proponitur,    quod 

35  in  numero  comprehendi  non  potest,  ego  dico,  ipsum  mercatoribus  esse 
impossibile,  qui  unitatibus  onrnes  suas  merces  dimeciuntur  non  radicibiis 
surdis!   — 
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Süidus  nameras  non  est  numerus.  Nam  numerus  est,  quam  unitas 
mensarat,  et  illa  ad  primam  questionem.  —  Tamen  quantum  grosso  cal- 
culatori  sufficiet,  et  prope  verum  quereret  non  ipsum  verum  precisum,  satis 
esset  dicere  in  numero:  De  casiofoliis  emit  pro  uno  floreno  libras  6  et  ^ 
IW  vnius  ii  et  modicum  plus,  |  et  illud  modicum  plus  non  potest  certo  6 
numero  dici;  et  de  zinzibere  pro  1  fl  emit  3  //  et  -^-  unius  ^  et  eciam 
modicum  plus,  quod  eciam  certo  numero  dici  non  potest. 

Sed   ego  taliter  non  appercio  solucionem,   quia  non  capit  precisionem 
et  puram  veritatem.     Quantumcumque  enim  vicine  accedas  ad  verum  duos 
tales  numeros  assignando,  ego  adbuc  magis  vicinius  in  millecupto  accedere  lo 
possum,  et  sie  sine  statu.     Et  hoc  faciunt  nostra  binomia.     Ideo  non  potest 
precisius  dici  quam  in  surdo,  ut  superius  dixi.     Sed  hoc  tamen  pro  doctis 
et  non  pro  mercatoribus,  qui  quia  grossi  sunt,  subtilem  numerorum  racionem 
comprehendere  nequeant.     contenti  enim   sunt  tantum  numerare,    quantum 
numero  florenorum  suorum  ostenditur.     Sed  nobis,  qui  florenis  caremus,  et  i5 
qui  diviciis   non   impedimur,   attingimus  racione   nostra  eciam  illud,   quod 
mercatori  est  impossibile.     fui  prolixior,  quam  institueram. 

Secunda  questio. 

ünus  concedit  alteri  20  fl.  ad  duos  annos  pro  lucro  et  lucri 
lacro.     tandem  restituit  sibi  in  fine   secundi  anni  30  fl  capitale  so 
et    omnem    lucrum    et    lucri    lucrum.      Queritur    de    lucro    primi 
t9'anni,  similiter  quantum  20  fl  et  |  lucrum  primi  anni  pro  secundo 
anno  lucri  fecerunt. 

Pono,  quod  lucrum  primi  anni  sit  una  res,  et  quia  lucrum  est  pro- 
porcionale  semper,  ideo  dico:  20  fl  lucrantur  1  rem,  quid  lucrantur  20  fl  ^ 
et  una  res?  Duco  1  rem  in  20  fl  et  rem,  exierunt  20  res  et  census. 
hoc  diuido  per  20,  venit  1  res  et  ^  census,  et  tantum  erit  lucrum  anni 
secnndL  Coniungo  hec,  et  erunt  20  fl  et  2  res  et  ^  census.  hec  sunt 
eqnales  30  fl.  Auflero  utrobique  20  fl,  quare  2  res  et  ^  census  equales 
emnt  10  florenis.  Multiplico  unum  quodque  per  20  et  erunt  40  res  et  3o 
luns  census  equales  200  fl.    Ecce  census  et  40  res  equantur  200  fl.     lam 


1—7.  Die  Wurzel  aus  —^  ist  hier  gleich   -  gesetzt,  also  nur  die  Ganzen  des 

Z&hlers  berücksichtigt.  Bei  einer  sp&tern  Gelegenheit  zeigt  der  Verfasser  dieses 
Commentars ,  dass  er  wirklieb,  wie  er  sagt,  die  Wurzel  wcinias  in  millecuplo  zu 
finden  im  Stande  ist.  18  u.  ff.  Auch  diese  Aufgabe  ist  schon  oben  Seite'  64, 
Zeile  S-  26  genau  wie  hier  abgehandelt  worden.    Es  ist  die  regtUa  lucri  WmMANMs. 


MaxiiRilinn  Cnrtt«! 


1 


ßs    in    quarta    regula   Algebre  Arahw.     Media    res,    sunt   !^0;    dnco   in   Be^ 

gniik  4  00  5  itmgo  sibi  üumertim,  fiunt  600;  hmus  debeo  ©itmhere  radicero. 

qiiia   antem   noB   habet   in   uumerü,   ideo   qnoque   dieo,   niunquam   aeeidtsrf^ 

aoli   re   in  imituiä  preei^^   Qt  üasas  |x)Eii     Tanten  ego  satisfaeiani   i^acionl 

ft  v^j^tre    regule.      radix^    que    qneritur,    est    radix   de   600.     Ab   Lac   aufero 

nii^dietatem   renuu»    scilicet   20,    remanet  radix   de   600  demptis   mihi   äO, 

Kcei?  hie  Tocatiir  ab  Eitclitje  |  nnum  ex  reaiduis.     Sunt  enim  quadam  Unedel »< 

iiracionalea,  quas  voeat  residua  binomiamm.     binomia  namque  sunt  cum 

9  additis,  residua  yere  eutn  diminutiä.     Est  ergo  lucnim  primi  atmi  radiiL  de 

Hit  m.%<i&  600  diminutiv   tarnen  20,     Sed  lucmm   tocias  secundi  anni  est  difficilloris 

M«  mtdti-  invencionis  sie.     Quia   inqnirendo  positum  Mt  lueram  tocius  seeundi  anni 

esBe   1    rem  et  ^^   census^  res  autem  iam  m^enta  eät  eaee  radix  de  600 

diminiitis  20|  baue  in  se  multiplico^  Teniunt  1000  minus  40  radieibus  de  GDG, 

et  tantus  eet  cens^is  rei.     Nunc  eius  rieesima  pai^  est  50  diminutb  tarnen 

ib  duobus  radicibus  de  600.    babeo  ergo  quod  lucruxn  pro  secnndo  anno  totale 

^io  dtice  fuit  aggregatum  ex  radice  de  600  diminotis  20  et  ex  öO  diminutis  duabn^ 

fl<uiiiiug«r».  radieibus  de  GOO^     hec  autem  srniul  addita  faciunt  30  diimnuta  radiee  de 

600.     Dieo  ergo^  quod  lucrum  sei^undi  anni  est  30  diminuta  radice  de  600, 

Potnit   tum   faeiHus   id   sie  reperiri,   poatqnara  certus  fuisti  de  lucra  primi 

20  anni,    scilicet    radice    de    GOO    diminutis    20,    et    hierum    amborum  annorum 

Hie  disce  simul    fuit    10.      Ergo    lucrum    seeundi    anni    fuit    residuum    de   10,    scilicet 

Bubtrahere  quod  manet  ablatis  ab  eis  radice      de  600  diminutis  20.     Et  cum  hoc  facies,  15^' 

a  numero.  y^^nent  30  diminuta  radice  de   600. 

Ad  hanc  rem  et  similes  operacioiies  oportet  vos  scire  algorismum 
'-*r»  de  additis  et  diminutis  et  artem  binomialem.  Nee  potest  hec  racio  aliter 
precise  reperire,  nisi  velletis  esse  contenti  in  eo,  quod  est  prope  verum, 
ita  ut  mercatoribus  sufficeret,  qui  unam  deciraam  partem  floreni  nihil 
pendunt,  qui  mihi,  si  addesset,  valde  cara  esset,  et  non  proicienda  in  lutum 
Possetis  dicere,  quod  lucrum  primi  anni  fuit  4  et  ^  modico  valde  inde 
80  dempto;  lucrum  seeundi  anni  fuit  5  et  .,  et  aliquid  parvulum  i)lus.  Tameii 
quia  in  numero  est  illud  impossibile  attingere,  ideo  ego  maneo  apud 
primam  solucionem,  que  precise  est,  sola  precisio  mihi  placet,  et  hec  de 
secunda  questione. 


1.  Hier  ist   die   oben    schon   erwähnte  Stelle,   au   welcher   die  algehra  Arabxs 
genannt  wird.         28  —  30.  Hier  ist  die  Wurzel  aus  000  durch  die  bekannte  Formel 

yd*  +  6  =  0+4,     gewonnen  worden,  welche  genau  24^  liefert.    Verfasser  weiss 

aber,  dass  dieselbe  um  etwas  zu  gross  i&t. 
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Tfrcia  questio. 

A  habet  100  brachia  panni,  B  quoque  100.  A  vendit  pro 
UDO  fl  in  5  braehiis  plus  quam  B  et  venditis  pannis  in  toto 
habent  20  fl.     Queritur,  quod  ulnas  quilibet  pro  fl  dedit. 

Pono  quod  A  det  1  rem  |  pro  fl,  ergo  B  vendet  1  rem  minus  5  pro   * 

100 
floreno.     Diuido  100  per  1  rem,  exit      Iterum  diuido  100  per  1  rem 

100 
demptis  5,  erit  in  quociente ^ n— r  •     Has  duas  fractiones  ooniungo 

more  solito,  et  provenient 

200  res  diminutis  500 
1  census  diminutis  5  rebus 

Hoc  valet  20  florenos.    Quare  denominator  ductus  in  20  facit  20  census  lo 
diminutis    100  rebus.     Hoc   necessario  equale  erit  numeratori,   scilicet  200 
rebus   diminutis   500.     Quare  utrique  parti  additis  100  rebus  et  500  pro- 
yeniunt    20  census  et  500  equales  300  rebus.     Ex  quo  sequitur,   ut  unus 
census   et   25    sunt  equales  15  rebus.     Ecce  iam  es  productus  ad  regulam 
quintam  Algebre.      Medio  res,    sunt   -j-;    duco   in   se,    faciunt    -^;    ex   hiis  i* 
minuo   25  numeri,   remanent  —•     herum  radix  est  surda.     eam  minuo  ex 
medietate   rerum,   vel  secum  addo.     si  minuo  remanent  -^   minus  radice  de 
^  ;  si  addo,  provenient  ^  et  radix  de  y"  •    Et  quia  hie  non  potest  processus 
fieri  secundum  yiam  diminucionis,  igitur  necessarium  est^  quod  fiat  secundum 
'  yiam    addicionis.  |     Nam   quinta  regula  Algebre   hanc  habet  ex  natura  sue  so 
demonstracionis   libertatem   et   hoc  priyilegium.      Dico   ergo,    quod   in   yiis 
mercanciorum  numquam  fieri  soleat  sie,  ut  proponitur  in  questione.     Tarnen 
quia   brachia   seu   ulne   sunt  in    continuo,  possibile  est  ita,   ut  proponitur, 
fieri,  sed  non  a  mercatoribus,  qui  geometrie  indocti  sunt,  yeruni  a  geometricis 
peritis.     Nam    dico,    quod    A    yendit   pro   uno   fl  7^    brachia   et  cum   hoc  » 
radicem  de  31-  ;  B   autem  yendit  pro  uno  floreno  2^-  brachia  et  cum  hoc 
radicem  de  31^  •     Et  quia  hie  radix,  que  ultra  numerum  est,  est  surda,  in 

1  bis  S.  64  Z.  21.  Diese  Aufgabe  ist  schon  Seite  56,  Zeile  7  u.  ff.  dagewesen. 
Während  hier  die  5.  Regel  in  Anwendung  gebracht  wird,  war  dort  durch  die  6. 
die  Lösung  gewonnen.  16-21.  Unser  Verfasser  weiss  also  zun&chst,  dass  bei 
der  6.  Regel  zwei  verschiedene  Werthe  erscheinen  können.  Wenn  er  nun  hier 
sagt,  dass  bei  dem  vorliegenden  Beispiele  nur  das  Pluszeichen  benutzt  werden 
könne,  so  hat  das  darin  seinen  Grund,  dass  bei  Benutzung  der  Subtraction  für  B 

der  negative  Werth     —    -  sich  ergeben  wfirde.     Das  ist  also  der  Grund, 

weshalb  der  Verfasser  hier  behauptet,  nur  die  Addition  gebe  einen  möglichen  Werth. 


MaximiliaEi  Curttet 

lierpetuum  m  numerb  non  invenies  hane  raeionem  pppttiaam.  Terutn  mereaior 
(jyandöque  liontentus  in  vicina  rac^ione,  ubi  precisa  ab  eo  hatj+*re  nou  potest; 
quero  igitur  radicem  aliquam,  qüe  sit  yiclDa  ad  radkem  de  ^1  4  ?  ^^  ^^^^ 
üontetitus    in    5    et   -.- «    littet   adhuc   vieiaior   darettir.      Hue   addo    numero, 

&  adlieet    ^i    *l^i   ^^    medietas   rerum,    et   provemuEt   ^^iö'     Tantum   fere 
vendit  primus,   jäcilieet  A  pro  untj  flomöo;   B  autem  veadit   8  et  ^^   fere 
pro  vna  fl.     Si   100  diimeris  per  tinarnquanique  honim  et  eoniunges  |  qua- 1 
cie&tes  non  deüciet  tibi  ^^  uniua,  quod  habebis  20,    Sed  ille  defaetus  eonsiirgit 
pfoptet^a,   quod   5^    sufit   modira   plus  quam  radk  de    ^- ^     Item  si  dico, 

lu  quod  A  vendit  pro  Aoreno  uno  13  et  ^  ,  et  B  ?endit  pro  Ü  udo  8^^,  iam 
iterum  duos  numeros  Tere  dixi,  Nam  diuidendo  100  per  13^^  exeumt  7^^ 
et  81  diuido  100  per  8^j,  exeunt  12^^'  Si  iungo  7^  cum  12^,  eoa- 
surgUDt  l^g^4*  Eece  deficiottt  solura  ^^^-  Sic  quidquid  dictii  in  talibus 
partitis,   ubi    in  surdis  i>peri  fieri  oportet ,   si  eorimi  nnmeruoi  aliquera,   in 

lü  quaf^unique  eeiam  fractione^  adhuc  potest  preeisius  dari^  quod  minus  erretur. 

Potuiäset    eeiam    hae   questio   perducta  fuisse   ad  regulam   sestam,    si 

posuisses,   quod  B   vendidisset   1    rem  pro  Üoreno,   et  Ä  vendidisaei  1   rem 

pro  i   #t   5f  sid  in   idem  veiiisset  finaliter.     Habetur  ergo   in  üüs  tribus 

i|U<^s5tii>nibus,    quod    rsiimquairi    in    numero    jjotest    saHsfieri,    sf*d   so^mii    in 

20  surdo,  et  qui  in  surdis  atque  additis  et  diniinutis  et  binomiis  et  residuis 
et  lineis  ceteris  irracionalibus  agere  neseit,  uibil  in  Arisnietrica  egregii  nouit. 

I  Questio  quarta.  15 

Nota.     Quidani   dominus  diues   babet  4   bursas  denariorum,  in 
unaquaque  tantuni  quautum  in  alia  de  denariis,  quos  vult  distri- 

125    • 

2  u.  tt".  Die  erste  Wurzel  von  ist  gefunden,  indem  Zäbler  und  Nenner  dea 
Brucbes  mit  25  multiplicirt  sind.  Für  y^i25  ist  dann  der  um  etwas  zu  grosse 
Wertb   56  gesetzt  worden,   wodurch  näherungsweise  |/—''  =  5.    sich  findet.     Der 

125 

zweite  Werth  ist  in  ähnlicher  Weise  dadurch  entstanden,  dass  ^'  mit  121  er- 
weitert wurde.  Die  J/ 15125  ist  dann  gleich  123,  um  eine  Kleinigkeit  zu  gross, 
angenommen,  und  daraus  für  y  der  Werth  5—  gewonnen,  welcher  zu  7  addirt 
13-  ergiebt.     Hier  hat  der  Verfasser  das  oben  gegebene  Versprechen,  die  Lösung 

vicinius  in  miUecuplo  zu  geben,  gehalten.  Die  Probe  giebt  einen  noch  nicht  um 
0,0016  zu  kleinen  Werth.  22  bis  S.  67  Z.  12.  Hier  kommen  wir  mit  einem  Male 
in  unbestimmte  Aufgaben.  Wie  der  Verfasser  richtig  die  Aufgabe  in  Zahlen  fasst^ 
handelt  es  sich  um  die  gleichzeitige  Lösung  der  Gleichungen 

43a;  +  41  =  39i/  -f  33  =  3bz  -]    25  =  Sin  +  17, 
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^nere  in  vtam  eleositie  qnattior  ordinibtis  scilieet  csseilen(!)  paupe- 
rum.  In  primo  ordintJ  pauporum  sunt  13  pauperes,  iu  secuudo 
liint  39  pauperes^  in  tereio  öiint  35  pa aperes,  iu  quarto  sunt 
U   paupt^res.     Primarri  bursatii  distribuit  equaliter  prinio  ordiQi, 


6f  weiss,  dass  es  eine  nnbegrenKte  Zahl  verachiedener  Lösungen  giebt*    Eine 
Itn^ll)^  54&Sß*J0  giebt  er  aucb  richtig  an. 

Dass  bier  eine  Anwendung  der  ta  jen  Regel  der  Chinesen  Torliegt,  ist  keinem 

Üweifel  unterworfen.    Wie  Camto»,  Vorleeungen  I,  2.  Aufl.  043— 44  auseinander- 

PieUtt,  iHt  die  Aufgabe  der  Chinesen  mit  der  Begel  zu  ihrer  Auflösung,  aber  ohne 

Beweis,  in  einer  griechischen  Handschrift,  die  um  das  Jahr  1400  entstanden  sein 

jinusa,  aufgefunden  worden.     Ich  wül  jetzt  hier  den  Beweis  führen,  daas  um  die 

itte    dea    15.  Jahrhunderts    sie   mü  ihrem   Beweise  und   ohne   Benutstnng   des 

'  chinesiBohen  Beispiels  eine  ganz  bekannte  Sache  war« 

In  unaerer  Handschrift  befindet  sich  Blatt  124*— 125  ein  schon  von  Gi:attAaüT 
angegehenea  Stack  mit  der  Ueberschrifb  .^»Wnar«",    Dieses  enthält  nun  Folgendes: 

II  DIVINÄBE. 
Item    ich    wü  wissen,    wie  vil  pfenning  in  dem  peutel  oder  im  aynn  haai 
bs  also.    Haya  yn  dj  dn,  dj  er  hat,  seien  mit  3,  darnach  cum  5,  poHea 
7,  Ynd  alz  oft  eins  vber  pleibt  mit  8,  so  merek  70,  vnd  alz  oft  1  vber  pleibt 
nit  5,  merk  21,  vnd  mit  7,  merk  15,     PoHea  adtU  illos  mimeros  in  simulf  et  ah    & 
lisia  summa  mhtraht  radiceniy  iwc  est  muUipUca  3  per  5  et  7,  erit  1()5,  alx  oft  du 
|]nag«t,  rnd  W2  do  pleibt,  alz  vil  hat  er  ym  sinn  oder  in  peutel. 

Item  das  exempel  get  nit  hoher,  den  alz  rerr  dy  radix  wirt,  daz  ist  auf  105, 
'  vnd  man  aol  dar  Tber  nit  nemen. 

Ün  fragst  war  ymb  nymbt  mau  70  auf  3,  rnd  21   auf  5  etc*-    Also  mags.  10 

ITildn  haben  dy  leal  auf  3,  so  multiplicir  5  per  7,  tnd  was  kompt,  das  dividir 

9^  T&d  manet  1  yber,  so  ist  dy  selb  xal  recht;  pleibt  aber  mer  vber  dann  1, 

BO  doplif  dy  selben  sal,  vnd  darnach  diridir  mit  S,  vnd  pleibt  dau  aber  mer  vber 

fdann  1,  so  addir  dy  selben  tal     daz  thu  alz  lang,  bis  1  vber  pleibt.    Desgleichen 

fwiltu  haben  |  dy  zai  auf  r>,  so  multiplicir  3  per  7,  wirt  21,  daz  dividir  per  5,  so  15 

[iletbt  1  vber,  dar  vmb  ist  21  recht  auf  5,  vnd  wildu  dy  zal  haben  auf  7,  mHlti' 
Lplica  3  per  5^  erit  15;  iUud  divide  per  7,  manet  in   residuo  1^  ideo  15  est  iterus 
nwntru»  super  7,  dezglichen  dy  andern: 

70    n     15      15  10      6 

3       6       7!s  3        53       4       5        3       4       7    12       3       7    [    %      7       9:«0 

106  I  30 

129  175 

fi        e 

210 

ier  ist  also  die  reine  Regel  ohne  jede  Anwendung  auf  eine  specielle  Zahl 
kben;  es  ist  gezeigt,  daaa  es  nicht  nur  diesen  einen  Weg  des  Errathena  der 
£ahl  giebt»  und  es  ibt  jedem  der  Weg  gewiesen,  auf  welchem  er  für  jede  beliebige 
L*ombination  i^on  drei  Zahlen  sowohl  die  Hdlfaxablen  als  die  Kadices  tinden  kann, 
üine  siemliche  Zahl  berecboeter  Regeln  sind  beigegeben.  Unser  Verfasser  muds, 
Abu,  aar  0*i«h.  a«r  Miith«tii.  Vil.  5 


40 

45  30 

28  21  36  21  28  36  ' 

S3  36  28 

1  3   4   5 

3   4   7   2   3   7   Sl   7   9 

eo 

84        42   .  .    126 

120   21 G   225   280  1  1144  986  1782 

7 

6     8     9  !  9         11    13 

3e 

H)       1      1287 

66  Maximilian  Curtze: 

in  fine  tarnen  remanent  sibi  41,  ita  quod  ad  complendum  ordinem 
deficiunt  sibi  2  denarii.  Secundam  bursam  distribuit  equaliter 
secundo  ordini,  in  fine  tarnen  non  potest  complere,  sed  habet  in 
residuo  33,  sicque  ad  complendum  ordinem  deficiunt  ei  6  denarii 


das  wird  mir  jeder  zugeben,  einen  völlig  klaren  Einblick  in  das  Problem  gehabt 
haben,  sonst  würde  er  sich  mit  der  einfachen  Wiedergabe  des  bekannten  chinesischen 
Beispieles  begnügt  haben. 

Es  ist  aber  noch  eine  zweite  Stelle  in  der  Handschrift  vorhanden,  an  welcher 
einzig  und  allein  so  vorgegangen  wird,  wie  ich  von  jemandem  es  angenommen 
habe,  der  kein  Verständnis  für  das  Wesen  des  Problems  besitzt.  Sie  befindet 
sich  auf  Blatt  88'— 39  und  lautet: 

I  Item.  Nym  für  dich  ein  zal  wy  vil  du  wilt,  dy  wil  ich  vinden  mit  raytung.  88^ 
Ich  nym  für  mich  17.  Divide  primo  per  3  et  manent  2,  illa  duo  muliiplica  per  70, 
erit  140,  Secundo  divide  per  5,  et  manent  duo.  lüa  2  per  21  muUipUca,  erü  42. 
Tercio  divide  per  7,  manent  3;  illa  3  multiplica  per  15,  erit  45,  lUa  omnia  adde 
ft  simul,  scilicet  140,  42,  45,  facit  227.  Nunc  considera  bene,  quando  summa  plus 
est  quam  106  j  tunc  debes  siibtrahere  210;  iUa  est  prima  regula  posicionis  vera;  d 
iterum  considera  bene  quando  mintis  esset  summa  quam  106,  tunc  debes  subtrahere  105 ; 
ista  est  secunda  regula  posicionis,  et  dicitur  regula  falsa.  \  Und  mit  der  regel  39 
posicionis  vera  et  falsa  mag  man  vinden  mancherlay  raytung. 

Dass  derjenige,  welcher  dieses  verfasst  hat,  keinen  klaren  Begriff  dessen 
hatte,  was  er  beschrieb,  ist  offenbar.  Die  Thatsache  jedoch,  dass  ein  ganz  anderer 
wenigstens  die  Regel  kennt,  wie  sie  von  den  Chinesen  aufgestellt  und  fAr  die  zn 
findende  Zahl  39  auseinandergesetzt  war,  zeigt,  dass  sie  weiter  bekannt  gewesen 
sein  muss. 

Ein  weiterer  Beweis  ist  der^  dass  Rkgiomomtanus  in  seinen  Briefen  Aufgaben 
stellt,  welche  ebenfalls  durch  die  Ta  yen  Regel  gelöst  sein  dürften.  Bei  Cahtob, 
Vorlesungen  II,  262—263  sind  die  beiden  Aufgaben  desselben  mitgetheilt: 

17a;  +  15  =  13y  +  11  =  lOiP  +  3, 
23a;  +  12  =  17y  +     7  =  10z  +  3; 

und  BiANciiiNi  giebt  für  die  erste  die  beiden  Lösungen  1103  und  3313.  Daas 
sowohl  Reoiomontan  als  Bianchini  ihre  Lösungen  nach  Art  der  Ta  yen  Regel  ge- 
funden haben,  ist  mehr  als  wahrscheinlich.  Nach  Art  des  ersten  Verfassen 
würden  die  Schemata  für  die  Lösung  so  aussehen: 

1820     170  .  221  3060  •  460  •  391 

17        13   .    10       und         23    •   17   •    10 

2210  3910 

und  nach  der  Ta  yen  Regel  würde  man  für  die  erste  zu  berechnen  haben: 

16  •  1889  +  11  '  170  -f  3  .  221  »  27300  -f  1870  -f  663  =  29833. 

Die  Dimkui  dnrch  SSIO  giebt  den  Rest   1108  und  die  allgemeine  Lösung  ist 
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Terciam  bursam  distribuit  equaliter  tercio  ordini,  in  fine  tarnen 
remanent  sibi  25,  sicque  ad  eomplendum  ordinem  deficiunt 
ei  10  denarii.  Quartam  bursam  distribuit  quartö  ordini  equaliter, 
in  fine  tarnen  est  residuum  17  denarionum,  sicque  ei  14  denarii 
deficiunt  ad  eomplendum  ordinem.  Queritur  nunc,  quot  fuerunt  5 
denarii  in  una  bursa? 

In  sunrnia  questio  habet  hoc:  Invenias  unum  numerum,  qui  dum  dividitur 

per  43,  post  integra  quocientis  manent  in  residuo  41;  item  dum  diuiditur 

per  39,    manent  in   residuo   33;    item   dum  diuiditur  per  35,    manent  in 

^residuo  {  25;  item  dum  diuiditur  per  31,  in  residuo  manent  17.     licet  autem  lo 

non   sit    solum   unus    numerus,    qui   talis   est,    verum  infiniti   sunt  signa- 

s.    5458590. 


Für  die  zweite  Aufgabe  hätte  man  zu  finden: 

12  .  3060  +  7  •  460  +  8  .  891  =  86720  +  3220  +  1178  ==  41113. 
Die  Division    durch    3910    giebt    den   Rest    2013    und    die   allgemeine   Lösung 
( »  2013  -f  8910ti. 

Gehen  wir  non  an  das  uns  hier  vorliegende  Problem  mit  4  Gleichheiten  über. 
Es  soll  also  das  System  aufgelöst  werden 

43a;  +  41  =-  89y  +  33  —  B6e  +  26  =-  81n  +  17. 
Wir  gehen  genau  so  vor,  wie  es  bei  drei  Gleichungen  gelehrt  ist,  dann  erhalten 
wir  das  Schema 

1227135  .  1492960  •  156961  •  763035 
43        .       89  85      .      31 

1819645. 
Dann  heisst  die  Ta  yen  R^gel:   Für  1  durch  43  gewonnen  setze  1227135;   für 
1  dorch  39  gewonnen  setze  1492960;  für  1  durch  85  gewonnen  setze  165961;  für 
1  durch  81  gewonnen  setze  768035,  addire  die  Producte  und  dividire  die  Summe 
durch  1819546,  der  Best  der  Division  ist  die  gesuchte  Zahl. 

Es  ist 

41  •  1227185  =  50312636 
33  •  1492960  =  49267680 
26  .     166961  =    3899026 
17       763035  ■=  12971696 
die  Summe  also  gleich  116460836,  und  der  Rest  der  Division 
durch  1819645  giebt  1819600,  die  allgemeine  Lösung  ist  daher  1819600  +  1819545n. 
Für  n  -s  2  erg^ebt  sich  der  von  dem  Verfafiser  angegebene  Werth  6468690. 

Daes  wir  berechtigt  sind,  die  Auflösung  als  in  dieser  Weise  erfolgt  an- 
zmiehmen,  ergiebt  sich  daraus,  dass  spätere  Rechenlehrer  wie  Rudolf,  Ko£bkl  und 
Such  Jacob  die  EIrweiterung  auf  4  gleichzeitige  Gleichungen  lehren,  ohne  jedoch 
anzugeben,  wie  sie  die  für  bestimmte  Zahlen  mitgetheilten  Uälfszahlen  gefunden 
haben. 

Ob  bei  allen  obigen  Untersuchungen  Entlehnung  aus  China  als  sicher  an- 
xnnehmeii  ist,  möchte  ich  doch  bezweifeln.     Jedenfalls  ist  die  Darstellung  des 

6* 


m 
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De  reffulis  per  algeh^am  rtr.,  uf  suprn  dkiism 
Circa  prinami  regiilmn.     Quidam  lialiuit  laboratores  et  pet'uuias. 
si  cuilibet  laboratori  dedit  5,  habundat  in  30;  si  vero  daret  fUt* 
büket  7^  defieiet  in  SO,     Queritui-,  quot  sunt  laboratores. 

Sit  tiamenis  istoiiim   1  ae,  et  tiunt  primo  5  ^e  ®t  BO,  fiet  öe4;undo  7  ^ 
minua  30  equande  5  3£  et  30 

2  ae  equande  60  ^  venit  i^  ^0- 
Circa  srmmdam.     Quidam  eonveutus  est  ad  laborandum  per  2B 
10  dies,      die    laboris    5    habet,    die    vacacionis    rt^Btituet   \\\    iq    fiiip 
nullum  lucrum  babait     quot  dies  LaboraTitV 


Sunt  bie  1  le 

28  minus  1  ^^ 


©nxnt  6  ae 

enmt  84  minus  3  m  equarida  5  sf 
84  equande  8  3f,  proveniet  10  j,    pro   I  3^. 
16  Bed  stante,  cum  ponatur,  quod  retinebit  4,  tuBC  remoue  de  84  minus  3  a^ 
4,  que  equande,  ut  SUpra. 

Circa   (ettium.     Quid  am  dixit  si  habe  rem  adbuc  tot  et   ^   eius, 
quod  habao,  et  ^   #t  ^   et  1,  haberem  191. 

ilabuit  1  2^  1   2  3^  I   3  3e   ,.,  ^  et  1   equande   191. 
20  .'3  2^   j^^  equande   190,  proveniet   I   2^   ^^27' 


27  » 


25 


2  2^   61 


1  ..^:{0 

2  ^    -^Ö.?^ 

4     ^     1^37- 
1 


deutschen  Verfassers  absolut  klar,  und  muss  von  jedem  auch  ihre  Begründung 
verstanden  werden. 

Am  Schlüsse  dieser  schon  überhaupt  etwas  langen  Anmerkung  möchte  ich 
noch  darauf  hinweisen,  dass  die  erste  Aufgabe  des  Reoiomontan,  welche  verlangt 
X  -\-  y  -{-  z  =  240;  07a;  +  5Gi/  +  3~  =  1^047  in  ganzen  Zahlen  zu  lösen,  ganz 
derjenigen  analog  ist,  welche  Seite  48,  Zeile  24— -29  abgehandelt  ist,  und  für 
welche  zwei  Lösungen  angegeben  sind.  Dass  man  auf  diese  Art  der  Aufgaben 
durch  die  Regula  coeci  geführt  ist,  dürfte  wohl  von  selbst  einleuchten. 

1  u.  fl'.  Für  die  folgenden  unter  dem  Titel  „De  regulis  per  algehram"  zusammen- 
gestellten Aufgaben  über  Gleichungen  des  ersten  Grades,  denn  nur  solche  werden 
betrachtet,  ist  die  wirkliche  gleichungsmässige  Anordnung  der  Lösung  besonders 
hervorzuheben.  Es  wäre  nur  nöthig,  ihre  Zeichen  durch  die  jetzt  gebräuchlichen 
zu  ersetzen,  um  ganz  moderne  Bilder  zu  erhalten. 
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54  I  Circa  quartam.    Quidam  habet  60  mensuras,  dat  theolenario  2 

mensuras  et  recipit  2 ß,    Alter  habet  120  mensuras,  dat  2  mensuras 
et  5  solidas,  queritur  de  valore  mensure. 
Valor  sit  1  2e  I  2  2e  minus  2  *\  vel  ß 

Alter  2  2e  5  sol.  vel  *\.     hoc  debet  equari  duplo  primi        » 

4  2^  minus  4  |  2  2^  5 
2  2e  equande  9 
proveniet  1  3^  4y 
Circa  quintam  regulam  siuc  questionem.     Quidam  habet  pecunias. 
petit  a  socio  suo  1  A,   et  erit  ei  equalis.     Alter  petit  1,  et  erit  lo 
ei  duplus. 

Ponatur,  quod  totum  hoc,  quod  habent  sit  1  2^.  Primus  igitur  habet 
y  3e  minus  1  A,  et  secundus  habet  ^  3^  et  1  A.  Si  igitur  primus  daret 
1  \  secundo,  primus  haberet  y  2^  minus  2,  et  secundus  haberet  j  2^  et  2, 
que  deberent  equari  duplo  primi,  quod  est  1  2^  minus  4  ,  15 

1  2e  minus  4  equatur  j  2^  et  2 
Y  2^  equanda  6,  proveniet  ergo  2^  12. 
Primus  igitur  habet  5,  secundus  7. 

Ad  idem.     a,  h,  c.     A  petit  1   de  h,  eritque  ei  equalis;  h  petit 
de  c  1,   eritque  duplus  ipsi  c;  c  petit  de  a  1,  eritque  ei,  scilicetso 
a,  triplus. 

Ponatur,  quod  primus  habet  1  2^,  oportet  ergo,  quod  secundus  habet 
1  2e  et  2,  oportet  eciam,  quod  tercius  habet  y  2^  et  2^  •  Qui  si  primo 
daret  1,  haberet  y  2^  et  Sy  tercius,  et  primus  retineret  1  2^  minus  1,  cuius 
triplo,  scilicet  3  2^  minus  3,  debet  equari  ss 

3  2e  minus  3  '  y  2e  3y 
2|  ^  '   &' 


2 


y  2^  equande  y 
provenit     1  2^  2^   primus, 

habet  secundus  4y  so 

tercius  3y ' 

54'  '  Ad  idem.     A  petit  de  6  1,  et  erunt  equales;  petit  h  de  a  1, 

et  erit  ei  millecuplus. 

1—8.  Eine  ähnliche  Aufgabe  ist  oben  bei  der  regula  faUi  behandelt  worden. 
(Seite  42,  Qwirta  qy^stio.)  32  bis  S.  70,  Z.  6.  Auf  diese  Lösung  der  Aufgabe 
haben  wir  schon  oben  hingewiesen.    (Seite  43,  Quinta  questio) 


W       70        ^^^^^^^K                                  ^^^^^^H 

||[||H 

^K               PoEattST,  qnod  A  habet  1  ^,  ergo  6  habet,  mmm  1  le  et 

2A             ■ 

^^^^^                                                  1    3^    miDtLS   1        1    le    <^t    B 

^H 

^^^^H                               100  3e  minus   lÜOO  eqoande   1    2^  ei  :^ 

^H 

^^^P                                                   9t^9  Je  1  1003. 

^H 

W        ~                                        Prcj   A  igitur  est  1   le   1^ 

H 

^K                                                                  pm  b       a^' 

^ 

^^^              ftrr^  ^fxtam  refftdmn.     QQidam  habet  pannos  3  etnpf-os 

100  soH>     1 

1            dU^  secuüduä  i»  (litpln  r^i  5  ^nl,,  et.  tereiiis  in   triplo  ad 

amhobus     1 

el  5  üfil 
w  Valor  primi   1    ip   |   2  a^  5  ml,  |  9  a^  5J0  äoI, 

12  le  ^^  «(d.  eqitandt?  lOiJ  aol,   ]    12  jg  equaiitnr  75 
itna  P©i  6^  prinms  |  seeixodua  17^   [  tenins  76  fi   *  . 
Circa  »epUrmm  reguUtnh    A  p«tit  de  6  ^  ,  et  habebU  a  100|  b  de 
c    jj  ,    et   habebit    100;    l'  de   a   ~   H    b»b«bH    UHl       «incritar   d#   Ä, 
IS  qnanttim  habet  et  de  b  et  da  a 
1  3^  P^^  omnibtie. 


ftni»  wn/i  Tfifftifft  snpfr  pHmum  capiiuhtm  äHnrose. 
Item    sint    3    socii,    volunt    emero    equum    pro     100    fl.      dicit 

2oprimus  ad  secundnm,  haberem  ,,  de  tuis  fl  ad  meos  fl,  tiinc  ego 
solvcreni  o(iuum  j)ro  100  fl;  dicit  secundus  ad  tercinm,  haborem 
^  de  tua  peciinia  ad  nipain,  tiinr  ego  so  1  verein  ecjuum  pro  100  fl; 
dieit  tercius  ad  priniuin,  haberem  ^  etc*.  Quer i tu r,  quo!  qui- 
libet  habet  secum  j)ecunie. 

25  Recipiam,    (juod    priraus    habet    1   ding,   tunc    oportet   secundus  habere 

200  minus  2  ding.  Nunc  vide,  quot  tertius  oportet  habere,  wann  er  ^ 
seins  gelcz  dem  ander  gibt,  vnd  daz  dem  andern  100  fl  pleiben,  so  musz 
der  drit  6  ding  minner  300  haben.  ^  von  6  ?  minner  300  ist  2  ding 
minner   100.     Gib  dem  andren  der  hat   200  minder  2  ^,  so  pleibt  im  100. 

30  Nu    spricht   der   drit   zu    dem    ersten,    het   ^    deins   gelcz,    so  kauft  ich   daz 

18 — 16.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  kommt  in  der  folgenden  Abhandlung  aus- 
führlich zur  Darstellung.  17  uff".  Hier  kommt  wieder  die  Sprachmengerei  zum 
Vorschein,  welche  eine  Eigenthümlichkeit  derjenigen  Theile  unserer  Handschrift 
ist,  welche  den  Fhater  Fridebicis  selbst  zum  Verfasser  zu  haben  scheinen.  Da« 
erste  Beispiel  ist  mit  dem  vorhergehenden  identisch. 
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pferd  pro  100  fl.    Nu  njm  -^  von  dem  ersten,  der  hat  1  ^,  daz  wä.r   \  c 
dem  dritten,  so  her  nu  6-^-  d  minner  300,  vnd  daz  ist  100  gleich,   wann 
0J.  auch  sol  100  fl  haben.     Nu  mach  ein  yeden  tail  gleich,  gib  300  wider 
czw,  der  minner  hat,  pleibt  6  ^  d,    Nu  gib  auch  czw  dem  andern  tail  300, 
jn&ctt  400,  daz  ist  gleich  6^  a     Nu   tail   400   in  6|  a,  kumpt   64,  vnd  5 
^Ix   yTl  ist  daz  ding  wert.     Der  erst  1  r,  so  hat  er  64  fl,  der  ander  72  fl, 
^er    drit   84  fl.     Nu  merck  war  vmb   der  ander  72   hab  vnd  der  drit  84. 
y^SLXin  dem   andern  haben  wir  geseczt,  daz  er  hab   200  mynner  derselben 
155' 2   ^'     ^  ^  ^^^  ^^1  ^^  ^^^  ^^^  ^^^)  {  so  ist  2  ding  2  mol  64,  daz  war  128. 
zench  ab  128  von  200,  pleibt  72,  vnd  also  sol  der  ander  72  haben.     Nu  lo 
het    der  drit  6  c  minner  300.     6  ^  ist  6  mal  64,  daz  macht  381.     zeuch 
ab    300,  nun  so  pleibt  ym  84  fl. 
Der  erst  1  ding 
der  ander  200  minner  2  d 
der  drit  6  d  minner  300 


6t  d  minner  300 


4 


6j  d  minner  300 


gelich  dem  100  is 

6j  0  gelich  400. 

Vis  tu  probare,  proba  sie.  der  erst  der  ^  des  gelez  des  andern  hat- 
Nii  nym  y  de  72  fl,  quod  habet  secundus,  hoc  est  36.  adde  36  ad  64, 
qaod  primus  habet,  tunc  erit  100  fl.  Nunc  dicit  secundus  ad  tercium, 
h.al>erem  y  tue  pecunie  ad  meam,  tunc  haberem  100  fl.  Accipe  y  de  84,  20 
qnod  tercius  habet,  hoc  est  28,  ad  pecuniam,  quod  habet  secundus,  id  est 
72  et  28,  et  est  eciam  100.  Nunc  tercius  postulat  ^  de  primo  socio, 
ideo  accipe  y  de  pecunia  primi  socii,  hoc  est  64,  hoc  est  16,  et  illud  adde 
ad    84,  productum  est  eciam  100  fl. 

Iterum  una  regüla  de  primo  capittdo  lacose.  20 

Item  sunt  3  socii.  illi  habent  pecuniam.  dicit  primus  ad 
alios  duos,  haberem  ego  7  fl  de  vestris,  tunc  ego  haberem  in 
triplo  tantum  sicut  vos;  dicit  secundus  haberem  9  fl  etc*^,  tunc  in 
quadruplo  plus  haberem;  dicit  tercius,  haberem  11  fl  etc*,  tunc  in 
quintuplo  plus  etc*.     Nunc  quero,  in  quantum  unus  habuit.  3« 

Fac  sie,  sit  quot  isti  tres  socii  habent  1  d.  Nu  spricht  der  erst,  het 
ich  7  fl  eurs  gelcz,  so  het  ich  3  mal  mer  dann  ir  ped,  darvmb  sprich  daz 
der  erst  hat  -j  d  minner  7.     Wann    alle    3   haben   ain   ding,    so   het  der 


2.  Hier  hat  wann  ebenfalls  die  Bedeutung  weil,  wie  in  der  GERnARDTSchen 
AJ^^ebra.        25  u.  ff.  Siehe  oben  Seite  58:  De  capitulo  primo. 


ergt^  wann  er  7  mer  hefc,  so  het  er  3  nxal  ujer,  dairmb  secs  icb  daz  er 
bab  j^  0  mjnner  7.  Der  Äiifler  äpneht^  biet  ich  3,  so  biet,  wh  i  mal  mer 
dao  ir  paid^  dar  vmb  seez  it:b^  duz  der  ander  bah  —  mjnner  9,  So  spriL-ht 
d&r  dritt,  bet  11,  io  bat  icb  5  mal  mer  dann  ir  paid,  dar  rmb  Sprech  icb^ 

»  dm  der  drit  bab  j  ipjnner  11,  Dar  viob  seez  ako:  der  erst  bat  -^  ^  myiiDer  7, 
der  ander  g-  S  mynner  9,  der  drit  ^^  d  mynner  11.  Nu  sujnirs  zu 
alk,  daz  trift  2  d  ^  mytmef  27,  daz  ist  1  ding  gleieb,  da^  all  drej  haben 
vor  gebahk  Nu  gib  27  dera^  der  mjnner  hat,  so  pleibt  2  €  ^\  gib  dem 
andern    auch    27,    so   pleibt    1  d  mer   27   gleich   2  d  ^^     zeuch    ab    1  c? 

tu  Töo  2  d  ^^  so  pleibt  1  ^  ^ ,  zu  dem  andern  tail  pleibt  27.  Nu  tnil 
27  in  1  h  ^^^  kiimpt  13^,  vnd  alz  vil  ist  daz  ding  werd  (1),  alz  vil 
babea  ej  alle  drej  mit  ein  andern  IB^^.  Nu  wart,  waz  iglicher  pesnuder 
bat  j  ^  mjmer  7  von  19^^  pleibt  7^,  Ynd  alz  vil  sol  der  erst  habes. 
Nu  nyin  -g-  i  myiiner   9    de   1^^,  so  tiift  6^,  vnd  so  vil  sol  der  aEder 

ift  haben.  Dar  nach  njm  -^  d  mjnner  11  de  I9g^,  so  pleibt  5^,  in  t&ntum 
tercins  habet« 

1  d  ^'  21   \    l  d  -^  mjimer  7    !    j  mjnner  1 1 


gleich   1   d   If*^  V  mjnner  0       2  B 


CO  ■ 


I  Regula  dclacose  super  quartum  capiiulnm.  i^ 

20  Item    tres  socii  dy  habent  geseczt  vnter  in  370  fl  vnd  haben 

gebunnen  20  fl.  Dem  ersten  trift  mer  liauj»tgut  vnd  gewin  5  ri, 
dem  andern  25  /?,  tercio  50  fl.  Primus  stat  4  menses,  secundus  3, 
tercius  2:   in  quantum   fuit  capitalis  summaV 

Fac  sie.  Njm,  daz  daz  erst  hauptgut  sey  gewesen  1  r;  dem  andern 
25  1  zall,  daz  i>illig  sey,  nem  wir  20,  oder  waz  du  wilt:  dem  drit^n  50 
mynner  1  r.  Multiplicir  4  man.  4  mal  1  r  macht  4  r,  vnd  2  mal  20 
des  andern  macht  40,  vnd  2  mal  der  trit,  hat  50  minder  1  c^  macht  100 
mjnner  2  c.  Nu  sumirs  zu  sam,  nu\cht  140  •  2  c.  Nu  sprich  140  •  2  r 
gibt    in   20  fl    gewinsz    was    gibt    mir  48.      Der    erst    spricht  4   mal   20    ist 

80 
30  80,  tails  in    140-  2   dingen,   kumpt  ^—    gewincz,    tus    zu    sammen  zu 

dem  hauptgut,  daz  waz  1  ding.  Multiplicir  in  kreucz,  kunmien  220-2  censy, 
daz  sol  man  tailen  in  dj  ander  vnter  figur,  vnd  sol  15  kummen.  dan^mb 
multiplicir  15  mal  140  •  2  r,  macht  2100  •  30  r,  dar  von  an  paiden 
taülen,   so   pleibt    190  c  vnd  2  censy  dem  andern  2100  zall.     daz  ist  daz 
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4  capitel  sprechent.  so  kommet  radix  von  3306  ^^  mjnner  47  ^^  ftl^^  vi! 
ist  daz  hauptgut  des  ersten,  daz  ist  10,  dez  andern  20,  des  drit  40  etc*. 

1  a  4  •  1  a        4  !  2100 

nym  20       40  :  190  d 

1       15  cosa  5 

2  50  mynner  1  c    100  mynner  2  d  \  2100  cense. 

157  I  Proha  cose  forte  de  poma. 

Mach  mir  dy  rechnung,  dy  gat  auch  per  la  cosa  e  la  molte  agraus. 
Es  sind  2  gesellen,  dy  haben  opfel,  vnd  hat  yglicher  56  //.  Nu  sollen  sy 
dy  opfel  verkauffen,  also  wann  der  1  gibt  4  ^  vmb  1  /?,  so  sol  der  ander  lo 

5  f6  geben,  vnd  daz  der  ein  albeg  1  U  mer  gib  denn  der  ander  vmb  1  /?, 
vnd  daz  sy  al  paid  nit  mer  I8sen  ausz  den  opfel,  den  20  ß.  Nu  frag  ich, 
wye  vil  ichlicher  opfel  vmb  1  ß  hab  geben. 


vm. 

,  10  5**  regula.    Item  1  z  27  numero  ist  gleich  12  cosa  i5 

z^  vnd  6  numero  ist  gleich  5  cosa 
6**  regula.    Item  1  z  ist  gleich  6  numero  5  cosa. 

IX. 

aneh  Item  2  z  10  CO  gleich  numero  28. 

"**^  Item  2  z     3  CO  gleich  14  numero.  ^ 

Item  nym  cosa  —  •    ist  1  z  4  co  ist  gleich  32  numero. 

Item  nym  cosa   ,  •    ist  1  z  1  co  gleich  30  numero. 


7  u.ff.  Verkaofb  der  erste  a:  Ä  far  1/?,  so  muss  der  zweite  (x+'i)  ®  ^^'  ^^ 
verkaufen,  es  muss  also 

+      7--   =  ->0  sein. 
X     '    j+  1 

14—22.  Diese  beiden  Aufgaben  gehören  der  angewendeten  Bezeichnung  nach  zu 
den  BeguU  delacosa,  ebenso  wie  die  auf  Blatt  504  niedergeschriebenen.  In 
modemer  Bezeichnung  würden  sie  heissen: 

a:«  +  27  «  12a:;  x«  +  6  =-  6x; 

a:»  =  5a:  +  6; 
2a:*  +  10a:  =  28; 
2a:«  +    8x  =  14; 
X*  +    4a:  =  32;  x*  +  x  =  30. 


Mftiimtliaa  Ciirtte;   Algelirm  in  Deaticblaiiid  ud  I^.  JalulkimderiL 


Kixkk    Jlr&or  ^  ptdmm  m^ia  iBfuam  0  pedum,  querifwr,  in  qua  parkt 
/rapyitfirr«  mi  tmmumtas  tius  ixtremUaii  a^gne  mn^ahir^ 

Uta  pmtB  6il  1  s^i  A^  sciHe€t  i^jii&ii^os  est  20  imiiiifl  1  i^.  Bieoy 
fiiod  il^  i^ara  miittiplicata  in  se  prckducitur  eeiisvis  eqtialls 
Iniiei  qiftod  aggretgatnr  ex  daolms  eef&sibns  iimetb^  qnonim 
uaoB  erit  ex  Kl  iiuiios  1  ae?  ^^  ftlteiu  ex  6,  acdLic^t  3S. 
1  3f  üt  1  oensiifi^  20  minus  I  ^  in  se  sunt  1  ir^nsus 
400  iniiuis  40  ne;  6  in  »e  simt  ^6.  et  sunt  1  cessos  436 
\  EiiiBii8  40  ^.     10|^  mt  USA  paz^  rel   1  le;   9—  est  altem 

lUm  mb^f  ^  jaH—  fremgümr  m  8  peükm  m  müoc;  qmnimr^  md  qmoi 
m  tjO^Mi  u  ha$L 

MaJltplka  partetn  distentmnii   sdlioot   IS^    in   se,    arit 

144*  äimillter  refildaimL,  scilicet  S,  in  M,  mt  64^  que  minneW 

e£  144,  1^  TBStaisl  80,  lums  eensiKS^  eitttis  Je  est  qm^tnüL 

lirm  sc4Mim  JTi  ptimm  msia  ipiaw  WitaliiiM  ic>  iMdwn 

ptvdmctimF  ad  aMimni  imiia  0quam:  fuenlnr,  üd  fmmdam  üIM- 

M  iximtdiL 

e:   remanet   eensus.  cuius  r^s  est   4ue5itiim. 

^^  -ri</.!'/r  per   7  j-'/vs.   t/f  >|7  'hfHOnt'j   a  las^  i'<r  12:    ^^trritur, 

^^^^^        ■/'*'.''  d<.>'>'Hdii  ih   tH^tro. 

Prlmo     scias    altitudinem    muri    per    j»rece<ientem;     erit 
rnim    12      Iteron:  s^uiido  scito  ainmdine  muri  etc*. 


1  —  et     In   diesen   AGf*r^ben   ist   die   Benutiun j   des   Zeichens    >p    als  Wurzel- 
leicken  re:b.:  sehr  herv:nuhet:»ea. 


DIE  HANDSCHRIFT  No.  14836 


DER 


ÖNIGL.  HOF-  UND  STAATSBIBLIOTHEK  ZU  MÜNCHEN. 


VON 


MAXIMILIAN  CURTZE. 


Vor  einiger  Zeit  hat  Herr  Dr.  Wappler  in  Zwickau  durch  seinen 
Aufsatz  „Bemerkungen  zur  Rythmomachie"^)  die  Aufmerksamkeit  auf 
den  Codex  latinus  Monacensis  14  836  hingelenkt,  und  eine  Reihe  darin 
befindlicher  Schriften  ihren  Verfassern  zutheilen  können,  auch  zwei  derselben, 
die  Abhandlung  E^rmanns  des  Lahmen  und  die  des  Asilo  über  die  Rjth- 
momachie,  in  diplomatisch  treuem  Abdruck  veröffentlicht.  Durch  andere 
Untersuchungen  auf  dieselbe  Handschrift  au^erksam  geworden,  Hess  ich  mir 
dieselbe  kommen,  und  will  nun  mir  im  Nachfolgenden  erlauben,  den  reichen 
Inhalt  der  wichtigen  Handschrift  bekannt  zu  geben,  welche  viel  mehr  Sachen 
enthält,  als  der  Handschriftenkatalog  der  Münchner  Bibliothek  verzeichnet.^ 

Wie  schon  gesagt,  befindet  sich  die  fragliche  Handschrift  in  der  Königl. 
Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München  unter  der  Nummer  14  836.  Sie 
gehörte  früher  dem  Kloster  St.  Emmeram  zu  Regensburg,  und  hatte  dort 
die  Bezeichnung  „k.  6".  Sie  besteht  aus  160  Pergamentblättern  von  je 
137  mm  Höhe  und  107  mm  Breite.  Dieselben  sind  auf  den  Vorderseiten 
von  1 — 160  foliiert  und  mit  einem  Vor-  und  einem  Nachblatt,  beide  eben- 
falls in  Pergament,  zusammen  in  einen  mit  Leder  überzogenen  Holzdeckel 
gebunden.  Die  Gesamtzahl  der  vorhandenen  Blätter  beträgt  also  162.  Es 
ist  noch  zu  bemerken,  dass  zwischen  den  mit  17  und  18  bezeichneten 
Blättern  ein  ein  Doppelblatt,  jedoch  von  kleinerer  Dimension  als  die  übrigen, 
füllendes  Stemverzeichnis  mit  eingeheftet  ist.  Die  einzelnen  zusanmien- 
gehörigen  Blattlagen  sind  auf  doppelte  Weise  bezeichnet.  Jedes  erste 
Blatt  einer  solchen  trägt  in  der  rechten  untern  Ecke  in  arabischen 
Ziffern  die  Nunmier  der  betreffenden  Lage,  während  auf  dem  letzten  Blatte 
jedes  Päckchens  in  der  Mitte  des  untern  Randes  in  römischer  Bezeich- 
nung die  Nummer  desselben  angegeben  ist.  Da  diese  letztere  Bezeichnung 
der  Blattlagen  nur  bis  zur  siebenten  mit  der  erstem  übereinstimmt,  so  ist 
klar,  dass  beim  Einbinden  nicht  die  römische,  sondern  die  arabische  Be- 
zeichnung die  massgebende  gewesen  ist.  Letztere  geht  bis  23*.^)  Die 
Ziffern  haben  die  Form 
12  3flq6A89  0. 

1)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  37.  Band,  Historisch- 
literarische  Abtheilung  S.  1-— 17.  2)  Catcdogus  Codicum  Manuscriptorum 
Bibliathecae  Megiae  Monacemis  Tomi  IV.  Fars  IL  Codices  latinoa  continens. 
Monachii  A.  M.D.CCC.LXXVI,  S. -240— 241.  3)  Die  einzelnen  Lagen  bestehen 
je  aus  folgender  Blattzahl:  8,  6,  6,  8,  8,  6,  6,  6,  7,  8,  2,  6,  10,  6,  4,  8,  8,  8,  8,  8,  8, 9,  8. 
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Die  Handschrift  ist,  mit  Ausnahme  des  auf  der  Vorderseite  des  Yor- 
blattes  befindlichen  Inhaltsyerzeichnisses,  von  Händen  des  XI.  Jahrhunderts 
geschrieben.  Das  Inhaltsverzeichnis  ist  aus  späterer,  jedoch  immerhin  noch 
alter  Zeit  und  hat  folgenden  Wortlaut. 

1)  „Cüindrus 
„Rythmomadiine  (!)  siue  pugna  nxwnerorum 

„ac  scacus  mathematicus  Wireibergeh 
„Cammentufn  in  rationem  (?)  Boethii 
5  „Herimam  Astrolabium 

„Geomdria  Gerherti 

„Ludus  laterculorum  »iite  scacus 

„Coniundio  numerorum   Wircebergensium 

„Geometrica      Musica 

10  „Mensura  limitum 

„Pondera      mensure 

„Astrologica       Musica 

„Äddpoldi  Geometrica 

„Pondera  mensure  rurst^ 

16  „Astrolabium/* 

2)  Auf  Blatt  1  beginnt  eine  Abhandlung,  welche  von  der  Hand,  die  das 
Inhaltsverzeichniss  schrieb,  betitelt  ist:  „Cylindrus".  Die  Anfangsworte  sind 
„Componitur  quoddam  Simplex  et  paruulum  uiatorihus  horologicum  instrumen- 
tum".  Der  Schluss  ist  auf  Blatt  3 :  „sique  in  cuique  höre  fine  a  pundis  ad 
puncta  obliquas  Uneas  in  uiddicet  incrementa  et  ddrimenta(!)  dierum  posiulant 
deducetido  totius  horologii  huius  mensuram  consumabo.'*  Es  soll  ein  Fragment 
aus  Hermann  des  Lahmen  Schrift  de  utüUatibus  asU'olabii  sein.^)  Ich 
habe  es  nicht  verificieren  können,  da  mir  der  PEz'sche  Thesaurus  nicht  zur 
Disposition  steht. 

3)  Auf  Blatt  3""  bis  4'',13  ist  dann  die  Schrift  Hermanns  „De  confUcin 
rithmimachi§''  und 

4)  Blatt  4^,14—6^,15  des  Asilo  Werk  „de  Riihmomachia"  enthalten, 
welche,  wie  schon  Anfangs  gesagt,  Wappler  veröffentlicht  hat. 

5)  Von  Blatt  6^,15  —  10^,7  findet  sich  Hermanns  des  Lahmen  Tradaks 
de  diuisione,  welchen  nach  unserer  Handschrift  im  Verein  mit  Nr.  14  689 
der  Münchner  Bibliothek  Treutlein  im  X.  Bande  des  BuUettino  Boncompagf» 
veröffentlicht  hat.^) 


1)  Nach  dem  Handschriftenverzeichniss  aus  dem  ersten  Gapitel  des  zweiten 
Buches.  Das  betreffende  Stück  findet  sich  übrigens  häufiger  als  selbständige 
Abhandlung  in  den  verschiedensten  Bibliotheken.        2)  A.  a,  0.,  S.  644—647. 
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6)  Blatt  10^8  —  16'  enthält  einen  Commentar  in  Boethii  librum  de 
consolaiione  philosophiae,  so  der  gedruckte  Katalog,  in  der  Handschrift  über- 
haupt ohne  Titel.  Anfang:  „0  qui  perpetua  nmndum  ratwne  gubernas'* 
Schluss:  „ante  missas  declamare.  Sic  enitn  probatum  est:'  Auf  Blatt  15^,9 
steht  die  Anrede:  „ad  ie,  Ätnatissime  frater  G." 

7)  Es  folgt:  „Herimani  Astrolabium'%  so  von  der  Hand  bezeichnet, 
welche  das  Inhaltsverzeichniss  geschrieben  hat,  und  zwar  Blatt  16^ — 24'. 
An&ng:  „Christi  pauperum  peripsima".  Schluss:  „et  ingenium  in  huius- 
modi  rerum  usu  exercitanti  alias  debet  notificare/'  Auch  hier  muss  ich,  da, 
wie  schon  gesagt,  der  Thesaurus  von  Pez  mir  nicht  zugänglich,  eine  Yer- 
gleichnng  des  gedruckten  und  handschriftlichen  Textes  unterlassen. 

8)  Blatt  24^—40^14  und  Blatt  45'— 75^:  Geofnetria  Gerberti.  Als 
Ueberschrift  von  späterer  Hand,  der  des  Inhaltsverzeichnisses,  steht  nur  über 
den  beiden  ersten  Seiten  „Geainetria'' .  Von  zwei  verschiedenen  Händen 
geschrieben.  Ich  gebe  im  Folgenden  die  von  der  Ausgabe  von  Olleris^) 
abweichenden  Lesarten  an,  werde  aber  da,  wo  es  mir  nöthig  zu  sein  scheint, 
einen  völlig  neuen  Abdruck  dieses  wichtigen  Buches  veranstalten.  Zunächst 
fehlt,  für  den  Prolog  und  die  ersten  13  Capitel  wenigstens,  jede  Ueber- 
schrift, was  ich  des  weitem  nicht  femer  erwähnen  werde.  Sie  sind  nur  durch 
Absätze  und  grössere  Anfangsbuchstaben  kenntlich  gemacht.  Also  zunächst 
Collationierung  des  Druckes  mit  der  Handschrift.*) 

401.  3.  quaituor.  —  7.  nostra.  —  8.  quia  indoctos  doceo  fehlt.  — 
11 — 12.   eluvionem  Nili  fluminis.  —   14.  a  continenti;  terrenae  dimetisiofiis. 

—  18.  icrminum  di/'finitionis,  —   19.  Geometrica.  —  21.  Geometrica;  ratio- 
nainlium  statt  mensurabilium  vel  ad  mensurandum.  —  22.  probabiliter. 

402.  5.  et  hinter  numero  fehlt.  —  8 — 9.  colleduri.  —  10.  quos 
terminos,  —  11.  fehlt. 

408.  7.  cum  ipse  Boethius.  —  8.  litteraturae  tractatores.  —  9.  be^tis- 
8iimi8.  —  11.  capiosisshne]  etiam  mentio  oculum.  —  12.  multis  fehlt.  — 
13 — 14.  prudentioribus.  —  15.  tarnen  fehlt.  —  16.  tempt<ibo.  —  19.  tactuqm\ 

—  21.  finis  fehlt.   —   22.  ephiphaniae.   —   23.  se  contenta.  —   24.  dilatet; 
adiecis.  —  25.  corpus  soUdum.  — 

1)  (Euvres  de  Gerbert  Pape  soas  le  nom  de  Syhestre  II  coUationees  sur  les 
manuserita  etc.  par  A.  Olleris.  Clermont-F<i  et  Paris  1867,  S.  401—470.  2)  Ich 
bemerke  hier  ein  für  alle  Mal,  dass  überall,  auch  wo  ich  v  geschrieben  habe,  in 
der  Handschrift  u  sich  findet,  mit  Ausnahme  der  grossen  Buchstaben,  wo  stets  V 
steht,  auch  da,  wo  nach  jetzigem  Gebrauche  U  za  erwarten  war.  Ich  wollte 
dadurch  den  unnützen  Varianten  gegen  den  OLLsaisschen  Text  aus  dem  Wege 
gehen.  Ebenso  bemerke  ich  noch,  dass  die  Handschrift  immer  spera  statt  sphaera 
liest,  und  allgemein  das  ae  entweder  durch  ein  einfaches  e  oder  das  bekannte 
Compendium  e  ausgedrückt  ist. 
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404.  5.  coartat;  in  ea.  —  8.  sifmion.  —  12.  Hinter  Haec  fügt  die 
Handschrift  hinzu:  vero  et  lon^ütidine  et  IcUitudine  passim  se  prad>eH8  se- 
cabilem  solam,  quae  ß  in  crassitudine^  respuü  sectionem.  Sed  haec,  viddicd 
punctum  linea.^)  —  18 — 19.  alias  sufficientius  de  talibus.  —  20.  Itaque 
iiista  praedictas.  —  21.  metienda  fehlt.  —  22.  vel  certe,  —  23.  geometriäs 
vocitatur.  —  24.  quaeritur  fehlt.  —  25.  aedificiorumve.  —  26.  posiia,  — 
29.  quae  ctiam  constrata  planave. 

406.  1.  ut  in,  —  3.  nuncupatur,  —  5.  lineas  longüudinemvt.  -^ 
6.  altitudine  latitudineve.  —  6 — 7.  Canstratus  sive  planus  est,  —  1.  seu 
planities^  sive.  —  8.  longitudine  latUudincque.  —  10.  altUudineque;  disteth 
sus.  —  11.  vel  tesserae;  quae  in,  —  12.  int^üegi.  —  14.  figuratm.  — 
16.  distinguuniur,  —  17.  sciendum  vero.  —  18.  item  et.  —  28.  mmies 
hoc  modo.  —  30.  eius  cdHtudinem, 

406.  2.  poterit  fehlt;  in  piano  poterii  scribi.^)  —  4.  solides  pälmos. 

—  5.  ohservetur.  —  8.  tmi.  —  9.  et  fehlt.  —  11.  dyma,  —  12.  ivgtr 
vel   fehlt;    leuuu(!).^)    —    15.  antiqui   in  agris  metiendis.    —    16.  quaiwr 

ati 

hordei.   —    19.   longitudine  (!).  —   25.   Nam  duodedes  as  et  y>  XVI  mA. 

—  26.  autcm  fehlt.  *—  27.  ejrpansa,  —  29.  et  fehlt. 

407.  3.  et  tertiam  aus.  —  5.  et  fehlt.  —  6.  etiam  ei,  ut  consbraks 
fiat,  adicitur.  —  7.  idem  in  lato.  —  14.  pedes  vero.  —  15.  didus  an^. 

—  16  — 17.  seoctus  YII  et  SS  ist  ausradiert.  —  18 — 19.  maximus  in  iimri 
spatiis  metiendis  usus  est.  —  19.  Dictus  autem;  patentibus  tribus.  — 
20.  quinque  fehlt;  etiam  passi.  —  22.  sextas  XHI.  —  23.  Dicta  autem.  — 
29.  et  in  longo. 

408.  3.  dicitur,  et  ipse  agri.  —  4.  discriminans.  —  6.  constraics 
fehlt.  —  7.  sive  iugo.  —  8.  a  iungendo.  —  10.  pedes  CXX.  —  16.  plam^ 
que;  circumscriptae.  —  17.  cunque  fehlt.  —  20.  ut  supra  dictum  e^f  fehlt. - 
24.  est  fehlt.  —  26.  et  fehlt;  d  hissetn  fehlt.  —  27.  d  fehlt;  uncias  vTl  D. 

409.  1.  Leuva.  —  3.  leuva.  —  4.  etiam  apud  nos  Teutonicos.  — 
9.  finnt.  —  12.  Leuva.  —  12—13.  ^HICCC  d  lYxV.  —  14.  M  mUa, 
solidos  Milies  mUle  milia.  Stadium  habet  enim  lineares  passus  CXXV,  cm- 
Stratos  XV.  DCXXV,  solidos  MDCCCCLHI  CXXV.  —  16.  pede^  V;  CXIY. 

—  18.  Cubitus  autem;  quadrantem  fehlt.  —  19.  quadrantem  fehlt;  et  sescuncem 
fehlt.  —  20.  digitos  XVI;  CCLVI.  —.25.  grana  hordei.  —  26.  haäms 
quidem;  eorundemque.  —  27.  sed  non  super flue;  si  pluribus  m.*) 

1)  Eine  sehr  wichtige  Ergänzung  des  Textes.  2)  Die  Lesart  bei  Olus^^ 
in  palmo  describt  giebt  gar  keinen  Sinn.  3)  Dass  leuva  die  richtige  Lesart  i^ 
folgt  schon  aus  dem  französischen  Ueue.  Auch  in  den  GromaOci  Veteres  ^ 
Lachmann  steht  leuua.        4)  Auch  diese  Lesart  giebt  erst  einen  guten  Sinn. 
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410.  1.  prout,  —  1—2.  sive  inteUeduäles.  —  2.  muUknodis  diuidere. 

—  5 — 6.  mensuris  includuntur  iam  deinceps  spectUandum  videtur.  —  9.  figurae 
dicuntur.  —  12.  curvis  fehlt,  doch  ist  Baum  dafür  gelassen.  —  13.  elycoydes; 
campdas.^)  —  18.  seu  planities;  circumsepta.  —  19.  quod  bis  nu/ncupatur 
fehlt.    —    22.    qiuie   quidem.   —   23.  pa/ucula,   —    24.  prolibaverimus.    — 

25.  figurae  planae;  Uneis  fehlt.  —   28.  sub  duabus.  — 

411.  1,  se  invicem  tungenttbus  continetur,  —  4.  facit  ita.  —  6.  vice 
virtuHs.  —  7.  w^c  minus  iusto  coartat.  —  9.  pleonesiae;  indiffinitaque.  — 
10 — 11.  lineae  rectue.  —  12.  vero  anguhis,  —  13.  indif finita;  lineae  defec- 
ium,  —  16.  appellari  latine.  —  19.  recta  linea.  —  20.  secatur.  —  23.  scnba- 
tur  ita,  —  24.  si  easdenh  tres.  —  25.  invicem  sibi  conneocos.  —  27.  et 
singulis  altrinsecus  pumctis.  —  28.  pemotabis  hoc  modo,  —  29.  alios  duos 
connexueris,  tU,  —   30.  hebetes,  in  altrinsecm. 

412.  1 — 2.  immune  omnino.  —  5.  connexio  componitur,  —  6.  vero 
fehlt.  —  10.  omnes  tres,  —  10 — 11.  coadae  punctum  describuntur.  liquide 
saiis  ostenditur  hoc  modo.  —  13.  ibi.  —  16.  efficit  angulum.  —  20.  iacenti 
lineae   rectae,    —   21.    ut   et  iUam   et   invicem.   —   23.  occupant   recti.  — 

26.  rectae  lineae;  per  alterutram.  —  26.  angulos  efficiunt.  —  27 — 28. 
aeqwües  sunt  —  29.  lineae  rectae.  —  31.  dicuntur,  täles  scilicet.  — 

413.  1.  ad  aliam.  —  2.  eas  tangit.  —  2 — 3.  exteriores,  Unosque 
interiares,  —  4.  Possunt.  —  5.  haec  interim.  —  10.  vero  fehlt.  —  11.  acutos 
omnes;  dvuis  vero,  —  12.  omnes  vero.  —  13.  ut  fehlt.  —  14.  satis  liquebit 
farmatumOms.  —  20.  quod  tres.  —  22.  atque  idcirco,  qui;  Uneis  a/ngulisque 
distensus;  extensus  vel  und  est  fehlen.  —  24.  in  angulatis  exstat,  —  25.  eumdem 
rursus.  —  26.  exagonive. 

414.  1.  singulos  cmgulos  litheas  rectas,  —  5.  dividuntur  ut  subiecti. 
Ifide  etiam,^  —  7.  embadum  a  düigentibus.  —  18.  potest  dar  er  e.  — 
15.  autem  fehlt;  habens  angulum.  —  16.  acutos  itn,  —  17.  nomen  inclitum. 

—  22.  identidem  accepit  vocäbulum.  —  25.    Unde   et  ipse  ab  acuto,   quod. 

—  27.  facüe  quivis  inteUegere;  etiam  corum.  —  29.  isosceles.  — 

416.  1.  aequalibus  omnibus,  —  2.  aequus,  —  3.  Isosceles  est;  latera 
höhet;  eHam  quasi,  —  4.  isosceles;  aequicrurium,  —  5.  sibi  invicem  in- 
aequalia,  —  6.  tra/nsferatur,  —  7.  solus,  ut  didum  est,  —  8.  isosceles,  — 
13.  praedictam  superius,  —  22—23.  inlrorsus  ad  se  invicem  inclinalae.  — 
28.  anguli,  id  est  acuti.  —  29.  trini  eorum;  eorum;  aequi  fehlt. 

416.    1  sint  aequi,  —  2.  super vaduntur,  —  3.  et  duo  anteriores  acuti, 

—  4.  complent  angulum,  —  5.  duo  quidem  acuti  redum  unum  supervadunf, 


1)  Auch  hier  ist  die  richtige  Lesart  unzweifelhaft.    Cycloiden  treten  ja  erst 
bei  Galilei  auf.        2)  Auch  diese  Lesart  ist  die  bessere. 
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sei^  —  0.  tnnfurtt  fohlt;  minmtia  mni  tnnt<h  qüimtum,  —  7,  iflud,  m  faUor, 

—  Ö,  est  fohlt.  Multh  movcrv  soiei  serupfdum.  —  9  -  l(h  aeqtm.^  hnbere 
duifhus  rreik.  —  IK  Hui  t'n*o.  —  12.  an  acutus.  —  13,  ctrUus  äkmi 
re^irmU  fohlt.   —   17,  anffnh  khit  —  22.  e<*e  fohlt,  —  23,  qunf^fmfrm, 

—  S4*  aln  autem.  —   28.  aeqaa  mmi^tra  distUetint 

417,  L  Philhtffmiir  nnti  iso  immer.  —  2.  altera  eiuBdt^m,  —  3.  «Iriiw^^, 
4,  ih'tItivtkK  —  5.  pcdi\H  fehlt;  did^tMms.  —  8—9*  ii-^f/fif  nr?  fr  fpmfum 
fHcth^nro,  ddn  Hnenfn  refktm  ab  F  itd  Ct  duc^i^)  —  10.  E  amfuhtm;  id 
mp€f%te,  —  IJ,  nun  dtpufnri.  —  13,  Das  mmi'  C'iipitel  begiiitit  im  Manu- 
skript mit  dt*ii  Worti*n;  IJaeae  vero  reetac.  —   17,  Dinxim  rt  wm  ohiiqur. 

—  18*  atripti:  fpmsi  futidnmntta  .v#/.  —  21.  IMhrH  uml  so  iiniiier;  nomm, 

—  25,    AV    hanfw    mtivm    linmn    mcnmim,    —    27,    supaiua    qumiuf.   — 

418,  1.  fmidur:  rtfitdk  ama.^)  —  2.  üptTiriHiH  fiihlt;  pritmilum.  — - 
1*— HK  miitiife^tiibdHr.  —  12,  stt:  prde^  Itl:  —  13.  inrnMurns,  ha.sis  HU, 
li^oimum    V  »eu   rdittsi   qHoshhet  piurts   in  cmlaH  proportionibus  metnntnis. 

—  16,  Quh   rrm  hdf^yinm  *pmMmn  rd  itmnin.   —  17.  Qdmirih;  tjci^mtiram, 

—  18.  etiiint  non  ab  re  erii,  —  19.  daque  fehlt,  —  20.  »edket;  prr 
l*fiihrtiim   alifi   inmüre   hitt^a,  —   2S.  Bi   efmärfn,    quam   ah^itdiitH,    tiomim. 

—  25.  mvim  fitni,  —  95—26.  rHitpti,  id  r,^f  YIU,  dmüdin ;  hrtiti  fehlt.  — 

419,  1.  sHpcr'nfs  dicfn.  —  2 — 3.  sirr  de  minidlaiis.  —  3.  compacta  : 
ut  nt  h(K',  (p(i  IUI  in  kitfltcto  tvnci.  —  4.  purtr  fehlt.  —  4 — 5.  et  tricnie 
(ddutn.    —    5.   (1(;]iK)iistrat.    —    10.  scnnrimn  habet.   —    10 — 11.   in   se   fehlt. 

"  13-14.  diw  S^.  —  14.  VII  j.  vy>.  —  T).  id  est  <.  VSS;  Ixisi.  —  16.  VIII 
et  SS.  —  18.  reliijfii.  —  19.  /ndjeat  in  hdhetn.  —  20.  ////  v  —  21.  Cni 
tribus.   —   23  —  24.  ///  et  ^.  —   24-25.   //.   <,w..    —    25.    XVI,    SSM.. 

—  20.  VIII  -SS^c  —  27.  //  <  et  ^^.  —  27  — 2H.  j>odiswum  in  X  S  rf  jl. 
(•(ynsmnat.   —   29.  (jude  et  in. 

420,  1.  (ni/Kfffonia  triffona.  —  4.  eoniuninttm'  et  huius.  —  8.  alio 
(piolUnt.  —  9.  (feneratiir.  —  12 — 13.  ///  se  dtteto.  -  \i>.  reliqni  l(dus.  — 
20.  dintd  fehlt;  tetnujoni.^  id  est.'^)  —  21.  /aeiiod  fehlt.  —  22.  tpfititpir 
fehlt;  A'A'r  fiteiunt.  -  24.  inrestigo.  -—  25.  id  est  ex:  duetuni  id  vst.  - 
30.   nutnero  und   dem  fehlen. 

421,  8.    VI  ^S;  Ipsinnqiie.  —  9—10.  A'/.<^..  —  10—11.  VIII  V^    .. 

1)  Die  Krgilnzung  ist,  wie  man  leicht  sieht,  nöthipf.  Ich  bemerke  noch,  das?» 
die  Handschrift  überall  im  Texte  sowohl,  als  an  den  Figuren  grosse  Buchstaben 
hat.  2)   Auch    hier    dürfte    die    richtige   Lesart   getrott'en    sein.  .'{)    Hier   ist 

offenbar  von  Uli.kuis  die  Abkürzung  .i.  für  id  est,   welche  in  unserer  Handschrift 
nirgends  vorkommt  (es   ist  dafür  stets    iä   gesetzt),   flllschlich    mit  tvlnujotu  vei 
banden  worden. 
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—  11—12.  LXXI-^1iu\  III  scripuli  et  tria  sQiquae,  —  13—14.  CXI 
tertiam  scripuli  et  tertiam  süiquae  continentem.  —  16.  Xstw.  —  16.  ff  fehlt; 
eodem  aukm,  —  17 — 18.  dxido,  id  est  CXI  %\,  duahus  sUiquis  et  tertia 
sHiquae.  —  18-19.  ductum  fehlt;  XL<u^.  —  19—20.  reliqui  LXXI -y^^jS 
duarum  sUiquarum  et  dentis  siliguae  latus,  quod.  —  20 — 21.  VIII  et  "S-S-uu 
basis  erit.  Si  autem  b(isis  in  se  duda,  id  est  LXXI  ^  C  ^  \  bissiliqua  et  tertia 
siliqttae.  —  23.  in  se  numero;  remanentis  XL  <^^,  —  24.  IV  "SS.  —  25.  quo- 
que  huius  modi.  —  26.  libuerit,  —  28.  huiuscemodi  tradunt.  —  29.  katheti 
videlicet.  —  31.  duplicataque, 

422.  2.  id  est  fehlt.  —  2  —  3.  duplicati  XII  faciunt.  —  3.  partem 
fehlt.  —  4.  Horum  sL  —  5.  huius.  —  7.et  fehlt.  —  8.  ablata  et;  II  SS.  —  9.  cf 
fehlt.  —  10,  per  quurtam  sui.  —  10 — 11.  latus  tetragonale.  —  13.  facilior,  — 
14 — 15.  universalis.  —  16.  concreverit,  pro  embado  habeatur.  —  17.  basis 
integra  multiplicetur ;  natttm  embado  detur,  —  19— 20.  i>er  latitudinem  longi- 
iudo.  —  21.  s%bi  invicem  fehlt.  —  23.  Sed  ut  exempla  kuic.  —  25.  quin- 
decies  XX  fiuni.  —  26.  certo  certius  indicant.  —  28 — 29.  regvlnriter,  — 
29.  i/J/^t9\^^.  — 

423.  1.  canstrati  pedis  capiat  qtiantitates.  —  2.  vero  fehlt.  —  4.  mtd- 
tiplica,  —  1,  In  sequetiU  vero^  cuius  area  constratos.  —  8.  ef  hinter  CCCCXXVII 
fehlt.  —  9.  Das  erste  ä  fehlt;  VI.  BCCCXLV<^V,   cmfineri.   —   14.  fiunt. 

—  15.  quotiens.  —  20.  parteni  fehlt.  —  23.  adhuc  regulam.  —  24.  subi- 
iciendam.  —  26.  basis.  —  27.  Ut  autem. 

424.  9.  iunda  in.  —  11.  ductale  fehlt.  —  12.  utrorum.  —  14.  latus, 
quod.  —  18.  XIIII  est.  —  20.  dudus  fehlt;  d  fehlt;  Cui  si  IUI  enibada, 

—  21.  Beide  d  fehlen.  —  22.  Das  erste  d  fehlt;  Quae  ut.  —  23.  dudo  fehlt 
et  fehlt.  —  24.  d  fehlt.  —  25.  /"SS;  Villi  d  V^.  —  21.  lY^  adeundetn. 

—  28.  "SS  adiundum;  X'SS;  quae  est  V  et  "SS,  basim.  —  31.  diximus  ortho- 
gonii  tripleuri.  —  32.  quatititatem  fehlt.  —  33.  acceperat;  sibi  quantitatem, 

426.  1.  patd  fehlt;  Jiorum.  —  3.  dinoscendam.  —  4.  Das  erste  sunt 
fehlt.  —  5.  eam  consequ^ntiam.  —  5 — 6.  tantum  q\u>d  quibusdam.  —  1.  ad 
basim;  meminerit.  —   S.  ne  tarn  dida.  —  28.  continuet.  — 

426.  3.  vd  mintäiatos;  item  ad  minutiatas  fehlt.  —  4.  offendere  sctu- 
pulum.  —   5.  d  fehlt.   —   6.  sesquitertia  alterutros  habitudine  copuld.   — 

7.  aspidas;  beide  est  fehlen.  —  10.  modo  in  se.  —  11.  in  se  fehlt.  — 
15.  geomdricam  scilicd.  —  28.  dvnoscitur.  —  29.  volo  in  his.  —  31.  eorum 
latera;  podismusque.  — 

427.  3.    sesquialtera,    si    sesquit^ia    sesquit4rti<i.    —    5.    Fiunt.    — 

8.  orthogonios  efficiunt.  —  10.  ostendat,  ut  sunt  subiedi.  —  11.  germani. 
Item  idi,  sed  aUis  laterum  proportionibus  compadi.  Dann  folgen  die  bei 
Olleris  in  Fig.  37  abgedruckten  Dreiecke.  —   12  —  17  fehlen. 


B4  ^^^^^^^^T       Maximilian  ^^^^^^^^^^^H^^| 

Bis  hierher  f  das  heisst  bis  s&uiu  Ende  des  sogenEimtan  ersteit  Tbelles, 
stimm t  der  Text  der  Angaben  im  Allgemeinen  mit  dem  Mau ii Scripte,  jedocli 
wird  tnati  leiebt  bemerken,  dass  seiir  viele  der  a«geftiUrten  Varianten  einen 
bei  weitem  reiiieri^n  und  verständliLberen  Teilt  geben,  als  der  gedruekte  ist. 
Wir  haben  ja  au  einigen  Stellen  in  den  Anmerkungen  darauf  hingewiesen. 
Der  Portsetzung  ist  von  vielen  Seiten  der  Vorwurf  gemacht,  dass  die  Au- 
Ordnung  der  vorgetragenen  Lehren  ein  wüstes  Durehelcander  sei,  voller 
Wiederholungen  und  dergh,  so  daas  es  eines  Gerbert  für  unwürdig  und 
deshalb  für  untergeschoben  gehalten  werden  müsse.  Unsere  Haodschrift 
hat  nun  eine  Beilienfolge  der  Capitel,  welche  den  Fehler  des  wüsten  Durch- 
einander vermeidet^  imd  einen  Text^  welcher  bedeutend  besser  ist,  als  der- 
jenige, welcher  bi^i  jetzt  gedruckt  wurde.  Sie  ist  ja  auch  die  älteste  der 
bis  jet^t  bekannten  Haudsehritten,  welche  die  ganze  Geometrie  GuitBEKTs 
enthalten.  Ich  werde  daher  im  Nachfolgenden  deo  aweiten  TheÜ  der 
Geometrie,  die  Feldmesskunst,  nach  unserem  Uodex  vollständig  alniniekf»!] 
lassen.  Ich  bin  fest  überr.engt,  dass  dadurch  der  Verfasser  derselben,  mag 
es  nun  Gerhkht  sein,  odt^r  wer  es  sonst  will,  in  ein  gati/,  anderes  Liebt 
getackt  weixlen  wird. 

Ich  fahre  also  mit  dem  Texte  so  fort,  wie  unsere  liand^cbrift  ilm  giebi. 
Die  am  Anfange  stehende  römisehe  Nummer  ist  die  aus  dem  Manuscnpt« 
folgende,  dii^  hinten  stebt'nde  arnbisebr  dif  jenig*^  d{  r  Austral>e  v^jn  Ou.kkis. 
Um  jedem  Missverstilndniss  entgegen  zu  treten,  mache  ich  nochmals  darauf 
aufmerksam,  dass  die  ( 'apitel-  oder  l^aragraphenzahlen  erst  durch  die  Heraus- 
geber eingeführt  sind,  sich  aber  in   keinem   Manuscri|)te  finden. 


I  I.  DE  MENSURIS.   15.  45' 

Mensurarum   appellationes,    quibus    utimur,   sunt   hae:  Digitus,   üncia, 
Palmus,    Sextans,    quae   et   Dodrans   appellatur,    Pes,   Laterculus,    Cubitus, 
Gradus,  Passus,  Decempeda,   quae  et  Peilica  appellatur,   Clima,  Actus,  qui 
5  et  Aripennis  dicitur,  lugerum,  Centuria,  Stadium,  Miliarium. 

Digitus  est  minima  pars  agrestium  mensurarum. 

Uncia  secundum  quosdam  digitos  habet  tres,  secundum  ({uosdam,  quod 
verius  est,  digitum  unum  et  tertiam  digiti. 

Palm  US  habet  digitos  quatuor,  uncias  tres. 
10  Sextans  digitos  duodecim,  uncias  novem,  palmos  tres. 

Pes  digitos  XVI,  uncias  XII,  palmos  IV,  sextantem  unam  et  tertiam  eius. 

Laterculus  pedem  unum  in  latitudine,  uncias  XXIIII  in  longitudine. 

Cubitus  sesquipedem,  sextas  II,  palmos  VI,  uncias  XVllI,  digitos  XXIV. 

Gradus  habet  III  pedes;  passus  V.     Pertica  X.     Clima  LX. 
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Actus  in  latittidine  CX,  UXX  in  Irmgitadinc: 

lugertim,  qiiod  sit  iunctum  duobus  actibus,  in  longitadine  C'CXL,  in 
"^titudine  CCXX. 
Centuria  C*C. 

Stadium  pedes  BCXXV,  passuß  CXXV.  « 

Miliarium  passus  M,  stadia  VIII. 


n.  mCIPIUNT  EXCERPTA  DE  GEO^IETEIA.  14. 

Geometrieales  tractandi  diversitates  praemoti  Strand  um  est,  quas  ipsius 
artis  tractatus  spondeat  utilitates^  quatimis  lectoris  ingenium  insinuationis 
triHda  ratione  incitiitum,  promtius  ad  legenduio,  studiosiiis  sequentiü  ojieris  i»» 

Iperscrutetur  tractatum.  Est  enim  htiius  disciplinae  scmpulosa  descriptio, 
^'sed  totius  diraeusionis  Ln|dagatione  indagationisque  coramoditate  fopiosa 
descriptio.  Quam  tarnen,  quamvis  arduiim  sit,  consequi  potis  erit,  qui  in 
ea  infatigabili  sudaverit  studio.  Quae  ut  facilius  a  studiosis  consequatur, 
cuique  theoremati  sua  figiira  subiungatur.  w 

hui 
tor 


I 
I 
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m.  AB  ALTUM  ÜT  METIATÜR.  32. 

Ad  rem  inaccessibüem  nobis  altioribus  ut  metiatur^  <iuamvis  laboriose, 

huiusmodi  figursm  facimus.     Sit  quantitas  rei  metiendae  ÄB^  et  quot  cubi- 

torum,  vel  ulnarum,   vel   pedum,   vel  digitorum,  ve!  etiam  unciaruiii,   vcl 

cuiuslibet   alterius   mensurae   sit,   sit   nobis  propositum   scire.     Ee  orthogo-  so 

naliter    constituta    sit    spacium    inuneabile   inter   nos   et   rem,    ut  est  GB, 

Erigatur  nobis  ortbogonium  Z>G,   et  sit   linea   sursum   ducta  de  G  ad  Z>, 

stcut.  primo  dictum  de  Ä  ad  B,     Ducatiir  planit.er  linea  de  D  ad  Zy  sicut 

plana    iacet    linea    de   (^   ad   ^^    et   sit  notum,    quanta  est  linea   GB  et 

linea  DZ^  nos  enim   eas   facimus.     Erigamus   orthogonaliter  lineam   de  ^ts 

sursum  ad   F,    et  ponamus   oculum    in  linea  ZV  orthogonaliter  erecta,   ut 

exeat   visus   noster  per  i>   ad  5;    et   locus  lineae  istius,   ubi  stetit  oculus, 

ttotetur    puncto    ipso    F,    et    metiamiir  ZV,    quanta    sit.      Et    post    haec 

itenim  ponamus  oculum  in  linea  ZV  ita,  ut  valeamus  videre  per  D  B.ä  A; 

et  locus,  in   quo  visus  steterit,  notetur  puncto  H,  et  videamus,  ubi  haec  w 

linea   tangens   terram   coniuugitur  lineae  GB^    et  sit   piuictum   E^    ita   ut 

lijiea  GE  sit  r^cta.     Et  post  haec  notemus,  quantmn   sit  inter  Z  et  H. 

Et  quota  pars  est  ZH  ad  ZD^  tanta  est  J)Q  ad  GE^  et  nota  est  linea  /// 

et  ZU  et  DGy  quia  nos  eas  fecimus.    Igitur  notum  est,  quanta  est  linea  G E'^ 

^ei  quanta  '  est   linea   VZ  ad  ZD,  tanta  est  linea   DG  ad  lineam   (rB^   et  sä 

lioeae   VZ   et  ZV  et  DG   nobis  not&e  sunt:   notum   igitur  erit,   quanta 
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est  linea  GB.  Et  quia  sapivimus  dudum  lineam  GE^  et  sapimus  mouo 
lineam  GB^  possumus  sapere,  quanta  est  linea  BE.  Et  quanta  est  linea  DG 
ad  lineam  GE^  tanta  est  linea  ^^  ad  lineam  BE^  et  lineae  DG  et  BE 
notae  sunt:  igitur  AB  linea  nota  est,  et  haec  est,  quam  quaerebamus.  Et 
6  ut  brevius,  quod  superius  diffuse  dictum  est,  comprehendatur  compendium, 
quo  pbilosopbia  gaudet,  ponatur.  Qualis  comparatio  fuerit  ZF  ad  HV,  talis 
erit  G^D  ad  BÄ.    Sit  et  ZV  duplum  ad  HV,  erit  GD  duplum  BA.   (Fig.  1.) 

IV.  ALIA  FIGURA  DE  EADEM  RE  CUM  H0R08C0P0.  17. 
Ad    altitudinem    inaccessibilem    ob    fluvii    vel   vallis  impeditionem  sit 

10  altitudo   quaelibet,   ut  sit  AB,   sit  fluvii  vel  vallis  impeditio,  ut  est  BC. 
Sume  horoscopum  stans  in  ripa   C,    et   per  utrumque  foramen  mediclinii 
summitatem  A  diligenter  inspice.    Considera  numerum  graduum  in  mensnrae 
quadrato,   qui  verbi  gratia  notatur  quatemario  numero,   per  quem  summa^^^^ 
totius  quadrati,   scilicet  CXLlIll,  |  diuidatur,  et  quarta  pars  reperta,  vide  ,^^ 

16  licet  XXXVI,   conscribatur.     Post  baec  de  C  ad  2)  certa  spatii  quantitai^^^ 
metiatur,   quae  exempli  gratia  (|uadragenario  numero  praenotatur.     Iteni^- 
sume    horoscopum    stans  in   fine   2>,    et   per  utrumque  foramen,  ut  prit^--^^ 
summitatem  A  inspice.     Perpende   iterum   numerum  ^tuluum  in  qoadratiK    l  ' 
qui    Signatur    in  figura  temario   numero,    per  quam  denuo   summa  toti^^:^- 

20  quadrati   dividatur,   et  pars  tertia,   quae  est  XLVllI,  iuxta  quartam,  qg^^^ 
est  XXXVI,   conscribatur,  et  minor  numerus  de  maiore,  id  est  XXXVI  , 

XL VIII,  tollatur,  et  quod  remanet,  id  est  XII,  cum  latere  quadrati,  q^^-^^j 
XII  est,  comparetur,  et  numerus  remanens  et  latus  quadrati  aequalis  ^^^j-^ 
nuncietur.     Et   sicut   ultimum   remanens   XII  lateri   quadrati   XII  Äeqc:^^oK 

26  habetur,    sie    spacium   CD  spacio   AB  aequale   affirmetur;    et   quota     ^^^pg 
temarius,  qui  est  ultimus  numerus  graduum,  in  XII  iudicatur,  eadem      jr,^ 
AB  in  BD  spatio  sine  dubio  dicatur.    Est  igitur  XL  AB,  sicut  est  XL     ^j) 
et  est  CLX  totum  BD,  et  est  CXX  BC.     (Fig.  2.)  | 


4? 


V.  AD   ALTITUDINEM  CUM  SPECULO  VEL  AQUA  METIENDAÄ   04, 

^-^«ito   in   speculo   centro,   vel  in  media  scutella  plena  aquae,  eoosti- 

*  *^üm  diu  a  geometra  huc  illucque  diligenter  tra- 
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Exem^U  cura  subdatur  plana  figura.    (Fig.  3.) 
VI.  AD  ALTITUDINEM  CUM  ASTROLABIO  METIENDUM.  16. 
Si    altitudo   faerit  in  aequalitate,    tali  poterit  mensurari  inspectione. 
Sumatur  ab   altimetra  astrolabium,   et  constituatnr  in  medietate  quadrati 
medicliniam,  ut  hac  scilicet  positione  sit  medicliniom  alterius  partis  astro-  5 
labii    in    numero    graduum   dierum   XLV,   et  tamdiu   ab   eo   ante   et  retro 
aestimando  pergatur,  donec  per  utrumque  ambulatoriae  pertusum  altitudinis 
summitas  inspiciatur.     Qua  inspecta  loco,  in  quo  stetit  mensor,  nota  impri- 
47Mnatur,  et  huic  impressioni  |  statura  mensoris  adiungatur.     Post  haec  locus 
ipse  diligenter  notetur,  et  ab  eo  usque  ad  radicem  altitudinis  tota  planities  lo 
caute  mensuretur,  et  quot  peduni  ipsa  planities  fuerit,  tot  sine  dubio  alti- 
tudo erit.     (Fig.  4.) 

Vir.  AD  ALTÜM  METIENDUM  CUM  ORTHOGONIO.  30. 
Componatur  a  geometra  orthogonium  basi  kathetoque  eiusdem  numeri 
compositum,    hjpotenusae   vero   proportio   praetermittatur,    quae   ad   altum  i5 
investigandum  prorsus  inutilis  iudicatur.     Compositum  autem  tarn  diu  per 
planum  a  mensore  trahatur,  donec  oculo  humi  apposito  per  katheti  summi- 
tSLiem  summitas  altitudinis   investigandae   cematur.     Qua  visa  a  loco,  cui 
visus  inhaeret,  planities  ad  radicem  usque  metiatur,  et  quanta  fuerit,  tanta 
altitudo   dicatur.     Quod  ut   apertius  intelligatur,   orthogonium  cum  altitu-  20 
dine  metienda  figuraliter  visui  anteponatur.     (Fig.  5.) 

.8'  Vm.  DE  EADEM  EE  ALIUD  OETHOGONIUM.  31. 

'Est  etiam  aliud  aestimandae  altitudinis  orthogonium,  quod  ab  inventore 
denominative  nuncupatur  Pjthagoricum,  naturalibus  proportionibus  katheti, 
basis,  hypotenusae  compaginatum,  katheto  temario  insignito,  basi  insignita  ^5 
iiuatemario,  hjpotenusa  vero  praenotata  quinario,  scilicet  ut  basis  katheto 
sesquitertio  proporcionetur,  et  hypotenusa  basi  sesquiquarto  comparetur. 
De  quo  cuncta  fiunt,  quaecumque  dicta  sunt  in  praecedenti  figura,  hoc 
solo  ezcepto,  quod  in  hoc  de  mentita  planitiei  quantitate  quarta  pars  est 
auferenda  hac  videlicet  ratione,  quod  basis  iacens  kathetum  erectum  superat  so 
cum  soa  quarta  parte.  Quod  ut  melius  animadvertatur  etiam  istud  orthogo- 
mmn  subtemis  depingatur.     (Fig.  6.) 

IX.  AD  METIENDUM  ALTITUDINEM  CUM  UMimA.  25*. 
Quaecumque  res,   si  fuerit  sub  divo  posita,   unibram  emittit,  sed  non 
sibi  semper  aequalem.     Quapropter  umbrae  quotam  partem  volueris  eliges,  35 
dainde  viigam  coaequatam  huic  parti  in  terra  statuas,   et  umbram  exinde 


88  Maximilian  Cartze: 

cadentem  seu  per  pedes,  seu  per  palmos,  seu  per  uncias  dividas.    Si  mn^Qp 
inventa  |  fuerit  umbra,  quantum  timbra  yirgam  superat,  tantmn  a  siDgti])^^ 
partibus,  quarum  virga  mensuram  habet,  subtrahas.     Si  autem  minor,  qu^Q. 
tum  a  virga  superatur,  tantum  dictis  partibus  adicias.     Quod  autem  ju 
5  umbra  yel  ex  augmentatione  accreyerit,  vel  ex  subtractione  remanserit,  pi^ 
mensura  illius  rei  habeto.     (Fig.  7.) 

X.  AD  ALTÜM  CUM  ARUNDINE  METIENDÜM.  25^. 

Componitur  etiam  instrumentum  ad  altitudinem  sine  difficultate  inye- 

niendam,    quod   hac    de  causa  a  sapiente  inventum  putatur,    quia  Tisom 

10  humi  adiungere  difficile  mensori,  inconveniens  spectatori  putabatur,  samit- 

que  quantitatem  suae  magnitudinis  a  magnitudine  staturae  metientis.    C^q. 

stituamus  arundinem  tali  magnitudine,  ut  duplari  comparatione  proportionetor 

mensoris  longitudine.    Cuius  medio  altera  arundo  orthogonaliter  coniangatar, 
*  •        •         •         •       • 

quae,    statura  mensoris  aequalis,    ei,    cui  coniungitur,  subdupla  habeatur. 

16  Quatinus  in  hac  coniunctione  completum  comprobetur,  quod  in  prima  figmarom 
ac  curvo  praeceptum  videtur:  omnes  lineae  a  medio  circidi  procedentes  et 
videntur,  et  sunt  parUi  magnitudine  aequales,  Igitur  hoc  instrumentum  äc 
compositum  tamdiu  ducatur  a  mensore  per  planum,  donec  per  summitates 
istarum    virgarum    rei    metiendae    conspiciatur   summum.      Quo   conspecto 

so  tanta  altitudo  dicatur,  quantum  spatium  a  mensore  ad  i*adicem  altitndims 
statura  adiuncta  mensujratur.    Yerbi  gratia  sit  statura  mensoris  ÄB^  amndoiiK 
sibi  dupla  CD,  altera  arundo  istius  medio  orthogonaliter  iuncta  ÄE,  alti- 
tudo  metienda  FG^   spatium   a   mensore  ad  radicem  altitudinis  BG.    Hoc 
tarnen  nullo  modo  mensor  obliviscatur,  quin  et  huic  omnique  perpendiculo 

25  aequipendium  appendatur,  quod  geometricaliter  institutum  ad  mensuram 
paratur.     (Fig.  8.) 

XI.  AD  PLANITIEM  CUM  HOROSCOPO  METIENDAM.  19. 
Si  vis  cum  horoscopo  quamlibet  metiri  planitiem,  dirige  intuitum  per 
utrumque  mediclinii  foramen,  donec  terminatur  intuitus  in  metiendae  quanti- 

30  iatis  limite.  Post  haec,  in  quoto  gradu  quadrati  mediclinium  steterit, 
inspiciatur,  et  ipse  numerus  graduum  cum  Xu  conferatur:  et  qualis  com- 
paratio  erit  graduum  ad  XII,  talis  comparatio  erit  staturae  metientis  ad 
planitiem  totam.  Yerbi  gratia  sit  statura  mensoris  ÄB^  planicies  jBC, 
numerus  graduum  temarius,  qui  ad  XU  comparatus  quarta  pars  eins  dubie- 

35  täte  sublata  inTenitar.  Igitur  ÄB^  quae  est  statura  metientis,  sie  BC 
planiüei  av«  kor,  sicnt  temarius  quarta  pars  XII  computa- 

l 
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Xn,  AB  PLANITIEM  CUM  YIBGA  VEL  ARÜKDINE  METIENDAM.  2G. 

Stabiliatur  anindo  visiii  aequipai*ata  metientis  in  termino  epiphamae, 
üüi  altera  coDiungatur  cuiuslibet  qiiatjtitatis  orthogonali  ratione,  quae 
scilicot  süsuju  iusunique  tamdiu  a  planimetra  ducatur,  donec  per  utriusque 
arundiDis  sumiuitates  oppositus  linies  planitiei  cernatur.  Quo  inspecto  5 
'  ipga  coniiincitiö  aruadimim  diligenter  notetur,  et  superior  pars  fiiae  anindinis 
a  coniuntione  alteriüs  cum  tota  sui  qaantitate  comparetur,  et  eadem  coiripa- 

I ratio  pendentis  virgae  planique  incunctanter  dicatur,  quae  superioris  partis 
a  ooniunctione  cum  tota  quautitate  fixae  anmdinis  superius  dicebatur.  Et 
ut  clarius  reddatur,  quod  litterari  infiexione  cooiputamus,  picturaan  aperiius  lo 
obsccara  demonstrantem  visui  legentium  supponamus.  Sit  arundo  stans 
visui  metieotis  aequipnrata  ÄC^  sit  plamties  metienda  C'/>,  virga  oiibo- 
gonaliter  pendeiis  BC-^  sit  igitur  AB  medium  ÄC\  erit  ergo  Bü  medium  CIJ. 
(Fig.  10.) 


xiri. 


15 


AD  PLAKITIEM  CUM  QUADRATO  MEDICLIKIORÜM 
METIENDAM.  3:i 
8i  fuerit   nobis  propositum,    quodlibet   quolibet  modo   metiri  planum, 
sutnamus   cubiti   longitudinis  lignum,   cui   tria  alia  in  dliuensione  aequalia 
t>a1i  coniunciione  inne^tantur,   ut  coniuncta  quadrati  diffinitiouem  suscipere 
videantiir,  quod  quatuor  lateribus  aequale,  quatuor  angulis  est  orthogonale,  ^kj 
Ciiius  unius   lataris   Bummitatibus   diio   seniipedalia   ligna  erecta  infigantur, 
quae    in    summitatibusi    pt>rforata    per   utrumque    foraraen  visum   metientis 
admittere    videantur.     Post    haec    eitremitati    oppositi    lateris   mediciiuium, 
tli  in   boroscopOj   sie   copuletur^   ut^   dum   per   oppositum   sibi  latus   certis 
dimensiouibus  distinctum  trahitur,  formam  orthogonii  PjthagQrici  imitetur,  ^ 
'^vel  imitari  videatur.     Vorbi  gratia  |  sit  quadrati  figura  ABVD^  duo  semi- 
podalia   ligna   in   smnmitatibus   tmius   lateris  posita  E^   F;   medicliniura  in 
lateris  oppositi  summitate  locatum  per  oppositum  aibi  latus  discurrens  IJG 
m  hunc  raodum  (Fig,  11).     Composita  quadrati  figura  hac  ratione  ponatur 
iacens  in   metiendae   planitiei   extremitate,   et  tamdiu  a  metiente  ox  altera  w 
parta    erigatur,    donec    per    foramina    E,    F    opposita    extremitas    plani 
e^matur,    et    in    loco,    quo    tIäus    steterit,    nota    ponetur,     Post   haec   [>er 
mediclinium    ex    adverso   constitutum   visus   mensoris  dirigatur^    donec   iain 
notata   extremitas   videatur.     Quo   facto   locus,    in  quo  steterit  G,   notetur, 
et    CO   ad    OB    comparetur;    et    qualis    eomparatio    CO    ad    GB    fuerit,  ^^ 
oadem  comparatio  i4 /?  ad  totam  j>lanitiem  erit.     Verbi  gratia  tota  planities 
BU  dicatur  et   CG  GB  aequaUs  constituatur:   et  AB  BH  aequalis   non 
dubitatur,    (Fig.  It) 


Matimilinn  Curisd! 


XIV,  AD  AliTUM  CVU  ARtTKDmE  IffiNSDEASfitM.  2T  u.  2S. 
ßi  tjui^^  ßUfwHoriäJ  Kgiime,  rytro  jiositae  fignrae^  qaa  planitiein  tuensum- 
Imnms     subtil  itor  insiiesont  vim,   istius  quoque  figitrae  TiSj  (lua  altitndinös 
uiotiiiuir     eiiin    prorüius    later©    non    poterit.      Par«m    enim    diatat    haec    a 

5  miperiori   tigora   uxcepto,   ((iiüd  ßiiperior  m  plauitie,   baec  operatur  in  alti- 
tudiö«   mi?iisnranriu.     Sit   altittido  niensuraoda  ^4^;   statiira  metientis  CD^ 
arundo   ciiiii  qua  altifndo  aietiatur^  statura  lougior  EF*^  virga  orthogoDuIit^r 
diicta   1^0     Itnisa    B.   visu   metleiitis   per   ariiiidijiem   iisqae   ad   altitudiiK^tii     | 
üietii'udam  |  I^FA.     Hls  peractis  DG  ad   GF  coraparatiir,  et  ©adf^ni  GOin-^»^'^ 

idnat'atio  VM  »d  Alf  prouiincietur,  qtiae  IJG  ad  GF  pmniintiabiiar,  Verbi 
imtia  7>fr  ftd  GF  dupla  ponator,  t^t  ßon  miirns  DH  &ä  AH  dupla  in- 
dubitantor  dicaturj  quod  ei  ItH  HÄ  mensurabiliter  eopulantur,  qtifte  IK\ 
titatura  tnetit^utis^  ncqualis  habetur,  tota  alütudo  AB  ruenBarata  non  dubi- 
M\ät.    Sed  qiiia  potest  eveßire^  qiiod  CB  sit  interdum  aon  meabUe,  JfA  non 

ib  est  omnitio  nobls  noium,  quamvis  iit  proportionale.  Qua  de  caasa  plauitieä 
HC  In  retro  erit  meti^nda,  et  similis  superiori  alia  componenda  ttrit  iigum. 
Mt4i^itur  planities  CI^  sitquc^  statura  metientis  IK;  ait  arundo  a^quaiis 
«uperiuri  LM^  &it  rirga  orthogo&alitar  ducta  KN^  linea  a  yisu  matientii 
t^ndans  ad  altnni  KLA,     Post  haec  KN  NL  in  quadrupla  proportiono 

20  conforantiir,  et  similiter  totum  KH  HA  quadruplum  indubitanter  dicatur. 
Kt  qiiia  superius  iam  J)H  HA  duplum  habebatur,  modo  autem  KH  AH 
(iiiadrupluin  pronuntiatur,  siiblato  DH  de  toto  KH  manet  KD^  qiiae  «»st 
ineiisiirabile,  duplum  ad  HA.  Quod  si  ad  AH^  KI  statura  metientis,  (jua»' 
(»st  aeqiuilis  N3L  et   DC  et  FG   et   ///>,    mensurabiliter  apponatiir,   totum 

^y  BA^  (juod  est  altitudo,  raensuratum  nullo  modo  dubitatur.     (Fig.  12.) 


I 


I 


XV.  AI)  VLANITIEM  (TIM  ARUNDINK  MKTIKNDAM.  29. 

Staus  mensor  in  meliendae  planitiei  extremitate  eomponat  sibi  arundinem  •'>1^ 
minorem    suae    longitudinis   prolixitate,    qiiae  scilicet  tam   diu  diversis   ku-is 
pbinitiei    directa    tigatur,    donec    per    summitatem    ipsius    arundinis    altem 

30  extremitas  planitiei  ex  opposito  eernatur.  Quo  facto  a  summitatc  arundinis 
orthogonalis  linea  usque  ad  mensoris  staturam  <lucatur,  et  locus  ipsius 
siaturae,  in  quo  linea  terminabitur,  diligent<M'  signelur,  et  ipsa  pars  staturae 
ab  ipsa  nota  ustpir  ad  visuni  eum  linea  ortb«>g(Mialitcr  ducta  eonb-ratur. 
Et    qualis    comparatio    ipsius    partis    staturae    cum   tota  linea   ortbogonaliter 

sr»  ducta  babebitur,  eadcni  comparatio  totius  staturae  ad  planitiem  tot  am 
})ronuntiabitur.  Verbi  gratia  sit  statura  metientis  A  Z);  planities  metienda  JiC; 
canna,    cum  (jua  mensuratur,  DF^  linea  ortbogonalit<'r  ducta  J)F.     Quota 
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pars  fuerit  ÄF  in  FD^  tota  pars  eiit  AB  in  BC,     Sit  AF  quarta  pars 
in  JPi),  et  in  eodem  modo  est  AB  quarta  pars  in  BC,     (Fig.  13.) 


XVI.  AD  METIENDUM  CUM  HOROSCOPO  PATEÜM.  20. 
Primo    a    geometra   diligenter  perpendatur,    quatinus  circulatio   putei 
perpendiculo  perpensa  aequalis  habeatur.     Deinde  cuius  quantitatis  sit  eius   5 
diametrum  inquiratur.     Invento  diametro  stans  metiens  super  putei  labrum 
despiciat  per  mediclinium  lateris  oppositi  terminum.     Quo  peracto  numerus 
graduum,   in   quo  mediclinium  steterit,   in  quadrato,   cum  XII  comparetur, 
et  eadem  comparatio  diametri  et  profunditatis  cum  statura  geometrae  indu- 
^  bitanter  |  pronuntietur.     Qua  statura  abstracta  de  profunditatis  numero  quod  lo 
saperest,  ipsius  est  altitudo   putei.     Yerbi   gratia  sit  putei   altitudo  AB\ 
sit    eius   diametrum   -4.C;    sit   statura  geometrae  trium   pedum   CD,     Eia, 
coBstituamus  trium  pedum  AC^  et  dirigamus  intuitum  per  mediclinium  de 
X>    ad  J9.      Post    haec    gradus,    qui    causa   exempli   m   sint,    cum  XII   in 
quadmpla  proportione  conferamus,  et  AC^  qui  et  ipsi  HE  sunt,  ad  BC  in  i5 
eadem   proportione   ponamus.     Est  igitur  in  pedum  AC^    et  XII  pedum 
jyE^  et  trium  pedum  DC,  quae  est  statura  metientis;   quibus  tribus  sub- 
laüs  de  DE  remanet  VIH  pedum  CE^  quod  est  putei  altitudo.     (Fig.  14.) 


XVn.  AD  PÜTEÜM  CUM  ARUNDINE  MENSURANDUM.  21. 
üt  in  superiori  figura  putei  dictum  est,  primo  a  geometra  diligenter  20 
perpendatur,  quatinus  circumductio  putei  circularis  habeatur,  deipide  cuius 
qnantitatis    sit    diametrum    inquiratur.      Quo    invento    stans   mensor   super 
putei  summitatem  supponat  pedibus  suis  cuiuslibet  longitudinis  scorpionem, 
quem   tam    diu    ante    et  retro   pedetemtim   ducat,    donec  per   summitatem 
ipsius   scorpionis    alterius    partis    putei    profunditatem    cernat.     Quo   facto  25 
pars  ipsa  scorpionis,   quae  puteo   superiacet,   a  pedibus  mensoris  impressa 
nota  caute  notetur,  cui  statura  metientis  non  minus  diligenter  comparetur. 
^^£t    quota    comparatio    ipsius    partis    fuerit    ad    metijentis    figuram,    eadem 
comparatio   erit  diametri  cum  statura  metientis   ad  putei  totam  summam. 
Verbi  gratia  sit  profunditas  AB-^  diametrum   eiusdem  putei  AC\   statura  w 
metientis  CD,  arundo,  quae  staturae  comparetur,  et  per  quam  putei  pro- 
fonditas  investigatur  CE'^  altera  pars  putei  C'JF';  sit  CD  quadruplum  ad  CE\ 
igitur  DF  quadruplum  est  ad  AC, 


92  ^^^B^^'         MajtimiHäQ  Curtse^  ^BiS^^^^^^I 

^m  Sumas  mmmuram  it*  vi^,  auferre  .^afurtmL^)     (Fig,  15,)  ■ 

H  XVTU.  AD  ÄLTUM  ENACCESSIBILE  CUM  HÜEüSCOPO  I 

H  METIENDÜM,  18.  " 

^H         Bi   quid  eminens  in&ceessum  faerit  aeitimandum  cum  boroscopo^   st^t 

5  alii    meQSor    in   meiiendi    emineutis    arct&uio^    suspiciatque    per    utrumque 

mediclinii    foniöieB,    quousqu©   intueatur  altitudiiiis  measuraiidae  cacumen* 

Quo   iuspecto   gradus   qiiadmti   numerentur,   qtii  ezempU  manit^&statione  in 

eomputentur,  qui  in  Xu,  quadrati  latere,  quater  eontinentur.    Hoc  peracto 

tarn    diu    aote    et    retro    pergatur,    donec    iain    visiim    uacumen   altiiudiuis 

10  nieasurandae  itenun  videatur.     Quo  vlso  numerus  graduuni  quadrati  deniio 

iBspiciaturj  et  verbi  gratia  II  habeaniur,  qui  in  XII,  quadrati  latere,  seiies 

üontiueri    non   dubitantur;    et   intervallura   stationum   mensoris   seilieet   Xli 

pedüiu    notabile    Labeatur.      Hia   peractis   minus   continens   ternarii,    id   est  52* 

quatemariuB,  ab  nmiori  contineutii  id  est  senario^  semel  tollatur,  et  biuariag, 

tfi  qui  r^manet,   in  mente  tene&tur,  et  ipsum  intervallum  stationum  mensoris 

inaccessibilis  alti  duplujn  ponatur.     Subtractione  continentium  facta  si  tinus 

tautum  remaaserit,  interrallum  stationum  meusoris  altc)  aequale  est,  m  dua 

duplum,  si  tria  triplum  et  sie  in  se(|ueiitibu8. 

7V///  pirhtrfi  fit  flerJftrnfh  jntrfi.     (Fig.  Iti.) 
20  XIX.  (AD  PUTEI  ALTITUDINEM  >fETIENDAM.  2))  34. 

Putei   aut   cuiuslibet   fossae   altitudinem   sie  probabis.     Accipe  lignum 
directum  |  et  pone  super  buccam  putei,  cuius  umbram  videbis  in  C F^  id  est  63' 
in  profunditate  putei,  et  lignum  quatuor  cubitos  aut  plus  babeat;  et  exeat 
subtus  eins  pedes  alia  hasta  directa  similis  sibi.    Et  est  profunditas  putei  AE-^ 

1)  An  dieser  Stelle  bat  Herr  Weissenbokn  (Gerbert,  Beiträge  zur  Ken nt- 
niss  der  Mathematik  des  Mittelalters.  Berlin  1888,  S.  23)  seine  Kunst  im 
Versemachen  gezeigt.  Dass  ein  leoninischer  Vers  beabsichtigt  war,  ist  deutlich; 
sobald,  wie  in  unserer  Handschrift,  das  Wort  putei  weggelassen  wird,  ist  auch 
der  Vers  in  Ordnung.  Der  betreffende  Verskünstler  hat  als  selbstverständlich 
vorausgesetzt,  dass  jeder  ihn  so  verstehen  würde: 

Sumere  m€}isuram  si  iis,  auferas  staturam, 
auch  wenn  er  die  Verbalformen  von  sumere  und  auferre  mit  einander  vertauschte. 
Unsere  Handschrift  liefert  ausser  den  drei  bekannten  leoninischen  Versen  noch 
einen  vierten,  der  in  den  Druckausgaben  durch  Abänderung  eines  Wortes  als 
solcher  nicht  mehr  vorhanden  ist.  Am  Ende  von  Cap.  IV;  24  steht  nämlich  im 
Manuscripte,  wie  ich  auch  oben  habe  drucken  lassen: 

Exempli  cura  subdatur  plana  figura, 
wo  die  Ausgaben  das  gewöhnlichere  causa  lesen.         2)  Die  nicht  im  Manuscripte 
vorhandenen  Ueberschriften ,  welche  sich  aber  auch  in  keiner  andern  Handschrift 
finden,  sondern  von  Fez  hinzugefügt  sind,  habe  ich  eingeklammert. 
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et  hasta  directa  ^D;  et  alia  hasta  ABC  iacens  super  buccam  putei  truncat 
DE  super  angulos  rectos.  Et  intuere  in  aqua  putei  umbram  ^C  de  Z> 
usque  ad  F^  et  invenies  AC  cubiti  quot  sint  vel  palmi,  ac  (juotiens  sit 
in  DA,  tociens  est  ACE  vel  EF  in  DAE.^)  ütputa,  si  ^C  habeat 
unum  palmum  et  D-4  tres,  tribus  vicibus  est  AC  in  DA,  sicut  est  tribus  5 
vicibus  ACE  in  DAC,     Abstrahe  AD,  remanet  AE.    (Fig.  17.) 

XX.  (AD  ALTITUDINEM  MONTIS  INVENIENDAM.)  35. 

Dum  quaeris  altitudinem  alicuius  montis,  pone  hastam  ante  te  in 
piano  pro  monte  longiorem  te:  et  est  hasta  AB,  et  tu  CT).  Postea  con- 
templare  huc  illuc  te  movens,  donec  recto  oculorum  visu  per  A  usque  F  lo 
W'videas.  Tunc  con|sidera,  quauta  sit  GC  ad  GA,  tanta  est  CH  ad  HF, 
Utputa,  si  GC  dupla  est  ad  GA,  dupla  est  CH  ad  HF-,  et  quantalibet 
&C  &d  GA,  tanta  est  procul  dubio  CH  ad  HF-,  et  quanta  est  AG  ad  GC, 
tanta  est  FH  ad  HC,  et  HF  est  mons. 

Quod  si   fluvius  habetur  aut  aliud  obstaculum  inter  C  et  7/,   et  noii  is 
possis   pertingere    ad    montis   radicem,    ut  praedictam    invenias  mensuram, 
accipe  hastam,   id  est  AGB,  et  ambula  retro  XXX  cubitos  aut  quantum- 
libet,    et   iterum  contempla   recto   visu   de   M  per  K  usque   F,    quod   est 
'montis  summitas,  et  |  postea  vide,   quanta  sit  MO  vel  NL  9A  OK,  tanta 
est  MH  vel  NI  ad  HF,    Abstrahe  de  MH  vel  NI  CH  vel  DI,  et  vide,  «o 
quod  remanet,  tanta  est  altitudo  montis.     Utputa,  si  invenisti  CH  duplum 
ad  HF,  et  post  MH  quadruplum  ad  HF,   tolle  CH  de  MH,  id  est  duo 
de  qoatuor,   remanent  duo,   quod  MC  dices.     Quia  MC  duplum  est  HF, 
dona  XX  cubitos  ad  MC  et  X  ad  HF,     Et  si  CB  triplum   est  ad  HF, 
et  MH  septuplum  est  ad  HF,  abstrahe  de  MH  CH,  id  est  III  de  VII;  25 
quadruplum  est  MC  ad  HF,     Sic  in  aliis.     (Fig.  18.) 

XXI.  (DE  EADEM  EE  SINE  MUTATIQNE  HASTAE.)  36. 

Si  quaeris  sine  mutatione  hastae,  sie  facies.  Est  mons  AB,  Accipe 
hastam  duorum  cubitorum  longiorem  te,  et  pone  ante  te  in  piano.  Postea 
considera  ipsam  hastam,  quae  est  CDE,  et  visum  tuum  recte  mitte  de  F^ 
per  D  usque  A^  dividens  ipsam  hastam  super  unum  cubitum;  et  vide, 
quantom  sit  FE  ad  ED,  tantum  est  FG  ad  GA,  Ambula  retro,  quous- 
W^  que  videas  de  H  per  C  usque  A\,  ubi  est  summitas  montis,  et  vide,  quantum 
Sit  HE  9Ä  EC,  tantum  est  HG  ad  GA,  Invenisti  forsitan  antea  FG 
quadruplum   GA,  et  HG  decuplum  ad   GA:  minue  FG   de  HG,  id  est  S5 

1)  Dass  durch  die  Einschaltung  unsrer  Handschrift  erst  die  ganze  Darstellung 
tüchtigen  Sinn  erhält,  ist  leicht  einzusehen. 
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IV   de  X,  remanent  VI.     Sic  est  HF  sescuplam  ad  GA^  vel  GA  sexta 
ad  FIL    (Fig.  19.) 

XXII.  (AD  INVENIENDAM  PER  SPECULÜM  ALTITÜDINEM.)  37. 
Si   per  speculum  aut  per  concham  plenam  aquae   quaeris  scire  alti- 

6  tudinem  montium  vel  turrium,  accipe  speculum,  et  pone  prope  montem^) 
iu  piano,  et  in  tantum  te  ipsum  et  speculum  positum  in  terra  moveas 
huc  et  illuc,  quousque  videas  A  in  B^  id  est  summitatem  montis  in  medio 
speculo.  Et,  quomodo  sint  invicem  BC  ei  CD  vide,  sie  sunt  invicem 
EB  et  EA,     Et  si  sit  obstaculum,   quod  non  possis  probare  hoc,  ambola 

10  retro   cum  ipso  speculo,   et  pone  in  terram,   ut  videas  mo|vendo*)  te  a  Dsp 
in    Z.     Et    quantam    proporcionem    habent    invicem  PK  et  KZ^   eandem 
habent  EA   et  ZE  invicem.     Minue  inde  BE^   et  remanet  BZ.     Et  vide, 
ut    antea   in   superioribus  figuris,    quantum  habeant  proportionem  J9Z  et 
EA.^)    (Fig.  20.) 

15  XXIIL  (AD  LATITÜDINEM  FLÜVU  INVENIENDAM.)  38. 

Si  quaeris  scire  latitudinem  fluvii  vel  alicuius  campi  vel  curtis  vel 
cuiuslibet  rei,  accipe  lignum,  quod  pertingat  usque  ad  tuos  oculos,  secnn- 
dum  alios  minus  uno  cubito,  et  prone  eum  in  ripa  fluvii,  et  sta  prope 
eum,   et  est  lignum,   ut   subtus   vides,   quasi   AB^  et  pone   aliud'  lipnm 

20  super  ipsum   erectum,   sicut  est  CD.     Postea  contemplare  recto  oculorum     ! 
visu  per  AD  usque  videas  jB,  id  est  ripam  vel  terminum  ex  altera  parte. 
Nam  BE  est  fluvius,  et  ADE  visus  directus.     Postea  considera,  quantum 
sit  AC  I  ad  CD  vel  e  contra,  quantum  est  DC  ad  -4C,  tantum  est  ÄCBi$* 
ad  BE   vel    e    contra   BE   ad  ACB.     Utputa,    si  DC  est  duplum  ÄC^ 

25  duplum  est  BE  &d  BCA-^  si  triplum,  triplum  et  cetera.     (Fig.  21.) 

XXIV.  (AD  IDEM  ALIUS  MODUS.)  39. 
Si   quaeris  aliter  scire,   pone  hastam  minorem  te  quasi  ad  pectus,  et 
pone   in  ripa  fluvii,    et  accipe   aliud  lignum  pertingens   usque   ad  oculos, 
sicut    est    CD.     Et    ambula    retro    quantumlibet,    et    pone    ipsum   fostem. 

1)  Daes  dies  die  richtige  Lesart  ist,  dürfte  von  selbst  einleuchten.  2)  Blatt  55 
ist  für  die  Figuren  eingeheftet  und  enthält  keinen  Text.  3)  Nach  Herrn  Weissei- 
born, n.  a.  0.,  S.  84,  soll  dieses  Capitel  erst  im  12.  Jahrhundert  durch  Savosardi 
in  das  Hebräische  und  aus  diesem  durch  Plato  von  Tivoli  in  das  LateiniBcke 
übersetzt  sein.  Da  et  sich  aber  schon  in  einer  Handschrift  des  11.  Jahrhimderts 
befindet,  so  dOiffc«  d»m  vn»  Lmi  erw&hnte  Stück  doch  wohl  ein  anderes  sein  als 
das  yor^  ^.-  ton  Herrn  Wbissbitborn  gesogenen  Scblüsie 
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Et  tu  tan  tum  move  te  huc  et  illuc,  quousque  videas  de  C  per  A  usque 
E^  id  est  alteram  fluminis  ripam.  Dehinc  minue  -45  de  CD,  remanet  FC. 
Vide,  quomodo  sint  AF  ad  FC^  sie  sunt  BE  ad  BA.  Si  triplum  est 
AF  ad  JT,  triplum  est  BE  ad  BA,    (Fig.  22.) 


XXV.  AD  ALTUM  CUM  SAGITTIS  ET  FILO  MENSURANDÜM.  40.       ^ 
*'^'  Dum  geometricis  figuris  intenti  philosophorum  iam  fatigabundi  inven|ti- 

onibus    inhaeremus,    ne    omnino    deficiamus    militaribus    exercitiis    animum 
relevemus.      Sicut    enim    corpus    cottidianis    sumptibus    fastidiens   inusitato 
I      recreatur    cibo,    sie    mens    philosophicis    onerata   austeritatibus   coniecturali 
'      poetarum   relevatur  figmento.     Quapropter,   ut  animam  nostram  reficiamus,  lo 
militare  inventum  post  multa  supponamus. 

Si   cuiuslibet   rei   altitudinem   investigare   volueris,   huiusmodi  militari 
ingenio   investigare  poteris.     Sume  arcum  cum  filo,   et  una  fili  summitate, 
sagittae    postremitati    inhaerente,    altera    in   manu  remanente   sagitta   arcu 
ö7''emi88a  altitudinis  |  mensurandae  cacumen  contingat.     Post  haec  alterius  fili  i5 
sununitas  eodem  modo  sagittae  alten  vel  alicui  iaculo  alligetur,  et  horum 
utrumvis    proiectum    altitudinis    radicem,    ut   prius   cacumen,    feriat.     Quo 
facto  utrumque  filum  retrahas,  et,  quot  pedum  vel  cubitorum  sit  utrumque, 
diligenter  mensuratum  inspicias.     Deinde  cuiusque  fili  numerus  in  se  ductus 
moltiplicetur,  et,  quanta  utriusque  multiplicationis  summa  fuerit,  peri)endatur,  w 
ac  minor  summa  de  maiore  subtrahatur,  et  tunc  eins  numeri,  qui  remanserit 
de    majori    summa,    tetragonale    latus    diligenter    inquiratur.      Hoc    vero 
inqoisito    ac   diligenter   invento,   sapienter   tot   pedum   vel  cubitorum  ambi- 
guitate   semota  altitudo,    de  qua  inquiritur,   pronuntietur,   quot  pedum  vel 
cubitorum  tetragoni  illius  latus  unum  habet.     Et  ut,  quae  dicimus,  apertius  » 
cognoscantur,  altitudo  et  fila  cum  notis  et  numeris  figuraliter  subiiciantur. 
Sit  altitudo,  quae  investigetur,  AB\  sit  prioris  fili,  quod  summitatem  tetigit, 
quantitas  quinario  numero  detenuinata  AC,  sit  alterius  fili,  quod  altitudinis 
radieem    percussit,   longitudo    (juati^rnario   numero  dilfinita  CB.     Post  haec 
vero    prioris    tili   numerus  in  so  multiplicetur,   in  XXV  concrescit;    quatuor  s« 
vero   posteriüris  fili  numerus  in  se  ductus  in  XVI  eonsurgit.     Dein  minore 
numero,    id    est  XVI,   de    maiori,   id   est   XXV,   sublato  erit  remanens  IX, 
cuius    tetragonale   latus    III    invenitur,   quia  III  in  se  ductus  in  IX  cuinu- 
latur.      Trium   igitur   pedum   erit  altitudo  AB,     Sed   (|uia  potest  actidere, 
ijuod   renianentis  tetragonale  latus  interdum  integris  numeris  nequit  inveniri,  ^* 
subtilitas   minutiarum  necessario  debet  adhiberi,  de  quibus,  quia  longum  est 
disstfren-,   praetermittatur,  et  tigura  cum   numeris  et  notis  supponatur. 


96  ^^^^^^^  ]|»ltimilta&  Ourtter 

B^hus  in  obsmris  ofitttr  lux  dara  fi^wis.    (Pig,  23*) 

Bb  zu  un^enn  Cap,  XVU  bat  ein  und  dieselbe  £weiie  Hand  geschrieben, 
biskiitrher  sind  auch  die  niitgetheilten  Ueberschriften  der  emzelnen  Capital 
mit  rotben  Versalien  gei^chiiebi^n  vorbanden.  Die  weitem  Absebnitte  XVIII 
/bis  XXIV  (34 — -40)  sind  dann  obue  Unterbra^bung,  aber  aueb  obne  jede 
IJ»*berscbrift,  nur  dureb  grosse  in  rother  Farbe  ausgeführte  Anfangsbucb- 
§taben  als  äiolche  kenntlich  gemacbtj  geschriebeu.  Nur  bei  Cap.  XXIV  (40) 
ist  wieder  die  Uebers^.-brift  hinzugefügt.  Die  Haod^  welche  zuletzt  schreibti 
ist.  deriiliüh  von  den  beiden  Torb  ergeben  den  unterschieden^  dass  aber  die 
Fortsetzung  der  yorbergehenden  Caj>itel  beabsichtigt  ist,  wird  dadurch  klar^ 
da.ii^  Hlatt  52  unten  in  der  Mitte  die  lateiniäcbe  Nummer  VII  trigt, 
wtibrendj  abwt-idiend  von  allen  früheren  Beitwichnungen,  das  folgende  Blatt  53 
auf  dt*r  Vorderseit4j  in  der  Mitte  des  unteren  Randes  die  Bezeichnung  Vm 
bat  *iifid  rechts  in  der  unteren  Ecke  die  arabische  Ziffer  9. 

Betrachten  wir  nun  für  einen  Augenblick  zunächst  den  Inhalt  der  von 
der  zweiten  Hand  gesebnebenen  ^asammengflb^irigen  Kutumem^  so  sehen 
wir,  dass  die  in  den  Druckausgaben  als  22  mid  23  bezeichtieten  Capitel 
oder  Paragmphen  vollstHndig  feblao.  Von  ihnen  ist  22,  nebenbei  gesagt, 
das  einzige  Capitel^  in  weichem  dreimal  das  Wort  alhidada  statt  medicUmuM 
vorkfjmint^  und  mif  weKbi^s  WKiSi^KShnks  M  rin  s<>  gniäses  Gewicht  gek*gt 
hat.  Nach  den  beiden  einleitenden  Paragraphen  haben  wir  nun  zunächst 
sieben  iMethoden  der  Höhenmessung,  dann  folgen  drei  Längenmessungen,  eine 
Hühenmessung,  welche  auf  die  bei  der  einen  Längenmessung  benutzte  Methode 
ausdrücklich  Bezug  nimmt,  wieder  eine  Längenmessung,  zwei  Tiefenmessungen 
und  zum  Schlüsse  noch  eine  Höhenmessung. 

Ausser  den  beiden  schon  genannten  Capiteln  22,  23  fehlt  vor  allem 
die  zweite  Erklärung  des  quadrafum  geometrkum  nach  der  Darlegung  einer 
Höhenmessung  mit  Hilfe  eines  beweglichen,  aus  Stäben  zusammengesetzten 
rechtwinkligen  Dreiecks  ohne  feste  Hypotenuse  in  Cap.  28.  an  einer  Stelle, 
wo  diese  Erklärung  gerade  so  hinpasst,  wie  die  Faust  aufs  Auge.  Damit 
entfällt  ein  zweiter  Vorwurf,  welchen  Herr  Weissenborn^)  der  Darstellung 
dieses  zweiten  Theiles  macht.  Auch  diese  Erklärung  findet  sich  nur  in 
einer  einzigen    späten   Handschrift,    und    dürfte    ebenso    wie  Cap.   22   auf 

1)  A.  a.  0.,  S.  HG  u.  92.  Ich  habe  schon  an  anderem  Orte  (Deutsche 
Litteraturzeitung  1H8H,  No.  22,  Sp.  81H)  darauf  hingewiesen,  dass  nur  eine 
einzige  Handschrift  das  Capitel  22  enthält,  und  dass,  da  diese  erst  dem  XII.  Jahr- 
hundert angehört,  man  den  Zeugnissen  der  übrigen  Codices  gegenüber  wohl  be- 
rechtigt sei,  diesen  Paragraphen  als  Interpolation  eben  dieser  einzigen  Hand- 
schrift anzusehen.         2)  A.  a.  0.,  S.  104. 
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Interpolation  beruhen.  Es  fehlt  die  Bemerkung  in  Cap.  25*:  Est  etiam 
aUa  altitudinis  metitmdne  retßda  de  welche  auch  Pez  nicht  kennt,  obwohl 
sie  in  den  von  Cantor^)  als  Fortsetzung  der  Gerbertschen  Geometrie  aus 
äem  Sakburger  Codex  mitgetbeilten  Paragraphen  sich  befindet.  Es  fehlen 
■die  %*ön  Ollebis  in  Parenthesen  eingeschlossenen  Zusütze,  und  die  von 
Wkissekborn^)  richtig  als  Glosse  erkannte  Stelle  am  Schlüsse  von  Cap.  16. 
Alles  in  allem  stellen  diese  XVU  Capitel  in  der  von  unserem  Manuscript© 
gegebenen  Reihenfolge  eine  wohlgeordnete  Anleitung  zum  Höhen-,  Längen- 
und  Tiefenmessen  dar,  nur  muss  man  nicht  verlangen,  dass  zwei  Methoden, 
he  dem  Wesen  nach  gleich,  sich  nur  durch  das  angewendete  Mess- 
ument  von  einander  unterscheiden,  von  dem  Verfasser  oder  Compilator 
auch  als  ein  nnd  dieselbe  Methode  erkannt  werden.  Wie  soll  der  Mann, 
der  nicht  einmal  die  beiden  Messungen  mit  den  gleichschenklig  recht- 
winkligen und  mit  dem  Pythagoreischen  Dreiecke  als  ein  und  dieselbe 
Methode  erkennt,  dazu  kommen,  die  in  §  2.5^  bei  Olleris,  unserem  Cap.  IX, 
abgehandelte  Höhenmessung  z.  B.  als  im  Princip  auf  dieselbe  Methode  wie 
die  beiden  vorhergehend  abgehandelten  beruhend  anzusehen?  Und  wenn 
Herr  Weissexborx^)  behauptet,  das  in  Cap.  33  bei  Olleris,  unserm  XU, 
beschriebene  geometrische  Quadrat  sei  mit  dem  Horoscope  und  dieses 
wiederum  mit  dem  Asfcrolabium  identisch,  so  steht  dem  die  Beschreibung 
selbst  entgegen,  in  der  es  ja  heisst:  ,fFost  haec  exireinitati  oppösiti  lateris 
medkllmmn,  nt  hl  horoHCopo^  sie  vopulaiur*',  wodurch  deutlich  genug 
ligt  wird,  dass  das  Horoscop  von  dem  Schreiber  für  ein  anderes  In- 
ment  gehalten  wiixi,  als  das  hier  beschriebene  qumlraium  geomdrleum^) 
Um  jene  Zeit  gab  auch  die  kleinste  Verschiedenheit  eines  Appai-ates  Grund, 
denselben  anders  zu  nennen,  als  den  ähnlichen.  Ich  will  nur  an  das 
Instrumctitum  Älbmt  erinnern,  das  sich  von  dem  unter  dem  Namen  Cylifidnis 
beschriebenen  Zeitmesser  Hermanns  des  Lahmen  in  fast  gar  nichts  unter- 
scheidet, aber  eine  ganze  Litteratur  hervorgebracht  hat,  wie  jedes  Hand- 
ftchriftenverzeichniss  ausweisen  wird.  Wir  von  unserer  bessern  Kenntniss  aus 
sagen,  Astrolabium,  Horoscop  und  Quadi-atum  geometricum  sind  ein  und 
dasselbe;  zu  Gerberts  Zeiten  war  das  eben  nicht  der  Fall;  speciell  unter- 
schied sich  ja  das  Astrolabium  vom  Horoscope,  wie  Herr  Weisbekbohn^) 


1)  Die  rCmiflchen  Agrimensoren  und  ihre  Stellung  in  der  Ge- 
jiehichte  der  Feldmesaknnst.  Leiprig  1875.  Anmerkung  283.  Hier  bat  Caxtob 
[jedoch  nicht  bemerkt,  dasa  dieser  Pas^QS  in  der  Ollerischen  Ausgabe  »ich  lindet. 
,  Er  bat  freilich  den  PexBchen  Tbeaauru«  benuttt.  2)  A,  a,  U.^  S.  Ul.  3)  A.  a*  0., 
|8»  104.  4)  Daaa  das  Quadrahim  gtometricwn  gteie  für  etwas  anderes  gebalten  ist,  als 
daj  Ästrolnbium,  bezeugt  auch  PsuftUAcn,  de^iscn  ebenso  benatuit^s  Instrument  nicht« 
weiter  nt  alfl  eine  verbeesertc  Form  dea  Giuiii«:itT  zugeschriebenen,  5)  A.  a.  0,,  S*  10i>. 
Abb.  ftur  0«teb   d«r  MAtbam.  Yii.  7 
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selbst  hervorgehoben  hat,  durch  seine  Eintheilnng  nsch  gradus  dierum 
statt  der  Zwölftheilung  des  Horoscopes. 

Die  von  der  dritten  Hand  geschriebenen  7  Capitel  fugen  den  vorher- 
gehenden nach,  was  die  Hilfsmittel  betrifft,  neuen  Methoden  noch  eine 
Reihe  von  Tiefen-,  Längen-  und  Höhenmessungen  hinzu.  Die  Längen- 
messungen,  in  die  Form  der  Breitenmessung  eines  Flusses  gebracht,  sind 
wie  die  Höhenmessungen  durch  Cantor^)  als  Messung  mit  der  festen 
Stange  charakterisiert  worden.  Den  Schluss  macht  die  militärische  Höhen- 
messung. Von  ihr  meint  Herr  Weissenbokn  *),  sie  sei  wohl  von  dem  Ver- 
fasser nur  zur  Verspottung  aufgenommen  worden.  Ich  glaube  gerade  im 
Gegentheile,  dass  ähnliche  Versuche  wirklich  gemacht  worden  sind,  und  dass, 
wenn  alle  Militärschriftsteller  vor  Gerberts  Zeit  und  ihre  Werke  auf  ims 
gekonoimen  wären,  sich  auch  für  diese  Methode  die  Urquelle  auffinden  lassen 
würde,  jedenfalls  aber  nicht  bei  einem  Araber,  sondern  aus  römischen  Qnellen. 

Von  derselben  Hand,  welche  die  Paragraphen  30 — 40  (unser  XVni 
bis  XXIV)  geschrieben  hat,  schliessen  sich  nun  von  den  Ollerischen  noch 
die  folgenden  an:  53—64;  66—84,  90,  93,  94.  Darauf  folgt  wieder  eine 
von  allen  vorhergehenden  Händen  verschiedene  Hand,  welche  noch  Folgendes 
hinzufügte:  Cap.  41;  43;  46;  47—52;  64  nochmals;  65.  Von  den  in 
Cantors  Agrimensoren,  Anm.  283  veröffentlichten  Stücken  Absatz  1; 
Cap.  85-89;  91;  93;  Agrimensoren,  Anm.  283,  Absatz  2  u.  3;  Cap.  49, 
2.  Absatz;  46,  2.  Absatz. 

Ausser  den  Capiteln  22  u.  23  fehlen  also  noch  gänzlich:  Cap.  42; 
44;  45;  und  von  Cap.  56  die  fünf  letzten  Absätze. 

Für  das  Folgende  begnüge  ich  mich  wieder  in  der  Reihenfolge,  wie 
unsere  Handschrift  sie  giebt,  die  Varia  lecfio  mitzutheilen,  wobei  ich  jedoch 
oftmals  darauf  aufmerksam  machen  werde,  wann  entweder  durch  die  An- 
ordnung der  Capitel,  oder  durch  die  Lesart  des  vorliegenden  Manuscriptes  der 
Sinn  des  Ganzen  gebessert  wird,  speciell  auch  Dittographien  vermieden  werden. 

Seite  452.  (Caj).  53.)  5 — 6.  sunt  disposHac,  —  6.  sie  quaeratur.  - 
7.  quintu  sumenda  esf.''^)  —  8 — 9.  mtmerum  arhonim,  quam  et  alia  in- 
veniendi  reguJa  est.  —   10.  diulsis.   —   14.  id  est. 

(Cap.  54.)    18.   BumU,  cuim  s^hit.  —  21.  rmnhi. 

(Cap.  55.)  25.  Omnis  trigonus  aequilaterus  imum  latus.  —  26.  ipsmn  latus. 

463.  1.  similiter  fehlt.  —  3.  Omnis  fehlt.  —  4.  expostuJai.  - 
5.  medietateni  reliqul.  —  6.  Omnis  fehlt;  qui  aequis  cantinetur  laterihus 
fehlt;   qu<iter  lateris.    —    7.    unius  lateris  fehlt;   in  sc  muUipIicat.  —  S.  d 

1)  Agrimensoren,  S.  1G3.  2)  A.  a.  0.,  S.  23—24.  3)  Die  Lesart:  sie 
quaeratur.  ütriusque  partis  quinta  sumenda  est  ist  jedenfalls  richtig.  Sie  giebt 
erst  einen  vollständig  zutreffenden  Sinn. 
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reliqui.  —  9.  Omnis  fehlt;  miUtipUcaUonem  lateris  fehlt;  aream  ter.  — 
10.  OdogoniAS  septies,  aream  quaier.  —  11  — 12.  Ennagonus  sepHes,  aream 
quinquies,  —  13 — 15.  JDecagonus  ocäes,  aream  seocies,  et  caeteri  ad  hanc 
consequentiam. 

(Gap.  56.)  18.  rotundi  vel  circuU;  et  einbadum  invenire.  —  19  XXII^* 
Imitate  sublata.  —  23.  integrum,  et  tunc  medietas  vel  quarta  pars  circuitus 
perdiametrum ,  et  tunc  totum,  et  idem,  —   25.  fehlt. 

454.  1—14  fehlen. 

(Gap.  57.)  17.  cfnicido;  diametrum  XIIII.  —  19.  quarta  decima 
fiunt  CCCVIIL  —  20.  emicicU. 

(Gap.  58.)  23.  longitudo  est  pedum,  —  24.  Ei.  —  25.  Ei  fehlt;  fient 
CXXXIIII  s^.  —  26.  pedes  Villi,  unciae  VII  et  ü;  semis  bis  semunäa  fehlt. 

455.  1.  sphaera. 

(Gap.  59.)  6.  tngono,  —  8.  dinoscere.  —  9—14.  embado  totius  circidi 
per  supradicias  regulär  invento  XI  vicesimas  primas  suhtr alias,  id  est,  tolle 
vicesimam  primam  et  multiplica  undecies,  fit  area  circuli,  muliiplica  decies, 
fiunt  exces^hnes  trigoni. 

(Gap.  60.)  21.  permixtio;  unitate  sublata.  —  23.  superficiei  midtipli" 
catae.  —  24.  detnus  de  singulis.  —  25.  singula  latera.  —  26.  ^  enibadum. 

—  28.  id  est  CCXX. 

456.  (Gap.  61.)  4.  Tetragoni;  latera  singula  pedum  X.  —  8.  fientque  CCX. 
(Gap.  62.)   11.  aeq^tis.  —  12.  eandem.  —  14.  augmentata.  —  16.  fient. 

—  16.  exagonis. 

(Gap.  63.)   24  —  25.  uno  Interim,  uno  exterius. 

457.  tres  decimas  quartas.  —  2.  regulam,  id  est  dimidio.  —  3.  scias 
fehlt.  —  4.  tribus  decimis  quartis  super ari.  Ex,  —  b.  et  ei  quatuor.  — 
6.  cuiiis  quantitaüs;  demptne.  —  8.  ä  eam.   —   13.  X  e^  VI. 

(Gap.  64.)  16.  habeat  circuitu  pedes  CCC,  in.  —  19.  totius  montis. 
Sed  ad  iugera  invenienda  per  pedes  unius  iugeri^  id  est  XXVIli-  DCCC  üle 
supradictus. 

458.  (Gap.  66.)  28.  maius  XV.  —  29.  in  se  fiunt.  —  30.  fiunt; 
hypotenusa.  —  31.  fiunt. 

459.  1.  minor  praecisura.  —  2.  quam  cadit  kathetus.  Enec.  — 
3.  CXIjIIII.  —  6.   S9.  —  7.  minoris  faäto. 

(Gap.  67.)  10.  si  vis  oves.  —  11.  mittere  sie.  —  12.  duc  bis  vicenus; 
de  CC.  —    14.  implebis  numerum. 

(Gap.  68.)  17.  quacumque.  —  24.  numerum  XXXVIII.  —  25.  autem 
fuerit.  —   26.  latitudinc;  erunt  LXXVL 

460.  2.  Semotim  ducas  longitudincm.  —  3.  si  vis  perpcndere.  —  5.  t«- 
venies  embadum.   —   6.  V.  D  felilt. 
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[axlmiliftii  Gnriim 


—  U.   TU  hmc  «e  —   Id— IG.  m  üOmI  mm^  Mill 

iCip.  70)  1^    m  memdm.  —  ».  jmikm  UH  —  2S.  Aar 

(CA|k  71.)  Sa  JMML 

Ml.  1.  am^trdkmie.    De,  —  2.  Das  driti«  M  «sl  »It  —  €.  XCTI 
SCS^  rf  Mdyf,  ^ 

(C»p.  72,)  Ö,  iA  mBm§  L  —  10,  pedes  fefch.  —  IL  /bt  —  13, 
feyt;  fimmi;  dmae  Ulk  —  13.  fimii.  —  1&  mml 

(C«|i,  IZ)    Sl.   «i^NlMfitr;   ic^  miaiiittAriie;  Smmu  feUt  —  ^ 

—  33.  Aüntf  Xir  _ 

4G3.  (Oap.  7i.)  S,  A  m  Umrt.  —  a.  qnssiiiii^  ndlHei  CI. 

—  8 — 9.  ki^mm  XX. 

(Cap,  7S.)  12.  ^  p«twmu  —  13.  ti^ifat^  —  16.  CXLUL 
i^m^Hudimem  ei  Uttihlämem  pmHyttogw»,  ^^  li — IT.  ifoftier  milÜBe 
CrXLVDL  CCV  —  1^.  jMtrimiitai  i^to  feoiilknr;  fnaMt 

(Cap.  76.)  22^23.  Di«  fMoiM  fidiü  —  33.  AoM  ptäm.  -^  %i 
htmt;  pmmtM.  —  25.  qmoiimg  wM;  kmtmmim  MkiL  —  26. 
rmmmtämt  dmotmä  Cdslt.  —  27.  mmi  IT.  —  27—28.  VII 


«8*  fcip,  7Tj  a  x/r  jMfiM. 

rCap.  78^1  8.  ^'K/?.f  x/r. 

i('ap.  79.)  12.  nturöJo:  hi^is  ><7.  —  13.  XXX Villi  rt  .hiolu^  — 
14  — 15.  rrm'U'nttthu.'^ .  ul  f>t  VIII  fehlt:  Qw^i  uUm.  —  1>.  Of'/i  <tt.  — 
18—19.   Ihinif.tr  q>nif>ionJnu<,  fnmt    VIII.   DCXX  IUI. 

464.  H'ap.  SO.;    1.   et  hi<.    —    2    h>fj>öfnot.ia. 

tCap.  81.)  5 — 6.  Die  Glosse  fehlt.  —  7.  hirrmn,  ixa^rn  .9it .  — 
8.  in'jfrn  fehlt:  pf  fehlt.  —  9.  }>*dib>f<  cou.-f'r.  A-"'rf.>imti^iU''  in  fimnn  sjn>^'" 
dimiflifim  .    »innf   fit   I)('C(J  p^fhb^i>^\:  f>itft   DCXI.    —    10.   p-{»[>»  ries. 

(Cap.  ^2.)  14.  ifi  fehlt.  —  17.  '/'/<  fehlt.  —  22.  hup>*>r.,i,is(i.  — 
23.   nJ   >'itnmiim:   iJlir.    —    25     '.'.^»im   tamdii. 

465.  2  iUin>  rti.  qmun  'pin*^^.<i(.^fi.  f^nr.  —  2  —  3.  altttudinis  inr*^ti>:htii 
ceria  ratio  fM.   —   3.   r-rnhis   fehlt.    —    4   jJ'in/t   >^^ 

iCap.  83.)    8.   in   fehlt. 

iCap.  ""4.1  22.  ifi  -''  ivrirfm  fhirti^.  —  2\  nt.  —  25.  Da^  zw»-ite  d*' 
fe^hlt.  —   27.  diiyrsitns  statt  profundtfa^r ) 


1  Hier  ist  durch  die  Er^^lnzung  der  Sinn  er-t  ki^r  fjeworden.  2  Da>s  es 
dicer^ita.^  heissen  mu?-».  wie  auch  Pez  liest,  ist  klar.  Wenn  die  Diirchuiesser  des 
Faases  zu  grosse  Verschiedenheit  zeigen,  so  ist  die  entwickelte  Formel  eben 
nicht  mehr  anwendbar. 
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467.  (Cap.  90.)  22.  XX  pedum.  —  23.  adicias.  —  24.  fiunt.  — 
26.  id  est  fehlt.  —  27.  XLIY  fehlt. 

468.  (Cap.  93.)  21.  U^mque.  —  22.  nasse;  huius  artis  fehlt.  — 
23.  tenuit.  —  24.  Sirene  usque  Meroen;  disposUique  per,  —  25.  locarum  fehlt. 

469.  1.    tot   —   4.   notareque   unumquemque.^)   —   8.    est  niensurae. 

—  9.  quingentorum.  —  10.  pertineat.  —  14 — 15.  portio.  —  17.  sextae  horae. 

—  1^.  ut  et.  —  19.  scrihemus,  —  20.  scirotertim.  —  21.  exeat  et  aliquando 
fehlt.  —  22.  iMfnbras  fehlt.  —  24.  ingressum  umbrae  fehlt. 

470.  (Cap.  94.)  7.  C,  D,  E.  —  8.  longissima  erit  tmhra.  —  10.  de- 
scrihamus;  stat.  —  11.  gnomo  AB  planitie  Ä  —  11  — 13.  umhram,  et  in 
planüie  notemus  signo  D,  sie  ä  terram  signo  E,  ut  sitU  in  vasi  proportione 
longitudinis  suae  BEBC,    Eiciamus  hypottnusas.^) 

446,  (Cap.  41.)  6.  In  ampligonio.  —  7.  super  quam, 

447,  1 — 2.  hypotemisae  minoris  multiplicatiane  aggregata.  —  3.  multi" 
plicationem;  superhahundaverit  adiecto  uno.  —  4.  quotkns.  —  6.  nisi  eieo- 
iuram.  —  7.  simuis  latus,  quod,  —  10.  fiä  CL  numerus  emhadi,^) 

(Cap.  43.)   26.  trigomtm  arthog&nium. 

448,  2.  superhahundaverit.  —  3.  videlicet  iuncto.  —  5.  de  fehlt. 

449,  (Cap.  46.)  8.  scilicet  fehlt.  —   11  —  17.  fehlen.*) 
(Cap.  47.)   22.  adicias. 

(Cap.  48.)   28.  Trapiteeii,  cuius;  embadum. 

460,  1.  dinoscere.  —  2.  basis  plus  quam  coranstum  ducas.  —  3.  sunt 
CCCCL;  XX  medium.  —  4.  invenitur  fehlt. 

(Cap.  49.)  8.  singula  latera.  —  9.  si  visprius;  in  se  duc.  —  10.  DCCCC. 
Zfem  alterius  lateris  mediam  in  se  fient  CCXXY.  Hos  dctrahas  de  DCCCC 
fcmanebunt.  —  11.  basis.  —  13 — 26.  fehlen. 

451,  (Cap.  60.)  3.  ysoscdis.  —  6.  in  se,  id  est. 
(Cap.  51.)   12.  utrisque.  —  14.  CCCCL;  dimidio,  id  est. 
(Cap.  62.)  24.  fient  Villi. 

452.  2.  d  fehlt. 

Es  folgt  hier  nochmals  Cap.  64,  genau  in  derselben  Fassung,  welche 
^vir  oben  nachgewiesen  haben. 

457.  (Cap.  65.)  25.  duäa.  —  27.  duda.  —  29.  vel  dempto  uno  et  duda.  — 

1)  Daraus  folgt,  dass  die  PEzsche  Lesart  et  notare  statt  der  yon  Ollebis  notare 
^tiam  die  richtigere  ist.  2)  Der  erste  Abschnitt  von  Cap.  93  findet  sich  in  der 
-A^usgabe  des  Macbobius  yon  Jan  1,  219  AnmerkuDg  zu  7,  der  zweite  Theil,  sowie  das 
Oap.94i8tau8HToiHU8.  (Siehe  Gromatici  yeteres  ed.LACHicANN  S.  188,14—191, 11, 
'^0  auch  der  Scbluss  des  Capitela  gegeben  ist.)  3)  Es  folgt  noch  ofiPenbar  ein 
S^tück  aus  dem  nächsten  Capitel  yorweggenommen :  Kathdus  d  basis  sie  quaerantur. 
-flypothenusae.  4)  Dadurch  ist  wieder  ein  Anstoss,  welchen  Weisseitbobn  an  diesem 
Capitel  genommen  hat,  durch  unsere  Handschrift  beseitigt.    (Gerbert,  S.  29  u.  33.) 


u 


MAiimiliAQ  Cnrlstt 


futf^l  fyarJrafHin,  fuims  quodri^  h»im  u€€<fj>if$  VI  H  dmdtA,  —   12>  dmdm: 

ius  ii^imnUkr  iMt  —  I8w  #1  Jwr  In  owf«m,  —  19— Sa  Mer  Im 

fthH,  fUbt  Alitf  von  «adfiir  Uutd  gesdimboo  anf  dem  obam  BAsdoL  — 

gsi  I  d  IUI 

Es  fdt^  kkr  mit  der  Oaboadirifl:  9iio<»mf  in  In^  rolilpr  rate  iir 
fifitA  AE^ati  dtr  Asmcu-kiuif  il83  Ift  Am  ÄgriiseiisoretL  Casrois  mit 
felfftodeji  Atiwf ichiiiif*i<ii>^:   f.  m  frimk;  kmhimL  —  &   CUtH,  B*mmiB.   — 

£uBii  irklkssl  sieli  dir  «sl»  Abfftfei  roft  C«|».  S^  nodiaMk  an,  dbo« 
d»  Bracks.    Xu  Mgfe  Tm  Cap.  95  der  Torfoczt«  Abaati 
CA3lT0ai  AfrliBtiiior«!!,  Aiuaeituiy  S8SI, 

4  (CkfL  T,  IC)  wi  f%. ;  <c^  m,  17> 


r-;:rLrjiA-> 


Pir   Worte   H: 


i-r  rvsiu:ii  c:^ 


4^.        i- 

-    7      <  I  'II   ■  «  - 


:»^-   '^^    \i2ri mdnr^^  j'.-r'^.r.     :.iisj   ir   s.a  a    im  jene   J-iC   ••  .r-:iLZ':-'!i   j*^iii   ii:i~-v(-. 
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(Cap.  86.)  19.  üeber  mauraturam  ist  übergeschrieben  id  est  soliditatetn  vel 
spissitudinem,  (Hierüber  sehe  man  die  Bemerkung  am  Schlüsse  der  Abhandlung.) 
(Cap.  87.)  3.  pedes  fehlt. 

(Cap.  88.)  7.  facies.  —  8.  aequalis  statt  et  qualis,  — 
(Cap.  89.)  13.  octoganium,  —  14.  circuhim;  die  Glosse  fehlt.  —  15.  cf 
fehlt.  —  17.  octogonium. 

468.    (Cap.  91.)  3.  fuerit  prisma;  pedum  Villi,  — 

(Cap.  92.)  11.  vd  langilatero.  —  12.  summarum  inde.  —  13.  diagonio, 

—  17.  ducatur,  de  ea  summa  nona  toUatur,  remanet,  — 

Nun  folgt  von  Cantor:  Agrimensoren,  Anmerkung  283,  Absatz  2 
mit  folgenden  Abweichungen: 

15.  genera  sunt  —  16.  est  eccterior.  —  17.  videre  vis,  —  18.  trian- 
gulus  bis  duohis  fehlt.  —  20.  III®";  quidem,  —  21.  determinent,  —  23.  dv- 
scendant.  —  26.  tres  circidos  lineas. 

Hieran   schliesst   sich  von  gänzlich  anderer  Hand  Cap.  49,  2.  Absatz: 

450.    14.  iterwn  basim  et,  —  15.  id  est  V,  in  se,  qui.  —    16.  fienf. 

—  IS.  id  est  ex  CLXIX;   XIII  bis  fiunt  fehlen.    —    19.   auiem  si.    — 
21.  katheton  quoque.  —   24.  dimidiam.  — 

Endlich  findet  sich  noch  Cap.  46,  Absatz  2: 

449.  13.  orthogonis,  vel  oxigoniis,  vel  ampUganlis.  —  16.  Die  Glosse  fehlt. 

Damit  schliesst  Blatt  75^.  Auf  dem  untern  Rande  desselben  steht  die 
römische  Zahl  X,  die  letzte,  welche  als  Bezeichnung  der  verschiedenen  Lagen 
vorkommt.  Auf  Blatt  76'  steht  schon  die  arabische  Nummer  13.  Zwischen 
den  Blättern  41  und  47  sind  fünf  Blätter  eingeheftet  worden,  welche  die 
lateinische  Ordnungszahl  mit  den  arabischen  in  Widerspruch  gebracht  haben. 
Wie  das  gekommen  sein  dürfte,  möchte  ich  hier  noch  auseinandersetzen: 

Diejenige  Hand,  welche  die  ersten  13  Capitel  des  Gerbert  abschrieb, 
sollte  auch  noch  die  Blätter  45  und  46  abschreiben.  Da  sie  jedoch,  viel- 
leicht durch  die  eingeschalteten  Figuren,  zu  weit  vorgerückt  war,  —  es 
blieben  dem  Schreiber  nur  noch  2^  Seiten  übrig,  während  er  noch  4  Seiten 
schreiben  musste  — ,  so  benutzte  er  die  beiden  noch  übrigen  Seiten  zu 
andern  Zwecken.  Die  zweite  Hand  hatte  schon  auf  die  ersten  beiden  Blätter 
einer  vierblättrigen  Lage  ihr  Pensum  zu  schreiben  angefangen,  nahm  nun 
eine  weitere  vierblättrige  Lage,  schrieb  auf  die  letzten  beiden  Blätter  das 
von  der  ersten  Hand  Versäumte  nach  und  benutzte  die  beiden  ersten  Blätter 
zu  einem  andern  Stücke.  Da  aber  der  Raum  von  4  Seiten  nicht  reichte, 
so  wurde  noch,  wie  deutlich  zu  sehen  ist,  ein  5**"  Blatt  eingeheftet.  Nehmen 
wir  die  fünf  Blätter  heraus,  so  ist  die  durch  die  lateinische  Custoden- 
bezeichnung  angeordnete  Beihenfolge  der  Qu^temionen  vollständig  gewahrt. 


Der  7*  Quateniio  hat  dann  6  Blätter^  der  8.  ebeafalls  6  und  Ist  ihm,  am 
füi  swei  Figuren,  für  welche  sonst  der  Platz  mangeln  würde,  emfögen  in 
können,  ein  etwas  kleineres  Blatt  eingeheftet  worden ;  der  S.  besitzt  8  Blatter^ 
dbensoTiel  der  10.  —  Die  fünf  eingehefteten  Blätter  tragen  die  arabische 
Nummer  7,  der  mit  YH  bezeichnete  Qaatemio  hat  arabisch  8,  der  mit  VIU 
beEeicbnete,  wie  schon  oben  gesagt  wurde,  besitzt  die  Nummer  9,  der  mit 
YIJJI  bezeichnete  die  Nummer  10.  Bei  dem  X.  Quatemio  hat  der  Scbreiber 
wieder  aus  Yersehetf  das  ganze  Blatt,  welches  das  erste  und  achte  desäelbeti 
bUden  sollte,  hiiitereinander  beschrieben;  es  nmsste  daher  einzeln  eingebunden 
werdet!,  und  so  haben  denn  die  Blatter  68  und  61>  die  arabisebe  Nummer  11, 
die  6  andem  des  Quateimio  X  aber  12.  Damit  scbliesst  aber  nach  unserer 
üobdixeugung  die  ursprünglicb  beabsichtigte  Handschrifteasammlung  ab^ 
wie  schon  aus  dem  Fehlen  der  römischen  Custoden  im  Folgenden  ein- 
leucbteud  sein  dürfte.  Wir  werden  später  noch  einen  weitem  Gnind  för 
unsere  Behauptung  aus  der  Beschafleuheit  der  Handschrift  beibringen. 

Atif  den  2j  Beites,  welche  der  erste  Bebreiher  mit  andern  Sachen  aus^ 
ftyite^  nnd  den  drei  Blüttem,  welche  der  zweite  Schreiber  einlugt«,  steht 
nun  Folgendes: 

0)  Bltt-  40^^  14—23:  Gedicht  über  die  Färb©  der  Limmer, 

Qms  cc^r  in  puiHs  ptmSnm  m  forie  rrqn$ms^ 

His  potcris  sirjfüs  shie  visu  noscei'c  ccrtis. 

Agnus  enim   mitus  be  stathn  clamifat  albus, 

Jle  refcrat  nigrum  repeiitis  vocibus  agnum, 
5  Alternat  varius  be,   nie  sie  roee  eanorus. 

Talibus  indieiis  protcnduyü  signa  eoloris. 

Si  sexum  quaeris,  his  sensum  theoque  euris. 

A  feminas  notat .   mar  es  e  coev  screfiat. 

Hoe  habeas  studiuw .  >/   eis  dino^eere  verum . 
\'  Xumquam  falhris,  si  sie  vigilabis  in  istis. 

10)  Blatt  AV  enthält  zunächst  das  Fragment  einer  Anleitung,  eine 
von  einem  andern  gedachte  Zahl  zu  errathen.  Ich  setze  dasselbe  hierher, 
vitrileicbt  gelingt   es  jemandem,  die   Herkirnft  desselben   festzustellen. 

ei  ex  quineupJatk'n^'  nnfion  numrrum  dteit^  dueere.    Fostta  quot  eentenarii 

erifide    concrtvirif^t  int^rrngts.    rt  quotquot  erfi^tPtarii  fuerint .    tu   L  superesst 

sei' HS.   ipsusque  L   eum  ducntis  auf\rtns.  quot  rrntenarii  his  subtntis  n^fwn- 

seruri\  tot  tu   unitates  eotlige.  et  ex  his  numerum,  quem  iUe  eoneep/it,  minima 

*  eun'.'':ris  edieere.^) 

1;  In  dem  CLM.  litKi^i«  Bltt  S%^  Ünäei  i^ch  &i^  dem  XT,  JahThondert  folgende 
IknHche  Beimcbtaig.  yda  «fv  fmf  äkk  fi»  Jolj  wy«  mü  dm  mU^  t:x!empli  grada 
I^  msm  fm  mtk  17,    Oto  |hirf||MHftiteiiJL^i  *"^  ^^  "*'*^  üwihjiiiciB  S9 
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11)  Daran  schliesst  sich  Bltt.  41',  7  bis  41^,  18,  das  aus  den  Carmina 
Burana  No.  92  bekannte  Gedicht  „Ludus  scctcorum".  So  heisst  bei  uns 
ebenfalls  die  üeberschrift. 

Anfang:  Q^i  cupU  egregiwn  scacorum  noscere  Ittdum, 

Äudiat,  ut  potui  carmine  composui. 
Schluss:  Sepius  est  matttis  servorum  turbine  septus, 

Et  mattum  suffert,  si  via  nulla  patet. 

12)  Darunter  stehen  die  beiden  Verse 

Quaiuor.    et  penta.    duo,    numas.    tris.    mias,    u/nus. 

Hinc  dias.  ambo.  trias,  imus,  dias.  et  duo.  monas, 
Sie  sind  an  späterer  Stelle  (Blatt  80^)  wiederholt  und  ihre  Gebrauchs- 
anweisung beigefügt.  Es  sind  Verse,  welche  die  Anordnung  enthalten,  um 
das  sogenannte  Josephspiel,  ludus  Joseph^  mit  Christen  und  Heiden,  von 
denen  die  Hälfte  über  Bord  geworfen  werden  soll,  so  durchzuführen,  dass 
nur  Heiden  das  Loos  tri£ft. 

13)  Bltt.  42' — 44^  enthalten  einen  arithmetischen  Tractat,  welchen 
ich,  seines  hohen  Interesses  halber,  vollständig  folgen  lasse.  Von  der  Hand, 
welche  das  Inhaltsverzeichniss  schrieb,  ist  übergeschrieben  „Wircehurgensium*', 
Worauf  sich  das  gründet,  wird  später  klar  werden. 

42'      I  DE  AGGEEGATIONE  NATURALIÜM  NUMEEOBUM. 

Si  naturales  numeros,  id  est  I,  n,  IH,  IV,  V  et  ceteros  quotlibet  ordi- 
natim  volueris  aggregare,   et  quotum  pariter  conficiant  numerum  invenire, 
ultimum  aggregandum,  si  par  sit,  in  duo  aequa  divide,  et  per  medietatem 
eins  imparem  sequentem  multiplica.     Si  autem  impar  sit,  eum  nichilominus 
in  duo  seces,  et  per  maiorem  partem  ipsum  imparem  ultimum  scilicet  aggre- 
gandum  multiplices,    et   numerum    totius    aggregationis  invenies.     Taliter 
aatem  nati  numeri  trigoni  vel  trianguli  solent  nuncupari.^) 


'  5  erit  195;  adde  10,  erit  205;  illa  multiplica  cum  10  facti  2050.    Nu  merck  sein 

r^gel,  et  est  350,  dy  zeuch  ab  von  der  sunt,  vnd  waz  vber  pleibt;  daz  tail  in  100,  et 

»ie  factum  est.    Et  idem  est,  cum  vis  stire  ^  quid  unus  iaceret  cum  tribus  idxUlis. 

^och  näher  dürfte  folgendes  aus  dem  CLM.  14684  dem  XIV.  Jahrb.  angehörend  dem 

01>igen  kommen  (Blatt  80^,  28—27):  Si  velis  scire  in  quota  feria  osculatus  est  aJiguis 

atnicam  suam,  die  ei,  guod  duplet  ftriam  adiciendo  1,  guot  totum  multiplicet  per  5, 

p€>ht  hoc  productum  per  10,  et  de  tota  summa  reiciat  50.    Post  hoc  guaere  hanc  certi- 

tudinem,  quotiens  possint  100  subtrahi  de  tota  summa.    Si  semel  sit,  est  dies  dominica, 

«i    bis,  secunda  feria,  si  ter,  tercia  feria,  et  sie  deinceps.    Würde  hier  5  statt  1 

addiert  sein,  so  würde  genau  die  Kegel  unseres  Manuscriptes  herauskommen. 

1)  Ist  das  letzte  Glied  2n,  so  ist  die  Summe  n  (2n  -f  1),  ist  aber  das  letzte 
Glied  ungerade,  also  2n  +  1,  »o  entsteht  (n  +  1)  (2n  +  1)  al«  Summe. 


lt)6  Maximilian  Curtze: 

DE  IMPARI  NUMERO  AGGREGANDO. 
10  Si  impares  tantum  numeros  vis  aggregare,  idem  ultimum  aggregandum 

in  duo  divide  ita,  ut  unitas  tantum  aequalitatem  impediat,  et  maiorem 
partem  in  sese  multiplicans,  quod  quaesieras,  invenies.  Tales  quoque 
numeri  tetragoni  vel  quadranguli  solent  nominari. ') 

DE  PARIBUS  AGGREGANDIS. 

16  Si  autem  pares  mavis  aggregare,  idem  proximum  imparem  sequentem 

in  duo  simili  modo  partire,  et  per  minorem  partem  maiorem  mnlüplicans 
repperies,  quod  quaesieras.  Et  hü  itidem  numeri  parte  altera  longiores 
ab  Arithmeticis  solent  vocari.*) 

Singulans  unitas  in  omncs  miiculares  unitates  intenditur,  si  per  singolas 

w  superparticulares  species  tot  proportiones  assumis,  quot  duplas  a  triangulari 
unitate  ponis.     Et  omnes  articulares  unitates  in  singularem  unitatem  remit- 
tantur,    si   per  singulas   superparticulares  species  tot  proper- tiones  aufero,42' 
quot   intendendo    assumpsisti.      Sicut  a  singulari  unitate  ineipiendnm  est^ 
cum   intendis,  item  ab   articularibus  unitatibus  item  ineipiendnm  est,  cum 

25  remittis.  Quoscumque  repperias  in  superparticulari  Ultimos  praecedentis 
speciei  copulativos,  scias  esse  sequentes  eodem  numero  non  eadem  part«; 
et  tot  ex  illis  superpatientes  procedere,  quot  superparticulares.  Sive  intendas, 
sive  remittas,  copulativos,  quos  praedixi,  invenire  non  neglegas.  Quibos 
inventis,  si  qua  incuria  deviabis,  per  illorum  inventionem  ad  certum  tramitem 

30  remeabis.  Sicut  pater  cum  parvulo  puero  vel  filio  loquitur,  ut  ab  eo 
possit  intellegi,  sponte  palbutiit,  ita  item  vellem  abacista  humili  et  simpüci 
sermonis  mei  inductione  ad  intelligenda,  quae  dicturus  sum,  viam  paraw, 
si  pateretur  hoc  subtilitas  et  obscuritas  ipsius  rei,  quae  adhuc  inculta  et 
ab  ipsius  sapientiae  thesauris  noviter  producta  nemini  patet,  nisi  in  nume- 

35  rorum  computatione  bene  exercitatis,  nee  bis,  nisi  omni  mentis  intentione 
intellectum  exhibeant. 

In  requirendis  copulativis  memor  esto,  quoto  loco  primus  subsesqualter 
ponatur  ab  unitate,  et  quem  eodem  loco  triplum  invenies  ab  unitate,  sit 
copulativus  sesqualterae  et  sesquitertiae  et  radix  superbipartientium. 

10  Item,   quem   eodem  loco  quadruplum  invenias  ab  unitate,  sit  copula- 

tivus sesquitertiae  et  sesquiquartae  radixque  supertripartientium. 


1)  Ist  das  letzte  Glied  2n  -f  Ij  so  ist  dieses  nach  der  Regel  in  nundn-l-l 
zu  theilen.  Die  Summe  aber  ist  (n  +  1)*.  2)  Ißt  wieder  das  letzte  Glied  2«, 
80  soll  2n  +  1  in  n  und  n  +  1  zerlegt  werden,  und  die  gesuchte  Summe  i«t 
n{n  +  1). 
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43'  Item  quem  eodem  loco  quincuplum  invenias  ab  anita|te  copulatiyus  sit 

sesquiqaartae  et  sesquiquintae  radixque  superquadripartientium. 

Item,  quem  eodem  loco  sescuplum  invenias  ab  unitate,  copulativus  sit 
sesquiquintae  et  sesquisertae  radixque  superquinquepartientium.  45 

Item,  quem  eodem  loco  septuplum  invenias  ab  unitate,  copulativus  sit 
sesquisextae  et  sesquiseptimae  radixque  supersexpartientium. 

Item,  quem  eodem  loco  octuplum  invenias  ab  unitate,  sit  copulativus 
sesquiseptimae  et  sesquioctavae  radixque  superseptempartientium. 

Item,  quem  eodem  loco  nonuplum  invenias  ab  unitate,  sit  copulativus  5o 
sesquioctavae  et  sesquinonae  radixque  superoctopartientium. 

Hac    inventione    copulativorum    contentus    numeros   copulativos  inter- 
positos    bis   praeceptis    quaeras.      Secundum    arbitrium    tuum    ordinatis  in 
radice  ab  unitate  duplis,  medietatem  per  temarium  multiplica,  et  primum 
sesqualterum  procreabis;  sie  deinceps  temarii  per  medietatem  procreati  ducto  65 
per  solos  sesqualteros  ad  primum  copulativum  ascendis. 

Hie  expers  medietatis  ad  procreandum  primum  sesquitertium  tertiam 
suam  multiplicandam  dat  quatemario;  sie  deinceps  quatemario  per  tertiam 
procreati  ducto   per  solos   sesquitertios  ad  secundum  copulativum  ascendis. 

Hie    expers    tertiae    ad  procreandum  primum  sesquiquartum   quartam  co 
suam    multiplicandam    dat    quinario;    sie    deinceps    quinario    per   quartam 
procreati    ducto  per  solos  sesquiquartos  ad  tertium  copulativum   ascendis. 

Hie  expers  quartae  ad  procreandum  primum  sesquiquintum,   quin  tarn 
saam  multiplicandam   dat  senario;   sie   deinceps   senario  per  quintam  pro- 
L3^  creati  ducto  per  solos  sesquiquintos  ad  quartum  cojpulativum  ascendis.        65 

Hie  expers  quintae  ad  procreandum  primum  sesquisextum  sextam  suam 
multiplicandam  dat  septenario;  sie  deinceps  septenario  per  sextam  procreati 
ducto  per  solos  sesquisextos  ad  quintum  copulativum  ascendis. 

Hie  expers  sextae  ad  procreandum  primum  sesquiseptimum  septimam 
suam  multiplicandam  dat  octonario;  sie  deinceps  oetonario  per  septimam  7o 
procreati  ducto  per  solos   sesquiseptimos  ad  sextum  copulativum  ascendis. 

Hie  expers  septimae  ad  procreandum  primum  sesquioctavum  octavam 
suam  multiplicandam  dat  novenario;  sie  deinceps  novenario  per  octavam 
procreati  ducto  per  solos  sesquioctavos  ad  septimum  copulativum  ascendis. 

Hie  expers  octavae  ad  procreandum  primum  sesquinonum  nonam  suam  75 
multiplicandam  dat  denario;  sie  deinceps  denario  per  nonam  procreati  ducto 
per  tot  varietates  partium,  per  tot  discrimina  proportionum  unitas  reddit 
in  suam  formam. 

Insuper  haec   est  admirabilis  eonsideratio   huius  figurae,  in  qua  con- 
tinentur  tres  unitates:  prima  ex  qua  intenditur,   tertia  de  qua  remittitur,  »o 
media  per  quam  intenditur  et  remittitur,  et  quod  per  omnes  assumptiones 
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superparticularium  proportionum  partes  imineris,  quibiis  jflffifl*»^Tint,  et 
forma  et  quaBÜtata  diversae  sunt;  in  solis  sesquinonls  partes  numeris  suis 
fitint  coniarmes,  et  sicnt  transcensis  sesquinonis  tmitas  reddit  in  suam 
s5  fonnäm,  ita  transcensis  sesquioctavis  in  sesquiDOnis  eadem  est  forma  nume- 
ronun,  c[nae  suamm  partium. 

Nee  illiid  praetereundum  |  est,  quod  in  singulis  superi>articularibüs  ^ 
speciebas  duae  certae  et  legitimae  partes  inveniuntur  in  sesquialteris  media 
et  tertia,  in  sesqiütertüs  tertia  et  quarta,  in  sesquiqnartis  quarta  et  quinta, 
^  in  Be&quiquinti3  quinta  et  sexta,  in  sesqoisextis  sexta  et  septima,  in  sesqui 
eeptimis  septima  et  octava.  In  sesqmoctayis  octava  et  nona,  in  sesquinonis 
nona  et  deciEia,  ita  ut  prima  omnium  dux  sit  ad  intendendmn ,  secunda 
omniom  dux  sit  ad  remittendam.  Non  enini  oniformiter  intuenda  est  liaec 
intentio  ab  unitate,  cuius  singularis  et  simplex  assumptio  fit  Vlin  modis, 
96  qnomm  primus  assumit  in  snperi>articulari  VIII ,  numerus  secnndua  XVl^ 
tertius  XXIIII,  qiiartus  XXXII,  quintus  XL,  sextus  XLVill,  septimus  LVI, 
octavQS  LXini,  nonus  LXXII,  nt  omnes  assiiniptiones  octonario  nnmero- 
sitate  se  transcendant.  Sed  nos  eomputistamm  sollertiae  ceteros  nnmeros 
relinqiientes,  ultimum  et  maxiuium  cum  omni  diligentia  et  magna  affectione 

ioo  speciem  cum  suis  partibus,  quorum  generatio  talia  est.  Piimi  copulatiri 
tertiam  per  Y  multipHca,  et  primum  superbipartientum  procreasti,  sie 
deinceps  quinario  per  tertiam  procreati  ducto  ceteros  superbipartient©« 
aggregasti.  Item  secundi  copulativi  quartana  per  "VD  multiplica,  et  primtini 
supertripartientem  procreasti;  sie  deinceps  septeaario  per  quartam  proctüati 

ioß  dueto   ceteros  supertripartientes  aggregasti.     Item  tertii  copulativi  quintma 
per    Villi    multiplica,    et    primum    superquadriparti entern    procreasti;   sie 
deinceps  novenario  per  quintam  procreati  ducto  ceteros  supercjuadripartientei 
aggregasti*  |  Item  quarti  copulativi  sextam  per  XI  multiplica,  et  primiimU' 
superquinquepartientem    procreasti  5     sie    deinceps     imdenario    per   sextam 

iiü  procreati  ducto  ceteros  superquinquepartientes  aggregasti.  Item  qaiiiti 
copulativi  septimam  per  XHl  multiplica  et  primum  supersexiiartientem 
procreasti,  sie  deinceps  Xill®  per  septimam  procreati  ducto  ceteros  super- 
sexpartientes  aggregasti.  Item  seiti  copulativi  octavam  per  XV  multiplia, 
et  primam  supersepterapartientem  procreasti;  sie  deinceps  XV**  per  octavam 

115  procreati  ducto  ceteros  supersäeptempartientes  aggregasti.  Item  septinii 
copulativi  nonam  per  XVH  multiplica,  et  primum  superoctopartientam 
procreasti;  sie  deinceps  XVlP  per  nonam  procreati  ducto  ceteros  saperocto- 
partientes  aggregasti. 

SufEciaot  haec  praecepta  de  sola  intentione  unitatis  huins  sci^ntiie 

Ito  amatoribus.      Quem    eopioßior    investigatio    delectet,    certus    sit,    omnium 

digitorum  reformationem  si  iä{\)  articulis  reperturmu,  si  per  singuks  supfl^ 


T*^™ 
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particulares  species  tot  proportioues  assumuntar,  quot  dupli  a  siDgulari 
digito  pommtor.  Praeterea  inveniuntur  in  hac  calculatione  reformationes 
ab  Omnibus  speciebus  mnltiplicis.  Sed  nos  Wirzehurgenses^)  de  illis  dicere 
differimus,  donec  cognoscamus,  quid  inde  modemi  iudicant  philosophi,  utrum  125 
nostrum  an  veterum  aestiment  inventum,  tribuant  ab  illis  residuas  refor- 
mationes reqtiirant. 

Eine  Beibe,  wie  sie  der  Autor  fordert,  ist  z.  B.  die  folgende: 
1,  2,  4,  6,  9,  12,  16,  20,  25,  30,  36,  42,  49,  56,  64,  72,  81,  90,  100. 
Die  ntimeri  capvUaHvi  sind  hier  6,  12,  20,  30,  42,  56,  72,  90.  Zuerst 
ist  zweimal  die  propartio  dupla  yorhanden,  dann  zweimal  proportio  sesqualtera^ 
da  aber  9  expers  est  medidntis,  so  tritt  nun  die  Proportio  sesquitertia  zwei- 
mal auf;  ebenso  ist  wieder  16  expers  tertiae  etc.  Zuletzt  ist  81  expers 
odavae,  deshalb  tritt  an  Stelle  der  proportio  sesquioctuva  die  sesquinona, 
welche  dann  nach  noch  zweimaliger  Anwendung  die  100  zum  Vorschein 
kommen  lässt,  den  artictUus  zu  dem  digitus  1.  Anders  ausgedrückt  lässt 
sich  die  obige  Reihe  auch  in  der  Form  folgenden  Produktes  schreiben: 

Geht  man  etwa  yon  dem  digUus  5  aus,  so  erhält  man  die  Beihe: 

5,  10,   20,   40,   60,   90,  135,  180,  240,  320,  400,  500,  625,  750,  900, 
1080,   1296,   1512,   1764,   2058,  2401,  2744,  3136,  3584,  4096,  4608, 
5148,  5832,  6561,  7290,  8100,  9000,  10000 
oder  als  Produkt  geschrieben: 

^  *    1    '    1    '    l    *    8'2'2'8'8*8*'4*4'4''ö'6"'6*y*"6*'6*T*6' 


A    A    A   A    A    A    A    A    ***   ^**   i?    !? 10000 

7  *  7  '  7  '  7  '  8  *  8  *  8  *  8  *  ¥ '  9  '  9  *  9        i^J^JwtF. 


14)  Nach  der  Geometria  Gerherti  folgt  jetzt  Blatt  76'— 77^,  6  ein 
Stück  mit  dem  Anfange:  „Tria  Genera  Musicae  studiosis  comprehensa  esse 
fenmiur^'  und  dem  Schlüsse:  „Octavum  habet primum  in  se  duplum".  Nach  dem 
Bandschriftenverzeichniss  ist  es  em'Tradatiis  de  n^ensura  fistularum  organi- 
carum,  Auszug  aus  Aureliani  de  Musica  in  dem  Sammelwerke  Gerberts.*) 

15)  Daran  schliesst  sich  ohne  irgend  welchen  Absatz  Blatt  77^^,  7 — 18*. 
ein  Abschnitt  de  Luna,  Anfang:  ,JEtatem  lunae  multipUca  per  quatuor"', 
Schluss:  „übicumque  haec  lunatio  compläa  fuerit,  in  die  sivc  in  nocte  ihi 
sequentis  iniHum  esse  cognoscat" 

16)  In  derselben  Zeile  fortfahrend  erstreckt  sich  dann  bis  Blatt  78', 
15  ein  Stück  „de  mensuris'\    Anfang:  „Hora  habet  punctos  V,    Minnta  X. 

1)  Hieraas  hat  der  spätere  Glossator  seine  Ueberschrift  ^Wircehurgensium" 
geaommen.       2)  Seriptores  ecclesiastici  de  musica,    St.  Blasien  1784.    Bnd.  I,  S.  32  ff. 
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üncias  XII,  partes  XV.    Mamenta  XL,  Ostenta  LX"  und  schliesst:  „Centuria 
antiquitus  C  iugerum  erat,  postea  duplicium,    pristinum  tarnen  öbtinuit  nomfn/* 

17)  Von  Blatt  78',  15  bis  78^,  5  findet  sich  wiederum  absolut  an- 
schliessend der  dritte  Absatz  des  Cap.  82  von  Gerberts  Geometrie  (Olleris, 
464—465).  Varia  lectio:  464.  19.  alia  fehlt.  —  20.  vel  trium  fehlt; 
Sit  fehlt;  vcl  IV  fehlt.  —  20—21.  vel  V  fehlt;  rem  illam.  —  23.  ad  terram 
fehlt;  in  s^immum.  —  23 — 24.  illic,  ubi  hasis  hypotenusae  iungatur.  — 
25.  que  fehlt;  summum  tibi.  —  27.  et  fehlt.  — 

465.  1.  iUius,  et  hoc  spatio.  —  2.  dltitudine  ülay  de  qua.  —  2 — 3.  Baec 
ratio  pro  dltitudine  certissima  est.  —  4.  plana  sit.  — 

18)  Blatt  78^,  6 — 80',  17:  „Incipiunt  numeri,  per  quos  potest,  qui 
voluerit,  älterius  cogitationes  cognoscere  de  numero  quolibef,  quem  animo 
conceperitJ' 

Das  Stück  ist  abgedruckt  in  Bedae  venerabüis  opera^)^  und  ich  gebe 
hierunter  die  Abweichungen  der  Handschrift  dem  Drucke  gegenüber  an. 

Theil I,  Spalte  100.  2.  assumetur.  —  3— 4.  Qui  triplicatus.  —  ^—l.fuerint. 
itcrum  triplicabis,   quae  niaior  fuerit,  —  8.   triplicaiur   Villi;  possuni.  — 

10.  est  autem  quod  postquam  triplicetur,  —  13.  fuerit.  —  13 — 14.  ^^ 
mansissent.  —  14.  äliquod  supra  remansit.  —  16.  est  numerus;  menie 
fuerat.  —  18 — 19.  fiunt  VI.  Sex  vero  diuisi  per  binarium  III  fiunt.  Qui 
triplicati  in  Villi  consurgunt,  nee  aliquid  remanet.  —  20.  primum.  — 
22.  et  fehlt. 

101.  1 — 3.  m  senarium  bis  dictum  fehlt.  —  5.  idem  fehlt.  —  8.  qui- 
Übet  fehlt.   —  8 — 9.  nc  triplicetur,  triplicatus  vero.  —  10.  numeri  fehlt.  -^ 

11.  esse  ambas.  —  12.  unus  adsumatur.  —  21.  quot  novenarii  in  eis: 
intcrrogetur.  —  23.  quot  statt  quotquot;  tot  novenarios.  —  24.  ut  fehlt.  — 
25.  faciunt,  qui  divisi.  —  27.  qui  divisi.  —  29.  est  fehlt.  —  29.  sunt  fehlt.  — 
30.  tunc  in  maiori.  —  31.  /«  quatuordecim  senicl,  de  his  IUI.  —  33.  fiunt  TL  — 
34.  primum.  —  36.  pariiati  fehlt.  —  39.  quiu  liaec  bis  diuiditur  et  tripli- 
catur.  —  41.  vero  fehlt.  —  43.  quisUbet.  —  44.  Quamcumque.  —  44 — 45.  cum 
feriae.  —  47.  iungere  debet;  est  fehlt.  —  48.  decics  totum.  —  49.  toto  CCL 
tollere.  —  50.  teneto,  ut  fehlt.  —  52.  quinquies  ducti;  qui  decies.  —  53.  de 
totius  summac  collect ione  fehlt.  —  54.  et  fehlt;  cenienarii  rematiserint.  — 
55.  superius  dictum  est.  —  60.  quinquies  fiunt  XLV.  —  60 — 61.  dem 
fiunt  ducti  —  62  —  70.  si  de  tertia  bis  significant  fehlt.  —  70.  qui  quin- 
quies.  —   71.   fiunt  fehlt.  —  72.  qui  bis  significat  fehlt;   si  autem  de.  — 


1)  Vener dbüis  Bedae  Presbyteri  Anglo-Saxonis  viri  sua  aetate  doctissimi  Opern 
quotquot  reperiri  potuerunt  omnia.  Bac  ultima  impressione  ornatius  in  lucem  edita. 
Coloniae  Agrippinae  Scmiptibus  Johannis  Wilhelmi  Friessem.  Anno  MDCLXXXVllI. 
8  Bde.  fol.  ist  die  benutzte  Aasgabc 
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.    VII^   ratio   habeatur;   fluni  XIIIL  —  74.  qui   quhtquies;   fiunt  CV. 
vero  decies.  — 
102.    1.  mültiplicati  fiunt;  et  remanent.  —  3.  tuum  fehlt.*) 

19)  Das  Blatt  80',  17—80^  18  Befindliche  ziehe  ich  seines  Interesses 
Iber  vor  vollständig  mitzutheilen.     Es  lautet: 

AEIÖV 
.  RS  >:  S  +  B  ::  N  .  F  :  C ..  :  P  .  SC  ::  P  .  GL  ::  R  . ::  S  .  Q  }; ;  M  :  RT  •  R  •  S 
Genus  huius  descriptionis,  tarn  quod  supra  punctis  V  et  vocalibus,  quam 
btus  equalibus  vocalibus,  quam  solitum  est,  informatum  continetur,  fertur, 
lod  sanctus  Bonifacius  archiepiscopus  et  martyr  de  angulis  saxis  veniens  5 
»c    antecessoribus    nosüis    demonstraret,    quod   tarnen   non    illo    inprimis 
eptum  est,  sed  ab  antiquis  istius  modi  usus  crevisse  comperimus. 
.  F .  K .  P .  X .  KBRXS .  XPPFPRIKS  •  TKRPKNS  TERSBFFKRP  •  BRCHKIF  • 
PNSSCKPTPRRFGNKXTDFCXSB.O.X.R.K.A.E.I.O.V.BF.K.P.X.*) 

20)  Ad  fures  inveniendos  scribis  in  quattuor  foliis  lauri  ana  *BAAA  lo 
AhAnAA  ABANAA,  et  mittis  immissorio,  et  vocas,  quem  suspectum  habes, 

.  manducare  non  poterit.  Ad  fures  inveniendum  pingis  in  IUP'  foliis 
uri  \j*B333^'SS  istas  formulas,  et  vocas  eum,  quem  suspectum  habes, 
anducare  non  poterit. 

21)  Quatuor  •  et  pentas  •  duo  •  monas  .  tris  •  mias  •  unus.  i6 
Hinc  dias  •  ambo  •  trias  •  unus  •  dias  •  et  duo  •  monas. 

Quorum  quidem  versuum  universalis  regula  tali  poterit  monstrari 
:perientia,  ut  non  solum  sicut  in  his  versibus  auferendi  auferantur,  sed 
iam  quovis  numero,  quos  volueris  tollantur.  Ponantur  enim  quilibet 
uneri  duplici  proportione  constituti,  quorum,  quem  vis  remanere,  duplus  20 
natnr,  quem  vero  vis  auferre,  subduplus  ponatiu*.  Computo  solummodo 
r  Vlin,  vel  Vni,  vel  quemcumque  numerum  voluero,  et  quem  Villi, 
I  Vni,  vel  quicumque  numerus,  per  quem  computavi,  monstraverit,  tollo, 

1)  Tu  dem  bekannten  Bache  des  Jesuiten  Leureciion  :  „Becreatiofi  mailiematique. 
mposee  de  plusieura  problemes  plaisants  et  faceticux  En  faict  d'Arithmelique 
ometrie,  Mechanique,  Opticque,  et  autres  parties  de  ces  helles  sciences.  Au  Font- 
\lou8son.  M.DC.XXVL**  ist  das  Probleme  I.  Beniner  le  nomhre  que  quelqxCun 
rait  pense,  nichts  weiter  als  eine  ziemlich  wörtliche  Ueberj^e(z^ng  dieser  Ab- 
idluDg  Yon  Beda  dem  Ehrwürdigen.  Ob  schon  der  Vorgänger  LBUEscuoNd,  Bachkt, 
:8elbe  aufgenommen  hatte,  ist  mir  nicht  bekannt.  2)  Dass  hier  der  Schreiber 
ne  Vorlage  falsch  abgeschrieben  hat,  ist  klar.  Es  soll  überall  Ä  durch  B^ 
durch   Fy  I  durch  K,   0  durch  P,    U  durch  X  wiedergegeben  sein.     Anfang 

i  Schluss   sind  klar:   Ä^E.T.O.V.  Karus  Chrisloforius  Tiro architenem 

Haregni  nt  dceus  auri  AEIOUBFKFX,  aber  die  Zwischenwoite  zur  Lösung  zu 
ngen,  ist  uns  nicht  gelungen. 


112  Maximilian  Cartze: 

et  inde   diiplos  tuli,   subduplos  pono,  et  eodem  duplos,   quo  ordine  positi, 
26  si  auferendi  sunt,  aufero.^) 

22)  Hieran  schliessen  sich  wieder  (Blatt  80^,  19 — 82^)  von  derselben 
Hand  ohne  jeden  Absatz  geschriebene  Wiederholungen  von  Capiteln  der 
GERBERTSchen  Geometrie  und  zwar  von  den  OUeris-Capiteln  die  Nummern  22, 
23,  28,  32,  34,  35,  von  denen  das  letzte  mitten  im  Satze  abbricht,  so  dass  der 
Schreiber  des  Inhaltsverzeichnisses  darunter  „deest^'  geschrieben  bat.  Figuren 
sind  nicht  beigegeben,  die  Hand  ist  keine  von  denen,  welche  früher  in  der 
Geometrie  Gerberts  vorgekommen  sind.    Ich  lasse  die  Varianten  hier  folgen. 

433.  (Gap.  22.)  4.  cuiusque,  —  ö.  dumtaxat  —  6.  halgidadae,  — 
8 — 9.  halgidadae,  —  8.  stet  bis  supra  fehlt.  —  10.  prqportionum  altUudo 
fehlt.  —  12.  hahent,  —  12  —  13.  umhrae.  —  15.  st  omnes  XIL  —  17.  haigh 
dada.  —  18.  corporis  eredi,  —  20.  iransversum. 

(Cap.  23.)  23.  Si  vero  est  invenire;  operatio  sU,  —  24.  quacumque 
cuiusque  diei;  astrolabium,  —  25  —  26.  et  bis  corpore  fehlt.  — 

437«  (Cap.  28.)  Stimmt  absolut  mit  der  oben  (S.  90)  gegebenes 
raria  ledio  überein,  auch  darin,  dass  die  zweite  Beschreibung  des  guadraium 
geometricum  sich  nicht  vorfindet. 

439—440.  (Cap.  32.)  5.  est  fehlt.  —  6.  sit  no^uni.-  —  Alle  übrigen 
Varianten  sind  die  nämlichen  wie  oben  (S.  85). 

442.  (Cap.  34.)  5.  PtUeus  autem,  —  Q.  et  fehlt;  in  profunditate.  — 
7 — 8.  pede^  ftws  hasia  alia  similis,  —  Auch  die  übrigen  Varianten,  besonders 
die  Einschaltungen  gegen  den  Druck,  wie  sie  oben  (S.  92 — 93)  angegeben 
sind,  sind  vorhanden. 


1)  Die  Aufgabe  wird  zuerst  in  Heoesippcs  de  hello  judaico  erwihnt.  Caitoi 
hat  sie  als  Bestandtheil  der  mathematischen  Betrachtung  zuerst  bei  Chcqcit  im 
XV.  Jabrh.  nachweisen  können.  Hier  haben  wir  sie  schon  aus  dem  XL  Jahrb. 
und  zwar  offenbar  nicht  als  etwas  Neues,  sondern  auch  schon  als  alten  Bestand. 
Der  Verfasser  scheint  sich  nur  die  allgemeine  Lösung  zuzuschreiben,  dass  nicht,  wie 
bei  der  gewöhnlichen,  es  immer  der  neunte  Mann  sein  muss,  welchen  das  Looa  trifft 
Aus  dem  Clm.  14908  auch  dem  XV.  Jahrh.  angehörend,  wie  Chuquet,  entnehme  ich 
über  dieses  sogenannte  Josephspiel  folgende  Merkverse.  Die  hinzugeschriebenen 
Zahlen  besagen,  der  Wievielte  jedesmal  durch  das  Loos  ausgemerzt  werden  loll. 
Nur  die  Vokale  haben  den  Zahlenwerth  a  =  l,  c=«2,  »«=3,  o  =  4,u  =  5. 

Rex  angli  cum  veste  bona  dat  signa  serena.  10. 

Non  dum  pena  minas  a  te  declina  degeas.  9 

Arte  parare  mea  veniant  adistere  secte.  8 

Larga  dei  pietas  bene  manes  onmia  papam.  6 

Ibant  per  montes,  querebant  desidiosa.  12  proponendo  videas. 
Item  16  christiani  et  15  iudei. 
Siehe  des  Weitem  meine  Abhandlungen  in  der  Bihliotheca  mathematica  1894  ond  1895, 
wo  Nachweiaungen  ans  dem  X.  und  XII.  Jahrhundert  gegeben  sind. 


! 
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(Cap.  35.)  Stimmt  ebenfalls  mit  der  früheren  Lesart  überein.  Der 
Schluss  von  Seite  443,  3  plum  est  bis  in  aliis  (Zeile  5)  fehlt. 

23)  Mit  Blatt  83'  beginnen  Auszüge  aus  den  Gromatici  veter es^\  und 
zwar  Nomina  Umitum  et  affrorum^)  (I,  246,  25 — 249,  5),  beide  jedoch  in 
folgender  Weise  durcheinander  gemischt  (Blatt  83',  1 — 17): 

Orientales  dicuntur  decumani.  Agor  assignatus.  Septemtrionales. 
cardines.  Ager  centuriatus.  Maximi  k.  m.  Ager  subseciuus.  Actuarii. 
Ager  dextratus.  Intercisiui.  Ager  citratus.  Quintarii.  Ager  tesselatus. 
Cultellati.  Ager  normalis.  Nouali.  Ager  triumuiralis.  Maritimi.  Ager 
neronianus  podismatus.  Temporales  qui  solis  ortum  sunt  secuti.  Ager  5 
commutatus  ex  beneficio  Augusti.  GaUici.  Ager  locorum.  Regales.  Ager 
sinistratus.  Subruncivi.  Ager  ultratus.  Sellati.  Ager  epidonicus.  Linearii. 
iiger  tetragonus.  Sextanei.  Ager  cultellatus.  Tetragonales.  Ager  soli- 
tarius  sjlanus.  Montani.  Ager  caesarianus.  Austrinales.  Ager  meridianus. 
in  XXY  iuga.  Qui  per  anticam  et  posticam  diuiduntur.  In  potenii  salas.  lo 
Prefecturales.  Ager  ex  alieno  sumptus.  Egregii.  Ager  cineribus  deputatus. 
ündecimani.  Ager  intraclusus.  Colonici.  Ager  qui  finibus  augustinori 
continet.     Passivi.     Solitarii  et  Perpetui.  — 

Blatt  83',  18—83^  18  folgt  Batio  Umitum  regundorum  (1. 358, 15—359, 
10).  Die  Namen  der  Limites  A  -  B  •  C  u,  s,  w,  fehlen.  Bei  I  fehlt  die 
Angabe  der  Länge.  Bei  K  steht  CCCL  statt  cx>CL;  bei  L  statt  oo  cx), 
CCCC;  bei  N  CG  statt  (»C;  bei  0  OCC  statt  ooC;  bei  T  MC  statt  MD; 
bei  7  MCC  statt  MDC;  bei  Z  endlich  MCCCC  statt  MCCC.  — 

Es  folgt  83^,  19—20.  JDe  mensuratione  iugeri  (I,  359,  12—13).  Darin 
steht  terram  für  terra.     Weiter 

83^,  21 — 84^,  12.  De  conipositione  Umitum  vel  terminorum.  So  die 
Ueberschrift  des  Codex.  (L  359,  15—360,  32):  359.  17—18.  inte^-preta- 
retur  non  e^ttorquet,  scd  ita  est,  —  20.  eniorquet.  —  22.  Bahylonis  fehlt.  — 
23.  impinguet,  —  25.  inveniuntur  signa. 

360.  6.  cissuram.  —  10.  mctum,  —  11.  epictaticum;  massaticium.  — 
15.  fontent€tn(f),  —  17.  sci^ssuram,  —  18.  scissiim,  —  20.  Terminus  si  trestas 
eirm(f),  —  21.  nominum  hifurrium  srnmircia.  —  22 — 23.  si  bis  dare  fehlt. 
—  25.  oUvasirllnm.  —  26.  cotivdlUum,  —  28.  demofistrat.  —  31.  demappas. 

1)  Die  Schriften  der  Römischen  Feldmesser  bearbeitet  und  heraus- 
gegeben von  F.  Blume,  K.  LachmaDn  und  A.  Rudorff.  Erster  Band. 
Texte  und  Zeichnungen.  Berlin  bei  Georg  Reimer  1848.  Auch  unter  dem 
Titel:  Groniatici  Veteres  ex  recensdone  CaroU  Lachmanni.  Diagrammata  edidit 
Adolfus  Ritdorfßus.  Berolini  Impensis  Georgii  Reimer.  1848.  2)  Der  Titel  findet 
sich  nicht  in  der  Handschrift.  Im  Folgenden  wird  stets  gesagt  werden,  ob  das 
.    Mannscript  die  betreffende  Capitelüberschrift  hat,  oder  nicht. 

Abh.  rar  Gesch.  der  Mathem.  VII.  8 


114        ^^^^^^^^  Maximilian  Ciirt^e; 

Ohne  weitere  Ueberschrift  folgt  (Blatt  84^,  12— 85'»  17)  Or,  V.  L  "361, 
3— S62,  6. 

861,    3.   inviftks  in   tpiaärifimo,  —    1.   sufif  pmifm  in  qudrifinif^.  ^ 

7.  fi  felilL  —  9—10.  fohlen.  -^  11,  i«  finv.  —  14.  Pfessmn.  —  15.  Oimt- 
stcUanh  —  20,  dinxcrimus.  —  21,  direxmmm*  —  25<  in  fine  fohlt,  — 
32*  rofifdariunL   —   33.  picititos.  —  ■ 

362*    2.  lufUmics.   —  6.  obse^vanfur.  — 

Nun  folgt  mit  der  Üebeiuchrift;  Qaomodo  titerae  tattmu;  strc  gratcnt 
termmmtm  rufmwm  d  kwortim  fpiatifatcin  de.'^if/fiant ,  erst  von  Blatt  85'"^ 
17—86^,  letzte  Zeile  I,  362,  30-^364,  22  und  daran  nlme  Unterbrechung 
atisebUt^sseud  (Blatt  H(>%  1.  Z.— 87%  18)  I,  325,  12--S27,  3, 

362,  30.  in  singniia  hrminra;  quüs,  — ^31,  mni  nadtirnm  sed  raUonis.  — 

363,  3.  inv^iiis  fehlt  5  Mfurciunh  —  7.  dvdmmuwh  —  18,  tigm^tim,  — ^ 
20,  iniTfiks  fehlt.  —  24.  ßnalmL  —  28.  Imbmft^s  ad/ue  a  sfj^Ufiirktnr, 

364,  2,  Sf^m^  afiis;  fmnies  iUfrm.  —  3.  fifhäus  beidemal e.  —  G*  rimm 
respieU*  —  7.  colUcarhmi.  —  &,  invcftcris;  possmimK  ^  15,  dentmafm 
fine.  —   17.  hfihd  fehlt.  — 

325.  14*  riras  duo  mth  sc  flmnina.  —  15.  asp^ctus.  —  IG.  mmdd 
ibtäan.  —  21.  si  coUigit  —  25.  med  fehlt.   — 

S26«  2.  vivamf  hahd  flumefi.  —  4.  Bub  fehlt,  —  7,  infi'riufi  ImuTttm 
est.  —  9.  coJUgd.  —  10.  gramen  gcrmamnn.  —  13.  riram  aquam.  — 
(tt  und  Q  sind  miteinander  vertauscht).  —  17  — 18.  riram  aquam,  — 
19  —  20.  rci'crtilur  in  aquam.  —  22.  hahd  fehlt.  —  25.  d  fehlt.  — 
25 — 26.  d  bis  infirius  fehlt.   — 

Mit  der  Ueberschrift:  De  conditionilnis  et  inensuris  agrorum  folgt  nun 
Blatt  87%   18  —  89%  4;  L  354,  2  —  356,   10. 

354-,  2.  iugerum;  CCLXCXVIII.  —  15.  igitur  una  tabula  jterticu'^ 
(juadratas.    —    6.  pei'   tinum   latus.    —    27.    //,    na)n   euat    mefiri;   quot.    — 

8.  se  fehlt.  —  9.  VIII  tahulas  fehlt.  —  10.  fehlt.  —  12.  mulfipliea.  - 
1 3.  si  sutuis.  —  14.  rcmaneant.  —  19.  cx)  fehlt;  tabulam  unamljXMDCCVJjX.  -- 
20 — 21.  trigonia  ysopleurus.  —  21.  unum  latus.  —  22.  Das  ei-ste  latus 
fehlt.  —   23.  qu<(c  sunt;  tabulas.   —   24.  perticas. 

355,  1.  in  uno  latere.  —  2.  Die  drei  et  fehlen.  —  3.  diridis.  — 
5.  queiit.  diridi.  —  8.  Ueberschrift:  De  agro  lunato.  —  9.  aequas  fehlt.  - 
10.  et  unam  partim  facis.  —  12.  //  tabulae.  —  15.  habrat  fehlt.  — 
18.  dnimam  fehlt;  DCXXVI  S.  —  19.  diximus  esse.  —  21.  mtundus  rrit.  — 
22.    diametrum.   —   26.    unum  pedum    est    U.  ^)   —   27.   jtertleas  XXIII.      - 

356,  2 — 3.   Statt  csto  bis  basi  steht:  XX  XX  eoniungn  nu}neru}n.  — 

1)  liier  ist  naturlich  die  Abkürzung  für  qnincunx  ~  als  est  gelesen. 
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4 — 6.   komm   bis   sunt  X   fehlt.   —   8.  diximus.  —   8 — 9.  iundus   itaque 
nufnems.  —  9.  perticas  fehlt.  —  10.  hoc  fehlt.  — 

24)  Hieran  schliessen  sich  zunächst  Blatt  89',  5—90',  10  einige  von 
Cantor  in  seinen  Agrimensoren  veröffentlichte   Stücke   aus  Epaphroditus, 
die  ich  mir  erlaube  unter  Zuhilfenahme  des  Cantorschen  Textes  herzustellen. 
5  Seite  208.    §  7.  |  Ager  est  longus  pedum  [CXX,  latus  pedumj  LXX  in 

quo  dispositae  sunt  arbores  X^X  inter  pedes  V.  si  vis  scire  numerum 
arborum,  quae  in  eo  consitae  sunt,  sumas  longitudinis  partem  quintam,  quod 
haec  est  XXIIil,  similiter  et  latitudinis  quintam  partem,  quod  est  Xllll. 
His  adicias  bases  singulas,  ut  fient  XXY  et  quindecim.  Dehinc  multiplices  ^ 
latitudinem  per  longitudinem  sive  longitudinem  per  latitudinem,  quindecies 
enim  XXV  sive  vigesies  quinquies  XV  faciunt  trecentos  LXX  quinque: 
tot  sunt  enim  arbores. 

Daran  schliesst  sich  folgende  Fortsetzung,  deren  Sinn  unklar  ist: 
Sint  in   agro  LXX  arbores  CCCLXXII.     Huius  summae  quaero  latus, 
fit  CXCII,  huic  adicio  VlII  fit  CC.    sumpta  parte  XX»  fit  X.    his  de  aglos(!).  lo 
Nun  folgen: 
89*         §  25.  Sphaera  est,  cuius  diametrum  pedum  XITTI,  quaero  |  huius  sphaerae 
inauraturam,  hoc  est  profanditatem  sive  spissitudinem.     Sic  quaero.     Dia- 
metrum duco  bis,  fit  XXVni.    Hoc  multiplico  in  se,  vigesies  octies  XXVHI 
faciunt  DCCLXXXDH.  hoc  duco  per  XT,  fit  Vm.  DCXXHII.  huius  summae 
sumpta   parte    Ali  11»   fiunt  DCXVI;    tot   pedum    erit   huius    sphaerae    in- 15 
ittratura.  ^) 

§  26.  Si  füerit  eyclus,  cuius  diametrum  est  pedum  XI III,  quadrati 
Mufi  aream  quaero  hoc  modo.  Multiplico  diametrum  in  se,  fit  CXCVI,  et 
hoc  duo  undecics,  ßunt  U  •  CLVI.  huius  summae  sumo  partem  quartam 
dacinrnm^  fit  CUIII;  tot  pedum  erit  huius  cycli  embadum,  hoc  est  area.      *o 

§  27*  Si  fuerit  circuitio  pedum  XLllII,  diametrum  pedum  XHII,  quaero 
hums  areae  pedea  per  hunc  modum.     Sumo  circuitionis  partem  dimidiam, 
fit  XXII,   diametri  dimidiam  partem,   quod   est  VII.   hoc   duco   per  XXII, 
GSLnU;  tot  anmt  huius  areae  pedes. 
§  28.    Si  fuerit  emicyclus,  cuius  sit  basis  pedum  XXVIII,  curvatura  «s 
pHitim  XTllI,  quaero  hums  emicycli  aream.     Sic  quaero.    multiplicabo  basim 
kioE  emicjcli  per  carvaturam,  id  est  XXVHI  per  XIIIT,  fit  CCCXCII.  hoc 
P^ima  im  XI,  fiunt  Sil  ^  CCCXH.  |  sumpta  parte  quarta  decima  fit  CCCVin, 
pedum  est  huius  emicycli  area. 

sa.    Ähsidem  ad  circinum  datam  sie  quaero.     curvaturam  altitudinis  »o 
dtiplicatani  duco   undecies.     sumo  partem  quartam  decimam; 

nehe  die  Anmerkung  am  Schlnsse  der  Abhandlung. 


4 


3 


§  30,    In  trigoiio  orthogoiiio  circulum  inscribere  si  vis,  {|ui  omnes  eius 
llüf^aB    taugat   sie   tjuaere.     iuoge   kathetum   ßt  basim,   Üf^mB  bj^iotennsam^ 
I  -U  «rit.  cliameiron  circuli, 
"  25)  Daran  schliessen  sieb  nocb  einige  ähnliche  Paragi^aphen  Blatf  90^^ 

I  Spbaera  fuerit  data,  cuius  djameter  sit  pedum  VII,  eius  aolidos  pedes 

iie  quaere.  Multiplico  djametnim,  id  est  YIl  in  cubo.  J'rimo  iB  si^, 
fit  pedträ  XLVHIL  Dt^itidö  boo  rursus  per  VTJ^  fiaat  pedes  CGCXX.IIL 
boc  SGmpKf  tluüimus  por  undeeim^  fmnt  III  ^  DCC  »  LX^TII  pedimi,  Iluiiis 
40  «mnamUB  partem  XXI,  fiimt  pöd(>s  CLXXVIUTj  tot  pedum  erit  eiusdem 
iiiaiiratuni.  ^) 

Si   datus   fuerit  circiüua,   eiiins   area   habet  ped#8  TI   ccntos  XVI,   et 

scirö   Tolueris  djarnetrum  eius  |  sie   invenias.     ducas   (juater  deeles   areae^O* 

püdos,    fiuni    pedes   VIII  •  DG  '  XXXIIL      Debinc    hanc   siimmam   partians 

4&  per  XI,  tu  undecima  pars  DCCLXXXIIII.     Huins  siuamac  latus  est  XXVTII; 

tot  pedum  erit  dianißtnmi. 

\  26)  Es   folgt  ein  Abschnitt   (Blatt  90^   5— 92\  14)   mit  dc^r   Üebei- 

Bchrift: 
^^         DE  GEOMJETBIA  COLÜMNAIiüM  ET  MEN8UEIS  ALUS. 

^^^      Geomotria    columnanim    boc    modo    fien    debet    ab    aiiifico,    nt    fiat, 

quantum    grossa    possit    esse,    quanta(|uc    eius   loDgitudo    fuerit.      Colunina 
sei)iimain  partem  longitudinis  del)et  habere  in   imo,  hoc  est  in  i)arte,  (piar 

^  supra  i)edeni  iiianet.  Superior  auteni  pars  columnae,  ul)i  capitellum  insidet, 
octauam  partem  debet  longitudinis  teuere.") 

Mensura  colunmarum,  ut  possit  aestiraari,  (luantam  altitudincm  possit 
tenere  mensurandi  in  circuitu.  Si  babuerit  collurus  super  stragulum  in 
circuitu    pedes    V,    babcbis    in    altum    eolluris    pedes    XII    vi    dimidiani.      Si 

10  babuerit  vero  collurus  in  circuitu  pedes  (X),  habel)is  in  altum  pedes  XXV, 
quoniam  unus  pes  in  circuitu  levat  in  altum  pedes  duos  et  dimidiani. 

Si  columna  fuerit,  quae  sit  in  imo  lata  pedum  XIII,  in  summe  lata 
pedum  V,  alta  pedum  XXX,  si  scire  voluerinuis,  (|U()t  pedes  solides  baec 
teneant,  multiplicemus  latitudinem  imam  in  se,  hoc  est  XIII,  tiunt  C'LXVllII. 

ir>  Debinc  nuiltiplicenms  summam  latitudinem  in  se,  hoc  est  V,  Hunt  XXV. 
Deinde  multi})licemus  prinuun  summam  quinquies,  ([uinipues  enim  XIII 
fiunt  LXV.  Post  baec  metiamur  bas  tres  summas  in  unum,  iiunt  CCLVIIII. 
Haec  duramus  per  XI.  Undecies  enim  CCLVIIII  faeiunt  11  •  DCCC  •  XLVIllI. 
Ilinc   ii^ntur  sumamus  partem  decimam   quartam,   quod   sunt  CCllI   et  seiiiis. 

1)  Quelle  vom  2.  Absatz  des  Cap,  82  bei  Gkuhkut  OrLKuis    IGl  '2)  Dios  ist 

die  Quelle  für  den  ersten  Absatz  von  GERnKRTS  Cap.  82.    (Oli.kki.h,  ^64.) 


Die  Handschrift  No.  14836  der  Eönigl.  Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München.     117 

illud  quae  ducamus  per  XXX  fiunt  VI  •  CV.    Huius  summae  facimus  octavam  20 
partem  fiunt  DCCLXIII,  tot  erunt  solidi  pedes  huius  columnae.^) 

Pes    quadratus    tenetur    VlU    pedibus,    palmis    LXVIII,    unciis    mille 
DCCXXVIII,  digitis  Uli  •  XCIII.    Digitus  unus  ß,  pes  quadratus  amphoram 
capit  semipedem  longum,  semipedem  latum  et  altum,  capit  congium.     hac 
ratione   semis  per  semum  fit,   et  semispes  fit.     Semper  enim  longum  per  25 
latum  et  per  altum  erunt  pedes  quadrati. 

Mensura  unius  pedis  quadratos  si  habuerit  in  altum  digitos  XYI, 
grassitudinem  digitos  XVI,  computa  XVI  digitos  in  se  fit  CCLVI,  et  rui-sus 
computa  digitos  XVI  per  CCLVI,  fiunt  in  unum  digiti  IIII  •  XCVI;  tantum 
colligit.     Unus  pes  quadratus  capit  sextarios  urbi  CCLXCVI.  »0 

Si  cupa,  id  est  vagina,  in  imo  per  djametrum  habet  IIII  pedes,  in  summo 
pedes  II,  in  medio  V,  alta  pedum  XII,  si  vis  cognoscere,  quot  amphoras 
capiat,  sie  quaeras.  Multiplica  djametrum  medium  in  se,  id  est  V,  fiunt  XXV; 
id  duplices,  fiunt  L.  Post  djametrum  multiplices  secundum  in  se.  coniunge 
X  et  IIII,  fiunt  XIIII;  hoc  iunge  ad  XLV,  fiunt  LVIIII.  Item  multiplicemus  35 
djametrum  imum  in  se,  quod  sunt  duo,  fiunt  IIII.  iungo  cum  summa 
superiore,  fiunt  LXIIII.  iungo  dehinc  in  unum  djametrum  imum  ac  summum, 
fiunt  V.  multiplicemus  per  djametrum  medium,  hoc  est  V,  fiunt  XXV. 
Hoc  iungo  ad  summam  superiorem,  fiunt  in  unum  DCCCCLXVIII.  hunc 
nuraerum  diuido  per  tertiam  altitudinem,  hoc  est  per  djametrum  tortiimi,  <o 
quod  est  quatuor,  fiunt  II  •  XLII;  tot  erunt  amphorae  in  cupa  nominata.^) 

1)  Ist  dl  der  untere,  d^  der  obere  Durchmesser,  h  die  Höhe,  so  würde  die 
Anweisung  auf  folgende  Formel  herauskommen: 

während  die  richtige  Formel  heissen  müsste: 

Sollte  etwa  an  cannelierte  Säulen  zu  denken  sein?  2)  Hier  ist  überhaupt  aus 
der  ganzen  Auseinandersetzung  nicht  klug  zu  werden;  jedenfalls  muss  die  letzte 
Zahl  CCXLII  heissen.  Nach  der  Handschrift  „Clm,  14783''  Bltt.  479^—480  heisst 
die  Regel  so:  ,,Multipliciere  den  mittlem,  den  obern  und  den  untern 
„Durchmesser  in  sich  selbst;  dann  den  obern  in  den  mittlem  und  den 

„untern  und  addiere  alles.    Darauf  multipliciere  dieSumme  mit  — -  und 

14 

„dann  noch  mit  dem  dritten  Theile  der  Höhe,  so  ist  das  Produkt  der 
„Inhalt  des  Gefässes.'^  Sind  d^ ,  d,,  d^  die  drei  Durchmesser  die  Höhe  /i,  so 
lautet  die  Vorschrift  also  so 

Da  heisst  das  Beispiel  d,  =  6,  d,  =  6,  dj  =»  2,  ^  a  12,  und  das  richtige  Re- 
sultat giebt  272*^! 
14 


118  Maximilian  Cartze: 

Si  fucrit  puteus,  cuius  djametrum  sit  pedam  VI,  altitudo  XL  pedum, 

et  quaeritur,  quot  aiiiphoras  capiat.    Sic  quaere.    Primnm  inyeniainas  aream, 

cuius  dyametrum  fiat  IUI  m(!),  et  remanent  DXX.    huius  summae  tolle  XIIl*" 

if)  pai-tem,   quod   est  quadraginta.     Hoc   duc   per  altum,  fiunt  mille   ducentl 

Tot  amphoras  continet  nominatus  puteus. 

27)  Blatt  92',  14-03',  6  folgen  zwei  Abschnitte  aus  Hygixus  de 
Umiühiis  comüiumdis  (I,  170,  3—8;  182,  14—183,  16)  mit  der  üebcrschrifl. 

„De  Imitibm  constiiuendis  secundum  ratUmeni  solis'\ 

Abweichende  Lesarten  sind: 

170,  3.  per  mundi,  —  4.  quod  in  semel;  ferranictUa.  —  5.  ^wsfea 
auspicidikr.   —    7.  Umites   du^erunt   —  8.  in    Ylam  horam  non  contimt. 

182,  14.  quia  ad.  —  14 — 15.  tm  sunt  Jtac  raiione.  —  16.  crediderinf^ 
(tut  fefcUit  scieniia  errorem.  —  17.  neglexerint;  contenH  ei,  — 

183.  1.  mdiri.  —  1 — 2.  0)ium  singulis  rcgiotübus  rectum  esse,  — 
3.  dcscendui.  —  4.  quicquul.  —  7.  non  est  facile,  quia.  —  9.  si  fehlt; 
illa.  —  10.  altero.  —  11.  aperiiori.  —  12.  quo;  cUim,  —  12 — 13.  si  non 
longc  a  monte  nascaiur  cardo  sive  decumen.  —  14.  cursus  rede  potest 
cornjirehcmU.  —  15.  luccat  adJiuc.  —  15 — 16.  et  eidem  campis  adhuc  inieriori 
parte  rcftdgcat,  — 

28)  Nun  kommt  ein  Stück  aus  Boethius  (Blatt  93',  6—94'  5)  I, 
378,  M— 379,  21.     Die  ersten  Zeilen  stehen  so: 

Trilatenim  nee  non  amplius,  in  quo  obtusus  angulus  fuerit.     Oxygonium 

vero,  id  <'st  acutum  angulum,  in  (juo  tres  anguli  sunt  acuti,  vero  quod  est 

obtusum   angulum,   in  quo  obtusus  angulus  fuerit,  figurarum  fonnae  sunt. 

In    orthogonium,   id   est   rectiangulum,   quod   (luidem   ut  triangulum,   quod 

5  habet  aiigulum  rectum,  am])ligonium  vero,  quod  est  angulum  obtusum. 

Weiter  folgen  die  Varianten: 

378.  20.  qiiadraium  figuratur.  —  22 — 23.  scd  noti  est  aequilaierum.  — 

379.  1 — 2.  angulos  tcnct  compares,  id  est  autem  non  rectis,  —  2.  nrc 
cam2)aribits  contlnctur  Interibus.  —  3.  Praeter  ista,  —  4.  eoloniae;  eogtio- 
mhumtur.  —  6.  eoniimciae  aique,  —  8.  thhnata;  id  est  fehlt;  pariitus  ab.  — 
9.  omnnn;  Uneam  rectam.  —  12.  aequos  sub  centro;  sibi  bis  esse  fehlt  — 
13.  et  bis  partes  fehlt.  —  14.  comjMsuerit  minores.  —  15.  lineas  fnetiri 
ad  eas.  —  17.  yrrns  et  nyas,  —  18.  haec,  quae  sunt  ülem  sunt  comparia.  — 
18 — 19.  camparuh  —  19.  a  paribus  paria.  — 

Es  fWirt  noch  mit  Gr.  Vet.  L  385,  23—386,  2  fort:  Gnomon  ergo 
paraP  '^•mm,  qu€te  circa  eandem  sunt  dyametrum,  quodlihet 

i$  änobus 
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29)  Ohne  irgend  welchen  Absatz  folgt  Blatt  94',  5 — 95',  4  ein  Abschnitt 

mit  der  Ueberschrifb 
,5  I  DE  PEOPORTIONE.i) 

Magnitudo  minor  maioris  magnitudinis  mentis,  quando  minor  maiorem 
magnitudinem  permetitur.  Maior  ergo  magnitudo  minoris  magnitudinis 
multiplex  est,  quotiens  a  minore  maior  integra  dimensione  completur.  Pro- 
portio  est  duarum  magnitudinum  cogunt(!)  ad  se  invicem  comparatione 
veniens  magnitudo.  Proportiones  vero  ad  se  invicem  teuere  dicuntur,  quae  5 
possunt  esse  invicem  multiplicationem  transscendere.  Eandem  ergo  pro- 
portionem  prima  magnitudo  ad  secundam  magnitudinem,  tertia  ad  quartam 
teuere  prohibemus,  quando  primae  aut  tertiae  magnitudinum  per  quae 
multiplices  eas,  quae  sunt  secundae  atque  tertiae,  aeque  multiplices,  vel 
simul  transcendant,  vel  ab  bis  pariter  transcenduntur,  vel  bis  in  simul  exse-  lo 
quuntur,  cum  scilicet  in  altema  comparatione  sumatur.  Quae  vero  eandem 
retinent  proportionem,  ut  proportionaliter  esse  dicuntur,  quando  vero  earum 
magnitudinum,  quae  sunt  aeque  multiplices  primae  quidem  magnitudinis, 
multiplicem  superat,  tertiae  vero  magnitudinis  multiplex,  secunda  vero 
magnitudo  multiplicem  superat,  tertiae  vero  magnitudinis  multiplex,  quartae  i5 
magnitudinis  multiplicem  minime  superat:  tunc  prima  magnitudo  ad  secun- 
dam magnitudinem  maiorem  proportionem  quam  tertia  ad  quartam  teuere 
prohibetur.  Proportionalitas  vero  et  minimum  terminis  inventum  pro- 
portionales idem  eiusdem  magnitudines  proportionis  esse  dicuntur,  prae- 
cedentes  praecedentibus  et  consequentibus  consequentes.  Quando  autem  20 
magnitudines  proportionaliter  fuerint  constitutae,  tunc  prima  ad  tertiam 
duplicem  proportionem  quam  ad  secundam  dicitur  possidere.  Quando  vero 
95'^ magnitudines  pro|portionaliter  fuerint  constitutae,  tunc  prima  ad  quartam 
triplicem  proportionem  quam  ad  secundam  dicitur  obtinere.  Conum  vero 
summum  sumere  magnitudines  proportionaliter  fuerint  constitutae.  25 

Der  Best  des  Blattes  ist  leer. 

30)  Blatt  96' — 117^,   1.  umfasst  eine  Abhandlung,   welche  von  der 
Hand,  welche  das  Inhaltsverzeichniss  geschrieben  hat,  die  Ueberschrift  trägt: 

„Geonietrica" 
Dieselbe  ist  eine  Compilation.     Soweit  dieselbe   noch   nicht  herausgegeben 
ist,  lasse  ich  sie  hier  folgen.     Von  denjenigen  Stücken,   welche  gedruckt 
vorliegen,  gebe  ich  nur  die  Varianten. 

1)  Der  folgende  Abschnitt  ,^e  proportionef'  ist  nichts  weiter  als  eine  lieber- 
setsnng  der  Erklärungen  des  6.  Buches  Euklids.  In  einer  andern  Handschrift  aus 
dem  X.  Jahrhundert  der  Münchner  Hof-  und  Staatsbibliothek  ist  der  Abschnitt 
besser  nnd  vollständig  überliefert,  lieber  diese  Handschrift  im  Vereine  mit  noch 
zwei  andern  werde  ich  anderswo  Näheres  mittheilen. 


120  Maximilian  Cartze: 

I  Igitur  geomotricae  artis  peritiam  qiii  ad  intogrum  nosse  desideret,  96> 
necesse  est,   ut  hiiius  artis  expositores  diligenti  cura  perlegat,  et  ea,  quae 
perlegerit,  tenaci  memoriae  comraendet.     Nam  in  primis  eum  scire  oportet 
aritbmeticam  artem,  quae  continet  numeronim  causas  et  divisiones,  id  est, 

5  qualis  est  diffinitio  et  diuisio;  de  paribus  et  imparibus  numeris,  et  qualis 
est  compositus  numerus,  et  qualis  incompositus;  qualis  est  jjerfectus  numerus, 
et  qualis  imperfectus;  qualis  est  divisibilis  numerus,  et  qualis  indiuisibilis; 
qualis  est  particularis  numerus,  et  qualis  minus  particularis;  qualis  super- 
particularis  numerus,  et  qualis  supcrpartiens;  qualis  est  superfluus  numenis, 

10  et  qualis  diniinutus;  qualis  est  multiplex  numerus,  et  qualis  submultiplcx; 
qualis  est  solidus,  et  qualis  est  sphaericus. 

Item    quomodo    inventa    est    geometria;    unde    vocata    est    geometria; 
quid  sit  geometria;   quae  utilitas;   qui  ordo  praescripjtionis;  quae  sit  ratio  9ö' 
propositionis,   quae   dispositionis,   quae   descriptionis,   quae  demonstrationis. 

15  et  quae  conclusionis.     Qualis  est  recta  linea;  qualis  est  definita  linea;  quot 

genera    sunt    extremitatum,    quanta    sunt    summitatum;    Qot    genera   sunt 

angulorum,  qualis  est  planus  angulus,  qualis  est  obtusus  angulus,  qualis^) 

angulus,  qualis  est  rectus  angulus,  qualis  est  acutus.     Nee  non  et 

de    mensuris    sciendum    est.      Quae    mensura    sit    pertica;    quantura    trabit 

20  Stadium,  quid  sit  actus,  quid  climma,  quid  centuria,  quid  leuva,  quid 
aripennis,  quid  iugerum,  vcl  quid  centuria.  Quid  punctum,  quid  diametnim, 
quid  parallologi*amum.  Quid  sit  figura,  vel  quid  sit  circulus,  aut  in  quae 
sit  divisio.  Qui  seit  ista  omnia  ad  plenitudinem,  novit  loconim  segregationeni ; 
nam  qui  ignorant  regulam  buius  artis  iiiulta  obponunt  falsa  jiro  veris.*) 
Nacb  dieser  Einleitung  folgt  jetzt  mit  der  Ueberscbrift: 

Quid  sit  ijysa  gcoyndria  et  quae  eins  e/fcdiva  poicfitia 

eine  Abscbrift  der  Geometrie  des  Cassiodouius.^)  Von  ihr  setze  ich  nur  die 
abwüicbendcn  Lesarten  bierber. 

57<).  2.  nsualc.  —  2  —  3.  quod  ut  pracconiis  fehlt.  —  ^.  gcomctricarc.  — 
5.  (nnplicctiir. 

577.  1.  caclo;  crratur,  —  2.  adpUcctur;  scntenUa  diffinithnc  forsitan.^ 
3.  dircre,  quodammodo  gcometrizat  sancta  diiinitas.  —  3 — 4.  suac  crcaiurm, 
quam.  —  4.  famidasqiic.  —  6.  quae  sunt  fixa.  —  8.  demcnsio.  —  10.  Fgiji- 
tus  projyriis   dominis  fertur   esse  paihiia,   guia  Küi  inundatio  cofifusionm 


1)  Diese  Lfldke  befindsfc  noh  in  dar  Handuchrül.        2)  Wie  ich  nachtraglich 

gesehen-  habe,  v  kwthiiiB- Aasgabe  Basileoe  1570  tof 

Seite  1641,  ^  Inaicript  TollstAndiger  als  der 

Abdruck  ilii  Cassiodori  Senatoris  V.  C. 

opera  o  »  Anno  MDCL. 
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fecU  in  agris,  Unde  cantroversiam  ortam  geomctriae  discipUnis  pmdenthres 
quippe  sedare  curamnl.  Cuius  iam,  —  12.  consistere,  —  13.  honiincs  constat 
demensiones;  vagaiüiJms  populls,  —  15.  partiius  fehlt;  cdicti.  —  16.  ito 
repefia.  —  18.  caeli  —  18 — 19.  peritisshnos  fehlt  —  19.  adsecutos.  — 
22.  Cerdlium  guintum;  spatia  ipsius.  —  23.  codi  terrae  afnbitum.  — 
24.  descrlpsit  dicens. 

Und  nun  wird  aus  Censorinus,  de  die  nafäli^)  folgender  Passus  ein- 
geschoben (S.  22,  22 — 24,  12).     Auch  hier  gebe  ich  nur  die  Varianten. 

22.  25.  numerahileni  arithmon.  —   26.  distantiis  diastemafls. 

23.  2.  concinnctU  melodiam.  —  3.  carpcre.  —  5.  fore  stadhrum; 
dxiceniorum.  —  6.  Pythogoras  fehlt.  —  7.  in  terra,  —  9.  sexcentorum,  — 
12.  pitugoras.  —  12.  mercurii  lunam  siellam.  —  15.  seniifanian,  —  16.  hos- 
phoran.  —  17.  setnitonion.  —  19.  a  terra  fehlt;  dimidiutn  a  terra,  — 
21.  tesseron  autem  ad  nmiiis  stcUnm,  —  24.  pheton  naminatury  dimidium 
ijysius,  —  25.  amphenon,  —  26.  setnitonion.  —  27.  setnitonion, 

24.  1.  tesseron,  —  3.  fore  VI.  —  4.  simphonia;  multa  fehlt.  — 
5.  retulit;  et  in  hoc  omneni;  enamiion  esse  innotuit.  —  7.  alii  dixerunt; 
illud  dacoraon.  —   10.  tantum  tarnen,  —  12.  musica;  revertar. 

Jetzt  wird  mit  der  neuen  Ueberschrift: 

DE  DIVISIONE  GEOMETEIAE,  IN  QüOT  PARTES  DIÜIDITÜR. 

der  Auszug  aus  Cassiodokius  fortgesetzt. 

577.  25.  vero  fehlt;  quae  dividitur.  —  31.  et  in  ratiofiem.  —  35.  ratio- 
nabiles  et  inrationahiles ;  Mationahiles  quanim,  —  36.  inratiofi<ihiles ;  vero 
fehlt;  quarum.  —  37.  igitur  hae  sölidae;  longitudine  et,  —  40.  caelestibus 
condudüur,  —  41.  Euclides,  —  42.  Euclidcm  ohlatum  romanae  linguae 
magnificus  Boeiius  dedit. 

Damit  schliesst  Cassiodokius.  Woher  das  nun  Folgende  genommen, 
weiss  ich  nicht  zu  sagen.     Es  hat  folgenden  Wortlaut: 

«\8  I  DE  UTILITATE  GEOMETEIAE. 

Quae  autem  supra  diximus  de  utilitate  geometriae,  sciendum  est,  quod 
utilitas  geometriae  triplex  est.  Cuius  quaedam  species  pertinent  ad  facul- 
iatem  enim,  nt  scientiae  mechanicae  vel  architccturae ;  ad  sanitatem  vero, 
A  diBciplinae  sunt  medicorum.  Quia,  sicut  ritus  artis  mechanicae  nulla  5 
nfione  eoiuistant  absque  mensura  et  descriptione  liniamentorum,  sie  nee 
L  ^  ijpu  medfidnae  sine  mensura  et  pondere  atque  herbarum  discretione  ullo 
ntilHD  suboftere  valeat.     Ad  animam  vero  pertinet  geometria,  quia  philo- 

7BN80RINI  de  die  natali  liber,    Rec.  Fb.  Hultsch  Lipsiae  1867  ist  die 
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sophorum  disciplinis  discretionem  et  moderationem  in  omnibus  rebus  habere 
10  <(debet)>.  Quid  enim  aliud  prudentia,  iustitia,  fortitudo  et  temperantia 
nobiscum  agunt,  nisi  ut  prudenter,  iuste,  aequanimiter  et  temperanter 
vitam  ducamus  |  et  secundum  praecepta  conditoris  nostri  ordinabiliter  etioo 
recte  vivamus.  Quia,  sicut  supra  dictum  est,  quicquid  in  nostra  conver- 
satione  bene  disponitur  atque  completur,  potest  disciplinae  buius  quali- 
16  tatibus  applicari. 

DE  ORDINE  PRAESCRIPTIONIS  GEOMETRIAE. 
Ordo  autein  conscriptionis  in  geometria  considerari  debet,  quia  secundum 
quoddam   ordo   goometriae   in  disciplinis  aliquatenus  post  aritbmeticam  se- 
cundus    est,    aliquatenus  tertius,    quia  quidam  geometriae   musicam  ante- 

'jo  ponunt.  Sed  qui  diligentius  de  hac  re  investigaverunt  secundo  loco  post 
aritbmeticam  geometriam,  musicam  vero  tertio  loco  posuerunt  et  quarto 
astronomiam,  quia  sine  dubio  omnis  motus  est  post  quietem,  et  natura 
scmper  statio  motu  prior  est.  Mobilium  vero  astronomia,  immobilium 
geometria  doctrina  est,   et  ideo  cum  motus  sequatur  post  quietem,  eon- 

25  sequens  est,  ut  motum  astrorum  armonicae  modulationis  continetur  concentus.  |  lor 

DE  RATIONE  PROPOSITIONIS. 
Ratio  propositionis  in  geometria  est,  ut  perpendamus,  quod  primum 
in  ipsa  arte  proponi  atque  considei*ari  oporteat.  Quia  enim  mensura  in 
aliquo  et  alicuius  esse  debet,  primo  loco  constituamus  fundum,  in  quo 
30  niensurae  universae  disponuntur.  Fundus  enim  dictus  est,  quod  in  eo 
fundentur,  vel  stabilientur  quaelibet  res.  Fundus  autem  et  urbanum  aedi- 
ficium  et  rusticum  secundum  anticjuos  intelligendum  est,  de  quibus  rebus 
geometria  maxime  ti-actat  ac  figurarum  omnium  rationem  disponit. 

DE  DISPOSITIONE. 
35  Dispositio  geometriae  est  linearum  intendere  genera,  utrum  vel  circum- 

ferendo   vel   flexuose   pergar,   de    quo    in  sequentibus  plenius  dicendum  est 

DE  DISSCRIPTIONE  GEOMETRIAE. 

In    disscriptione    quoqua  notari  debeat   auguli,   sicut   in   distributiooe 
inspiciüntur    figiirae,    quod  demonstrabitur^    i3uia  Je  angulis   et  de   ßgnrU 
40  universis  dicemus, 

DE  DEMONerUATIOMTn  OEOMETRIAE, 

In   demtinsfjriitiail*  miik«m,   lUii*»«'  »«i    Hitrmiif'lnkis,    tntüöri    oportet  10 

NajiJ   suminjtatum   gejier^  na    suinmtias.      [ß*- 
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cnndum  geometricam  enim  appellatio  summitas  est,  quae  longitudinem  et 
latitudinem    habet    tantummodo.      Summitatis    ßnis    lineae    sunt.      Plana  45 
siunmitas  est^  quae  aequaliter  rectis  lineis  est  posita]  ad  longitudinem  atque 
latitudinem,  quae  alio  nomine  superficies  dicitur. 

Was  ich  zwischen  eckige  Klanmiem  gesetzt  habe,  findet  sich  in  den 
Gram,  Vet,  I.  an  drei  verschiedenen  Stellen.  99,  11 — 14;  411,  10 — 14; 
414,  14—18.     Nach  folgender  Einleitung: 

DE  EXTREMITATIBÜS. 
De    exiretnUutibiis   quoque,    quomodo  pertineant   ad  conchisionem,   nos- 
cendum,  quod 

folgt  nun  weiter  aus  den   Grom,   Vct.  I  das  Stück  414,  24 — 415,  4  mit 
folgenden  Abweichungen. 

414.  24.  quippe  fehlt;  duo,  hoc  est  —  25.  per  rigorcftn;  per  flexuosum 
observaiur;  rigor is.  —  26.  velut  —  26 — 27.  rectum  per spicitur,  —  27.  vero  fehlt. 

415.  1.  quicquid  ad  horum  immitationetn  in  forma,    Nam;  mensura.  — 

2.  directum. 

Weiter 

DE  PRINCIPIO  MENSÜRAE. 

Grom.  Vet.  I.  377,  2 — 7.  Voran  geht:  Principium  mensurae  punctus 
vocaiur^  cum  medium  tenet  figurae, 

377.    2.  cuius  figurae  pars.  —  3.  puncti.  —  5.  et 

Femer 

DE  GENERIBÜS  MENSÜRARUM. 

Grom.  Vet.  L  96,  1 — 97,  13.     Abweichungen  sind  folgende: 

97.  1.  et  crassitudincm.  —  2.  cum  longitudinem.  —  3.  mirahüia.  — 
4.  simüia  muUa.  —  5.  vocant.  —  6.  hahcamus.  —  6 — 7.  per  quae  etiam 
agros  metimur  fehlt.  —  9.  d  Ulis  alia  similia;  est  fehlt.  —  10.  nos  autem; 
c^ppeüamus  fehlt.  —  12.  Pirarum  idem  opus  rotundum,  %yyramidem  aut 
Ic^^iäe  macherias. 

Von  hier  an  fehlen  weitere  Ueberschriften.  Es  finden  sich  aber  der 
Beihe  nach  noch  folgende  Theile  der  Gram.  Vä.  L: 

416.  4 — 5:  4.  singuli.  —  415.  1 — 4:  2.  directum. 
»8.  16—106,  11. 

•8«    16.  est,  ut  tarn  diximus;  vero.  —   16.  rectae  fehlt. 
^   ■  = .     M*  1.  posUae  cunctae;  non  fehlt.  —  3.  iriu.  —  6.  singulorum  suorum 
t . .  4Mii.  —  7.  arbamm  aut  signorum.  —  8.  similitudine.   —  9.  multorum; 
%Ufc.  —  14 — 14.  fehlt.  —  15.  summitatwnh. 

MI»  2.  fi  qms,  —  3.  ratione  angulorum.  —  3 — 4.  ipsas  extremitates.  — 
—  8—9.  gmeris  sui  fehlt.  —  9.  hebes,  —  10.  ethigrammos.  — 
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11 — 12.  rcdus  super  rectam  lincam  frans  ordinem.  —  12,  tU  singvili,  — 
13.  sint  —  14.  insistit  vertex  est, 

101.  1.  ex  recto  angulo,  —  3.  posUionetn  qua  sL  —  6.  häbehit,  — 
6.  compressior.  —  9 — 10.  infra  finUimas  lineas,  —  11.  plus  normaUs 
fehlt.  —  12.  Ueberschrift:  De  spedebus  linearum.  —  13.  sunt  tres  gcneris 
suL  —  14.  cyrctUum.  —  15.  per  fehlt-,  transfercL  —  15 — 16.  par  e 
alfcro,  —  17.  quuecunique  vero  linea  ordinata  dim^isione  scniicirctdum  crit, 
'  103,  1.  qui;  et  linearum  per,  —  2.  intermcetnt^  hebetes  angulos  faciet 
gcneris  sui;  infra,  —  3.  dimensUme;  lineae  fehlt.  —  5 — 6.  angxdi^  ui  dixi- 
mm,  sunt  rectum;  acutum;  rectum,  —  7.  per  rectum  punctum.  —  8.  parte 
fehlt.  —  8 — 9.  Statt  ehes  et  acutus  steht  Ceteros  autem,  —  9.  dimensiom: 
a  rccta  linea.  —  11.  cludit.  —  13.  acuta  hoc  modo  fiunt.  —  14.  pares 
circulL  —  16.  faciunt;  Uebetes;  contrarii,  —  17.  hi  inter,  —  18.  tnJi<- 
cuntur.  —  18 — 19.  rectus  angulus,  liebes  et  acutus  dicuntur.  —  19 — 20.  fuertmt 
int^  sc,  —  20.  intra  sc. 

103.  1.  altera,  —  3.  media;  hebetes.  —  5.  exilissima  plenissimc  fini- 
anfur.  —  6.  et  angularum.  —  8.  campilurcs  fehlt.  —  10.  erga,  —  11 — 16  fehlen.  — 
17.  Angularis  igitur;  tenet  diMS.  —  18.  planitie.  —  19.  et  fehlt  — 
20.  Kam  solidus. 

104.  1.  Forma  sive  figura.  —  4—5.  rationaU,  —  5.  circumfercfUibus 
et  rectis,  —  6.  rectis  et  circumfcrcntibus,  —  7 — 12.  fehlen.  —  13.  circHm- 
fercnlium  farmarum.  —  11.  unius,  —  15.  et  fehlt.  —  16.  accedcntibus 
usque  infmitum.   —    17.  plurimum,  —  18.   sub;  atque  ab.  —   19.  posifae. 

106.  1 — 3.  ex  duabus  bis  ex  rccta  fehlt.  —  3 — 5.  Quadrilatera  forma 
est  quütuor  Vmcis  toiidemque  angularum  ex  duobus  circumfcrcntibus  et  duahtis 
rectis.  Flura  latera.  —  6.  plus2)lus,  —  6  —  7.  cantinctur.  —  S.  ex  tribus 
circumfcrcntibus  et  duabus  rectis. 

Endlich  378,  5-14. 

378.  5.  Bectae  lineae.  —  6.  Tria  latera.  —  7.  tribtis  fehlt.  - 
8 — 10.  finitima  bis  scrvatur  fehlt.  —  10.  vcra  fehlt;  quac  quatuor.  - 
11.  cantinefitur ;  est  fehlt.  —  12.  tribus  comparibus  dauditur,  —  13.  tmd 
hitrra  comparia. 

Kuh  folgen  ErgünauEgen  der  von  Ca^tor  in  den  Agrimcnsorm  ans 
ErAPHKODiTUS  verötfeiit  lieh  ton  Paragraphen^  specißll  m  §  7  und  folgende^ 
welche  ich  mir  wörtlich  mitzntheilen  erlaube. 

L  I  Idem  ager  est  longus  pedum  CCXL,  cuius  latitudo  ignoratuf,  se4i'*'« 
in   eo  dispositat*  sunt  arbores  int^r  41111103  pedes  smgulae  crassae  ptätm 
duarum  DXXV,     Si  qtiaatirö  vi»  IsLlitudinom  agri,  adicias  ad  lon^tndmem 
quinamni  nunierumj  quii  intar  püdea  V  tli\i  sitas  esse  arbores,  fiunt  CCXLV. 
Tnnc  BUmm  pJtrfcm  Kn^itluiei&i  ijllla  liirlvoröS  |  cum  btervallo  habent  pedes  VU^K"*' 
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fiunt  XXXV.  Smnas  tricesimam  partem  quintam  de  numero  arborum,  hoc 
est  de  quingentis  XLV,  fit  XV.  Hoc  ducas  septies,  fit  CV.  Hinc  ducas 
intervallmn,  hoc  est  pedes  V,  remanent  C;  tot  pedes  latitudo  agri. 

n.  At  cum  erit  mons,  qui  tenet  in  vertice  per  <5ircuitum  pedes  trecentos 
et  in  ascensu  pedes  octingentos,  ad  pedem  autem  habet  in  circuitu  pedes  lo 
mille.     Si  qnaeris,  quot  ingera  in  eo  sint,  iungas  in  unum  duas  circuitiones, 
id  est  mille  et  trecentos.    Dein  sumas  partem  dimidiam,  hoc  est  sexcentos 
qninquaginta.    Ducas  per  ascensum  montis,  hoc  est  per  octingentos,  fiunt  DXX ; 
tot  igitur  pedes  erunt  quadrati  in  superficie  montis.     Deinde,  ut  inveni- 
amus,  quot  sunt  iugera  in  "eo,  videas,  quoties  teneat  XXVHI  •  DCCC,  quia  i5 
tot   pedes    constratos   habet   unum   iugerum,    id    est   XXVm    octingentos, 
erunt  iugera  XVlll  insuper  pedes  mille  sexcenti. 
)7'         m.    Item   I   mons    est    qui   tenet   in   imo    prope    pedem    in.  circuitu 
pedes  n  •  D    in  medietate  per  gyrum  pedes  MDC,    in   cacumine  adaeque 
in  circuitu  pedes  C,  cuius  ascensus  pedum  est  D.     Si  igitur  quaeris,  quot  20 
iugera  in  eo  sint,  iunge  in  unum  tres  circuitiones,   id  est  pedes  II  •  D  et 
MDC,  nee  non  et  centum,  fiunt  simul  Uli  •  CC.    Hinc  sume  partem  tertiam 
quae  fit  MCCCC.     Hoc  multiplica  per  altitudinem,  et  facit  DCC.     Deinde 
vide    quotiens   habeat  XXVHI  •  DCCC,    hoc    est  vicies   quater.     Tot  sunt 
iugera  in  eundem  montem,  hoc  est  tabulae  quatuor  et  remanent  pedes  CC.  25 

IV.  Mons  est  strabus,  qui  habet  ad  pedem  in  circuitu  pedes  MCCC,  in 
cacumine  per  circuitum  pedes  CC,  sed  est  altus  in  parte  dextera  pedum  DCCCL 
et  ex  parte  laeva  pedum  DCCL,  quaero,  quot  sunt  in  eo  iugera.  Sic 
quaere.  lungo  in  unum  duas  circuitiones,  hoc  est  MCCC  et  CC.  Sumo 
partem  dimidiam  fit  DCC.  mitto  per  circuitum  U  -  D  ascensus  ambas  in  so 
107' unum,  id  est  DCCCL  •  DCCL,  fiunt  MDC.    Hinc  sumo  medietatem,  |  quo.*) 

Damit  bricht  die  Sache  ab,  und  ist  hier  der  Auszug  aus  dem  Geotnetrica 
überscbriebenen  Abschnitte  zu  Ende. 

31)  Es  folgen  nun  wieder  Blatt  107^  2—109'  Capitel  aus  Gerberts 
Geometrie  und  zwar  die  Ollerischen  Nummern  45,  42,  44,  23,  22  mit 
folgenden  Abweichungen: 

448.    (Cap.  45.)     28.  Katheti  dimidium, 

1)  Am  diesen  Tier  Paragraphen  in  Verbindung  mit  dem  auf  Blatt  89'  des 
befindlichen  Iftsst  sich  nun  wohl  sagen,  was  anf  dem  einen  fehlenden 
bM  Abo— TAMüB  yoh  Epaphboditub  enthalten  gewesen  sein  dürfte.    Es  war 
liSI»  weitere  Ausführnng  des  bei  Cantor  unTollständigen  §  7,  dann  kamen 
Asafgahen  Aber  Bänmezahl,  bei  welcher  einmal  die  Länge,  einmal  die 
Vesfauidenen  Ackers  gesucht  warde,  dann  kam  Ton  den  jetzigen  vier 
B  Hb.  n.    Der  letztere  schon  von  Cantor  durch  Divination  erschlossene 
ift  Quelle  zu  Gkbbbrts  Cap.  G4.    (S.  457.)    §  IV  lässt  sich  aus  Cantor 
^oUfttndigen. 
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447.  (Cap.  42.)  15.  adidaiur,  —  17.  lineantm  redofwm,  —  19.  mt 
fehlt;  numeri  I  •  COXXV. 

448.  (Cap.  48.)  14.  praecisuras,  —  15.  dinoscere;  dudo,  —  IG.mbhw« 
simul.  —  17.  CCCLXV.  —  18.  quod  superfuerit.  —  20.  /»raMwwr«/.  — 
22.  praecisuram,  —  23.  superhahundantis. 

433.    (Cap.  23.)     23.  Si  vero  est,  —  24.  quacumgue  cunugMe,  agiro- 
lätnum,  —  26.     conlatio 
camparatio, 

(Cap.  22.)  1.  Ad  mensurandum  cum  quadrato  astrolabü  m  piam 
gtantem  per  suatn  ipsms  quanüibet  cUUtudinem,  —  4.  cuiusque.  —  b.  pn 
umbram  ipsius  ausradiert.  —  6.  solis  radio;  aJhidadae.  —  7 — 9.  qmd  bis 
quadrato  fehlt.  —  10.  eandem;  proportionem  aUUudo  fehlt;  ad  umbram 
ausradiert.  —  12.  habent;  umbra  ausradiert.  —  14 — 15.  scsquaUfra.  — 
15.  8%  omnes  XIL  —  16.  et  umbra  ausradiert.  —  17.  äXhidada:  umhn 
ausradiert.  —  19.  inumbraia  ausradiert;  bassis  est,  —  23.  dinosdiur. 

Blatt  109^  110  und  111  sind  leer. 

32)  Von  Blatt  112'  bis  118",  14  erstreckt  sich  dann  eine  Abhandhug, 
welche  von  der  Hand  des  Inhaltsyerzeichnisses  „PONDERA"  überschrieben 
ist.  In  Wirklichkeit  ist  es  eine  Abhandlung  über  das  Bechnen  mit  römiscben 
Minutien.  Ich  theile  dieselbe  mit,  soweit  sie  Interesse  hat,  und  gebe  dort, 
wo  ein  solches  in  beschränktem  Masse  besteht,  dieselbe  nur  auszüglich 
wieder.^) 

I  DE  DIVERSITATE  TALENTORUM.  m 

Mna  C  dragma,  id  est  XXV  solidi.  Talentum  minimum  est  libramm  L, 
medium  LXXU,  maximum  CXX.    Siliqua  lentis  duo  grana  sunt  et  duae  tertiae. 


Uneia  in  uneiam  fit  dimidia  sextula. 

Sesquuncia  in  sesquunciam.     sextula  et  obolus. 

Sextas  in  Sextantem  fit  duella. 

Quadrans  in  quadrantem  fit  semuncia  et  sicilicus. 

Triens  in  trientem  fit  uncia  et  duella. 

Quincunx  in  quineuncem  fit  sextans  et  dimidia  sextula. 

Semis  in  semissem  fit  quadrans. 

Septunx  in  septuncem  fit  triens  et  dimidia  sextula. 

Bisse  in  bissem  fit  quieunx  et  duella. 

Dodras  in  dodrantem  fit  semis  semuncia  et  sicilicus. 

Dextas  in  dextantem  fit  bisse  et  duella. 

Deunx  in  deuncem  fit  dimidia  sextula. 

As  in  assem  fit  as. 


xxnn 

XXXVI 

XLvra 

Lxxn 

xcvi 

CXX 

cxLiin 

CLXVIU 
CXCIX 
CCXVI 
CCXL 

ccLxnn 
ccLxxxvni 


1)  Es  ist  ein  Abschnitt  Ton  Gkbbebts  Regula  de  abaco  computi  (Ollekis  333, 25 
bis  841, 16). 


DE  sD£iLrm'3"i:  itnr^u^i  s«r.  x:: 

onis  simiiit&i-:«  iz.  'ü^izTii  :••?=.  •:*;i:i.     Si*  raizi  *-v^  5^faL■:^^  ^:£1   V^ 

in  scmisseiii.  •:'=*5i  5*i  i^  Sirrarrin.     >iC  sex  ii  i«f-3fcr.x:ni  I^^ur.  HI      « 

J2»in  SXXYI   «ÄLSGTgi:-    seris    ner:*    ir    seziäs**^  £r      :j=»-  I>3!l  S.   11 

dnMitcDi    de*ii£Efi::.      Sei     .lii    «liiis^-'e    »."lies?*    ir    »  ^t^.   I 

stnbiftiir,     mmc     ^ttah-,    in    Äh^ram    c^xnn    k-c^Tin    x»:x  i'^rw.  Q 

ndeator.  i;uc^:5  ^       ?• 

J}e  wmeia.     Uzk-Ia   in   asöeni   oejCia  . us^ia   in  sesgcacar-   inun::^^ 

De  Mefrmm^j.    Sesmn^ia  in  üTxamcxmiqiir  »hiw^imr.  rin>  .vTaxißr  wcTuir:;» 
in  quam  dneimr,  qiiia  ipxsa  «>:;taTm  assis  rxis^:. 

De  sexiamti.     SextAS  in   quadnntem   sezmoei»  ....   s«x:;&$  in   fts^s^^:*! 
seztu.  w 

De  quadromlf.     Quid   quadncs  in   nnoiAm.  Tri   in   si^xiant^m«   tvI   in 
113' 86  ipsom  I  faciJU,  saperios  dictum  es:.     Idem  «s:  enim  quAiins  in  nnkiAn: 
Tel  lexUntem,  qnod  micia  vel  äextas  in  qaadrmntem.     Xnnc  tviv\  ^Uxvi  in 
cetera  reddmt,  Tidendmn  est Quadns  in  assem  qiukiink& 

De    iriente,      Triens    in    qnineuneem    ancia    Srsmncijk    s^xtul«    , ,  .  ,  » 
Triens  in  assem  triens. 

De  qmincmnee.     Qnineiinx  in  semissem  s«xtas  semunoia  ....  Qaimrnni 
in  aseem  qninconx. 
13^  De  semusfe.  \  Quid   semis   in   nnciam  vel  sextantem,    ivl  quadxaoi^nu 

vel  trientem,  Tel  qnineoncem  faciat  supenos  demonstnuum  est,  quand^^  «^' 
dieebator,  qood  nncia.  Tel  sextas,  vel  qaadias,  vel  triens,  Tel  quiinrnnv 
in  aemiseem  redderet.  Hoc  enim  scire  oportet,  qaod  in  omni  muliipli- 
catione  siTe  nnmerorom,  sea  nnciamm,  siTe  minutianun  tantumdem 
valet  conveisio,  qnantum  directio.  Sic  enim  idem  mihi  est,  si  dicam  Tel 
directim  ter  qnatuor,  vel  e  conTersim  qaater  tres;  utraqne  multiplioatio  <> 
ad  dnodenarinm  conver^t.  Sie  idem  mihi  ent  siTe  directim  triens  in 
semissem,  vel  conTersim  semis  in  trientem  dicam;  atrumqne  duorum  ad 
sextantem  descendit  ....  Semis  in  assem  semis. 

De  sepiunce.    Septonx  in  bissem  triens  semnncia  sexiola Septnnx 

in  assem  septtinx.  v 

4'  De  bisse.     Bissis  in  dodrantem  semis  |  .  . .  Bissis  in  assem  bissis. 

De  dodrante.    Dodras  in  dextantem  septonx  semnncia  ....  Doiiras  in 
assem  dodras. 

De  dexkmie.     Dextas  in  denncem  dodras  sextala.     Dextas  in  assem 
dexias.  :.^ 


128  Maximilian  Curtse: 

De  Dmnce.     Deunx  in  asse  deunx. 
De  asse,     As  in  assem  fit  as. 

Ne  mireris  me  semis  in  semissem,  vel  quadras  in  trientem,  vel  triens 
in    quadrantem    dixisse,    cnm    potins    semissis    semissem,    vel    quadrantis 

CO  trientem ,  vel  trientis  quadrantem  et  cetera  eodem  modo  dicere  debuissem. 
Quia  enim  superins  me  eanim  detrimenta  sub  optentn  multiplicatioDis 
ostensurum  promisi,  nunc  semis  in  semissem  quasi  sex  in  senarium  dixi. 
Quia  vero  quid  quaeque  in  se,  quid  in  invicem  facerent,  minus  capacibns 
monstravi,  universalem  regulam  subnectere  collibuit:  Omne  quod  sub  uni- 

c5  täte  locatur,  sive  in  numerum  quemlibet,  sive  in  aliquod  eorum,  quae  sab 
unitate  sunt,  sicut  superius  demonstratum  est,  ducatur,  non  multiplicationem 
exposcit,  sed  totam  partem  illius,  in  quam  ducatur,  quota  pars  ipsum  assis 
existit.  Yerbi  gratia  si  unciam  in  XXilii  ducas,  non  extra  XXIUI  numerum 
quaerere,  in  quem  illa  inductio  excrevisset,  labores,  sed  infra  XXUII  totam 

70  partem,  quota  est  uncia  assis,  id  est  duodecimam,  |  requiras,  quae  erit  binarins.  l: 
Ex  XXmi  igitur  et  uncia  repraesentatur  binarius.    Si  vero  eandem  unciam 
in  deuncem  duxeris,  vel  dextantem,  vel  in  ceterorum  aliquem,   quia  ipsa 
est   assis    duodecima,    duodecimam    deuncis,   vel    dextantis,    vel  ceteromm 
alicuius  accipias.     Sed  forte   dicis  deuncem  non  habere  duodecimam,  nun 

75  non  nisi  undecim  contineat  uncias.  Ego  vero  tibi  respondebo,  cum  uncia 
habere  possit  duodecimam,  id  est  dimidiam  sextulam,  unciae  duodecima 
undicies  ducta,  eo  quod  et  ipsa  undecies  intra  deuncem  teneatur,  faciet 
deuncis  duodecimam.  Sextas  autem,  quia  Eexta  est  assis,  in  quemcumqne 
numerum  sive  minutiam  ductus,  in  quem  ducitur  sextam  requirit.    Quadras, 

i(0  quia  quarta,  quartam;  triens,  quia  tertia,  tertiam;  quincunx,  quia  quinqne 
sunt  assis  duodecimae,  quinque  duodecimas  illius,  in  quam  ducitur,  exjwscit. 
Semis,  quia  media,  mediam;  septunx,  quia  Septem  duodecimae,  Septem  düo- 
decimas;  bissis,  quia  duae  tertiae,  duas  tertias;  dodras,  quia  tres  quartae, 
tres  quartas;   dextas,  quia  X  duodecimae,  X  duodecimas;  deunx,  quia  un- 

85  decim  duodecimae,  XI  duodecimas. 

Est  et  alia  regula  numeros  tantum  comparandi  ad  uncias.  Qnilibet 
numerus  si  cuilibet  supradictorum  comparetur,  id  est  vel  deunci  vel  dex- 
tanti,  numerus  unciarum  in  deunci  vel  dextanti  per  numerum  comparatom 
ducatur I,   et  hi,   qui  inde  excreverint,  per  duodenarium  partiantur.    Qnot-ll*^ 

90  cumquo  vero  in  hac  partitione  duodenarios  reperies,  totidem  asses  in  ipsa 
unciarum  et  comparati  numeri  multiplicatione  excrevisse  cognoscas.  Si 
aliquae  vero  extra  duodenariorum  partitionem  supertuerint,  bos  pro  onciis 
teneto,  verbi  gratia,  si  quinque,  pro  quincunce,  si  IIII  pro  triente.  & 
autem  infra  doodenariiim  illa  multiplicatio  remanserit,  quicunique  numenis 

9b  tibi  sab  ^  «nin  pro  totidem  unciis  teneto.     Quod  usqoe 
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modo  dictum  est,  exemplificare  libet.    Ecce  qaadrante  octonarius  comparetur. 
Sed    tres    uneiae  in   quadrante  tenentur,    quae  per   octonarinm  dnetae   in 
XXnil  snrgunt.     Sed  in  XXllll  bis  duodenarius  apparet;  duo  igitur  asses 
ex    octonarii    et    quadrantis    multiplicatione    veninnt.      Item    si    octonarius 
trienti  comparetur,  quia  triens  TTTT  unciarum   est,  quatemarius  per  octo-  loo 
narium  multiplicatur.     Sed  quater  Ym  XXXII.     In  XXXU  vero  bis  duo- 
denarius habetur  remanentibus  VUI;  erit  igitur  ex  multiplicatione  unciarum 
trientis   et  octonarii  XXXII  uneiae,   id  est  asses  II  et  VIII  uneiae,  id  est 
bisse.      Item    quatemarius    sextanti    comparetur.      Sed    sextas    duarum    est 
unciarum,  binarius  ergo  in  quatemarium  ducatur,  de  quo  nascitur  octonarius.  100 
Quia  igitur  infra  duodenarium  remanet  octonarius,  infra  assem  etiam  erit, 
et  pro  VUI  unciis,  idest  pro  bisse,  deputabitur. 
ly  I  Yideor  in  culpam  illam  incidisse  in  quam  Porphirium,  cum  de  genere 

tractabat,  dicunt  devenisse.     Cum  enim  omnem  demonstrationem  ex  notio- 
ribus    oporteat   constare,    deputant  illi  in   vicium  ad  generis  dit^nitionem  no 
speciem  ignotiorem  adhibuisse.    Ego  quippe  similiter  comprobor.    Cum  enim 
unciarum  comparationes  ex  notioribus  monstrare  debuissem,  minucias  igno- 
tiores,  id  est  sextnlam,  sicilicum  et  ceteras  intermiscui.  Sed  Boetius  Porphirio 
succurrit  et  mihi,  dum  dicam,  nullam  rem  nisi  ab  bis,  in  quibus  substan- 
tiam  suam  habet,  posse  demonstrari.    Sicut  enim  genus  a  specie  substantiam  116 
snmit,  sie  et  uncia  a  partibus  suis,  id  est  sextula,  sicilico  et  ceteris,  quibus 
praeeuntibus    ipsa  non  manebit.     Nee  autem  paululum  unciis  intermissis 
aliquantulum  scribere  non  pigeat  de  minutiis,  ut  et  minutiis  et  unciis  pleniter 
cognitis    de    utronimque    divisionibus    et    ductionibus   postmodum    abunde 
dicatur.     Ne  mireris   autem  nos  distinctionem  inter  minutias  fecisse,  cum  120 
et  uneiae    minutiae    possint   vocari.     Uncias   quidem  propter  excellentiam 
suam  tantum  uncias,  minutias  yero,  quae  parvitate  sua  post  unciam  locantur, 
appellare  placet  tantum  minutias. 

ünciae    diyisione    ultimus    terminus    calcus    occurrit.      Prima    autem 
einsdem  diyisionem  secundum  medietatis  naturam  semuncia  suscipit.    Uneiae  iss 
i6^  igitur  I  medietas    semuncia    dicitur;    tertia   duella;    quarta  sicilicus;    sexta 
wztola;     octaya    dragma;    duodecima    dimidia    sextula,     vicesima    quarta 
leripulus;  quadragesima  octava  obolus;  nonagesima  sexta  cerates;  centesima 
iKmagesima   secunda   calcus.      Sed    qui    fastidium    respuunt,    non    nisi    ad 
Kripulum  descendere  yolunt,    qui  yicesima  quarta  est  uneiae,   assis  vero  iso 
dneentesima  octuogesima  octava,  ut  in  prima  paginula  huius  libelli  videre 
pnrfacile  est.    Ascripulo  igitur  propter  minus  capaces  incipiens,  quod  quae- 
qtie  in  86  vel  in  quamlibet  aliarum  valeat,   monstrabo,  servata  tamen  in 
^      Alis  etiam,  sicut  in  unciis,  regula  prima  universaliter  superius  dicta. 
[  De  mimUUs,     Scripulus  in   scripulum  fit  pars  calci  trigesima  sexta,  lu 

I  AUl  lu  Gotoh.  der  Mathom.  VII.  \) 


130  Maximilian  Cartze: 

quae  ob  parvitatem  sai  nomen  habere  non  merait.     Dimidia  sextala  in 
se   calci  nona.     Dragma  in   se  calci  quarta.     Sextula  in  se  oboli  noDa. 
Sicilicus   in   se  calcus.     Duella  in  se  duae  scripnli  nonae.     Semancia 
in  se  obolus. 
140  Quod  autem  in  invicem  faciant,  yel  etiam  in  ipsas  uncias,  sie  accipe. 

De    scripula,      Scripolns    in    dimidiam    sextulam    XVlJi*   calci   . .    . 
Scripolus  in  nnciam  oboli  sexta,   quod  esse  dicunt  siliqnae  medietatem  jli 
....  Scripolus  in  assem  scripulus. 

De   dimidia   sextula.     Dimidia   sextula   in   dragmam  calci  sexta  .... 

u5  Dimidia  sextula  in  dodrantem  scripulus  et  medietas  scripuli  | .  Dimidia  11 

sextula  in  assem  dimidia  sextula. 

De  dragma,     Dragma  in  sextulam  calci  tertia  . . .  Dragma  in  assem 
dragma. 

De  sextula.     Sextula  in  sicilicum   ceratis  tertia  ....  Sextula  in  se- 
i:>o  missem  dimidia  sextula  |  .  .  .  .  Sextula  in  assem  sextula.  il 

De  sidlico,     Sicilicus  in  duellam  tercia  oboli  ....  Sicilicus  in  assem 
sicilicus. 

De  dudla,     Duella  in  semunciam  tercia  scripuli  ....  Duella  in  se- 
missem  sextula  |  . . . .  Duella  in  assem  duella.  ii< 

155  De  semunda,    Semuncia  in  unciam  scripulus  ....  Semuncia  in  assem 

semuncia  (Bltt.  118^  14). 

33)  Nun    folgt    von    der    nämlichen    Hand,    aber   durch    eine   Zeile 
Zwischenraum  getrennt,  Folgendes: 

I  Ambitus    totius    terrae    CCLll    absolvitur    stadiorum,    quae    taeiontlH 
leuvas   gallorum  XXI;    Milliaria    XXXI. D;   Passus    tricies    et    semel    mille 
millia  et  D;  Pedes  centies  quinquagies  et  septies  mille  milia  et  D;  Uwias 
milies  octingenties  nonagies  mille  milia;  Digitos  V.DC?*"  LXX^  IQ.    Digitoi 

5  est  minima  pars  agrestium  mensurarum.     Uncia  habet  digitos  HI:  Palmns 
in  Uli  protenditur  digitos;  Pedem  XYI  metiuntur  digiti,  Passos  V  pedum 
mensuram  sortitur';   Pertica  duos  passus,   id  est  X  pedes  explicit.     Passus  111 
CXXVI  Stadium  absolTunt;  Stadia  VIII  miliarium  praestant:  Mille  paäsoS; 
id  est   miliarium   et   dimidium,   leuvam  üaciunt  habentem  passos  M  e;  D; 

10  duae  leuvae  sive  milliaria  tria  efficiunt  restanu 

34)  Daran  schliesst  sich  Bltt.  118^,  5 — 11  ohne  jeden  ZwiscbeciUB 
die  ,,Divi^o  de  limace*'  aus  den  Propositiones  ad  aciiendos  imcfm<s  :  Bedh 
opera  I,  102)  ohne  jede  Abweichung  Ton  dem  gedruckten  Texte,  ansser 
dass  in  der  Lösung  die  Zahl  der  Uncien  richtig  als  90000.  nidi;  wie  ia 
Drucke  als  90  angegeben  wird. 

35)  Weiter  folgt  118^,  11—124',  obwohl  Töllig  heterogecrc  Liiahs. 
ebenso     unmittelbar    anschliessend    eine    Abhandlung    über    Mstryn^y^lsehi 
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Gegenstände.  Sie  hat  folgende  Capitel  oder  Paragraphen:  De  solis  cur»u; 
De  c»rsu  solis  per  XII  signa;  De  cursu  lunae  per  XII  signa;  De  cursti 
VII  planet4irum;  sie  schliesst  Bltt.  123^:  Sed  inter  haec  omnia  sydera 
mortis  muxime  inohservabüis  est  imrstts,  Bltt.  124'  enth&lt  dann  noch  ein 
dazu  gehöriges  astronomisches  Diagramm. 

36)  Da  auf  Bltt.  119^,  einer  grösseren  auf  Bltt  120'  folgenden 
Figur  halber,  etwa  eine  halbe  Seite  Platz  geblieben  war,  so  hat  eine  ähn- 
liche, jedoch  sicher  andere  Hand  den  Platz  mit  folgender  Bemerkung  aus- 
gefällt, welche  sich  auf  die  Theile  des  Asses  bezieht. 

ünaquaeque  pars  assis  a  deunce  usque  in  1  quot  semunciis  consistit, 
tot  VSr  ad  unciam  sibi  requirit.  A  semuncia  yero  usque  in  obelum,  quot 
obelis  consistit,  tot  semuncias  scripuli  ad  unciam  sui  requirit.  Et  hoc  in 
minimis  partibus  assis  probemus.  Quaeramus  unciam  in  -i-  hoc  modo. 
Uncia  habet  duas  1,  totidem  99".,  qui  sunt  q:  ad  unciam  sui  requirit. 
£*  autem  tres  L  habet,  totidem  quoque  99",  qui  sunt  %,  ad  unciam  sui 
requirit. 

37)  Auf  Bltt.  124^  findet  sich  an  erster  Stelle  die  19.  Idylle  des 
AusoNius  mit  der  Ueberschrift: 

Duodecim  HerctUis  erumnae,  quas  nidor  sustinuit 
Euristeo  iubente  lunonis  prece. 

38)  Darunter  steht  folgende  Melodie: 

Ut  re  fa  re  mi  re  üt  re  mi  mi 
fa  sol  mi  r6  mi  üt  r^  fa  s6l  la 
sol  fik  mi  rä  mi  mi  s6l  la  sol  mi 
fa  sSl  re  U  s6l  la  fa  s6l  l&  la 
sSl  fa  re  üt  mi  re 
und  die  Bemerkung: 

Armo  grece,  coaduno  latine,  u/nde  armonia  coadunaiio  vocum  dicitur. 

39)  Bltt.  125'— 127^  enthält  eine  Abhandlung  mit  dem  Titel 
„Mensura  Monochordi",  Anfang:  Primum  divide  monochordum  per  quntuor 
a  magdcUu  ttsque  ad  magdalam,  Schluss  (Bltt.  127^  6):  et  duos  tonos 
hahebis.  Auf  Blatt  127^  steht  dann  noch  eine  Tabelle  der  Töne  und 
Halbtöne. 

40)  Nun  folgt  Blatt  128'— 132^,  23  der  Brief  Adblbolds  an  Gerbert 
über  das  Volumen  der  Eugel.  Da  derselbe  in  den  bisherigen  Drucken  noch 
nicht  in  seiner  Vollständigkeit  veröffentlicht  ist,  sondern  zu  seinem  vollen 
Verständniss  wesentlich  nothwendige  Sätze,  der  Mangelhaftigkeit  der  be- 
nutzten Handschriften  halber,  weggelassen  sind,  so  lasse  ich  denselben 
hierunter  vollständig  abdrucken. 

9* 


ISS        ^^^^^^^V  Maximilian  Cutizet 

I  Ihtmno  SiLVESTEO  Smmno  Et  Fmüfici  Ei  Plnlompho  i% 

Aj>ELPOLi>tT«  smlasiiam  niiae  et  fdieitafis  perpdnitaitfn. 

Yalde  peccar©  est  publicis  iötentTim  titlütatibus  privativ  ißquletare 
conveutionibus,  sed  boc  ingenio  yestro  confido^  ut  slisQul  et  rebus  piiblicis 
Q  possit  äufBoeray  ei  mihi  ex  hoc,  quod  qnaero^  satisfacere.  Et  tamen  temere 
a^o  ^t  Don  LgQoraQier  p^cco^  quod  iantiini  virum  quasi  Cinnscolasticum  in 
naeiiÜB  coiivenio.  Sed  confessio  peceaii  veoiam  qqh  tan  tum  dico  qaaerit, 
sed  exigit.  Fortasse  cogit&stis,  ut  sie  peeeetn^  ut  me  peecasse  poenitere 
notiin,  ac  ideo  sioe  fructu  poeniteutiae  coEfessio  nm  Teniara  debeat  quaerere^ 

10  ütiC  remissionem  aliquam  ©ligere.  Ad  haec  respondeo,  quia  si  benignitatem 
vostram  in  hm  €onventione  offendero^  ulti'a  quam  credere  possitis,  me  vos 
eativenis&e  dolebo:  &e  ideo  dolenti,  et  poenitenti,  simulque  se  peccasse 
fateati,  et  deinceps  ab  eiusmodi  peecato  se  abstiuere  volenti  veniam  conce- 
dendam   esse   ceaeebo,  ab   eo   maxiine,    qui   vieem   illius   teuet,   cui  dictum 

Iß  est :  ,,Nm  dim  tibi  usquf^  ^cptics  etu*." 

Si  autem  non  offendere,  sed  id,  quod  quaesiero,  cum  benevolentia 
ireitra  adeptus  fuerOf  scitote,  quod  in  adeptione  mea  et  mihi  et  multis 
prodesse  gaudebo,  Quaesiiuneulaf  quam  iam  aiietoritati  vestrae  trausmisi, 
quIa  uon  resolvatur,  me  |  in  ea  aut  yos  offendisse  timeo,  aut  pro  düationetl 

20  solutionis  aliquid  »^rande  futurum  spero.  Sed  aliud  quoddam  proponain. 
ut  aut  ex  hoc,  quod  timeo,  magis  doleam,  et  doloris  magnitudo  vos  flectat 
ad  veniam,  aut  ex  eo,  quod  spero,  niagis  gaudeam,  et  gaudii  mei  plenitudo 
remunerationem  vobis  implorit  futuram.  Et  hoc  quidem,  quod  nunc  pro- 
ponere    volo,    quibus    rationibus    discuti,    et    ad    intellectum   usque    deduci 

25  possit,   videor   videre,   sed    ad    determinandani  diligentiam  vestram  expocto, 

ut  tanti  viri  auctoritas  praeceptionis  meae  fiat  aut  correctio  aut  integritas. 

Quid  ergo  sit,  quibusque  iniaginationibus  circa  illud  vel  delusus  habear, 

vel   certus   tenear,    iam    nunc    aperiam,    ut   vulnerc    aperto   haesitationis   a 

vobis  praesto   sit  medicamentuni  certitudinis. 

30  Macrobius  super  sonmium  Scipionis  ubi   loquitur  de  magnitudine  caeli, 

ten*ae,  solis  et  lunae  eorunique  rotunda  globositate,  compertum  esse  ait 
aput  geometricos  peritissimos,  ut  in  duobus  circulis,  si  diametrura  unius 
duplum  sit  diametro  alterius,  eins  crassitudo,  cuius  diametruin  duplum  sit, 
octupla    fiat    crassitudini    illius    circuli,    cui    duplum    idem    est    diametruin. 

«5  De  diametro   circuluni,  de  circulo  diametruni,  de  diametro  et  circulo  aream 
invenire,    ac   ideo    diametnim    ad    diametruni,    et  circulum  ad  circulum,   et 
aream  ad  aream  comparare  illis  est  facile,  qui  de  talibus  consuovere  curare. 
I  Crassitudinem    autem   ad   crassitudinem   quomodo   potest   comparare,    qui  i'** 
necdum,    quid    sit   crassitudo,    perceperitV      Duarum   enim   renini    notitiam 
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eanindem  comparatio  non  praecedit,  sed  subsequitur.  Unde  fit,  nt  crassi-  40 
tudinem  aliquam  crassitndini  alten  octnplam  esse  comprehendere  nequeat, 
qui  non  noverit,  nnde  caiusque  circuli  crassitudo  concrescat.  Quod  autem 
iam  inde  mihi  percepissem,  aperiam;  non,  ut  ainnt,  Minervam  litteras,  sed 
nt  monstrem,  quid  sentiam.  Quatinns,  si  erro,  ad  viam  a  sagacitate  yestra 
redacar,  si  viam  titnbantis  teneo,  auctoritati  vestri  assensns  innitar.  Sed  45 
ut  ad  id,  quod  yolo,  perveniam,  ab  bis,  quae  nota  sunt  pluribus,  incipiam. 

Diametrum  YII  pedum  mihi  facio;  ex  hoc  circulum  sie  quaero:  triplico 
illud,  et  eius  septimam  triplicationi  illi  superaddo,  et  sie  circulum  in  XXII 
pedibus  habeo.    Medietate  autem  diametri,  quod  est  m  et  S,  et  medietate 
circuli,    quod    est  XI,    in    invicem    multiplicatis  venit  mihi  area  eiusdem  50 
circuli  in  XXXVJLU  pedibus   et  S.     Ecce  diametrum,  ecce  circulum,   ecce 
aream  habeo.     Sed  ut  crassitudinem  inveniam,  diametrum  idem  cubico,  et 
cnbum  mihi  eiusmodi  facio,   qui  globositatem  sphaerae  lateribus  contingat, 
angulis  autem  et  lineis  ab  angulo  in  angulum  procedentibus  excedat.     Ab 
eiusmodi  cubo   crassitudinem   illam,  quae  a  globositate  usque  ad  angulos  55 
199^  et  lineas    procedit,    necesse    est  |  recidere,    ut   hac    recisa  solius  sphaerae 
soliditas  remaneat.     Hanc  recisionem  hoc  modo  facio:  summam  totius  cubi 
per  XXI,  id  est  vicesimas  primas,   divido;  ex  his  yicesimis  primis  decem 
excessionibus  cubi  deputo,   undecim  reliquas  crassitndini  sphaerae  relinquo. 
Quod    idem    esset,    si    summam   totius  cubi  undecies  ducerem,    et  ex  illa  60 
concretione  unam  vicesimam  primam  subducerem.     Haec  enim  una  vicesima 
prima  tanta  esset,  quantae  illae  XI,  quae  ex  simplici  cubi  summa  tollebantur. 
IJt  lucidius  fiat,  quod  dicimus,  certis  numeris  crassitudines  duas  assignabimus, 
ut  assignata  in  invicem  comparare  possimus.    Non  ut  haec,  aut  venera  vos 
ignorare  credamns,  sed  ut  viis  nostris  vestrae  diligentiae  monstratis  a  vobis  65 
deinceps  ducti  errare  nesciamus. 

Circuli,  cuius  est  diametrum  VII  pedum,  crassitudinem  sie  quaero: 
cubico  diametrum  et  dico,  Septem  septies  fiunt  XLVIII;  rursus  septies 
XLVnn  fiunt  CCCXLni.  Ecce  cubus  eiusmodi  quadrati,  cuius  unum- 
qnodque  latus  YII  sit  pedum,  et  hie  cubus  globositatem  sphaerae  ex  toto  "^o 
concludit.  Ut  autem  superexcedentia  recidantur,  sie  facio:  tollo  vicesimam 
primam  ex  CCCXLIII,  quae  est  XVI  et  "SS.  Hanc  si  decies  duco,  habeo 
CLXill  et  ^,  excessiones  scilicet  cubi;  |  si  undecies,  habeo  CLXXVIIII  et  9S, 
sphaerae  videlicet  crassitudinem. 

Ut  manifestius  fiat,  quod  diximus,  circulum  cum  quadrato  subpingamus,  75 
nt  visa  in  planitie  facilius  intelligantur  in  crassitudine. 

Ecce  in  hac  sphaera  diametrum  est  VH  pedum,  circulus  XXII,  area 
XXXVILL  et  S,  soliditas  CLXXVIIII  et  9S.  Non  est  autem  mirandum,  si 
cubus  in  excessionibus  suis  fere  medietatem  crassitudinis  obtineat,  cum  hie 
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80  quadratas   in  planitie   supergressionibus  suis  yix  tertiam  partem  reiineat.  1 1^ 
Hie  quippe  in  quadratura,  cum  unumquodque  latus  VII  sit  pedum,  secun- 
dum    laterum    dimensionem    area    XLVllll    habebit.      Cumque    circulus    ex 
bis  sibi  XXXVIII  et  S  acceperit,  quadratura  suis  excisuris  non  nisi  X  et  S 
retinebit.     Quare  autem  mibi  ita  esse  videatur,  si  vobis  non  sit  fastidiosum 

audire,    mihi    non  erit  onerosmn  dicere. 

Hie  idem  namque  quadratus  si  septies  in 

altum    tolHtur,    CCCXLm   pedes  reddit, 

excessiones  scilicet  suas  et  aream  circuli 

secum   in    altum   ducens.     Septies   enim 

X  et  S,  id  est  excessiones,  fiunt  LXXm 

et  S,  et  septies  XXXVIII  et    S,  id  est 

area  circuH,  fiunt  CCLXVIffl  et  S.    Sed 

LXXni  et  S  et  GCLXVmi  et  ^  reddunt 

CCCXLUI.     Quare    quadratom  in   altom 

tollere    nihil    aliud    est,    nisi   excessiones 

suas    et    circuli    aream    secum    deducere. 

Ab  illo   igitur  cubo,  qui  ex  area  XLVUII  pedum  consurrexerat,  si  qnis 

septies  X  et    S,   id  est  LXXIII  et  semissem  reciderit,  nondum  sphaerieam 

globositatem    expolivit,    sed    formam    modii    ab    aequali   area  in   aequalem 

100  aream  deduetam  eonstituit  in  pedes  scilicet  CCX Villi  et  S. 

Ex  hae  autem  forma  non  medietateni,  ne  in  modum  trochi  ex  utraque 
parte  acueretur,  sed  tertiam  partem  quae  est  LXXXIIH  et  yS6,  tollere  de- 
bemus,  ut  sphaeram  ex  omni  parte  expoliamus.  Sed  haec  tertia  non  tarnen 
omnino  rotundae  formae,  id  est  LXXXVIIII  et  9VS,  et  Septem  excessiones, 
K'5  id  est  LXXIII  et  S  idem  reddunt,  quod  X  vicesimae  primae,  quae  ob  hoc 
ab  integro  |  cubo  tollebantur,  ut  sphaera  undique  rotundaretur,  et  haec  Xl3!' 
vicesimae  primae  ad  medietatem  sphaerae  fere  pervenirent,  nisi  quadragesima 
seeunda  eiusdem  cubi  impedirentur.  lam  facile  est  videre,  cum  quadratus  nee 
tertia  sui  circulum  devincat,  quare  cubus  fere  sui  medietate  sphaerae 
HO  globositatem  supeiTadat.  Sed  haec  forma  modii,  quae  recisis  undique  late- 
ribus  cubi  rotundatur,  quam  vis  ad  plenum  non  possit,  aliquatenus  tarnen 
subscribatur,  ut,  quod  inertia  linguae  occultat,  veritas  picturac  aperiat. 
Ecce  videri  potest,  quantum  post  recisionem  aceuminum  de  cubo  recidenduni 
sit  de  modio,  ut  pura  globositas  sphaerae  remaneat. 

I  Ecce   satis   dictum   esse   videtur,    quomodo   ex  diameti'O   VII   pedum  131* 
crassitudo  sphaerae  concrescat.     lam  nunc  aliam  statuamus,  quae  ex  duplo 
diametro  proveniat.    Sit  XIIIl  diametrum.    Hoc  cubico,  XIRP«  XHIP*  XIIII 
fiunt  II.DCCXLIin,  hie  est  cubus  sphaeram  concludens.    Huius  si  vieesimam 
primam   accepero,   quae   est   CXXX   et   y«),    et   eam    decies   duxero,  venient 
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mihi  I.CCCVI  SS,  et  his  cubus  sphaeram  excedit.  Si  autem  undecies,  finnt  120 
I.CCCCXXX  et  VU  et  ^,  et  haec  est  sphaerae  crassitudo.  Quam  si  quis 
eisdem  rationibus  velit  informare,  quibus  superiorem  informavimus,  scilicet 
ut  eam  de  cubo  in  formam  modii,  de  modii  forma  in  suam  globositatem 
yelit  deducere,  non  tantum  istam,  sed  et  omnes,  de  quocumque  diametro 
processerint,  simili  modo  rotundare  poterit.  Sed  uterque  circulus  depin-  iw 
gator,  et  is  qui  VII,  et  is  qui  XlILI  pedes  habet  in  diametro,  ut  numerus 
cuique  suae  soliditatis  adscriptus  demonstret,  quantum 
minora  maiore  vincatur. 
J2'  1  Huius  sicut  dictum  est  diametrum  VÜ  est  pedum, 

circulus  XXn,  area  XXXVHI  et  S,  soUditas  CLXXVmi 
et  ^ 

Huius  autem  diametrum  Xmi  est  pedum,  circulus 
XLim,  area  CLEH,  soHditas  I.CCCCXXXVII  et  y>. 
Diametrum  et  circulus  sphaerae  maioris  diametro  et  circulo  minoris  dupla 
proportione  iunguntur;  area  vero  areae  quadrupla;  crassitudo  autem  crassi-  i35 
J2' tudini  octupla.  Bis  enim  VII  et  bis  XXII,  quod  est  diametrum  \  et 
circulus  minoris,  faciunt  XIIII  et  XLIIII,  quod  est  diametrum  et  circulus 
maioris;  et  quater  XXXVIII  et  S,  quod  est  area  minoris,  fiunt  CLIIII, 
quod  est  area  maioris;  et  octies  CLXX Villi  et  SS,  quod  soliditas  minoris, 
reddunt  I.CCCCXXXVII  "SS,  quod  est 
soliditas  maioris. 

lam  nunc  quidem  nil  dubitarem, 
quin  haec  esset  ratio  sphaericam  crassi- 
tudinem  inveniendi,  si  proprium  esset 
sphaericae  tantiim  crassitudinis,  ut,  si 
duplicitas  in  diametro  constaret,  octu- 
plicitas  in  soliditate  reperiretur;  sed 
hanc  eandem  rationem  in  omnibus  cubis 
invenio.  Si  enim  ex  binario  unum 
fecero  cubum  et  ex  quatemario  alterum, 
quia  quatemarius  duplus  est  binarii, 
cubus    quatemarii    octuplus    erit    cubo 

binarii,    et    etiam    area    binarii    quadrupla    erit  area  quatemarii.     Et  non 
tantum   in  cubis,    sed  etiam  in  puteorum   idem  invenitur  profunditatibus. 

In  his  onmibus  si  erro,  oro,  ut  ad  viam  veritatis  reducar;  si  viam 
teneo,  nihilominus  peto,  ut  via,  quae  me  dubitantem  tenet  in  tenebris, 
vestri  assensus  auctoritate  illustrata  reluceat.    (Bltt.  132^,  20.) 

41)  An  diesen  Brief  schliessen  sich  nun  von  der  nämlichen  Hand  ge- 
schrieben ohne  jeden  Zwischenraum  und  nur  durch  rothe  Anfangsbuchstaben 
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ausgezeichnet  wieder  Capitel  aus  Gerbebts  Geometrie  an,  und  zwar  Blatt 
132^,  21  bis  135,  18.  Von  den  Capiteln  bei  Olleris  sind  es  Nr.  58; 
56,  3.  Abs.;  15;  53;  72;  73;  74;  75;  56,  1.  u.  2.  Abs.;  57;  79;  56,  S.Abs, 
nochmals;  25*;  83.     Hier  wieder  die  Varianten. 

Seite  454.  (Cap.  58.)  23.  sit  longitudo  pedum,  —  24.  fiunt;  harum 
fitmt  III  ä  ^.  —  25.  Ei  fehlt;  CXXXVII  et  S9.  Hums  sumpta  quarta 
decima  parte.  —  26.  fiunt;  Villi  et;  et  septunx  statt  ä  semis  bis  seniunda. 

455,   1.  vero  haec;  sphaerae,  —  2.  sive  sit  longa, 

453,  (Cap.  56,  3.  Abs.)  25.  dm  ciMces  et,  —  464.  1.  ex  caque 
summa  viceslmam  primam  acdpics;  et  haec  crit  crassitudo  spMerae, 

Daran  schliesst  sich  folgender  in  Gerbert  und  bei  Üantor  nicht  be* 
findlicher  Abschnitt: 

Ecce  est  pentagonus,   qui  unumquoäque  latus  trium  pedum  haheat,  d 

dicatur  ter  tres  ter  fiunt  XXVII ,     Ex  hac  summa  deducatur,  id  est  ahs- 

trahatur,    aera^   id  est  latus,  in  quo  stmt  tres,   remanent   XXIIIL    Huius 

medietus,  id  est  duodmarius,  huius  pentagoni,   qui  tres  in  unoquoque  latere 

6  habet,  arenm  implet.  ^) 

428.  (Cap.  15.)  7.  sextas;  dodras.  —  8.  dimma;  arripennis;  didiur 
fehli  —  9.  Icuca  fehlt.  —  11.  digiti  tres;  secundum  quosdam,  quod.  — 
12.  digitus  unus  et  tertia.  —  15.  sextantem,  —  16.  uncias  XXIIL  - 
18.  dimma,  —  19.  in  latltudinc  CX  fehlt;  CXX  in  longitudine.  —  20.  quod 
bis  actis  fehlt.   —   21.  CXX.  —  24.  passus  M  fehlt.  —  25.  fehlt. 

452.  (Cap.  53.)  5.  Ager  est;  quo.  —  5—6.  sunt  dispositue.  —  6.  sk 
quacratur.  —  7.  quinta  sumcnda  est,  —  9.  quem  et  alia  invcniendi  est 
regula.  —  10.  id  est  per.  —  11.  Ecce  numerus  arhorum.  —  Vd,  partianiur. 

—  14.  efficient;  id  est  latitudincm. 

461.  (Cap.  72.)     10.  do)nos  ponere.  —   11.  pedum  fehlt;  vero  fehlt. 

—  12.  iunctac  fehlt;  /iunf.  —  13.  faciunt.  —  16.  iricesimam.  (Cap.  73.) 
21.  utiaquaeque.  —  23.  fimit  XLV.   —   26.  fitmt. 

462.  (Cap.  74.)  3.  si  vis  locare.  —  5.  auferas,  id  est  vTlDCXLIIII; 
vei'o  tertiam  sumas.  —  6.  Jios  et  pro;  ergo.  —  8.  pedibus  fehlt;  V* 
MMCI  •  XCVL  (Cap.  75.)  12.  sit.  -  13.  implere.  —  14.  hahehit.  - 
15.  C"*  XX"'  CO  XL.  —  16.  CXLIV;  pa*  longitudinem  et  latitudincm  muUi- 

1)  Es  ist  nach  der  Formel  für  die  Fünfeckszahl 

*  2 

für  r  =  3  gerechnet  worden.  Hier  ist  auch  der  Beweis  dafür,  dass  die  Annahme 
Camtors,  a.  a.  0,  8. 125,  es  bedeute  aera  die  Seite,  richtig  ist.  Es  heisst  ja  ^^afta, 
id  ett  latutf'. 
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plicans.  -—  16—17.  quatcr  MMCXLVIII  -  CC,  quos  si  dividis.  —  18.  fiunt; 
remanentibus  bis  undis  fehlt. 

463.  (Cap.  56,  1  u.  2  Abs.)  19.  XX/f«  sublaia.  —  21.  si  vis  dcinde, 
vol.  —  21 — 22.  duccnda  est  diametrum.  —  22.  dimidia,  —  22  —  23.  dimi- 
dium  diamdri  duceretur. 

454.  (Cap.  57.)  17.  diametrum  XIIIL  —  18.  fiunt;  pedcs  fehlt.  — 
19.  parte  quarta  decima  fiunt  CCCVIII;  et  fehlt. 

463.  (Cap.  79.)  13.  diametrum  in  se.  —  14.  sumas;  et  duahus.  — 
14 — 15.  remanentibus  bis  VIII  fehlt;  Quod  et  idem,  —  19.  ducatur  area 
et  fiunt  pedes. 

Zwischen  Zeile  17  und  18  dieses  Capitels  steht  noch  folgender  in 
Gerbert  nicht  befindlicher  Absatz: 

De  omni  circtdo  XXIP^'"  auf  er  partem,  et  illius  numeri  remanentis 
iertiam  partim  pro  circuli  diainetro  scmper  Jiäbebis.  Emhadum  si  nosse 
desideras,  numerum  dimidium  totius  circuli  per  dimidium  diametri  muHiplicu, 
et  huius  summam  pone  in  enibadum. 

Es  folgt  nochmals  Cap.  56  Abs.  3  absolut  mit  der  obigen  Fassung 
übereinstimmend.  ^) 

434.  (Cap.  25*.)  15.  Äd  aestimandum  cuiusque  rei  dltUudinctn  sole 
lucenie,  —  16.  res  illa  fuerit  suh  divo  posita.  —  17.  semper  fehlt;  cli{/e.  — 
18.  virgam  huic  part^  coaequatam,  —  20.  fuerit,  quantum  virga  super at.  — 
21.  virga  mensuram  habet,  —  22.  est  umhra  fehlt;  a  virga  super atur.  — 
22 — 23.  adicias.  —  24.  rei  ülius  habeto. 

465.    (Cap.  83.)    8.  qtwti.  —  9.  um  pede. 

4.2)  Darunter,  Blatt  135^,  19—23  steht  folgender  Text  zu  einem 
Gesänge  nebst  einer  sonstigen  Bemerkung: 

Cordex  care  cantilenam  eare  canta  caritativam  chordas  contredando 
canens  caeli  conditori  Carmen,  cui  canunt  diori  caelorum  canticam  canticoruni, 
cane  chordis  cafUa  corde  creatura  creatorem. 

Diapason  et  diatesseron  symphoniae  et  inientae  et  ranissae  parittr 
consonantiam  diapason  in  modulatione  consona  reddunt. 

43)  Die  folgende  Seite,  Blatt  136',   enthält  nur  die  Worte  „Fondaa 

1)  In  einem  Werke  „Liber  theoreumacia^*  betitelt,  das  spätestens  aus  dem 
14.  Jahrhundert  stammt  —  es  befindet  sich  u.  A.  in  dem  Codex  lat  Mon.  14684 
aus  dem  XIV.  Saec.  — ,  heisst  das  18.  iheorema  des  2.  Buches:  CIRCULI  SPERI- 
CAM  CRASSITÜDINEM  INVENIRE.  ARCHIMENIDES  dicit:  circulum  incrassare 
si  vis,  dyametrum  etus  cubices,  et  ipsam  cubicationem  Jl^>  ducM,  ex  eague  summa 
J20om  unam  partem  minuas  et  illa  erit  spere  crassitudo.  Hier  wird  also  unser  vor- 
liegender Absatz  dem  Archdcedes  zugeschrieben.  Mit  welchem  Rechte?  und  woher 
stammt  diese  Behauptung? 
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et  mensurae^\  ist  sonst  aber  leer.  Die  betreffende  Abhandlung,  vielleicht 
schon  im  X.  Jahrhundert  geschrieben,  —  jedenfalls  ist  die  betreffende  Hand 
die  älteste  im  ganze  Bande  ^)  —  beginnt  auf  Blatt  136^  mit  ganz  ver- 
gilbten Schriftzügen  folgendermassen: 

Signa, 
DE  BATIONE  VNTIABVM, 

SS  Scripulus  est  sex  siliquae. 

if;  Dimidia  sextula.     Duo  scripuli  vel  siliquae  Xu. 

u   Sextula  sive  sescla.     quatuor  scripuli  vel  siliquae  XXIIII. 

u.  8.  w. 
i  Assis  sive  as.     duodecim  unciae. 
Zwischen  den  Zeilen  sind  von   etwas   späterer  Hand,  die  aber  jeden- 
falls   dem    XI.    Jahrhundert    zugehört,     Interlinearglossen    mit    bedeutend 
schwärzerer  Schrift  gemacht.     Die  beiden  folgenden  Capitel  setze  ich  voll- 
ständig hierher. 

I  DE  PROBATIONE  AURI  ET  ARGENTI.  13; 

Omne  aurum  purum  cuiuslibet  ponderis  omni  argento  similiter  poro 
eiusdem  tamen  ponderis  densius  est  parte  sui  vicesima,  quod  ita  probari 
potest.     Si  purissimi  auri  libra  cum  aeque  puri  argenti  simili  pondere  |l37 

5  sub  aqua  conferatur,  in  statera  XII  denariis,  id  est  vicesima  sui  parte, 
aurum  gravius  argento,  vel  argentura  levius  auro  invenitur.  Quapropter 
si  inveneris  ossus  aliquod  auro  formatum,  cui  argentum  permixtione  in- 
esse  videatur,  scireque  volueris,  quantum  auri,  quantumve  in  eo  contineatur 
argenti,   sume  argentum  sive  aurum,  et  examinato  suspecti  operis  pondere 

10  non  minus  pensatum  massam  de  utrovis  metallo  fabricato,  atque  utrumque, 
et  opus  scilicet  et  massam,  staterae  lancibus  inponeto  aquaeque  inmergito. 
Si  argentea  fuerit  massa,  quam  fecisti,  opus  praeponderabit,  si  aurea  fuerit, 
allevato  opere  aurum  inclinabitur.  Hoc  tamen  ita  fiet,  ut,  quot  partibus 
inclinatur  aurum,   tot  idem  partibus   suhle vetur  argentum,   quia  quicqnid 


1)  Es  ist  dies  mit  ein  Grund,  weshalb  ich  behaupte,  dass  mit  Blatt  75  die 
eigentliche  Sammlang  von  Werken  schloss,  und  alles  Übrige  spätere  Zuthat  ist, 
wo  aber  das  später  sich  nicht  auf  die  Abfassuogszeit,  sondern  anf  die  Hioin- 
fügung  zu  dem  eigentlichen  Corpus  der  Handschrift  besieht,  welche,  wie  ich  oben 
gesagt  habe,  mit  dem  durch  X  beseichneten  Quaiemio  ihren  Abscbloss  hatte. 
Dass  der  AbsohniU  Mu  frfllmar  Zmt  «tommt  aU  die  fibrigen  Theile,  folgt  aodi 
daraoi,  daw  ^«v  ««ifta  des  Blatte«  beginnt,  was  nur  bis  in 

das  J  ^mäerm  et  nunsurae  sind  Ton  der 

Ha- 
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38' in  ipso  opere  faerit  sub  aqua  praeter  |  solitum  per^) qui  priorem i5 

pertinere,  quod  ....  ad  argentum  propter  scarsitatem  est  referendum.  et 
ut  hoc  facilius  possit  adverti,  considerare  debes  tarn  in  gravitate  auri, 
quam  in  levitate  argenti  YII  denarios  significare  libram,  sicut  prima  lectionis 
huius  fronte  praefixum  est. 

DE  MENSÜEA  CAERAE  ET  METALLI  IN  OPERIBÜS  PUSILIBÜS.     »o 
In  fandendis  operibus  cuiusque  ponderis  metallum  quotlibet  ad  certum 
caerae  pondus  respondere  debeat. 
Ad  caerae  unciam  unam: 

Stagni  unciae  VU  et  denarii  XVil; 

Aeris  albi  unciae  VIII  et  denarii  XVI;  «5 

Aeris  cypri  unciae  Villi  et  denarii  HI  5^) 
Argenti  unciae  X  et  denarii  XII;^)K. 
Argenti  unciae  X  et  denarii  XII;     J 
139^  Plumbi  unciae  XII  et  denarii  VI;*)  | 

Auri  imciae  X Villi  et  denarii  VIII.  so 

Item  si  caerae  fuerit  libra,  stagni  VU  librae  et  unciae  X  et  denarii 
quattuor  mittendi  sunt,  quia,  quot  uncias  cera  habuerit,  tot  VII  uncias 
et  XVn  denarios  stagni  pondus  habere  debebit,  et  ideo  si  caerae  fuerit 
libra,  id  est  XII  unciae,  duodecies  VII  unciae  stagni,  quae  faciunt  VII 
libras,  et  duodecies  XVll  denarii  mittendi  sunt,  qui  faciunt  CCIIII  denarios,  »s 
id  est  uncias  X  et  denarios  Uli. 

Si  fuerit  caerae  libra,   aeris  albi  librae  Villi  sumendae  sunt  et  duo- 
decies XVI  denarii,  quod  sunt  uncias  Villi  et  denarios  XII. 

In  libram  caerae  aeris  cypri  librae  Villi  et  denarii  XII  mittendi  sunt. 
Sic  in  libram  caerae   auricalci  librae  Villi  et  duodecies  tres  denarii,  40 
qui  faciunt  unciam  unam  et  denarios  XVI. 

Contra  libram  caerae  argenti  librae  X  et  duodecies  XII  denarii. 
>^  I  Simili  modo   in  libram  caerae  plumbi  librae  XIII  et  duodecies  VII 

denarii  mittendi  sunt. 

In  auri  fusione  contra  libram  caerae  auri  librae  XVIIII  et  duodecies  45 
octo  denarii,  quod  sunt  unciae  Uli  et  denarii  XVI. 


1)  Ea  sind  hier,  ofifenbar  mit  Absicht,  drei  Zeilen  vollständig  mit  Tinte  über- 
worden; soweit  es  möglich  war,  habe  ich  die  Worte  zu  entziffern  Ter- 
melii  Eine  Ton  der  Stelle  genommene  Photographie  Hess  ebenfalls  ein  weiteres 
LeNB  ideht  ra.  2}  Es  muss  heissen:  et  denariis  I,  wie  aus  dem  Folgenden 
enidllüch  isi  8)  Hier  sollte  sicher  stehen:  Auricalci  unciae  Villi  et  denarii 
HL  Der  Abschreiber  ist  offenbar  aus  einer  Zeile  in  die  andere  gerathen. 
l)3iMb  dtm  Folgenden  müsste  es  heissen:  unciae  XIII  et  denarii  VII. 


140  Maximilian  Cartze: 

Das  folgende  Capitel 

DE  MENSURA  ET  PONDERIBÜS 

ist  wieder  ein  Ausschnitt  aus  den  Groniatici   Vetercs  (I,  371,  6—376,  5). 
Ich  setze  davon  nur  die  Varianten  hierher. 

371.  S.  provinciis.  —  %,  provindas.  —  17,  pedes.  —  17 — IS,  pertka; 
pedes  X  fehlt.  —   26.  sive  medico(f).  —   28.  quidam  auiem. 

372.  9.  pedes.  —  10.  pedes.  —  11.  XIIII.  —  17.  send  iugerum.  — 
20.  pedes.  —   22.  pedes.  —  25.  quia  apud.  —  32.  proceUU. 

373.  1.  longUudifum.  —  6 — 7.  Statt  qui  bis  demonstrat  steht  ac 
dcmonstratur.   —  29.  duo;  faciunt  fehlt.  —   29 — 30.  staterae. 

374.  8.  ex  quaäuor;  et  duadedm.  —  13.  ////  punctos;  lunam  V.  — 
23.  qtuie  habet.  —  27.  cyatum. 

375.  1.  X  oxifaium;  cyati.  —  2 — 3.  qriod  sunt;  quattuor  fehlt.  — 
9.  comM^tt.(!)  —  11.  coniugius.  Caniugius.  —  18.  sicut  fehlt.  —  28.  XX  ä 
quattuor. 

376.  2.  coaequatus.  —  5.  Mit  dem  Worte  Modius  bricht  der  Auszug  ab. 
Blatt  144'  ist  leer. 

43)  Auf  Blatt  144^  bis  195',  10  und  160^,  12—160^  folgt  ebe 
Schrift  ohne  Titel.  Anfang:  Quicumque  astronotnicae  disdpUnae  et  cadesHum 
sphaerarum  geometricaUumque  mensurarum  altiorem  sdentiam  diUgenti  veri- 
tatis  inqulsitione  alt'ms  rimari  conatur. 

Nach  dem  Handschriftenverzeichniss  ist  es  Hermanns  des  Lahmen  Jiber 
de  utilitatibus  astrolabii.  Auf  Blatt  159'  heissen  die  Schlussworte:  Huius 
autvtn  dirisiofüs  cxordium  a  nmidiei  Jinea,  quae  per  medium  primum  gradtim 
canci'i  ducitur,  capit  initium.  Auf  Blatt  160'  beginnt  dann  die  Schrift 
wieder:  Duo  sunt  extrnni  retiwes  mündig  qtios  appeUant  xwlos  und  endigt 
ohne  richtigen  Schluss  mitten  im  Satze  abbrechend  Blatt  160^  In  lactto 
ctrculo  inicr  pisces. 

44)  Auf  Blatt  159',  10—160',  12  ist  nun,  merkwürdig  genug,  so 
dass  man  ohne  genaues  Aufmerken  es  nicht  finden  würde,  ein  Fragment 
des  Briefes  Adelbolds  an  Gerbert  zwischengeschrieben.  Derselbe  beginnt 
mit  dem  letzten  Worte  von  Zeile  7  auf  Seite  474  bei  Olleris  und  geht 
bis  zum  Schlüsse  des  Briefes.  Er  stimmt  vollständig  mit  der  Lesart  überein, 
von  welcher  ich  oben  einen  genauen  Abdruck  gegeben  habe,  weshalb  ich 
von  einer  Mittheilung  der  Vario  Udio  Abstand  nehme. 

Mit  Ausnahme  von  Blatt  136  bis  143,  welche  ich,  wie  oben  gesagt, 
für  den  ältesten  Bestaiidtheil  der  Handschrift  halte,  ist  nur  Blatt  1—75 
unzweifelliaft  <1m  XL  Jahrhunderts,   während  der 
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übrige  Theil  recbt  wobl  aus  den  letzten  Jahrzehnten  desselben  berstaoiinen 
kann.  Nur  in  den  genannten  älteren  Abschnitten  kommt  niemals  das  so- 
genannte runde  $  yor,  sondern  steht  ausnahmslos  auch  am  Ende  das 
Jtinge  f.  Auch  in  den  übrigen  Theilen  ist  das  f  überwiegend,  doch  habe 
ich  an  wenigstens  6  Stellen  schon  das  runde  5  verwendet  gefunden,  ein 
deutliches  Zeichen  späterer  Entstehung. 

Anmerkuntf  zu  Seite  102,  115  und  116.  Das  Wort  inaHfatuva  kommt  in  der 
LAGiiMAKifdchen  Ausgabe  der  Groimütci  Vtteres  nur  Seite  97,  Zeile  8  in  folgendem 
ZuB&miDenhange  vor:  planum  est  quod  Greci  eptpedon  apptlJant,  nos  contfiraios 
ptdes;  irt  q^io  longitwlinem  et  latitudinevi  habemus;  per  quae  nietimur  agrot,  aedi 
ficiorum  ftnla,  ex  qufJ)U»  aUttudo  auf  crnssitudo  non  proponitur,  ut  Optra  ttcioria^ 
inauraturaSj  tabula»,  et  his  similia.  Weder  aus  diesem  Texte  noch  aus  der  tu- 
gefügten  Figur  70  kann  man  errathen,  waa  unter  itiauratura  zu  verstehen  ist. 
Ana  dem  Codex  Arctrianus  hat  dann  Cautob  eine  Reihe  noch  nicht  veröffentlichter 
Paragraphen  der  Gromatici,  dem  Epapuroditus  zugeschrieben,  in  seinen  Agri- 
mensoren  herausgegeben*  In  diesem  Abflchnitt  {Agrimefisoi'en  S.  213)  heisat  ea 
nun  in  §  S5;  Sfera  estp  cuiu&  diameirum  pcd.  XIIII.  quaero  hiiius  sferae  inaura- 
turam.  Ä  Q.  nemper  diametrum  duco  bis,  fit  XXVJU,  hoc  muUipUco  im  ««♦  fit 
BCCLXXXIIU.  hoc  duco  XJ,  ßt  flH  DCXXIUL  mmptam  partem  XIIII. 
DCXG.  toi  ped.  eruni.  Daraua  folgt,  dass  nnter  inauratura  die  Oberfläche  der 
Kugel  verstanden  werden  aolL  In  unserer  Handachrift  ist  derselbe  Paragraph 
cibenfaHs  in  etwaa  erweiterter  Gestalt  vorhanden.  In  ihm  steht  nun  hinter  i*n- 
auraturam:  hoc  ebt  profundiUxtem  sive  BpUsitudinem ,  was  dieaer  Erklärung  wider- 
sprechen würde.  Ebenso  wideraprechend  ist  die  Stelle  auf  S,  11 G  dieaer  Ab- 
handlnngf  wo  aa  anfangs  heiaat:  Spluiera  fuerit  data,  cutus  dyameier  »it  pedum  VII, 
eius  iolidos  pedt9  sie  quaaet  und  wo  doch  am  Schlüsse  gesagt  wird:  tot  pcdum 
erü  eimdem  inauratum, 

ßei  GsKusar  (S.  4GG)  heissi  das  Cap.  86:  Circuli  innuraturam  sie  qiiaerm: 
diametrum  drmU  in  sc  dudum  vigesies  bis  multipUca.  Effectae  summae  scpttmam 
accipinSf  ei  Jtaee  trii  circuli  inauratura;  quod  idem  esset,  si  per  diametrum  circuJum 
muitiplicures.  Dasa  hier  nicht  mehr  von  der  Obertläche  der  Kugel  die  Rede  ist, 
welche  schon  früher  als  fphaerae  area  berechnet  worden,  dürfte  einleuchten.  Dem 
ist  aber  auch  wirklich  so,  denn  in  spätem  Jahrhunderten  wird  der  Inhalt  des 
Kreisringe«  »wischen  dem  Kreise  vom  einfachen  und  dem  vom  doppelten  Radius 
als  circuli  inauratura  bezeichnet  .und,  wenn  auch  flÜschlich,  als  das  Vierfache  des 
Gnmdkreises  berechnet,  wie  ich  es  in  verschiedenen  Handschriften  der  Münchner 
Hof*  und  Staatsbibliothek  konstatii-en  konnte. 

Wie  inauratura  Hie  Oberfläche  der  Kugel  bedeuten  konnte ^  da  die  wörtliche 
'  üeberaetzung   doch  jedeafalls  Vergoldung  ist,   und  wie  sich  der  Begriff  daiin 
auf  jenen  KroiHriug   vernchieben  konnte,  hat  mir  Herr  Professor  E.  v.  WöLr^ttUi 
in  München  auf  meine  Anfrage  in  freundlichster  Weise  ao  auseinandergesetzt: 

I  Münchm,  26,  Miks  1895, 

,Jßer  Ueberffanff  POfh  „Vergoldung'*  ru  „Obertläche**  »cheint  mir  ganz  natürlith, 
\lC»  konnte  doch  einmal  dan  troblem  außaucheu:  Wie  viel  Gold  braudU  man  sum 
1  Vergolden  ein^^r  Kugd?  s.  li,  einer  Kugel,  auf  der  die  Victoria  stM,     Wäre  da^ 
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Gold,  mit  welchem  tcir  die  Nüsse  vergolden,  hreisfornnig,  nitht  ^[uadraiisch  eu- 
geschnitten,  so  könnte  man  —  so  nahm  man  an  —  mit  vier  runden  Plättchen  die 
entsprechende  Kugel  vergolden.  Wenn  man  nun  auch  annahm,  der  Kreis  verhalte 
sich  zu  dem  Kreisring  wie  1:4,  so  lag  nichts  naher  als  den  Ausdruck  inaurainra 
=»  das  Vierfache,  darauf  zu  übertragen" 

Ich  glaubte  zur  Auf  klämog  der  merkwürdigen  Anwendung  obigen  Wortes  in 
80  verschiedenartiger  Bedeutung  diese  Auseinandersetzungen  hinzufügen  zu  sollen, 

Thorn,  7.  September  1895. 


Man  verbessere  gütigst  in  den  beiden  vorhergehenden  Abhandlungen  folgende 
Druckfehler: 

Seite  47  Zeile  9  tilge  dem. 
„     61      „      4   lies   cariofoliis, 
„      69      „      3      „     solides. 
„     89      „    13     „     beidemale  BE, 
„     91      „     8  tilge  das  Komma  hinter  steterit. 
„     93      „     6   lies   I)AE. 
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Bei  Gelegenheit  der  Herausgabe  der  Briefe  Eisensteins  an  Stern,  welche 
ich  in  Gemeinschaft  mit  meinem  Freunde  und  Kollegen,  Herrn  Prof.  Hurwitz, 
übernommen  hatte ^),  empfand  ich  es  als  ein  Bedürfnis,  die  Situationen, 
denen  jene  Briefe  entsprungen  waren,  durch  eine  kurze  Darstellung  der 
äusseren  Lebensverhältnisse  Eisensteins  zu  erläutern.  Es  schien  mir  dies 
um  so  wünschenswerter,  als  merkwürdigerweise  über  den  allerdings  nur 
allzu  kurzen  Lebenslauf  des  grossen  Mathematikers,  der  plötzlich  wie  ein 
hellstrahlendes  Meteor  auftauchte,  um  eben  so  rasch  wieder  zu  verschwinden, 
nur  äusserst  wenig  —  und  das  Wenige  noch  vielfach  entstellt  —  in  die 
Oeffentlichkeit  gedrungen  ist. 

Den  Ausgangspunkt  meiner  Nachforschungen  boten  mir  die  verschiedenen 
Legenden,  welche  sich  an  den  Eintritt  Eisensteins  in  das  akademische  Leben 
geknüpft  haben.  Nach  der  einen  Version  soll  Eisenstein  die  Universität 
ohne  Maturitätszeugnis  bezogen  haben;  nach  einer  andern  soll  er  zwar 
durch  ein  Maturitätsexamen  hindurchgegangen  sein,  dabei  aber  in  allen 
Fächern,  mit  Ausnahme  der  Mathematik,  eine  so  unglaubliche  Unwissenheit 
an  den  Tag  gelegt  haben,  dass  die  Prüfungsbehörde,  namentlich  auch  im 
Hinblick  auf  das  angeblich  wenig  befriedigende  sittliche  Verhalten  des 
Examinanden,  die  Abweisung  desselben  zu  beschliessen  im  Begriffe  war. 
Da  habe  sich  im  letzten  Momente  noch  Schellbach  erhoben  und  erklärt, 
man  dürfe  sich  der  Lächerlichkeit  nicht  aussetzen,  einem  jungen  Manne 
heute  das  Reifezeugnis  zu  verweigern,  den  vielleicht  morgen  schon  die 
Berliner  Akademie  zu  ihrem  Mitgliede  ernennen  würde.  Daraufhin  habe 
Eisenstein  das  Zeugnis  der  Reife  erhalten. 

Nachdem  ich  durch  die  gefälligen  Bemühungen  von  Herrn  Prof.  Knob- 
lauch in  Erfahrung  gebracht  hatte,  dass  Eisenstein  auf  Grund  eines  Reife- 
zeugnisses vom  Friedrich- Wilhelms-Gymnasium  an  der  Berliner  Universität 
Immatrikuliert  worden  war,  wandte  ich  mich  an  meinen  hochverehrten  ehe- 
xiQaligen  Lehrer,  Herrn  Stadtschulrat  E.  Fürstenau  in  Berlin,  der  sich  mit 
dankenswertester  Bereitwilligkeit  der  weiteren  Nachforschungen  annahm. 
XDieselben  ergaben  bald  eine  unerwartet  reichhaltige  Ausbeute.  Am  21.  Jan.  d.  J. 
schrieb  mir  Herr  Fürstenau:  „Der  Direktor  des  hiesigen  Friedrich-Wilhelms- 

1)  Siehe  pag.  171  dieses  Heftes. 
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Gymnasiums,  Herr  Nötel,  hat  mir  auf  meine  Anfrage  mitgeteilt,  dass 
Eisenstein  an  dieser  Anstalt  am  22.  September  1843  die  Beifeprafong  als 
Extraneer  bestanden  hat.     Direktor  Nöteis  Mitteilung  lautet  weiter: 

„Schellbach  schreibt  unter  die  mathematische  Arbeit  bloss  „sehr 
gut^^  und  im  Zeugnis:  „In  der  Mathematik  reichen  seine  Kenntnisse 
weit  über  den  Umfang  des  Gymnasialunterrichtes  hinaus.    Sein  Talent 
und  sein  Eifer  berechtigen  zu  der  Erwartung,  dass  er  einst  wesentlich 
zur  Ausbildung  und  Erweiterung  der  Wissenschaft  beitragen  werde." 
Auch  sonst  lautet  das  Zeugnis  durchweg  anerkennend  und  mindesteDS 
befriedigend.    Von  seiner  umfangreichen  Vita  lasse  ich  Ihnen  zur  be- 
liebigen Benutzung  eine  Abschrift  anfertigen,  die  Sie  baldigst  erhalten 
sollen." 
Soweit  der  Brief  des  Herrn  Direktor  Nötel,   der  auch  für  mich  sehr 
interessant  gewesen  ist,  weil  er  eine  ganze  Anzahl  Legenden,  die  auch  von 
Eisensteins  Bekannten   geglaubt  und  weiter  verbreitet  worden  sind,   voll- 
ständig vernichtet.     Sobald  ich  die  in  Aussicht  gestellte  Abschrift  der  Vita 
erhalten  habe,   schicke  ich  sie  Ihnen.     Ich  darf  wohl  annehmen,  dass  dies      ^^ 
Schriftstück  noch  weit  interessanter  ist,  als  die  obigen  Nachrichten,  da  es    ^ 
doch    unzweifelhaft  eine  Darlegung   des  eigenen  Bildungsganges  enthalten  ^^^ 
wird."  ^ 

Die    mir   bald    darauf  von  Herrn  Fürstenau  gütigst  zugestellte  Vit^i;^^  « 
Eisensteins  schien  mir  in  der  That  trotz  mancher  jugendlicher  Weitschweifig^^  »^ 
keiten  so  viel  des  Interessanten  zu  bieten,  dass  ich  mich,  im  Einverständnf-^w^    . 
mit  Herrn  Hurwitz,  entschloss,   dieselbe,  losgelöst  von  den  oben  erwähnt^,^^^ 
Briefen,  zum  Mittelpunkte  einer  besonderen  Publikation  zu  machen.    Bev^^^^ 
ich  sie   aber  jetzt  in   extenso    folgen   lasse,  um   dann  später  noch  weit^^,^^^ 
Ausführungen  daran  zu  knüpfen,  ist  es  mir  eine  angenehme  Pflicht,  He^.^^ 
Stadtschulrat  Fürstenau   und  Herrn  Direktor  Nötel  meinen  verbindlichs-^ 
Dank  dafür  auszusprechen,   dass  sie  mich  in  die  Lage  versetzt  haben, 
Schriftstück    mitzuteilen,    welches    von    den    zahlreichen    Bewunderem 
Genius  Eisensteins  gewiss  mit  Freude  begrüsst  werden  wird. 
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Indem  ich  einer  Hochwohllöblichen  Prüfungskommission  hiermit  ^^ 
Schilderung  meines  Lebenslaufes  vorlege,  erlaube  ich  mir  zuerst  einige 
Worte  über  die  Tendenz  dieser  Arbeit  vorauszuschicken. 

Eine  Uebersicht  des  eigenen  Lebens  soll  nicht  allein  die  äusserlichm.  «n 
Schicksale   und  Ereignisse,   die  einen  betroiSen  haben,   die  Verhältnisse,       in 
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d^nen  man  sich  befunden  hat,  überhaupt  alles  sämmtlich  Erlebte  und  Er- 
fahrene von  der  Geburt  an  bis  auf  den  heutigen  Tag  zusammenstellen^ 
sie  muss  auch  den  ganzen  Verlauf  der  geistigen  Ausbildung  verfolgen,  sie 
muas  zeigen,  wie  man  nach  und  nai^h  durch  IiTtümer  und  Fehler  hindurch 
Verstand  und  Herz  zu  dem  Standpunkte  hei"ange bildet  hat,  von  dem  ans 
man  auf  sein  vergangenes  Leben  zurückblickt.  Das  Erstere  ist  gleichsam 
nur  die  Form,  zu  welcher  das  Letat-ere  erst  den  wahren  Inhalt  liefert. 
Die  Aufgabe,  bloss  die  historischen  Facta  seines  Lebens  neben  einander 
zu  stellen,  ist,  indem  dazu  nur  ein  gutos  CTediichtnis  gehört,  allerdings 
weit  leichter,  als  die  andere,  sich  aus  seinem  jetzigen  geistigen  Standpunkte 
heraus  auf  die  verschiedenen  Stufen  seiner  Entwickelung  zurück7Ai versetzen 
und  für  einen  Augenblick  so  zu  denken  und  zu  fahlen,  wie  man  in  seiner 
Kindheit  gedacht  und  empfunden  hat.  Doch  will  ich,  um  diese  Arbeit 
ihrer  Bestimmung  und  meinem  jetzigen  Zwecke  gemäss  einzurichten,  nämlich 
den  Grad  meiner  sittlichen  und  Verstandesreife  an  den  Tag  zu  legen,  das 
Schwierige  des  Unternehmens  nicht  scheuen  und  ako  mit  der  Beschreibung 
meines  Üusseren  Lebens,  soweit  es  in  meinen  Kräften  steht,  eine  Geschichte 
meiner  inneren  Entwickelung  zu  verbinden  versuchen. 

Ehe   ich   mich  jedoch  in  die  Vergangenheit  zurückversetze,   werde  ich 
erst  noch  einen  Blick  auf  die  Gegenwart  werfen. 

Ein  passender  Zeitpunkt  ist  mir  für  die  Anfertigung  dieser  Arbeit 
worden;  ein  würdiger  Ruhepunkt  ist  mir  gegeben,  xira  von  demselben 
der  Gegenwart  in  mein  verflossenes  Dasein  zurückzublicken.  —  Ich 
stehe  gerade  im  zwanzigsten  Jahre.  Eine  wichtige  und  bedeutungsvolle 
Zahl  im  menschlichen  Leben,  Mit  dem  zwanzigst-en  Jahre  tritt  man  in 
eine  ganz  neue  Epoche  des  Lebens  einj  man  geht  vom  Knaben-  zum  Mannes- 
alter  Über,  aus  einer  Zeit  der  Ausbildung  und  Abhängigkeit  in  eine  Zeit 
der  Helfe  und  Selbstständigkeit;  bis  dahin  war  man  noch  ein  halbes  Kind, 
andere  Menschen,  Eltern,  Freunde,  Lehrer,  sorgten  für  einen,  man  wurde 
von  anderen  geleitet,  nur  auf  einen  kleinen  Wirkungskreis  war  man  be- 
schränkt. Jetzt  hat  man  das  Alter  erreicht,  um  ins  grosse  Leben  ein- 
ireten,  man  wird  auf  seine  eigene  Kraft  hingewiesen,  man  soll  jetzt  das 
ibst  für  sich  üiun,  was  bisher  Andere  für  einen  gethan  haben;  bisher 
war  man  noch  in  steter  Entwickelung,  jetzt  soll  sich  der  Charakter  und 
die  Gosinnung  festgesetzt  haben,  die  einen  nun  für  das  ganze  Leben  begleiten 
werden.  Im  zwanzigsten  Jahre  kann  n»an  schon  genau  den  Pfad  erkennen, 
den  der  Mensch  einschlagen  wird,  man  sieht  schon  deutlicher,  zu  welchen 
Erwartungen  und  Hoffnungen  man  berechtigt  ist*  Der  Mensch,  der  bisher 
ein  Gegenstand  der  Nachsicht  gewes<^n  ist,  dem  man  leicht  einen  Fehltritt 
als  ein»  Üebereüung  der  Jugend  vorzieh,  wird  nun  eiu  Vorwurf  des  strengen 
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Urteils!,  dor  jßd«u  Schntt,  wdclien  er  thiit^  selbststänclig  verantworten  u»d 
vertrfjten  niuHs.  Wenn  mati  bisher  noch  über  die  künftige  Bestimnmng 
in  Zweifel  war^  m  muss  man  jetzt  mit  sich  voUkommen  im  Beinen  sein^ 
welchem  Bi^rufe  tim«  ßich  für  die  ^jnknnft  zu  widmen  gedenkt  5  man  mum 
%mh  ÜXm  ganj^P  folgende  Leben  den  Weg  vorgeKeiehuet  haben,  den  man 
mit  Gottes  Hülfe  zu  vollenden  beabsichtigt..  Was  man  bisher  gelernt  und 
(jrfiihfou  hatj  wiiren  allgemeine  Vorbereitungen,  die  die  Grundlagen  für 
jndcfi  tjpecielle  Richtung  bilden  sollen;  nun  miiss  man  seinen  ganzen  Flelss 
Uüd  Eifer  auf  Plrlaagiing  derjenigen  Kenntnisse  und  Hülfsmittel  wenden, 
wrdüh«  für  da«  besondere  Fach,  das  man  sich  erwählt  hat,  notwendig 
WiTtlim.  —  Ton  hoher  Bedeutung  ist  also  dieses  Jahr,  welches  gleichsam 
die  Kiiigangspforte  bildet,  durch  welchi^  wir  wifj  aus  einer  Vorschule  in 
>  dail  gan/.e  folgende  Leben  der  Wirksamkeit  und  des  Schaffens  hiJi übertreten* 
Und  heBonders  für  mich  ist  dieser  Zeitpunkt  in  hohem  Grade  wichtig,  der 
ich,  von  feuriger  Liehe  zu  einer  specieOen  Wissenschaft  hegeistert.,  nun  den 
Pfad  vor  mir  erblicke,  auf  den  ich  ihr  ganz  folgen,  ihr  mt>io  ganxes  Leben 
weihen  dart  Während  ich  bisher  mit  Recht  von  Eltern  und  Lehre ro 
äikrM  angehalten  wurde,  mich  in  allen  Zweigen  das  Wissens  zu  fördern, 
und  ich  so  fortwährend,  wie  stark  es  mich  auch  anssog,  mit  dieser  vor- 
herrschenden NeißTing  im  Kampfe  liegen  musste,  so  soll  mir  jetzt  die 
teure  Freundin  zur  Begloitf^rin  durch's  Leben  ge<s'f'b(*n  werden,  ich  werde, 
wenn  mir  mein  jetziges  Vorhaben  nicht  misslingt,  nicht  mehr  genöti^'t 
sein,  meine  Kraft  zu  zersplittern,  sondern  werde  dieselbe  ganz  auf  dies 
eine  Ziel  wenden   können,  auf  das  mich  mein   innerer  Beruf  hinweist. 

So  will  ich  denn  hier  mit  meinem  vergangenen  Leben  gewissern)assen 
abschliessen,  um  dann  mit  ruhigem  Blicke,  mit  frischem  Mute  und  (Jott- 
vertrauen  in  die  Zukunft  schauen  zu  können. 


Das  Licht  der  Welt  erblickte^  ich  am  16.  April  des  Jahres  1823  in 
Berlin.  Meine  Eltern  hatten  sich  im  Juni  des  vorhergehenden  Jahres  ver- 
heiratet, und  so  war  ich  der  erste  Sohn  ihrer  Ehe;  ich  bekam  später 
noch  fünf  Geschwister,  drei  Brüder  und  zwei  Schwestern;  diese  Geliebten 
hat  mir  aber  alle  nacheinander  der  unerbittliche  Tod  geraubt,  so  dass  ich 
jetzt  von  sechs  Kindern  meiner  Eltern  der  einzig  am  Leben  Gebliebene 
bin.  Die  heilige  Taufe  erhielt  ich  von  dem  Garnisonsprediger  Ziehe, 
dei-selbe,  der  meine  Eltern  getraut  hatte;  so  wurde  ich  in  den  Bund  der 
evangelischen   Christen  aufgenommen. 

Die  erste  Periode  meines  Lebens  kann  ich  bis  zum  elften  Jahre  rechnen, 
weil    ich    in    diesem    zum    erstenmale    das   elterliche    Haus   auf  längere   Zeit 
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verliess  imd  nach  dem  xwel  Meilen  entfernten  Dalldort"  in  Pension  gegeben 
wurde.  Aas  dieser  ersten  Jugend/.eit  erinnere  ich  mich  mit  Dankbarkeit 
und  Rührung  der  innigen  und  wahren  Zärtlichkeit  meiner  Eltern  gegen 
ihren  Erstgeboi-r^nen ,  und  ich  hing  auch  meinerseits  mit  der  herzlichsten 
Liebe  au  Vater  und  Mutter,  besonders  au  der  Mutter,  Ton  der  auf  Augen* 
blicke  getrennt  zu  seio,  mich  S€hon  TbrUoeii  koatete.  Ich  fand  wenig 
Geschmack  an  dem  Umgang  mit  andern  Knaben  desselben  Alters;  ich  lebte 
viel  mit  mir  und  in  mir  selbst  und  so  konzentrierte  sich  mein  höchstes 
Glück  und  Wohlsein  im  Schosse  der  Familie,  Von  der  lauten  und  fröh- 
lichen Lust  der  Gleichaltrigen  zog  ich  mich  durchaus  zurück,  ich  konnte 
mich  auch  selten  mit  einem  derselben  gut  stellen»  leb  war  sehr  ver- 
schlossen und  zurückhaltend,  ja  beinahe  ilngstlich;  aber  wenn  ich  eimual 
einem  Freunde  mein  jugendliches  Herz  aufschloss,  so  blieb  es  auch  mit 
ganzer  Liebe  an  demselben  hängen.  Ich  hielt  mich  Heber  zu  den  Mlidcheu 
oder  zu  erwachsenen,  besonders  ernstem  Leuten,  und  das  grösste  Ver- 
gnügen war  für  mich,  d»T  Ht^de  eines  geistreichen  Mannes  lauschen  zu 
dürfen.  Wahrend  andere  Knaben  spielten,  sass  ich  zu  Hause  und  horchte 
den  Gespnlchen  der  Ei-wachsenen  oder  Hess  mich  von  der  Mutter  unter- 
halten und  belehren.  Bie  Mutter  gab  mir  eigentlich  meine  ei-ste  Erziehung, 
denn  der  Vater  wurde  durch  sein  Geschäft  in  Ajispruch  genommen  und 
konnte  sich  daher  nur  wenig  um  mich  bekünunem;  von  der  Mutter  habe 
ich  meine  ersten  Begriffe,  die  ersten  Anfangsgründe  meiner  Kenntnisse. 
Ich  erinnere  mich  uoch,  wie  sie,  um  mir  die  Zeichen  der  Buchstaben  ein* 
zupr^gen,  jedes  auf  eine  sinnbildliche  Weise  auslegte,  ein  Q  war  ein  Thor- 
5,  und  so  jeder  Buchstabe  nach  seiner  Form,  E  (K)  war  ein  Schlüssel  u.  s.  w. 

Ich  war  in  njeiner  Jugend  äusserst  krtlnklich  und  schwach,  daher 
auch  »ehr  reizbar,  Eine  schwere  Krankheit,  die  Gehirnentzündung,  welche 
fast  alle  meine  Geschwister  hingerafft  hat,  bedrohte  auch  mein  Leben.  Ich 
wurde  zwar  wieder  hergestellt;  aber  die  üblen  Folgen  blieben  zurück  und 
sie  scheinen  mich  auch  jetzt  noch  nicht  ganz  verlassen  zu  haben,  Wahr- 
«tcheinüch  sind  sie  die  Ursache  einer,  von  Zeit  zu  Zeit  wiederkehrenden, 
mich  nun  schon  seit  zwei  Jahren  verfolgenden  hjrpocho ndrischen  Stunmung, 
die  ich  nicht  /u  überwinden  vonnag» 

Meine  Mutter  bewohnte  oft  mit  mir  in  der  wannen  Jahreszeit  eine 
Sommerwohnung  in  einem  freieren  Teile  der  Stadt  oder  Tor  dem  Thore, 
wilbrond  der  Vater  in  der  Stadt  das  Geschäft  versah.  So  Ipmte  ich  früh- 
zeitig das  Angnnehme  dos  Lebens  in  der  freien  Natur  kennen,  obwohl  mir 
auch  dieser  Genud8,  wie  viele,  durch  meine  Ki'änklichkeit  und  Reizbarkeit  ver- 
bittert wurd«*;  dit^seUm  wurde  atich  TTrsaihe  vieler  Unarten,  mit  denen  die 
\tiiltrr   litirf.   /ii    kllmpfen   hatte;   denn   so  sehr  diese  mich  auch  liebte,  so 
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mlgifi  sich  ihre  wahre  Zli-tUühkeit  erst  darin,  dass  sie  mich  keineswegs 
tBT^og  ond  mir  durchaus  nichtsä  nachsah. 

Durah  raeineii  Krankheitszustand  gi^sehah  es  auch  leider,  dass  ich 
hinter  vielen  aurückhlieh,  denen  ich  in  der  That  geistig  überlegen  war. 
Besonders  wurde  es  mir  schwer,  alles  das  %u  hegreifen,  was  Sitte  und 
Uebereinkunft  festgesetd;  haben  ^  den  sogenannten  Anstand  des  ü^usseren 
Lebens.  Ich  konnte  eher  als  sechsjähriger  Knabe  den  Beweis  eines  mathe- 
matischen Satzes  verstehen,  als  dass  man  in  der  Stnhe  die  Motze  tob  dem 
Kopf  nehmen  oder  datis  man  das  Fleisch  nicht  mit  der  Gabel  sserreissen, 
sondern  mit  dem  Messer  Äerschneiden  müsse.  Indem  ich  von  allen  Dingen 
erst  den  Grund  wissen  wollte,  machte  ich  durch  meine  Widersetzlichkc^it 
meinen  Eltern  vielen  Kummer.  UeberaU,  wo  es  auf  ^ine  Operation  des 
Verstandes,  auf  ein  Ergrübein  ankam,  da  war  ich  auf  dejn  Platane,  aber 
hartnäckig  und  eigensiimig  stand  ich  da,  sobald  es  hiess:  Das  ist  so,  das 
muss  und  soll  so  geschehen,  Natürlich  blieb  ich  bei  dieser  Sinnesart  in 
allem  dem,  was  praktisch  ausgeübt,  nicht  theoretisch  begrifien  sein  will,  in 
allen  diesen  kleinen  Fertigkeiten  mid  sich  stets  wiederholenden  täglichen 
Gr*8chäften,  in  denen  andere  Kindf-r  so  schnelle  Fortschritte  machen,  immer 
auf  derselben  Stufe  stehen.  Diesem  Lücke  hat  mir  spHter  manche  Ver- 
legenheit und  Unannehmlichkeiten  zugezogen,  und  ich  musste  nachher  Tiel 
Kraft  aufwenden,  um  das  Versäumte  nachzuholen,  während  ich  es  früher 
mit  grosser  Leichtigkeit  hättr'  erwerben  können.  Ueberhaupt  sind  die  übel 
daran,  welche  es  in  den  Vorrichtungen,  die  wir  mit  dem  Tier  gemein 
haben,  nicht  zu  einer  Geschicklichkeit  bereits  in  der  Jugend  gebracht  haben, 
sie  werden  überall  anstossen,  da  es  mit  gereiftem  Verstände  später  sehr 
drückend  ist,  sich  noch  mit  diesen  geringfügigen,  aber  doch  unumgänglich 
nötigen  Dingen  zu  befassen,  wenn  sie  einem  nicht  von  früher  her  zur 
Gewohnheit  geworden  sind. 

Unter  den  verschiedenen  Bekannten  meiner  Eltern,  die  in  unserem  Hause 
aus-  und  eingingen,  erwähne  ich  nur  einen,  der  vielen  bedeutenden  Männern 
noch  aus  der  Erinnerung  bekannt  sein  wird.  Er  niht  schon  längst  im 
Grabe,  aber  er  hat  zuerst  meine  schlummernde  Neigung  für  die  Mathematik 
erkannt  und  geweckt.  Diese  hatte  sich  bisher  nur  an  den  Tag  gelegt 
durch  eine  grosse  Lust,  Alles  zu  zerstören,  um  auszutinden,  was  im  Innern 
verborgen  wäre,  oder  im  Durchkriechen  von  allerlei  verborgenen  Räumen 
und  (längen,  un)  zu  sehen,  wo  man  zuletzt  hinkäme.  Lautz  war  der 
Name  de^^sen,  der  mich  zuerst  mit  den  Zahlen  bekannt  und  vertraut  machte, 
und  obgleich  sicli  diese  Eindmcke  wegen  der  zu  grossen  Jugend  bald  ver- 
wischten, so  bin  ich  ihm  doch  eine  dankbare  Erinnerung  schuldig.  Er 
hatte  unter  Pestalozzi  studiert  und  brachte  dessen  Ideen  in  unsere  Familie. 
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Leider  gehörte  er  zu  denen,  welche  anders  sind,  als  andere  Menschen;  ob 
er  ein  Genie  gewesen  ist,  weiss  ich  nicht,  ein  grossartiger  Kopf  war  er 
gewiss;  aber  er  wnsste  sich  nicht  in  Verhältnisse  zu  fügen,  er  war  kein 
Freund  regelmässiger  Thätigkeit,.  und  verstand  es  nicht,  seinen  Willen 
einem  fremden  unterzuordnen.  Eine  herrliche  Anstellung  als  einer  der 
ersten  Lehrer  an  der  Cauerschen  Anstalt  in  Charlottenburg,  deren  Gründer 
er  zum  Teil  war,  gab  er  auf  und  starb  im  Elend.  Er  wurde  mir  von 
den  Eltern  als  ein  warnendes  Beispiel  vorgehalten,  man  prägte  mir  dasselbe 
um  so  mehr  ein,  als  man  bei  mir  Anlage  zu  einer  ähnlichen  Richtung  zu 
bemerken  glaubte. 

Von  meinem  sechsten  Jahre  an  besuchte  ich  die  Barteische  Schule  in 
der  Scharrenstrasse,  welche  noch  existiert.  Hier  wurde  der  Grund  zu  meiner 
ersten  wissenschaftlichen  Bildung  gelegt.  In  den  untern  Klassen  efhielt 
ich  meine  Elementarbildung.  Aus  dieser  Zeit  entsinne  ich  mich  noch,  wie 
viel  Qual  mir  das  Schreiben,  und  im  Rechnen  die  langen  Multiplikations- 
ezempel  machten.  Hieraus  würde  man  nun  mit  Unrecht  schliessen,  dass 
es  schlecht  mit  meinen  mathematischen  Fähigkeiten  gestanden  habe,  wenn 
ich  am  Rechnen  keine  Neigung  fand;  denn  nur  das  Mechanische,  sich 
stets  Wiederholende  der  Operation  verdross  mich,  so  wie  mich  noch  jetzt 
verwickelte  Rechnungen  ohne  weiteren  Zweck  anwidern,  während  ich  keinen 
Fleiss  scheute,   wenn  es  etwas  Neues  gab,  worin  ich  Geist,  Idee  bemerkte.. 

Mit  grosser  Leichtigkeit  begriff  ich  die  Formen  der  Granunatik  und 
der  Sprache,  wie  Alles,  was  sich  auf  logische  Art  fassen  Hess. 

In  den  oberen  Klassen  lernte  ich  nun  schon  Geschichte  und  besonders 
Lateinisch,  worin  ich  ziemliche  Fortschritte  machte.  Neben  andern  Dingen 
^rurden  auch  einige  Hauptsachen  aus  der  Physik  vorgetragen.  In  dieser 
2eit  trat  bei  dem  Knaben  durchaus  noch  keine  vorherrschende  Neigung 
hervor;  es  fehlte  der  anregende  Anstoss  von  aussen;  sobald  dieser  gegeben 
^ard,  so  musste  sie  sich  in  aller  Kraft  entwickeln,  wie  sich  nachher 
^igen  wird. 

Um  meine  Gesundheit  zu  stärken,  gaben  mich  meine  Eltern  zu  dem 
p^i^ger  Hom  nach  Dalldorf  in  Pension,  wo  ich,  von  geistiger  Anstrengung 
frei    g&^  ^^^  Genüsse  der  Landluft  leben  sollte. 

Höchst  schmerzlich  war  mir  diese  erste  Trennung  von  meiner  Familie, 

j    meine   Sehnsucht  nach  den  Eltern  war  fast  unerträglich;  ich  konnte 

^x  gtund^ß  lang  in  Thränen  zerfliessen.     Ich  schrieb  die  zärtlichsten  Briefe 

jxiei^^  Teuren,    in    denen    ich    sie   mit    allerlei  Liebesnamen  benannte. 

/jjeser  Weichheit  meiner  damaligen  Stimmung   entstand  eine  gewisse 

,-->j2ie    Richtung.     Ich   machte  mehrere  Gedichtchen,   in   denen  sich  die 

P^^      -    tj^    Liebe  zu  den  Eltern  aussprach.     Diese  Richtung  ging  später  auf 
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andere  Stoffe  über,  und  ich  habe  seitdem  immer  so  al»  und  ku,  wepn  mich 
meine  Stimmnog  da^u  anregte^  ein  VerscheB  ttiedet^escbnebüti.  leb  nelime 
mir  die  Freiheit,  am  Schill  sie  dieser  Arbeit  eine  Probe  aus  der  neueren 
Zeit  beizulilgenj  von  deren  poetischem  Unwert  ich  übrigens  vollkommen 
überzeugt  hin. 

Ich  bekam  damals  einige  Neigung  zu  landwirtschaftlichen  Beschäfti- 
gungen. Ein  Stückchea  Land,  welches  mir  gegeben  wurde,  grub  ich  selbst 
um,  bepüauzte  und  hesie'e  es  und  freute  mich,  wenn  die  Blumen  so  schön 
bliibt,en  und  wuchsen. 

Meine  geistige  Ausbildimg  wurde  in  dieser  Pension ,  in  der  ich  ein 
halbes  Jahr  blieb,  nicht  sehr  gefördt^rt,  im  Gegenteil  vergass  ich  vieles, 
was  ich  auf  der  Schule  bereits  gefasst  hatte,  besonders  im  Luteinischen, 
Doch  erhielt  ich  hier  meinen  ersten  Unterricht  auf  dem  Fortepiano  durch 
den  Küster  des  Dorfes  Herrn  Bergemann,  zu  dem  ich  yiel  Liebe  fasste. 
Im  Zeichnen  leistete  ich  damals  recht  Gutes.  Dieses  letztere  Talent  hat 
mich  jetzt  güiizlich  verlassen j  ich  habe  ea  später  nie  wieder  geübt,  und 
wenn  ich  jetzt  die  Zeichnungen  aui  jener  Zeit  betrachte,  so  muss  ich  ge- 
stehen, dass  ich  nicht  halb  so  Gutes  leisten  könnte.  Die  Musik  jedoch 
habe  ich  bis  auf  den  heutigen  Tag  mit  vielem  Eifer  und  Lust  getrieben, 
und  glaube  es  ber<^its  t\\  einiger  Fertigkeit  auf  dem  FoHepiairt-v  t^cbra^'bt 
zu  haben.  Auch  zum  Komponieren  hatte  ich  nicht  wenig  Neigung;  einige 
meiner  Kompositionen  geHelen  wenigstens  denen  recht  gut,  welchen  ich 
sie  vorspielte.  Es  ist  immer  gut,  neben  seiner  Berufsthätigkeit  noch  ein 
solches  zweites  Talent  auszubilden,  das  einem  gleichsam  den  Eintritt  in 
die  Gesellschaft  eröffnet.  Man  kann  die  Leute  am  Ende  nicht  mit  matlie- 
matischen  Sätzen  unterhalten,  aber  eine  hübsche  Sonate  oder  Ouvertüre 
hört  Jeder  gern.  Bei  meinem  Aufentbalte  in  Liverpool  und  Dublin,  wo 
man  in  solchen  Dingen  noch  hinter  dem  Kontinent  zurück  ist,  hielt  man 
mich  fast  für  einen  Virtuosen,  während  ich  hier  docli  nur  für  einen  höchst 
mittelmässigen   Spieler  gelten  kann. 

Ich  verliess  diese  Pension,  um  in  di(^  Cauersche  Anstalt  in  Charlotten- 
burg einzutreten,  die,  nach  dem  Tode  Cauer's  eingegangen,  sich  damals 
unter  dem  Schutze  des  Staates  aufs  Neue  bildete.  Ich  war  einer  der 
Ersten,  die  in  die  auf  diese  Weise  ganz  neu  entstehende  Anstalt  eintraten, 
die  jetzt  von  dem  Direktor  Herrn  von  der  Lage  geleitet  wird.  Die  Art, 
auf  welche  ich  hier  behandelt  wurde,  sagte  mir  auf  keine  Weise  zu.  Es 
herrscht!»  in  diesem  Institute  eine  fast  militärische  Disciplin,  die  mir,  der 
icb  bisher  immer  unter  der  Sorgfalt  einer  liebenden  Hand  gestanden  hattt% 
am  allerwenigsten  zusagte.  Icli  war  bis  jetzt  s«*hr  vi»'l  mir  selbst  über- 
lassen  gewesen   und   hatte  das  Meiste  nach  Bequemlichkeit  und  Laune  ge- 
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c^n.  Hif>r  ging  Alles  nacb  einer  strengen  unnmstosslichen  Ordnimg.  Auf 
Kommando  wort  musste  man  aufstehen,  zu  Bette  geben,  arbeiten,  spielen. 
Unter  beständiger  Äutsiclit  des  Lehrers  konnten  wir  auch  nicht  das  Ge- 
ringste nach  eigenem  Belieben  thun.  Unter  dieser  ungewohnten  strengen 
Zucht  verlebte  ich  sehr  traurige  eiuförniige  Tage,  Doch  habe  ich  dieser 
Anstalt  viel  Gutes  zu  verdanken.  Vor  allen  war  es  hier,  wo  mein  mathe- 
jaPÄtisches  Talent  icuerst  ins  Lieht  gezogen  wurde;  hier  genoss  ich  den  ersten 
systematischen  Unterricht  in  der  Mathematik,  Die  Methode,  welche  dm* 
Direktor  bei  diesem  anwandte,  bestand  darin,  dass  jeder  Schüler  selbst  die 
Beweise  der  einzelnen  8 Ätze  nach  der  Reihe  auffinden  musste.  Ein  Vor- 
trag fand  durchaus  nicht  statt;  keiner  durfte  seinen  Beweis  dem  Nachbar 
mitteilen,  und  Jeder  erhielt  den  folgenden  Satz  unabhängig  von  den 
Uöhrigen,  sobald  er  den  vorhergehenden  richtig  bewiesen  und  grilndlich  ei^ 
fassi  hatte.  Hier  begann  für  mich  eine  ganz  neue  Thiitigkeit,  ein  ganz 
neues  Leben;  mit  ungeheurem  Eifer  und  einem  wahren  Durste  ergriff  ich 
das  Gegebene;  schon  bei  den  ersten  Sätzen  war  ich  schnell  den  Anderen 
vomusgeeilt,  und  ich  bewies  bereits  den  hundertsten  Satz,  während  sich 
meine  Mitschüler  noch  beim  elften  oder  zwölften  abmühten.  Nur  ein 
junger  Mann,  der  jetzt  auf  der  Umversitü.t  Medicin  studiert,  konnte  mir 
nacheifern,  —  Die  Methode  war  sehr  gut,  denn  zuerst  wui-de  durch  dos 
Selbst-denken  die  Kombinattonskraft  des  Verstandes  gestllrkt,  und  dann 
wurde  auch  durch  das  gemeinsame  Streben  ein  allgemeiner  Wetteifer  unter 
den  Lernenden  angeregt.  Doch  allgemein  dürfte  diese  Methode  wob)  nicht 
anzuwenden  sein.  Denn  wie  sehr  ich  auch  das  alles  anerkenne,  was  zu 
ihrem  Vorteile  gesagt  werden  kann,  so  muss  man  doch  gestehen,  dass  sie 
die  Kraft  zu  sehr  vereinzelt  und  dass  sie  keine  Uebersicht  des  Ganzen  ge- 
währt, welche  nur  durch  einen  guten  Vortrag  en-eicht  wenlen  kann.  Jetzt, 
wo  sich  durch  die  mannigfaltigen  und  herrlichen  neueren  Entdeckungen  ein 
so  gewaltiger  Reichtum  des  Stoffes  gehäuft  hat,  ist  mau  durchaus  ge- 
nötigt, in  der  Masse  zu  arbeiten,  wenn  man  aus  dieser  unendlichen  Fülle 
nur  einigermassen  das  Hauptsächlichste  und  Wichtigste  aufnehmen  und 
sich  XU  eigen  machen  will.  Das  gi*össte  mathematische  Genie  kann  am 
Ende  nicht  allein  alles  das  auffinden,  was  erst  diu*ch  das  Zusammenwirken 
vieler  ausgezeichneter  Köpfe  entstanden  und  aus  ihrem  gemeinsamen  Sehaffen 
hervorgegangen  ist.  Diese  Methode  des  Selbstautündens  ist  für  Schüler  nur 
dann  anwendbar,  wenn  es  sich  um  die  Auffassung  ein«s  kleinen  (lebietes 
leichf-er,  besondere  gunmetrist^her  Sütze  haud«'lt,  wo  am  Ende  uUes  d*^nielben 
Behandln ngsweise  unterworfen  wird  und  keine  neuen  und  scharfsinnigen 
Ideen  erfordert,  werden.  —  Daher  kam  es  auch,  dass  der  Kreis  meiner 
mathematischen  Kenntnisse,   so   gründlich   und   sicher   ich  auch  das  uiumuf 
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Verarbeitete  gefasst  hatte,  doch  in  quantitativer  Hinsicht,  als  ich  die  Anstalt 
verliess,  sehr  klein  war,  und  dass  ich  sogar  in  der  ersten  Zeit  auf  dem 
Gymnasium  hinter  meinen  Mitschülern  zurückstehen  musste.  —  Wenn  ich 
nun  jetzt  den  grossen  Umfang  des  Gebietes  überschaue,  das  ich  beherrsche, 
so  scheint  es  mir  fast  ein  Wunder  zu  sein,  wie  ich  dies  aUes  in  den 
wenigen  5 — 6  Jahren  ohne  allen  Unterricht  erreichen  konnte.  Aber  als 
ich  nur  einigermassen  die  nötigen  Hülfsmittel  erlangen  konnte,  warf  ich 
mich  mit  einem  solchen  Eifer  und  mit  einem  solchen  eisernen  Fleisse  auf 
das  Studium,  dass  es  wohl  nicht  anders  kommen  konnte.  Denn  ich  lebte 
ganz  in  dieser  Wissenschaft,  und  wenn  ich  Tage  und  halbe  Nächte  angestrengt 
bei  meinem  mathematischen  Buche,  oder  einer  Ausarbeitung,  oder  einer 
eigenen  Idee  sass,  so  war  mir  dies  keineswegs  eine  Anstrengung,  sondern 
die  grösste  Wohlthat  und  ich  schätzte  mich  glücklich,  wenn  man  mich  nur 
nicht  von  aussen  her  störte  oder  daran  hinderte.  Wenn  ich  mich  dann 
zur  Buhe  legte,  so  schlief  ich  mit  d^m  freudigen  Gedanken  ein,  am  folgen- 
den Tage  die  Arbeit  wieder  fortsetzen  zu  können,  und  der  früheste  Morgen 
fand  mich  schon  wieder  am  Pulte. 

Ich  kehre  zu  meiner  Pension  zurück,  um  die  Fortschritte  anzugeben, 
die  ich  ungefähr  dort  in  den  übrigen  Zweigen  des  Wissens  gemacht  habe. 
Im  Lateinischen  waren  mir  die  Hauptsachen  aus  der  Grammatik  schon 
bekannt;  ich  las  hier  den  Cornelius  Nepos  und  Julius  Caesar;  wir  verfertigten 
Exercitien  und  Extemporalien.  Ip  der  Geschichte  erhielt  ich  eine  allgemeine 
Uebersicht  der  Griechen-  und  Römerzeit.  Griechisch  wurde  gar  nicht  ge- 
trieben; ich  studierte  für  mich  selbst  in  der  letzten  Zeit  meines  Dortseins 
die  Buttmannsche  Grammatik  und  brachte  es  bis  zu  den  unregelmässigen 
Zeitwörtern.  Es  war  mein  Wunsch,  sobald  ich  wieder  nach  Berlin  käme, 
gleich  in  die  Obertertia  eines  Gymnasii  eintreten  zu  können.  Xenophons 
Anabasis  zu  lesen  gestattete  man  mir  nicht,  sondern  nahm  mir  die 
Bücher  fort. 

Der  Unterricht  wurde  in  verschiedenen  Klassen  erteilt,  die  den  unteren 
Klassen  eines  Gjrmnasii  bis  etwa  Untertertia  entsprachen.  Ich  habe  sie 
alle  durchgemacht,  und  meine  Eltern  nahmen  mich  nicht  eher  aus  der 
Anstalt  fort,  als  bis  ich  dort  nichts  mehr  lernen  koimte. 

Das  Leben  der  Pensionäre  war,  wie  schon  gesagt,  ein  höchst  einförmiges 
und  streng  abgemessenes.  Wir  schliefen  alle  zusammen  in  einem  grossen 
Saale  unter  Aufsicht  eines  Lehrers.  Auf  seinen  Ruf  erhoben  wir  uns  um 
öYg  Uhr  des  Morgens,  wuschen  uns  und  zogen  uns  an,  um  uns  sodann 
zum  gemeinschaftlichen  RlÜisiflck  hinunter  zu  begeben,  das  aus  Milch  und 
Semmel   baii"  aBrtamige   SeUafsaal   wurde   selbst  bei  der 

strenn  deon  oft  im  Winter,  da» 
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ich,  wenn  es  recht  hart  gefroren  hatte,  aus  dem  steinernen  Wasserkruge 
mit  dem  Stiefelknechte  das  Eis  losbauen  musste,  um  den  Neptun  aus 
seiner  krystallenen  Behausung  bervorzulocken.  —  Nach  genossenem  Früh- 
stück fertigten  wir  die  aufgegebenen  Arbeiten;  um  8  Uhr  begannen  die 
Lektionen  und  dauerten  bis  4  Uhr  Nachmittags  mit  einer  Unterbrechung 
von  zwei  Stunden  für  eine  kleine  Erholung  und  das  Mittagsbrot,  an  dem 
in  einem  grossen  Saale  Lehrer  und  Schüler  auf  gleiche  Weise  Teil  nahmen. 
Bis  6  Uhr  war  wieder  Arbeitsstunde;  den  Abend  hatten  wir  frei  und  konnten 
uns  nach  Belieben  unter  Aufsicht  des  Lehrers  beschäftigen.  Wenn  sich 
hier  ein  Lehrer  nicht  das  nötige  Ansehen  zu  geben  wusste,  so  brach  der 
jugendliche  Uebermut  um  so  stärker  hervor,  je  strenger  er  die  übrige 
Zeit  in  Fesseln  erhalten  wurde.  —  Der  Direktor  war  so  gütig,  mich  in 
den  Winterabenden  das  Schachspiel  zu  lehren,  welches  mir  viel  Vergnügen 
gewährte. 

Uebrigens  waren  wir  fast  immer  in  den  Zimmern  oder  auf  dem  Hofe 
eingeschlossen  und  bekamen  die  Stadt  kaum  zu  sehen. 

Mein  Gesundheitszustand  war  während  dieser  Zeit  ein  sehr  trauriger, 
wahrscheinlich  zum  Teil  eine  Folge  der  ungewohnten  Strenge,  die  vielleicht 
fiir  andere  junge  Leute  recht  vorteilhaft  sein  mag,  aber  auf  meine  Per- 
sönlichkeit gerade  die  entgegengesetzte  Wirkung  hervorbrachte.  Nicht  allein, 
dass  ich  fortwährend  an  einer  trüben  Stinmiung  litt  und  nie  recht  munter 
sein  konnte,  ich  war  auch  von  Zeit  zu  Zeit  recht  ernstlich  und  oft  ge- 
fährlich krank  und  musste  mit  Fieber  und  Kopf entzündun  gen  kämpfen. 
Da  ich  fast  immer  unwohl  war,  so  glaubte  man  zuletzt,  dass  ich  mich  nur 
verstelle,  und  so  hatte  ich  neben  meinen  Schmerzen  auch  noch  bittere 
Kränkungen  zu  ertragen,  denn  der  Gesunde  und  Starke  schaut  auf  den 
Kränklichen  und  Schwachen  gewöhnlich  mit  Verachtung,  und  so  macht  es 
besonders  die  Jugend.  Ich  musste  schon  früh  erfahren,  was  Leiden  heisst, 
und  die  bittere  Frucht  des  Lebens  kennen  lernen;  meine  sehr  reizbare 
Gemütsstinmiung  Hess  mich  alles  doppelt  empfinden,  was  Andere  kaum 
berührte.  Doch  murre  ich  hierüber  nicht,  und  aus  derselben  liebenden  Hand 
des  Schöpfers,  die  mir  Anlagen  und  Liebe  zur  Wissenschaft  schenkte,  em- 
pfange ich  auch  die  mir  beschiedenen  Leiden  mit  Ergebung. 

Ln  September  des  Jahres  1837  verliess  ich  endlich  die  Cauersche 
Anstalt  und  kehrte  nach  langer  Trennung  in  den  Kreis  meiner  Familie 
surftck,  die  damals  aus  meinen  Eltern,  mir  und  einer  kleinen  Schwester 
von  sechs  Jahren  bestand,  an  der  ich  mit  grosser  Zärtlichkeit  hing,  die  mir 
al>er  nach  dem  Willen  Gottes  bald  darauf  durch  den  Tod  entrissen  wurde. 

Von  dieser  Zeit  an  habe  ich  bis  zum  Juli  des  vei-flossenen  Jahres  1842 
di«  Gjmnasien  der  Hauptstadt  besucht  und  zwar  das  Friedrich-Wilhelmsche 
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des  Herrn  Direktor  Spilleke  rahmwürdigen  Andenkens,  auf  dem  ich  Ober- 
tertia und  die  beiden  Sekunda  durchmachte,  und  dann  bei  dem  Herrn 
Direktor  Bonnell  die  Prima  des  Werderschen  Gymnasii.  Diese  neue  Periode 
meines  Lebens  war  wieder  ziemlich  gleichförmig;  ich  ging  alle  Tage  nach 
dem  Gymnasium,  kam  nach  Hause,  machte  meine  Schularbeiten  und  ye^ 
wendete  dann  die  ganze  mir  übrige  Zeit  auf  meine  mathematischen  Be- 
schäftigungen. 

Meine  Neigung  zur  Mathematik  wurde  jetzt  so  vorherrschend,  dass  icli 
oft  darüber  das  Andere  vernachlässigte,  und  meine  Fortschritte  in  den 
übrigen  Lehrgegenständen  keineswegs  glänzend  genannt  werden  konnten. 
Wenn  nun  auch  deshalb  meine  Lehrer  nicht  so  überaus  mit  mir  zufrieden  sein 
konnten,  so  leistete  ich  doch  so  ziemlich  das  Aufgegebene  und  kam  in 
der  gehörigen  Zeit  durch  die  Klassen. 

Ich  hatte  mich  schon  damals  fest  entschlossen,  mich  dem  Studium  der 
Mathematik  zu  widmen,  und  ohne  erst  zu  fragen,   welche  Laufbahn  mir 
auf  diesem  Wege  offen  stände,  folgte  ich  hierin  nur  meiner  Neigung  mid 
einer  inneren  Stimme.  —  Darin  bin  ich  in  der  That  glücklicher,  als  viele 
junge  Leute  in  meiner  Lage,  dass  mir  die  Natur  selbst  eine  so  bestimmte 
Richtung  für's  ganze  Leben  vorgezeichnet  hat,  von  der  ich  nicht  abweichen 
kann    und   auf   die   ich   nach    Abschweifungen    in    andere    Gebiete  immer 
wieder  durch  eine  innere  Gewalt  zurückgeführt  werde.     Traurig  scheint  es 
mir,  wenn  Jünglinge,  die  studieren  wollen,  von  einem  zum  andern  schwanken, 
bald  dieses  bald  jenes  ergreifen  und  wieder  fallen  lassen,  und  oft  im  letzten 
Semester  ihres  Besuches   von  Prima   nicht  wissen,   was    sie  nun  eigentlich 
studieren  sollen.    Wie  viele  studieren  auch  blos  aus  falscher  Eitelkeit,  weil 
sie  sich  schämen,  ein  Handwerk  zu  ergreifen  oder  sich  irgend  einem  anderen 
Berufe  zu  widmen,   während  doch  am  Ende  jede  Stellung  dem  Manne  zur 
Ehre   gereicht,   der  in  ihr  mit  Lust  und  Liebe  seine  Pflicht  erfüllt.    Wer 
nicht  in   sich   den  Bemf  und  wahre  Liebe  zur  Wissenschaft  verspürt,  der 
mag  nicht  studieren;   wenn  er  sich  auch  noch  so  viele  positive  Kenntnisse 
vielleicht  mühselig  zusammeru-afft,  immer  bleibt  er  ein  dürftiger  Nachbeter, 
ein   Ungeweihter,    und   nie   wird   er   sich  zur  Selbständigkeit  erheben  und 
mit    schöpferischer  Kraft   der  Begeisterung    die  Grenzen   der  Wissenschaft 
hinausrücken.  | 

Es  würde  zu  weitläufig  sein,  wenn  ich  mich  genau  über  den  Weg 
aussprechen  wollte,  den  ich  bei  meinen  mathematischen  Bemühungen  ge- 
gangen bin.  Nur  im  Allgemeinen  Folgendes.  —  Was  mich  an  der  Mathe- 
matik so  gewaltig  und  ausschliessend  anzog,  war,  neben  dem  Inhalte  selbst, 
besonders  die  eigentümliche  Art  der  Denkthätigkeit,  mit  welcher  die  mathc- 
matischen  Dinge  behandelt  werden.     Diese  Art  des  Schlies^ens  und  Auf- 
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findens  neuer  Wahrheiten  aus  den  alten,  sowie  die  ausserordentliche  Klar- 
heit und  Evidenz  der  Sätze,  und  das  Geistreiche  der  Ideen,  welcher  ganze 
Theorien  zu  Grunde  liegen,  hatte  einen  unwiderstehlichen  Reiz  für  mich. 
Keine  andere  Wissenschaft  schien  eine  so  reiche  Ernte  und  einen  so  un- 
erschöpflichen Stoff  zur  Ausübung  dieser  Geistesthätigkeit  darzubieten. 
Kant  zeigt  ganz  deutlich  in  seiner  Kritik,  dass  dieses  Feld  das  einzige  ist, 
auf  dem  der  menschliche  Geist  sich  ohne  alle  Schranke  ergehen  und  ohne 
Aufhören  a  priori  die  glänzendsten  Entdeckungen  machen  kann;  in  der 
That  ohne  Aufhören,  da  jede  neue  Konstruktion,  von  einem  genialen  Geiste 
geleitet,  neue  Resultate  hervorbringen  muss.  Ich  gewöhnte  mich  bald 
daran,  von  den  einzelnen  Sätzen  ab  schärfer  in  den  Zusammenhang  zu 
dringen  und  ganze  Theorien  als  eine  Einheit  aufzufassen.  So  ging  mir  die 
Idee  des  mathematisch  Schönen  auf.  Es  giebt  ein  solches  mathematisch 
Schöne,  ebenso  wie  ein  aesthetisch  Schönes,  welches  man  aber  nur  dann 
erst  begreift,  wenn  man  voll  Begeisterung  ein  ganzes  System  von  Ent- 
wickelungen,  welche  sich  an  eine  Hauptidee  schliessen  und  durch  ihre  Ge- 
meinschaft zu  einem  Endresultate  führen,  in  ihrer  Verkettung,  Harmonie, 
und  Genialität  als  ein  organisches  Ganze  wie  ein  Gemälde  im  Geiste  über- 
schaut. Es  giebt  auch  einen  mathematischen  Takt  oder  Geschmack,  der  der 
Untersuchung  gleich  von  vom  herein  ansieht,  ob  sie  zu  einem  l^sultate 
f&hren  werde  oder  nicht,  und  die  Betrachtungen  und  Entwickelungen  dem- 
gemäss  leitet. 

Nachdem  ich  mir  durch  eigenes  Studium  (denn  einen  Privatlehrer 
hatte  ich  nie)  die  Elementarkenntnisse  erworben  hatte,  ging  ich  zur  höheren 
Mathematik  über  und  studierte  ausser  andern  Büchern  über  diese  Gegen- 
stände besonders  die  herrlichen  Werke  von  Euler  und  Lagrange  über  die 
Differential-  und  Integralrechnung.  Da  ich  es  mir  zum  Gesetz  machte, 
jede  neue  Theorie,  sobald  ich  sie  verstanden  hatte,  gleich  schriftlich  aus- 
saarbeiten,  so  prägten  sich  mir  die  Dinge  weit  tiefer  ein,  und  ich  beherrschte 
sie  voUkonmien,  wozu  noch  kam,  dass  ich  jede  Sache  auf  *mannigf altige 
Arten  kennen  zu  lernen  suchte.  Oft  spazierte  ich  im  Garten  oder  Zimmer 
auf  und  ab  und  demonstrierte  mir,  gleichsam  mich  selbst  unterrichtend, 
ganze  Reihen  von  Sätzen  vor,  deren  Beweise  mir  klar  waren.  Ich  kann 
diese  Methode  als  sehr  praktisch  empfehlen.  Das  Docieren  war  überhaupt 
0ieine  Neigung  und  ich  hätte  dieselbe  gern  an  meinen  Mitschülern  be- 
gnadigt, wenn  diese  nicht  meiner  Begeisterung  mit  einer  wahren  Eises- 
^ftlte  entgegengetreten  wären,  und  wenn  ich  nicht  hätte  mit  Betrübnis 
l^^inerken  müssen,  wie  wenig  Interesse  die  jungen  Leute  an  einer  Wissen- 
ggjbßtt  nahmen,   die   ich    meinerseits  mit  aller  Liebe   umfasste,    deren  ich 
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Als  ich   in  der  höheren  Aoalysis  schon  ziemlich  fest  war,  wurde  ich 
durch  andere  Betrachtungen   auf  die  Zahlentheorie  gef&hrt,  die  ich  bisher 
merkwürdiger  Weise  für  unfruchtbar  gehalten  hatte.     Ich  erkannte  meinen 
Irrtum  und  legte   mich  nun  mit  um  so  grösserem  Eifer  auf  diesen  Zweig 
der  Mathematik,  der  in  der  Art  der  Behandlung  und  dem  Stoffe  nach  von 
den  übrigen  Teilen  durchaus  abweicht,  so  dass  er  ganz  getrennt  von  ihnen 
sein  unabhängiges  Bestehen  in   sich  selbst  hat,   obgleich  die  höchsten  und 
feinsten   Partien    beider   Wissenschaften    sich  jetzt    durch    Dirichlet's  und 
Jacobi's    Forschungen    aneinander    zu    neigen    scheinen.      Dieser    doppelt 
schwierigen    und    doppelt   interessanten   Wissenschaft    wandte    ich    seitdem 
meinen  Hauptfieiss  zu,  und  ich  habe  mir  das  Meiste  und  Wichtigste  ans 
derselben  zu  eigen  gemacht;  besonders  bin  ich  auch  zu  ihren  neuesten  Ent- 
deckungen vorgedrungen.     Die   Zahlentheorie  ist  den  Mathematikern  eben 
wegen  ihrer  Eigentümlichkeit  weniger  bekannt;  aber  sie  scheint  jetzt  den 
wichtigsten  Platz  in  der  Mathematik  einnehmen  und  zur  Basis  aller  neueren 
Forschungen   dienen  zu  wollen,  wie  z.  B.  die  Ereisteilung  von  Gauss  ond 
Dirichlet's   Theorie    der  Anzahl    der   quadratischen  Formen    beweist.    Ans 
ihr  habe  ich  daher  auch   einen  Gegenstand,  der  sich  gut  abrunden  ISsst, 
gewählt,  um  ihn  als  eine  Art  Probearbeit  einer  Hochwohllöblichen  Prüfungs- 
kommission vorzulegen. 

In  den  Jahren  1840  bis  1842  besuchte  ich  die  Eollegia  des  Professor  Ohm 
an  der  Universität  und  zwar  mit  einer  solchen  Energie  imd  Eifer,  dass  ich 
kaum    die   Zeit    von    einer  Stunde    zur    anderen    abwarten   konnte.     Aach 
nahm    ich,    wenn    es    die   Zeit   erlaubte,    an   den  Vorlesungen   des  grossen 
Lejeime  Dirichlet  Teil,   der  uns  jetzt  leider  auf  einige  Zeit  verlassen  hat, 
um  in  freundlicheren  Zonen  seine  edle  Lebenskraft  zu  stärken;  mit  seinem 
würdigen  Lobe  möchte  ich  mein  ganzes  Leben  ausfüllen,  hielte  ich  es  nicht 
für  Anmassung,  meine  schwache  Stimme  da  hinzuzufügen,  wo  so  allgemeine 
Anerkennung    der    erhabensten   Geister    stattfindet.     Selbst    wenn  ich,  nm 
mit  Homer  zu  reden,  ein  ehernes  Herz  und  eine  tausendfältige  Zunge  hätte, 
würde  ich  nicht  die  Begeisterung  schildern  können,  in  die  mich  die  gross- 
artigen und  genialen  Entdeckungen  dieses  ungeheuren  Kopfes  nicht  nnr  in 
einem,   sondern  fast  in  allen  Gebieten  der  Mathematik  versetzt  haben;  wie 
sich  immer  in  den  verwickeltsten  Theorien  ein  einfacher,  schöner  und  klar»: 
Hauptgedanke   zum  Grunde   legt,    an    den  sich  das  Ganze  wie  mn  einen 
Mittelpunkt  anreiht,  wie  er  immer  den  wahren  Kern  herauszufinden  weiss, 
so  dass  man,  wie  man  auch  nachher  den  Gegenstand  anders  drehen  mag, 
doch  einsieht,  dag  war  es,  worauf  es  ankam,  so  und  nicht  anders  muttte 
es  gemaoht  "^  ~  aeumohe  Princip  der  neueren  mathematischen 

Selr  '  'biet  begründet  ist,  ist  im  Gegen- 
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1'    sata  mit  der  alteren,  dass  wÄhretid  jene  tiltere  durch  langwierige  und  ver- 
BwickeltA  BecUnnng  (wie  selbst  noch  in  Gauus'  Disquiflitiones)  und  Deduktionen 
^■zuni   Zweck    zti    gclangpn    snchtn,    diese    mit   Venneiduiig    derselben   durch 
H  Anwendung    eines    genialen    Mittels    in    einer    Hauptidee    die   Gesammtheit 
Heines  ganzen  Qebietes  umfasat  und  gleichsam  durch  einen  einzigen  Schlag 
Hdas  Endresultat    in    der   höchsten  Eleganz  darstellt.     Während   jene,   von 
H  Satz   zu   Satz   fortschreitend,   nach   einer   langen   Reihe   endlich   zu  einigem 
■   fruchtbaren  Boden  gelangt,  stellt  diese  gleich  von  vorn  herein  eine  Formel 
hin,  in  welcher  der  vollständige   Kreis  der  Wahrheiten  eines  ganzen  Ge- 
bietes  konzentriert   enthalten  ist  und  nur  herausgelesen  und  ausgesprochen 
»zu   werden  darf.     Auf  die   frühere  Art  konnte   man  die  Sätze   zwar  auch 
zur  Not  beweisen,  aber  jetzt  sieht  man  erst  das  wahre  Wesen  der  ganzen 
Theorie,  das  eigentliche  innere  Getriebe  und  Rüderwerk.     So  gründet  z.  B. 
Jacobi   auf  die    einzige  Idee,    dass    in   dem  Differentiale    einer  rationalen 

Funktion  jede  Potenx  von  x  nur  nicht  das  Glied  —  vorkommen  könne,  die 

ganze  Theorie  die  Umkehrung  der  Reihen  in  aller  VoDstllndigfceit,  Gauss 
auf  eine  eigentümliche  Anordnung  der  ganzen  Zahlen  nach  den  Exi^onenten 
ihnen  congruenter  Potenzen  seine  grossartige  Theorie  der  Ki'eisteilung, 
an  der  Jahrtausende  verzweifelt  hatten,  (seit  Euclid  war  nichts  hinzu- 
gekommen)-  Doch  genug  hiervon,  der  Mathematiker  darf  seine  Begeisterung 
nicht  zu  sehr  in  Worte  ausgiessen;  dies  bleibt  dem  Dichter  und  Künstler 
vorbehalten,  der  seine  Kunst  im  Gesänge  bis  an  den  Himmel  erheben  und 
ihre  Herrlichkeit  in  glänzenden  Bildern  ausschmücken  kann;  in  eine  so 
ernste  und  hohe  Wissenschatt,  wie  die  Mathematik,  darf  sich  die  Phantasie 
nicht  einmischen,  hier  ist  nur  redJiches  Forschen  und  eifriges  Weiterdringen 
am  Platze,  jedes  weitläufige  unwissenschaftliche  Sprechen  über  die  Gegen- 
stände entfernt  schon  von  ihrem  wahren  Geiste;  Das  beseligende  Gefühl, 
das  von  demjenigen  empfunden  wird,  der,  von  ihren  Wahrheiten  durch- 
drungen, ihren  eigentlichen  Wert  zu  schlitzen  versteht,  ist  für  sie  der 
herrlichste  Weihrauch. 


I 


Nachdem  ich  so  mein  mathematisches  Leben  und  Treiben  geschildeil, 
welches  fast  meine  ganze  Zeit  ausfüllte  und  meine  ganze  Energie  in  An- 
spruch nahm,  hahe  ich  nur  noch  wenig  von  dem  üebrigen  hinzuzufügen,  — 
Meine  Lektüre  war  sehr  gewählt,  sie  wxirde  von  meiner  Mutter  geleitet 
An  Roman*'n  und  schwülstigen  Sachen,  welche  sonst  junge  Leute  mit  einer 

■en  Wut  zu  verschlingen  pflegen,  fand  ich  gar  keinen  Gefallen  und 
IS»  habe  ich  mein«^  Phantasiii  so  ziemlich  rein  erhalten.  Nur  klassische 
tind  wirklich  bildrnde  Böcher  las  ich  und  zog  aus  diesen  die  Stellen 
schriltüch  aus,  die  mich  am  meisten  interessierteui  indem  sie  mir  entweder 
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auffallend  oder  wegen  ihres  Inhaltes  wichtig  erschienen;  auch  fügte  ich 
zuweilen  eine  Beurteilung  des  Buches  hinzu,  wie  es  mich  zur  Zeit  berührte. 
Auf  diese  Weise  konnte  ich  bemerken,  wie  sich  nach  und  nach  Greschmack 
und  Urteil  des  Knaben  verbesserte  oder  wenigstens  änderte.  Auch  führte 
ich  ein  ziemlich  regelmässiges  Tagebuch,  worin  ich  nicht  allein  die  Er- 
eignisse verzeichnete,  sondern  auch  besonders,  wie  ich  sie  aufgefasst  nnd 
was  ich  dabei  gedacht  und  empfunden  hatte,  und  auch  hier  zeigte  sich  mir, 
wie  die  Ansichten  in  den  verschiedenen  Perioden  des  Lebens  schwanken 
und  wechseln. 

In  die  Wahrheiten  der  christlichen  Religion  wurde  ich  von  dem 
Herrn  Konsistorialrat  Hossbach  eingeweiht;  ich  genoss  seinen  Unterricht 
in  den  Jahren  39  und  40.  Ostern  1840  wurde  ich  durch  meine  feierliche 
Einsegnung  in  den  Bund  und  die  Gemeinschaft  derjenigen  Christen  auf- 
genommen, welche  ihr  Glaubensbekenntnis  öffentlich  abgelegt  und  gelobt 
haben,  durch  ihre  Gesinnung  und  ihren  Wandel  sich  als  wahre  Jünger 
Christi  ihres  Meisters  und  Erlösers  würdig  zu  bezeigen. 

Bis  zum  Ende  dieser  Lebensperiode  nämlich,  bis  zum  Juni  v.  Js.,  war 
mein  Leben  in  ziemlicher  Gleichförmigkeit  der  Alltäglichkeit  geblieben,  wie 
es  bei  dem  fortwährenden  Aufenthalte  in  einer  und  derselben  Stadt  oder 
deren  nächsten  Umgebung  kaum  anders  sein  konnte.  Jetzt  sollte  ich  ant 
längere  Zeit  Vaterstadt  und  Vaterland  verlassen,  um  in  fremdem  Lande 
neue  Menschen,  neue  Sitten,  ein  ganz  neues  Leben  kennen  zu  lernen.  Da 
der  Vater  schon  seit  zwei  Jahren  sein  Geschäft  nach  England  verlegt  hatte, 
so  reiste  ich  mit  der  Mutter  den  Sommer  des  vorigen  Jahres  dorthin  und 
habe  bis  vor  zwei  Monaten  in  England,  Irland  und  Wales  mich  aufgehalten. 
Was  ich  auf  dieser  Reise,  die  mich  Stubengelehrten  auf  einmal  in*s  weite 
Leben  hinauswarf,  alles  gesehen  und  erfahren,  wie  ich  mit  Wehnrat  halb 
Hamburg  in  Asche  liegen  sah,  wie  ich  grosse  Städte  kennen  lernte  mit 
ihren  Merkwürdigkeiten  und  den  Wunderwerken  des  menschlichen  Ei^dungs- 
geistes,  Eisenbahnen  unter  Felsen  und  den  Fundamenten  der  Häuser,  Brücken 
imter  den  Betten  der  Flüsse,  grossartige  Kanäle  und  Häfen,  BewAis«  yöh 
Ungeheurem,  was  die  Kmfi  der  Menschen  vereint  leisten  kaiin^  wui  icii 
herrliche  Landschaften  durchreist  bin,  ausgeschmückt  mit  am  UMchäm 
Beiden  der  Natur,  wie  mich  der  Anblick  des  majestätisch  sich  ausbreikn^en, 
unennesslichen  Meeres  beröhrt  hat,  wie  ich  sechs  grosse  Bmmsm  gemuht 
habe,  unter  ihnen  eine  sehr  geftihrlicbe  sswisehen  den  Klippen  von  Ängleaa- 
durch  die  ungeheure  Kettenbrücke,  ttnter  deren  Haaptbogfin  das 
Berliner  Schloss  mit  Bequemlichkeit  Plat^  findet,  und  unter  welcher  vm 
mit  aufreehtstehandrtii  Mknlnii  lifiidfunihsiigeli ,  wie  ich  dm  Snowdon^  den 
höchsten  Berg  Englands  ijü^lioK^  ^»^    ^'^^  ^^'^  Bekanntaubaft  grosairÄ&ojä* 
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■  als  0.  Conners,   gemacht   habe   imd  die   bitterste   und  schnmtzigste   Armut 
I     neben    dem    üppigsten   und   glänzendsten  Reichtum    erblickte;    wie   ich   ein 

■  Volk  sah,  welchem  der  Staat,  die  Politik  mid  seine  Freiheit  alles  ist,  ein 

■  Volk,  das  weit  entfernt  von  der  Aeusserlichkeit  und  schalen  Renonimisterei 
H     der   andern  Länder,   nur  das  schiitzt  und  dem  Wert  beilegt,   was  wirklich, 

■  was   gediegen,   was  nützlich  ist,   wie  ich  besonders  den  Geist  der  dortigen 
H     Uniyersitäten    kennen   zu   lernen  suchte,   um  ihn  mit  dem  der  unsrigen  zu 

■  vergleichen,  wie  endlich  diese  ungeheure  Mannigfaltigkeit  der  Eindrucke  die 
ganze   Gestaltung   meines    innem   und    äussern  Lebens,    Urteil   und  Lebens- 

■  anschauung  wesentlich  verändert  und  niodifixiert  hat,  so  dass  ich  dnroh 
diese  Reise  ein  ganz  anderer  Mensch  geworden  bin:  dieses  alles  der  Eeihen- 
folge  nach  mit  gehöriger  Klarheit  und  Deutlichkeit  auseinandensusetzen  und 

I  zu  beschreiben,  wurde  allein  den  Raum  niellrerer  Bogen  erfordern  und  also 
die  dieser  Arbeit  gesteckten  Grenzen  bei  Weitem  überschreiten.  Gern  und 
mit  grossem  Vergnügen  würde  ich,  wenn  ich  nicht  eine  Hoch  wo  hllri  bliche 
Prüfungskommission  zu  ermüden  fürchten  müsste,  in  einer  besonderen  Arbeit 
Derselben  eine  vollständige  Beschreibung  meiner  Reise  vorlegen,  die  ich 
hier  wegen  der  zu  grossen  Menge  des  StoÖes  bei  Seite  zu  lassen  mich  ge- 
nötigt  sehe.   —   Genug,  die   Sehnsucht    nach    meinem  Vaterlande   und   der 

I  Wunsch  ihm  nützlich  zu  werden,  so  wie  auch  Familienangelegenheiten 
haben  mich  wieder  zurückgeführt,  da  ich  in  der  That  schon  die  Absieht 
hatte,  mich  in  Dublin  niederzulassen  und  meine  Studien  dort  fortzusetzen» 
Ich  bin  gekommen,  um  mich  nun  mit  neuem  Eifer  und  Fleisse  auf  die 
Studien  wl  legen,  die  ich  auf  meiner  Reise  nicht  im  mindesten  vernach- 
lässigt habe.  So  stehe  ich  denn  auf  dem  Punkte,  mir  mit  Gottes  Hülfe 
iureh  das  Bestehen  der  Abiturienten -Prüfung  die  Erlaubnis  zum  recht- 
ßsigen  Besuche  der  Universität  und  die  Aussichten  auf  eine  Carriere  im 
Preussjachen  Staate  zu  erwirken. 

Dies  ist  in  kurzer  üebei-sicht  die  Schilderung  meines  verflossenen 
Lebens.  Es  ist  das  Leben  eines  zwanzigjährigen  Jünglings,  der  erst  in  die 
Welt  eintritt  und  der  nicht  wie  der  gereifte  Mann  oder  der  thaten umgebene 
Greis  auf  eine  kriiftige  Fülle  von  stolzen  und  segensreichen  Werken  zurück- 
schauen  kann.  Es  ist  arm  an  Leistungen,  Thaten,  Verdiensten,  aber  doch 
vielkichi  nicht  arm  an  allem  guten  Bioff;  es  enthält  die  Entschlüsse  und 
VoraJitze  für  das  künftige  Leben  und  die  Keime  zu  allem  Guten  und 
Sohunen,  welches  sich  einst  spliter  entwickeln  kann.  —  Aber  auch  die 
Weise  der  Auffassung  hei  dieser  Lebensbeschreibung  und  die  Art  der  Be- 
orteilnog  ist  die  eines  Jünglings;  wenn  sieh  daher  manche  einseitige 
Dai*stelliing,  mancher  fehlerhafte  Gedankt»,  manches  unrichtige  Urteil  vor* 
findf^n  sollte,  so  macht  doch  gerade  diese  Mangelhaftigkeit  die  Arbeit  zu 
Abk.  iur  Q^9tK  d«r  MAlliftin.  VU.  11 
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dem,  was  sie  eigentlich  sein  soll,  eine  selbstst&ndig  verfiasste  Schilderung 
des  vom  jetzigen  Standpunkt  in  objektiver  Anschanung  aufgefassten  Lebens. 
Indem  ich  also  hiermit  diesen  jugendlichen  Versuch  der  Nachsicht  und 
Wohlgewogenheit  tliner  Kochwohllöblichen  Prüfungskommission,  dem  sehr 
verehrten  Herrn  Direktor  und  den  hochgeschätzten  Herrn  Professoren  und 
Lehrern  des  Gymnasii  zur  Ansicht  vorlege,  wage  ich  es,  auch  mich  und 
meine  jetzigen  Wünsche  ganz  gehorsamst  Deren  Gunst  zu  empfehlen. 

Einer  Königlichen  Preussischen  Hochwohllöblichen  Prüfungskonunission 

Ganz  Ergebenster  Diener 

Gotthold  Eisenstein 
j¥ohnhaft  So[ihien8tr.  No.  24  bei  Hr.  Wentzel. 

Berlin  im  August  1843. 


Der  Eisenstein'schen  Vita  war  noch  ein  längeres,  „Begeisterung"  be- 
titeltes Gedicht  beigefügt.  Ich  habe  dasselbe  trotz  darin  enthaltener  hübscher 
Gedanken  hier  nicht  mit  aufgenommen,  weil  es  mir  mehr  den  idealen  Sinn 
als  das  poetische  Geschick  des  Verfassers  zu  bekunden  schien.  Dagegen 
dürften  die  folgenden,  die  Darstellung  ergänzenden  Notizen  noch  am 
Platze  sein. 

Die  Eltern  von  Ferdinand  Gotthold  Max  Eisenstein  waren  beide  in 
Danzig  geboren,  der  Vater,  Johann  Konstantin,  am  3.  Sept.  1791,  die 
Mutter,  Helene  geb.  Pollack,  am  10.  April  1799.  Beide  bekannten  sidi, 
nach  den  vor  mir  liegenden  amtlichen  Mitteilungen,  zu  der  evangelischen 
Konfession;  doch  lassen  verschiedene  Umstände  nicht  zweifelhaft  erscheinen, 
dass  sie  jüdischer  Abstammung  waren.  Das  Schwesterchen,  welches  Eisenstein 
in  seiner  Vita  erwähnt,  hiess  Anna  Mathilde  Margarethe;  es  wurde  1833 
geboren  und  starb  1840.  Der  Vater  war  Kaufmann.  Er  wird  in  den 
amtlichen  Registern  als  Plattirfabrikant,  Kommissionär  und  Agent  M^ 
geführt;  jedenfalls  scheint  seine  Beschäftigung  eine  wechselnde  geweiia.m 
sein.  Mit  Rücksicht  auf  sein  Verhältnis  zu  seinem  Sohne 
Bemerkung  nicht  ohne  Interesse,  dass  er  gL 
aus  England  nach  Berlin  zurückkehrte, 
war  er  offenbar  nicht  einverstanden 
später  als  Docent  in  dem  elter' 
Eltern  keine,  oder  doch  keine 
Schon  am  20.  April  18if 
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imvt  fmr  an  aller  Oese'ligkeit,  mit  meinen  Verwandten  bin  ich  ganz  zer- 
1  fallen,  deim  dies  sind  Geldleute,  die  mich  nicht  verstehen  and  die  ich  nicht 
Iversteho  Es  sei  noch  hinzngefQgt,  dass  die  Eltern  Eisensteins  bis 

Ende  1869  in  Berlin  wohnten  und  dann  nach  Charlottenburg  öhersiedelten, 
I  wo  beide  hochbetagt  starben,  der  Vater  am  28,  November  1875,  die  Mutter 
lam  28,  Juü  1876. 

Zu   den   Lehrern  Eisensteins  gehörte   auch  Schell b ach,    der,   wie  mir 

Herr  Fürätenau   mitteilte,   bis  Ostern   1842  den  mathematischen  Unterricht 

in  den  obersten  Klassen  des  Friedrich-Wei"derächen  Gymnasiums  erteilte  und 

dann  an  das  Priedricb- Wilhelms- Gymnasium  berufen  wurde.     Doch  war  wohl 

K  Eisenstein,  der  schon  als  Gymnasiast  die  Vorlesungen  von  Ohm  und  Dirichlet 

^U^ichte,  dem  Scbellbach' sehen  üntenichte  damals  längst  entwachsen. 

^^^^   Auf  Grund   des   am  22.  Sept.  1843    erhaltenen  Keifezeugnisses  wurde 

HUisensteiB    am    21.  Oktober    desselben   Jahres   an   der   Friedrich -Wilhelm s- 

H  Universität    zu    Berlin    unter    dem    Eektorate    Lachmanns    immatrikuliert. 

W  Seine   ersten    grösseren   Ferien,    Ostern    1844,    benutzte   er    zur  Erfüllung 

seines    sehnlichsten    Wunsches:    die   Bekanntschaft    mit  Gauss    zu    machen. 

Mit   welcher  Verehrung   er   an    diesem    hing,   davon    zeugen   nicht    nur  alle 

seine  wissenschaftlichen  Arbeiten,  sondern  auch  die  zahlreichen  Aussprüche, 

»in   denen   er  bei  jedem  sieh  bietenden  Anlasse  bewundernd  auf  Gauss  hin- 
weist.    „Durch  Gauss   habe   ich  nun  einmal  meine  mathematische  Bildung 
erlangt,"    schreibt    er    gelegentlich    an   Stern,    und  ein   anderes   Mal:    ,,Ati 
Gauss   brauche   ich   wohl   keinen   Gruss   zu    bestellen,   denn   zu   dem  lieben 
Gott   kann    man    nur   beten    und    bewundernd   emporblicken."     Umgekehrt 
brachte   aber  auch  Gauss   dem   kaum   21  jährigen   Mathematiker   eine   hohe 
Wertschätzung    entgegen.      Und    was    noch    mehr    ist,    er    wusste    dieselbe 
auch    thatkräftig    zu    bekunden.     Es   ist   das   grosse   Verdienst   von   Gauss, 
namentlich    durch    Vermittelung  Alexanders   von  Humboldt   Eisenstein    die 
Wege  geebnet  und  ihn  vor  den  drückendsten  Sorgen  bewahrt  zu  haben. 
Wilhrend   der  in  Göttingen   zugebrachten  Ferien   trat  Eisenstein    auch 
■  in    näheren  Verkehr  mit  Stern,   nait   dem   ikn   bald   eine   herzliche  Freund- 
Schaft  vereinigte.    Die  Briefe,  welche  Eisenstein  an  Stei-n  in  den  Jahren  1844 
bis  1850  richtete,  sind,  abgesehen  von  ihrem  wissenschaftlichen  Inhalte,  von 
um  so  höherem  Interesso,  als  sie  nicht  nur  eine  Üebersicht  über  die  Ent* 
H  Wicklung  der  äusseren  Lebensverhältnisse  Eisensteins  darbieten,  sondern  auch 
H  einen  Einblick  in  die  Seelen  Vorgänge  dieses  merkvnirdigen  Mannes  gewähren, 
H  dem  es  durch  eine  verhängnissvolle  Verkettung  von  Umständen  und  jeden- 
H  falls   nicht  durch   eigne  Schuld   allein   versagt   war,   zu  einer  seinen  Hohen 
HOeistesgaben  entsprechenden  inneren  Btifriedigung  zu  gelangen.     Da  es  nicht 
H  die  Absicht  di€«er   Zeilen   ist,   ein   vollständiges   Lebensbild    Eisensleins  zu 
■ 
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entwerfen,   so  kann  icb  mich  darauf  beschranken,  auf  diese  Briefe  zu 
weisen  und  densell^en  noch  einige  wenige  Daten  hinzuzufügen. 

Es  ist  heute  nicht  mehr  leicht,  sich  eine  Vorstellung  davon  zu  bilden, 
welch*   ungeheures  Aufsehen  Eiseusteiu  bei  seinem  Eintritte  in  die  wissen- 
schafiliebe  Welt   erregte.     Kaum  hatte  er  das  MaturitUtsexamen  absolviert, 
so   folgten  auch  Schlag  auf  Schlag,   in  fast  unheimlich  kurzen  IntervaJleu, 
die  Publikationen,  die  ihn  mit  einem  Male  an  die  Seite  der  ersten  Mathe- 
matiker  des   Jahrhunderts    stellten.      Bracht-e   doch,    um   nur    eines  be^vo^ 
zuheben,   im  Jahre   1844  der  27,  Band  des  Crelle'schen  Journals  unter  27 
mathematischen  Beiträgen  nicht  weniger  als  16,  welche  von  stud.  G.  Ei»*«- 
stein    benlihrti^n!      Man   muss   alles   dies   im   Auge   behalten,    um  das  tiß- 
erhörte   Ereignis    7ä\   verstehen,    dass   Eisenstein,    bevor   er   nur  das  dritte 
Semester  ziu*ückgelegt  hatte,  von  der  philosophischen  Fakultät  der  Breslauer 
Hochschule  zum  Doktor  honoris  causa  ernannt  wurde.     Keia  Geringerer  als 
Jaeobi    war   es   gewesen,    der   hierzu   die   Anregung   gegeben   hatte.     „Den 
16,  Februar  1845  erhielt  der  stiid.  phil,  Eisenst*nn  in  Berlin  wegen  seiner 
au9ge2eichneteu   mathematischen    Arbeiten   auf  den  Antrag  der  ProfeBsarea 
Kummer  und  Fischer  rias  Ehrendiplom  der  Fakultilt"  —  so  lautet,  wie  mir 
Herr  Prof  Sturm   mitzuteilen  die  Güte  hatte,  die  knne  aber  inhaltsschwer«* 
Notiz  in  dem  Fakultiitsprotokolle.     Dass  ein  junger,  noch  nicht  3  Semester 
zahlender  Student,  der  also,  um  einen  drastischen  akademischen  Ausdruck 
zu   gebrauchen^   fast  noch  ein  Fuchs  war,    von  einer  deutschen  Universität 
zum  Ehrendoktor  ernannt  wiu*de,  dürite  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft 
ohne  Beispie!  dastehen. 

Bei  solchen  wissenschaftlichen  Erfolgen  konnten  materielle  nicht  gküt 
ausbleibeiL  Wie  schon  bemerkt,  verdankte  Eisenstein  dieselben  vomebmlirli 
Gauss  und  Alexander  von  Humboldt.  Dem,  was  Eisenstein  hierülier  in 
seinen  Briefen  Stern  mitteilt,  füge  ich,  der  historischen  Darsteüün;ür  etwju 
vorgreifend,  im  Wortlaute  bei,  was  mir  neben  anderen  wertvollen  dfdtn 
Herr  Geh.  Kanzleirat  ökopnik  aus  den  Akten  der  Berliner  VniymiiU 
gütigst  zm-  Verfügung  gestellt  hat: 

„Mittelst    allerhöchster  Ordre    vom   8,  Juli    1846    war   Elsfnsteij)  lu 
seiner  Ausbildung   im  Lehrfache   vom    1.  April   1846   ab  »af  3  Jahre  im 
jahrliche  üntei-stützung  von   500  Thalem   aus   allgemeinen  StaÄtsfonds  ht 
willigt  worden.     Am  14.  September  1849  hat  Eisenstein  uin  Fortgewiifci 
dieser  Unterstützung  gebeten,  in  Folge  dessen  der  Minister  dii^  plnl 
Fakultät   zur   gutachtlichen   ^*  ^'»^^  '^**"  ^»•♦blg  seiiipr 

Lehrwirksamkeit    und   sein'  le.     Die  PaJnill 

berichtet  sehr  günstig.  weiteren  üi 

Stützung,  weil  sie  v  *  aücli  and^ 
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Piivatdocenten  gegenüber  eine  Benachteiligung  gelegen  hätte.  Der  Erfolg 
war  aber,  dass  Eisenstein  von  Seiner  Majestät  400  Thaler  jährlich  auf 
2  Jahre  erhielt." 

Schon  am  20.  April  1846  schrieb  Eisenstein  an  Stern,  dass  er  sich 
an  der  Berliner  Universität  zu  habilitieren  gedenke,  und  dass  der  Minister 
Eichhorn  ihn  von  der  gesetzlichen  Bestinunung  dispensiert  habe,  wonach  eine 
Habilitation  jeweilen  erst  drei  Jahre  nach  zurückgelegtem  Triennium  zulässig 
sei.  Indessen  dauerte  es  doch  noch  ein  volles  Jahr,  bis  seine  Habilitation 
perfekt  wurde.  Kränklichkeit  und  seine  damit  wohl  zusammenhängende  trübe 
Gemütsstimmung,  der  er  in  einem  späteren  Briefe  an  Stern  (Januar  1848) 
einen  geradezu  rührenden  Ausdruck  zu  geben  wusste,  mögen  Ursache  der 
Verzögerung  gewesen  sein. 

In  seinem  Habilitationsgesuche  —  ich  verdanke  die  Mitteilungen 
über  Eisensteins  Habilitation  den  freundlichen  Bemühungen  von  Herrn 
Prof.  Knoblauch  —  bezeichnete  er  als  Fächer,  über  welche  er  zu  lesen  ge- 
denke: Algebra,  Differenzial-  und  Integralrechnung,  Mechanik,  mathematische 
Physik  und  besonders  Zahlentheorie.  Die  Fakultätssitzung,  in  welcher 
über  Eisensteins  Zulassung  entschieden  wurde,  fand  am  22.  April  1847 
statt.  Kommissare  der  Fakultät  waren  Dirksen  und  Encke.  In  dem  Gut- 
achten des  letzteren  heisst  es,  Eisenstein  habe  eine  grosse  Anzahl  von  Ab- 
handlungen namentlich  über  Zahlentheorie  geliefert,  „welchen  unsere  vor- 
züglichsten Kenner  dieses  Teiles  der  reinen  Mathematik  einen  sehr  hohen 
Rang  beilegen."  Sonnabend,  den  15.  Mai,  hielt  darauf  Eisenstein  vor  der 
Fakultät  die  Vorlesung  ,,Ueber  die  Fundamentaleigenschaften  der  ganzen 
rationalen  Funktionen."  Als  eigentliches  Habilitationsdatum  (wie  es  in  die 
Schrift  „Die  Friedrich -Wilhelms -Universität  in  ihrem  Personalbestande  von 
1810  bis  1885"  aufgenommen  ist)  gilt  das  des  21.  Mai  1847,  an  welchem 
Tage  Eisenstein  seine  öfifentliche  Vorlesung  „De  fundamentis  calculi  differen- 
tialis"  gehalten  hat. 

Ueber  die  Vorlesungen,  welche  Eisenstein  an  der  Berliner  Universität 
während  seiner  nur  10  Semester  umfassenden  Docententhätigkeit  teils  an- 
gekündigt teils  gehalten  hat,  giebt  das  folgende  Verzeichnis  Auskunft, 
welches  Herr  Skopnik  aus  den  Universitätsakten  für  mich  auszuziehen  die 
Freundlichkeit  hatte.  Den  Vorlesungstiteln  sind  jeweilen  darauf  bezügliche 
kurze  Bemerkungen  von  Eisenstein  hinzugefügt. 
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Verzeichnis 
der  Yon  dem  Herrn  Dr.  Eisenstein  an  der  Universität  Berlin  gehaltenen 

Vorlesungen. 

I.  Im  Winter-Semester  1847/48. 

1.  Differenzialrechnung  (privatim).     14  Zuhörer. 

2.  Höhere  Zahlen theorie,  besonders  der  quadratischen,  kubischen  und  bi- 
quadratischen Beste  und  Theorie  der  temären  quadratischen  Fomen 
(gratis). 

Bei  Gratis -Kollegien  wird  selten  von  den  Zuhörern  angenommen  und  ist 
daher  die  Anzahl  nicht  genau  anzugeben,    (gez.)  E. 

3.  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  (privatissime).     6  Zuhörer. 

IL   Im  Sommer-Semester  1848. 

1.  Integralrechnung  als  Quelle  der  transcendenten  Funktionen  (privatim). 
3  Zuhörer. 

2.  Erläuterung  der  disquisitiones  arithmeticae  von  Gauss  mit  speciellen 
Untersuchungen  über  die  Kreisteilungen  (privatissime). 

Nicht  zu  Stande  gekommen,  statt  dessen  ein  publice  über  die  einfachsten 
Principien  der  Mechanik. 

ni.  Im  Sommer-Semester  1849. 
Mathematische  Besprechungen  über  einzelne  Schwierigkeiten  in  den  Studien. 
Die  Integralrechnung. 
Ueber  alle  Theile  der  Mathematik. 

Durch  Krankheit  war  ich  am  Lesen  verhindert. 

IV.    Im  Winter-Semester  1849/50. 
Eine  Repitition  der  Differeniialrechnüßg.     1 1   Zuhörer 
Integralrechnung  und  analjtische  Mechanik.     12  Zuhörer. 

Y,  Im  Sommer-Semester  1850. 
Die    analytische   Jlechanik,    nebst   Entwickelung   der   nötigen  Fonoek  atn 
der  Integralreelinung.     4  Zuhörer. 

Ich  habe  elliptiHche  Funktionen  btatt  der  Mechanik  gelöBeiij  w«il  letitm 
von  einem  anderen  Docenten  angezeigt  worden  war.     E, 

VI.   Im  Winter- Semester  1850/51, 
Die  DilFerenaial-  und  IntegralrechnuDg,     18  Zuhören 

YO.    Im  Sommer-Semester  1651. 
Die    schwierigeren    Teile   der  Integral ruijhiiutig   in    besoodercr   Hiasicbi  ivi 
den  heutigen  Strandpunkt  dör  Wißsöuscfeaft. 
Wegen  Kriinkheit  cdeht  geldMa 
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VUl.  Im  Sommer-Semester  1852. 
Die  Integral-  und  Variationsrechnung  und  als  Einleitung  eine  kurze  Ueber- 
sicht  der  Differenzialrechnung.     18  Zuhörer. 

Gleich  mit  Beginn  seiner  akademischen  Lehi-thätigkeit  wurde  Eisenstein 
eine  grosse  Auszeichnung  zu  Teil:  Gauss  veranstaltete  1847  die  bekannte 
Aasgabe  „Mathematische  Abhandlungen^)  besonders  aus  dem  Gebiete  der 
höheren  Arithmetik  und  der  elliptischen  Funktionen  von  Dr.  G.  Eisenstein, 
Privatdocent  an  der  Universität  zu  Berlin"  (Berlin  bei  G.  Reimer  1847) 
und  fügte  derselben  eine  besondere  Vorrede  hinzu,  in  der  er  auf  den  hohen 
Bang  dieser  Abhandlungen  hinwies.  Nachdem  er  von  den  Arbeiten  Euler's 
und  Lagrange's  gesprochen,  fährt  er  fort:  „Die  vorliegenden  Aufsätze  ent- 
halten soviel  treffliches  und  gediegenes,  dass  durch  dieselben  dem  Verfasser 
ein  ehrenvoller  Platz  neben  seinen  Vorgängern  gesichert  wird,  an  deren 
Arbeiten  jene  sich  würdig  anschliessen." 

Die  Anerkennungen,  welche  Gauss  von  Anfang  an  der  wissenschaftlichen 
Thätigkeit  Eisensteins  zollte,  waren  für  diesen  wahre  Wohlthaten.  Sie 
bildeten  fast  die  einzigen  Lichtpunkte  in  seinem  freudearmen  Dasein.  Man 
lese  nur,  wie  er  sich  in  seinem  Briefe  vom  20.  April  1846  Stern  gegen- 
über ausspricht:  „Da  Sie,  mein  lieber  Stern,  einen  so  liebevollen  Anteil 
an  meinem  Kummer  nehmen,  so  werden  Sie  gewiss  eine  ebenso  freimdliche 
Gesinnung  bei  dem  Angenehmen  beweisen,  was  mich  betrifft.  Es  ist  mir 
eine  grosse  Freude  geworden.  Ich  weiss  nicht,  ob  ich  Ihnen  mitgeteilt 
habe,  dass  Gauss  mir  im  vorigen  Frühjahr  einen  sehr  interessanten  Brief 
geschrieben  hat.  Gauss  hat  sich  nun  im  vorigen  Winter  und  jetzt  wieder 
vor  einigen  Tagen,  auf  mathematische  Mitteilungen  hin,  die  ich  ihm  ge- 
mÄCht,  zu  Alexander  von  Humboldt  schriftlich  über  mich  ausgesprochen,  in 
'W'orten,  die  mich  vollkommen  über  Jacobi's  Angriff  zu  trösten  geeignet 
sini\  A.  V.  Humboldt  hat  mir  die  Briefe  mitgeteilt,  ich  würde  Ihnen  eine 
Abschrift  schicken,  wenn  ich  nicht  fürchten  müsste,  dass  Sie  mich  für  eitel 
jijalten,  und  ich  dadurch  in  Ihrer  Achtung,   die  mir  so  teuer  ist,   sinken 

Ausser  dieser   wissenschaftlichen  Anerkennung   und  Freude    ist    aber 

«mieiii'  T^^^^^  ^^^  freudlos " 

J^jadi  Alexander  von  Humboldt,  dessen  gewichtige  Vermittelung  —  um 
.     B^jhkftfi  Worte  za  gebrauchen  —   nirgends  fehlte,   wo   es  die  Ehre  der 

bn  waren  vorher  in   den   verschiedenen   Bänden    des  Crelle'schen 

hiüien.     Die    s&mmtlichen   Arbeiten    Eisensteins   befinden   sich   in 

fJUL  S7-— 44),  in  Liouvilles  Journal  (Bd.  10  u.  17),  in  den  NouYelles 

I.  (ßd,  \nÜl)    und    in    den   Berichten    der   Berliner   Akademie 
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Wissenschaft  und  das  Wohl  ihrer  Vertreter  galt,  Hess  es,  wie  schon  früher 
hervorgehoben,  an  Aufmunterung  und  sichtbaren  Beweisen  seiner  Hoch- 
achtung nicht  fehlen.  Seinen  Bemühungen  vorzugsweise  hatte  Eisenstein 
den  Eintritt  in  die  Akademie  zu  verdanken. 

„Am  22.  August  1850  forderte  der  Minister  unter  Beifügung  emes 
Schreibens  von  Alexander  von  Humboldt,  Jacobi  und  Lejeune-Dirichlet,  worin 
diese  die  definitive  Anstellung  Eisensteins  in  Antrag  brachten,  die  Fakultät 
zur  gutachtlichen  Berichterstattung  auf.  Die  Fakultät  berichtete  rühmend 
und  wünschte  schliesslich,  ihn  der  üniversitätslaufbahn  erhalten  zu  sehen 
und  dass  derselbe  durch  anerkennende  Teilnahme  auch  über  seine  weitei^ 
Zukunft  beruhigt  werde."  ^) 

Indessen  war  zu  jener  Zeit  nirgends  eine  mathematische  Professur  fi^i 
und  auch  keine  Aussicht  vorhanden,  dass  für  Eisenstein  ein  besonderer  Lehr- 
stuhl errichtet  würde.  So  musste  sich  dieser  abermals  gedulden.  Erst  im 
Anfange  des  Jahres  1852  gelang  es,  einen  Ausweg  dadurch  zu  finden,  dass 
Eisenstein  als  ordentliches  Mitglied  in  die  Berliner  Akademie  der  Wissen- 
schaften aufgenommen  wurde.  Die  Aufnahme  erfolgte  am  24.  April;  seine 
Antrittsrede  hielt  er  am  1.  Juli.  Damit  schied  er  zwar  formell  aus  dem 
Verbände  der  Universität,  aber  mit  der  bestimmten  Absicht,  entsprechend 
den  Rechten  der  Akademiemitglieder,  seine  Lehrthätigkeit  unverändert  fort- 
zusetzen. 

Leider  sollte  er  sich  nur  wenige  Monate  der  so  sehnlichst  von  ihm 
erhofften  gesicherten  Stellung  erfreuen.  Seine  Gesundheit  war  vollständig 
zerrüttet.  Von  Hause  aus  kränklich,  hatte  er  von  Jahr  zu  Jahr  seinen 
Zustand  sich  verschlimmern  sehen.  Die  Klage  um  denselben  zieht  als  weh- 
mütiger Grundton  durch  alle  seine  Berichte,  durch  seine  Lebensbeschreibung 
wie  später  durch  seine  Briefe.  Dazu  kam  noch  für  ihn,  den  „die  fort- 
währende Sehnsucht  nach  Liebe  und  Zuneigung  der  Menschen  und  nach 
gemütlichen  Verhältnissen"  folterte,  das  drückende  Gefühl,  allein  und  Ye^ 
lassen  in  der  Welt  dazustehen. 

Schon  zu  wiederholten  Malen  war  er  genötigt  gewesen,  seine  Thätig- 
keit  an  der  Universität  zu  unterbrechen.  Ln  Jahre  1851  hatte  er  noch 
durch  einen  längeren  Aufenthalt  in  einer  Wasserheilanstalt  (Jenesunff 
gesucht.  Es  war  vergebens,  der  Kräfte  verfall  Hess  sich  nicht  ^,^  ^. 
halten.  Am  11.  Oktober  1852  wurde  Eisensteiii|  in  einem  A\^  v(Hiimr 
29  Jahren,  von  seinen  Leiden  durch  der 


1)  Aus  den  Akten  der  Berlii 


BRIEFE  VON  G.  EISENSTEIN  AN  M.  A.  STERN. 

HERAUSGEGEBEN 

VON 

A.  HURWITZ  UND  P.  RUDIO. 


In  dem  Nachlasse  des  am  30.  Januar  1894  in  Zürich  gestorbenen 
Prof.  Dr.  M.  A.  Stern  fand  sich  ein  kleines  Packet  mit  der  Aufschrift:  „Die 
einliegenden  Briefe  meines  verstorbenen  Freundes  G.  Eisenstein  sollen  nach 
meinem  Tode  sorgfältig  bewahrt  und  wo  möglich  nach  dem  Jahre  1890 
zum  Drucke  befördert  werden".  Als  wir  von  unserem  Freunde  und  Kollegen, 
Herrn  Prof.  Dr.  Alfred  Stern,  mit  der  Herausgabe  dieser  an  seinen  Vater 
gerichteten  Briefe  betraut  wurden,  sind  wir  der  Aufforderung  um  so  lieber 
nachgekommen,  als  es  sich  f&r  uns  zunächst  um  die  Erfüllung  des  Wunsches 
eines  Mannes  handelte,  der  uns  beiden  ein  verehrungswürdiger,  väterlicher 
Freund  gewesen  war.  Sodann  aber  glaubten  wir,  dass  die  Briefe  sehr 
wohl  geeignet  sein  dürften,  das  lebhafteste  Interesse  der  Fachgenossen  zu 
erregen,  auch  wenn  sie  in  wissenschaftlicher  Hinsicht  keine  Ueberraschungen 
bieten  werden.  Giebt  es  doch  unter  den  grossen  Mathematikern  unseres 
Jahrhunderts  kaum  einen,  über  dessen  äussere  Lebensverhältnisse  so  wenig 
zuverlässiges  bekannt  ist,  wie  über  diejenigen  Eisensteins.  Auch  sein 
Charakterbild,  „von  der  Parteien  Gunst  und  Hass  verwirrt",  ist  als  ein 
so  schwankendes  zu  bezeichnen,  dass  jeder  Beitrag  zur  Klärung  willkommen 
sein  muss. 

Es  war  ursprünglich  unsere  Absicht,  den  Briefen  einige  biographische 
Notizen,  als  Einführung  in  die  Situation,  aus  der  jene  hervorgegangen  sind, 
vorauszuschicken.  Als  die  zu  diesem  Zwecke  angestellten  Nachforschungen 
aber,  neben  manchem  andern  wissenswerten,  eine  umfangreiche  Auto- 
biographie zu  Tage  förderten,  glaubten  wir  diese  letztere  besser  einer  be- 
sonderen Publikation  zuweisen  zu  sollen.  Indem  wir  uns  an  dieser  Stelle 
damit  begnügen,  auf  die  in  derselben  enthaltenen  biographischen  Mit- 
teilungen zu  verweisen,  lassen  wir  jetzt  die  Briefe  Eisensteins  an  Stern  in 
chronologischer  Ordnung  folgen. 

I. 

Mein  lieber  Herr  Dr.*) 

Mit  grossem  Danke  sende  ich  Ihnen  hier  die  entliehenen  acht  Thaler; 
ich  wurde  bei  meiner  Ankunft  gleich   von  so   vielen  Geschäften  und  Ver- 


1)   Der   Brief   ir&gt  kein  Datum.    Aus   dem   Zusammenhange   ergiebt   sich 
aber,  dass  er  1844,  etwa  im  Juli,  geschrieben  wurde. 
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hältnissen  in  Anspruch  genommen,  dass  es  mir  erst  jetzt  möglich  war,  an 
Sie  zu  schreiben.     Ich  hoffe  und  wünsche,   dass  Sie  sich  recht  wohl  und 
munter  befinden  und   dass  Sie  noch   ein  klein  wenig  an  mich  denken,  so 
wie  ich  mich  stets  mit  Dank  und  angenehmer  Empfindung  an  die  freund- 
liche Aufiiahme   erinnern  werde,  die   ich  bei  Ihnen  und  Ihren  Bekannten 
gefunden  habe.    Haben  Sie  doch  gefölligst  die  Güte,  Herrn  Dr.  Goldschmidt 
sowie   die  Familie  Meierstein  und  Lott  herzlich  von  mir  zu  grüssen  und 
sie    meines    aufrichtigen  Dankes   zu  versichern.     Ich  wünschte  recht  bald 
einen    oder   den  anderen  von  Ihnen  hier  in  Berlin  zu  sehen.     An  Gauss 
brauche  ich  wohl  keinen  Gruss  zu  bestellen,  denn  zu  dem  lieben  Gott  kann 
man  nur  beten  und  bewundernd  emporblicken.     Wir  haben  jetzt  Jacobi  in 
Berlin  und  er  wird  ganz  hierbleiben,  was  wir  auch  Alexander  von  Humboldt 
zu  verdanken  haben.     Ich  habe  Jacobi  schon  mehrmals  besucht,  man  kann 
herrlich  mit  ihm  umgehen,  er  ist  im  Vertrauen  der  direkte  Gegensatz  von 
Gauss.    Er  wird  in  kurzer  Zeit  zum  Jubiläum  der  Universität  nach  Königs- 
berg reisen  und  dann  mit  seiner  Familie  wiederkonmien.     Dirichlet,  der 
nobelste  und  liebenswürdigste   aller  Mathematici  bleibt  bis  zum  Winter  in 
Neapel.     Ich  habe  durch  Alex.  v.  Humbolt's  Verwendung  soeben  100  Thaler 
zu  einer  neuen  Eeise  erhalten  und  werde  wahrscheinlich  Helgoland  wählen. 
Dies  sind  die  neuesten  Berliner  Neuigkeiten. 

Ich  habe  mit  grossem  Vergnügen  Ihre  Abhandlung  über  die  quadrati- 
schen Reste,  die  preisgekrönte,  gelesen;  ich  versuchte,  das  Princip,  welches 
Sie  zur  Bestimmung  des  quadratischen  Charakters  der  Zahlen  2  und  3  an- 
wenden und  welches  sehr  scharfsinnig  ist,  für  grössere  Zahlen  zu  benutzen, 
aber  ich  habe  nichts  gefunden,  und  es  scheint,  dass  die  Methode  gerade 
nur  für  diese  beiden  Fälle  passend  ist;  Gauss  ist  derselben  Ansicht  (Götting. 
gelehrte  Anz.),  er  hat  dieselbe  schon  zur  Bestimmung  des  biquadratischen 
Charakters  der  Zahl  2  angewandt. 

Die  Summe  ^ ,  welche  Sie  dort  für  ü  =  8  m  +  7  bestimmen, 

j^  am  Oj  CO  -^  '  ' 

habe    ich   auch   für  jp  =  8w  -}~  3   gefunden;    überhaupt  kann   nicht  leicht 

irgend  eine  Summe  von  einer  ähnlichen  Form  meinen  Principien  entgehen; 

ich   bitte   es   zu   versuchen;   schicken  Sie   mir  Sunamen,   ich   schreibe  Ihnen 

die  Ajitworten.     Bei   dieser   Gelegenheit  bin   ich   unter  anderen  auf  einen 

merkwürdigen   Satz    geführt   worden.     Wenn  ^  =  4w  -j"  3,    so  hat  man 

bekanntlich    2a  <  2h ^    aber    man    hat    auch  ^^  cotg  —  >  ^  cotg  — , 

wenn  a  die  Beste,  h  die  Nichtreste  (tnodp)  vorstellen;  von  der  grossen 
Schwierigkeit,  dergleichen  einfache  Sätze  zu  beweisen,  erhält  man  erst  eine 
richtige  Ansicht,  wenn  man  sich  lange  Zeit  damit  beschäftigt. 
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Vielleicht  sind  Ihnen  einige  andere  mathematische  Mitteilungen 
nicht  ganz  unangenehm.  Mein  erster  Beweis  des  biquadratischen  My- 
steriums ist  nunmehr  im  Crelle'schen  Journal  abgedruckt,  der  zweite  wird 
wahrscheinlich  in  einer  grösseren  Abhandlung  unter  dem  Titel  „die  drei 
Reciprocitatssätze  der  höheren  Arithmetik"  bei  Veit  erscheinen.  Die 
Reste  der  8****,  12*®'*  und  auch  5*®"*  Potenzen,  welche  fertig  sind,  arbeite 
ich  jetzt  aus. 

Dies  ist  ein  Feld,  auf  dem  ich  mich  ganz  frei  bewegen  kann,  denn 
hier  hat  selbst  Jacobi  nichts,  wie  er  mir  gesteht.  Auch  hier  erreiche  ich 
wieder  alles  durch  das  einzige  kostbare  Princip,  die  Ausdrücke  dergestalt 
analytisch  umzuformen,  dass  sich  die  Division  in  der  That  allgemein  aus- 
führen lässt.  Sie  glauben  gamicht,  wie  pikant  diese  Untersuchungen  sind. 
Bei  den  Resten  der  höheren,  z.  B.  der  7^®°,  11**°  u.  s.  w.  Potenzen,  leistet  das 
Princip  ebenfalls  alles,  was  es  leisten  kann,  aber  die  Schwierigkeit  hängt 
hier  von  den  ersten  Elementen  der  complexen  Zahlen  ab,  über  welche  man 
noch  gamichts  weiss.  Prof.  Kummer  hat  zum  Glück  seine  schöne  Theorie 
der  complexen  Zahlen  noch  bei  Zeiten  durch  Encke  von  der  Akademie 
zurücknehmen  lassen;  denn  sie  enthielt  zuviel  Revolutionsstoflf,  ich  wäre 
z.  B.  rasend  geworden;  man  kann  durch  dieselbe  beweisen,  dass  zu  jeder 
Determinante  nur  eine  quadratische  Form  gehört  und  dergl.  Unsinn  mehr. 
Kummer  hoflPt  die  Theorie  leicht  zu  ergänzen;  es  erhebt  sich  ein  leiser 
Zweifel  in  meinem  Gemüte.')  Auch  Jacobi  ist  ganz  meiner  Ansicht,  dass 
die  Theorie  der  allgemeinen  complexen  Zahlen  erst  durch  eine  vollständige 
Theorie  der  höheren  Formen  ihre  Vollendung  erhalten  kann.  Die  complexen 
Zahlen  aus  8****  und  12'*°  Wurzeln  der  Einheit  lassen  sich  jedoch  durch 
ein  eigentündiches  Princip  behandeln,  welches  später  seine  Anwendbarkeit 
verliert;  bei  den  höheren  complexen  Zahlen  gibt  es  auch  eigentlich  gar  keine 
complexen  Primzahlen  mehr.  Gibt  man  den  Satz  zu,  dass  das  Produkt 
zweier  complexer  Zahlen  nicht  anders  durch  eine  Primzahl  teilbar  sein 
kann,  als  wenn  wenigstens  ein  Faktor  durch  die  Primzahl  teilbar  ist,  was 
ganz  evident  erscheint,  so  hat  man  die  ganze  Theorie  auf  einen  Schlag; 
aber  dieser  Satz  ist  total  falsch,  und  man  mu^  also  ganz  neue  Principien 
anwenden. 

Ich  habe  nicht  eher  geruht,  als  bis  ich  meinen  geometrischen  Beweis 
des  Reciprocitätsgesetzes,  der  Ihnen  so  viel  Spass  gemacht  hat,  und  der 
auch,  beiläufig  gesagt,  Jacobi  ausserordentlich  gefüllt,  von  dem  Lemma 
befreit  habe,  von  dem  er  noch  abhängig  war,  und  er  ist  jetzt  so  einfach, 

1)  Die  Zukunft  hat  bekanntlich  Eisenstein  nicht  Recht  gegeben. 
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Ihrem  Beweise  von  ^  cotg  —  >^  ^^^S —  stützen  Sie  sich  auf  JS  6  >  21a; 

dies  ist  zwar  ganz  brav,  aber  so  war  die  Sache  nicht  gemeint,  sondern  ich 
sprach  von  einem  direkten  Beweis,  denn  2J6  >  £a  ist  bis  jetzt,  wenigstens 
so  viel  ich  weiss,  nur  durch  unendliche  Reihen  und  Produkte  (von  Dirichlet) 
bewiesen  worden,  meinen  Beweis  habe  ich  noch  nicht  publizieren  wollen,  da 
er  auf  einem  principium  latissime  patens  beruht,  von  dem  ich  erst  noch 
fernere  Anwendungen  zu  machen  denke.  —  Es  würde  mich  ausserordentlich 
freuen,  wenn  Sie  wieder  einigermassen,  durch  Müsse  und  Muse  begünstigt, 
auf  die  Zahlentheorie  kämen. 

Nun  mein  lieber  Stern  komme  ich  zur  Hauptsache,  um  derenwillen 
besonders  ich  die  Feder  in  die  Hand  genommen  habe,  nämlich  um  Ihnen 
von  Herzen  Glück  zu  wünschen.  Vor  wenigen  Tagen  erfuhr  ich,  gerade 
als  ich  Dr.  Joachimsthal's  Probevorlesung  beiwohnte,  durch  den  jungen 
Friedländer  zu  meiner  grössten  Freude  Ihre  Verlobung,  oder,  was  dasselbe 
besagt,  dass  Sie  Sich  auf  Hymens  Kettenlinie  vorbereiten,  deren  Gleichung 
mir  unbekannt  ist,  obwohl  ich  weiss,  dass  sie  mit  einem  Maximum  der 
Freude  anfängt  und  zuweilen  einige  Spitzen  hat.  —  So  oflferiere  ich  Dmen 
denn,  mein  liebster  Stern,  meine  Gratulation  in  optima  forma,  doch  behalte 
ich  mir  ein  ausführlicheres  Wünschen  und  eine  feierliche  Segenserteilung 
bis  zu  Ihrer  Hochzeit  vor,  zu  der  ich  mich  hiermit  einlade. 

In  Betreff  Berliner  Neuigkeiten,  so  wissen  Sie,  dass  Prof.  Jabobi  (der 
Grosse)  für  immer  hier  angestellt,  und  dass  Prof.  Dirichlet  (der  Liebens- 
würdige) nebst  einem  neuen  weiblichen  Sprössling,  einer  Florentinerin, 
ebenfalls  aus  Italien  zurück  ist.  Aber  wir  haben  auch  Prof.  Kummer  hier 
als  Gast  auf  einige  Zeit;  er  hat  mich  zum  Doktor  hon.  c.  gemacht,  wie 
Sie  vielleicht  erfahren  haben  werden;  wenn  nicht,  so  teile  ich  es  Ihnen 
hier  mit,  was  schon  lange  meine  Pflicht  gewesen  wäre  (Unterlassungssünde). 
Noch  habe  ich  ihn  nicht  ordentlich  geniessen  können,  da  er  gleich  nach 
der  Insel  Eugen  abgereist  ist,  hoffe  dies  aber  nach  seiner  Bückkehr  hierher 
nachzuholen.  Mein  Freund  Dr.  Joachimsthal  habilitiert  sich  nächsten  Winter 
hier;  mein  Freund  Kronecker,  dessen  ich  mich  gegenwärtig,  wie  im  vorigen 
Jahre  des  Heine,  als  meines  wöchentlichen  und  täglichen  Hausfreundes  be- 
diene, arbeitet  an  seiner  Promotion  und  ist  jetzt  nach  Rügen  gereist  mit 
Kummer,  da  ihn  diese  Reise  in  seinem  Fleisse  aufhält,  später  geht  er  nach 
seinem  Gute  in  Schlesien,  um  dort  zu  verbauern;  mein  Freund  Dr.  Heine, 
der  auch  in  Göttingen  studiert  hat,  ist  schon  seit  vorigem  Winter  Privat- 
docent  in  Bonn,  und  unser  beider  Freund  Eisenstein  existiert  auch.  Ich 
will  Ihnen  hier  nur  unser  Berliner  mathematisches  Publicum  aufführen  und 
Pai-ade    machen    lassen;    diese    und   der  reiche  Dr.   Borchardt,   dessen  un- 
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nieij  Schlich  es  Geld  ibn  aui^erbalb  des  Bereiches  aller  menschlichen  Be- 
rechnungen seilt,  sind  es;  denn  neuen  Zuwachs  und  jungen  Nachwuchs 
haben  irir  hier  nicht  bekomiuen* 

So  instig  ich  Ihneij  auch  aus  diesem  Schreiben  erscheinen  mag,  mein 
lieber  Stern,  so  hin  ich  doch  in  Bezug  auf  meine  Gesundheit  sehr  leidend. 
Ich  bemerke  dies  nui,  weil  Sie  sich  wundem  werden,  dass  so  lange  keine 
Abhandlung  von  mir  erscheint,  da  doch  sonst  jedes  Crelle'sche  Heft  eines 
meiner  Kinder  enthält.  Vorrat  habe  ich  hinlänglich  und  sehr  weit  aus- 
sehende Ideen f  aber  ich  bin  so  abhängig  von  meinem  Körper,  dass  Ich 
nichts  tliun  kann;  sobald  ich  ein  wenig  arbeite,  leide  ich  an  Schwindel, 
unruhigem  Schlaf  und  allerlei  nervösen  Zufällen.  Im  vorigen  Winter  war 
ich  sehr  krank,  vier  Wochen  bettlägerig,  und  nun  habe  ich  mich  noch 
Immer  nicht  erholen  können,  trotz  Brunnenkur  und  Pillen  - —  so  steht  es 
mit  mir;  doch  was  hilft  das  Klagen:  hoffe  und  wünsche  nur,  dass  Sie  so 
munter  wie  ein  Fibch  sind,  was  ja  bei  einem  Bräutigam  nicht  fehlen  dar£ 

Zum  Desert.  will  ich  Ilinen  doch  noch  einige  Formeln  auftischen.  — 
Zwei  Hauptgegenstände  sind  es,  mit  denen  ich  mich  namentlich  in  dieser 
Zeit  beschäftigt,  und  die  ich  wenigstens  zum  Teü  zu  einem  gewünschten 
Ausgang  geführt  habe,  (doch  ist  Alles  Stümperei,  ehe  ich  nicht  gesund  bin); 
die  Formen  zweiten  Grades  mit  beliebig  vielen  Variabein,  und  die  Lemnis* 
cateufunktiom^n,  welche  in  Bezug  auf  die  complexen  Zahlen  genau  dieselbe 
Holle  spielen,  als  die  Sinus  für  die  reelle  Theorie.  Diese  Leniniscf.  müssen 
jetzt,  wenigstens  för  einen  Arithmeticus,  fast  als  das  Wichtigste  in  der 
ganzen  Matbi'matik  gelten,  denn  sie  enthalten  gewissermassen  im  Keimt* 
und  impUcit^*  die  Haupteigenschaften  der  complex^^n  Zahlen,  Wie  ich  durch 
sie  auf  die  einfachste  Art  von  der  Welt  das  luysterium  maxime  recondituni 
bewiesen  hal>e,  werden  Sie  aus  Grelles  Journal  (29,  Band)  ersehen  haben; 
diese  Beweise  haben  den  Vorzug,  dass  man  fast  Wort  für  Wort  die  Ana- 
logi*^  bei  tjuadr.  eub.  und  Inq.  Rest^^n  verfolgen  kann,  und  dass  sie  voll- 
kommen symmetrisch  in  Bexug  auf  die  beiden  zu.  vergleichenden  Primzahlen 
sind;  in  der  That  dj-ücken  sie  den  Charakter  (qu.  cub.  biq.^  durch  eine 
analytische  Formel  aus,  der  man  die  Symmetrie  also  die  Reciprocität  un- 
rnittidbar  ansieht»  Indem  ich  denke,  dass  Sie  vielleicht  meine  kleine  Ab- 
handlung (nur  einen  Bogen)  hierüber  durchgesehen  haben,  will  ich  hier 
einige  SÄtx«*  über  die  Lemniscf.  anführen,  die  mir  wi«*htig  erscheinen  und 
die  sich  dort  nicht  finden.  Sie  wissen,  dass  für  jede  un;<erade  ganze 
compleze  Zahl  a  •\-  hi  ^  m  die  Differenzialgleichimg 

r^  V         d^ mdx 


in   welcher  if  mit  x  zugleich  verschwinden 


soll,  durch  eine  gtibrOi*b  1^111$  rationale  Function  ^  von  nc-  integnrt  wird, 

Alib.  $nf  ri9ioh.  il#r  Mftihm    Vit  1% 


—  für  ein  gans^es 


ebenso   wie   analog  das  Integra!   von  -. --     . — _ 

rOfiH^s  lind  uiigeradles  ni  eine  ganze  rationale  Function  von  x  ist^  nllmUcb, 
wie  bpk&oot 


m(»i*— 1) 


1  -  2  a  -  4  *  ö 


•  +  (-!)■ 


W  — 1 

2     2" 


Hif^r  nun  ist  es  lekhtj  die  Koeffizienten  <!nrch  Einsetzen  in  die  IWerenzial- 
gleichnng  -/ax  bestimmen.  Ganz  anders  verbält  sieb  die  Sacbßj  wenn  p  ein© 
gebro ebene  Funktion  Tön  x  ist,  wie  ia  (1.);  es  ist  dann  gänzlich  un möglieb, 
xitivh  der  Metbode  der  unbestinimteu  Koet^zieuten  aas  dar  DilFerenzial^ 
gleich ung  aueb  nur  einen  ein/igeo  Koefti^^ienten  des  Zilidens  oder  Kenners 
7M  ßnden,  uicbt  etwa  wege«  der  WeitUlubgkeit  der  Recbnungj  die  man 
doch  überwinden  kdanie,  eondeni  weil  die  Bache  in  deh  unmilglieh  ist, 
Wßvon  8ie  Sich  leicht  diireh  einen  Versuch  überzeugen  köniieii*  Natürlicb 
tneine  ieb  die  allgemeine  Bestimmung  der  KoeffiKientt^n  für  ein  tin- 
bestimmtes  m,  denn  dass  man  für  specielle  gegebene  Werte  von  «i  die 
Koeffizienten  des  Zählers  und  Nenners  aus  der  DLflT.  GL  numerisüli 
ben'ehnen  kann,  versteht  sieb  von  selbst,  aber  man  erkennt  daraus  uicbt 
den  Zusammenbang  dieser  numerischen  Werte  mit  dem  jedesmaligen  w* 
Dies  bat  auch  nichtg  Frappantes  mehr  (so  wunderbar  es  anfange  erscheint), 
sobald  man  die  Form  der  Koeffizienten  erst  kennt;  denn  sie  sind  gar  nicht, 
wie  ieb  anfänglich  glaubte,  Funktionen  von  m  allein,  sondern  auch  von 
der  Norm  von  wj,  '''"-(-  h^  =  ^^(Jii)^  die  ich  mit  ]>  bezeichnen  will,  und 
wie  sollte  wohl  diese  Norm  vermittelst  der  Differenzial^deicbung  irgend  ein- 
gehen können!  Man  muss  also  ganz  neue  Methoden  anwendt^n  und  ich 
bin  durch  solche  endlich  zu  dem  gewünschten  Ziele  gelangt.  —  Wenn  )h 
primär  d.  h.  EE  1  (mod  2  -\-  2  i)  ist,  was  ohne  Schaden  der  Allgemeinheit 
angenommen  werden  darf,  so  finde  ich  unter  anderm,  um  Ihnen  ein  kleines 
aperyu  zu  geben: 


l)  ^  hat  die  Form: //^x- 


4 

1  +  JBj  o;*  +  jB,  a;^  H \-  B,,-:yX^ 


'  +  X' 


P-\ 


4 


,;>-!' 


WO    alle   Koeffizienten  A    und  B   ganze    complexe   Zahlen    sind,    und    es    ist 
hierbei   Aq  =  Bj,—  x^   A^  =  B,,^r,^    etc.,   ^4^._r,  =  i^^,    so    dass    im    Zähler 

4  1  4 

genau  dieselben  Koeffizienten  vorkommen,  wie  im  Nenner,  nur  in  umgekehrter 
Reihenfolge. 

2)    Setzt   man    brevitatis    causa   m^  =  q.   so    sind  B^^   und  — '    «ranze 

Funktionen    von    den    beiden  Variabein  })   und  q   von    der  fi*°"   Ordnung, 
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und  zwar  enthalten  sie  alle  Potenzen  und  Produkte,  in  denen  die  Summe 
der  Exponenten  von  p  und  q  zusammen  <  ft  ist;  die  numerischen  Multipli- 
katoren dieser  Potenzen  und  Produkte,  die  nun  nicht  mehr  von  m  noch 
von  p  abhängen,  sind  reelle  Zahlen,  was  sich  keineswegs  von  selbst  ver- 
steht, da  sie  a  priori  betrachtet,  ebenso  gut  complex  (imaginär)  sein  könnten. 

So  ist  z.  B.  -4^  ==  w,  Ä^=m  ' qq  » 

36p«+  14 pg  ~  g»^  384 1)  ~  84g  +  420 

^  =  »^ 66Ti8Ö '  ®^-  •  •  • 

_— jp  +  g       j.          86f)«-70f)g-g'-300jp  +  336g 
^l  =  — 12~'     ^*- 66T18Ö ,etc.... 

In   Bft    konunt   kein  konstantes   Glied  vor;    die  höchsten  Potenzen   von  p 

in  B^  und  —Äf^  haben  denselben  numerischen  Multiplikator,    q  bezeichnet, 

wie  gesagt  (a  +  Uy  und  p  die  Norm  a*  -j"  ^*- 

3)  Bildet  man  nach  dem  bekannten  Newton'schen  Theorem  aus  den 
Koeffizienten,  etwa  denen  B  des  Nenners,  die  Potenzsummen  der  Wurzeln, 
etwa  indem  man  setzt 

Ä'^  4- 5^  =  0,  iSj,  +  J?i-Si4-2J?j,=  0,  &,4-J?iiSj,4-^j,iS'i4-3J?8  =  0,  etc., 
so  enthalten  alle  6^  das  p  nur  linear,  d.  h.  in  der  ersten  Potenz  allein. 
Dies  ist  ein  Fundamentalsatz  für  die  Koeffizienten.  Bringt  man  ihn  mit 
einem  anderen,  ziemlich  merkwürdigen  Princip  in  Verbindung,  welches,  Sie 
mögen  es  mir  glauben  oder  nicht,  davon  abhängt,  dass  die  Zahl  n  grösser 
als  2  ist,  so  kann  man  allein  hieraus  so  viele  Koeffizienten  berechnen,  als 
man  will,  wovon  ich  oben  eine  kleine  Probe  gegeben  habe. 

4)  Die  Koeffizienten  brechen  von  selbst  ab  (natürlich  für  ein  ganzes 

complexes  w),  sobald  der  Index  fi  die  Zahl  —- —  überschreitet,  in  ähnlicher 

Weise,  wie  dies  bei  den  Binomialkoeffizienten  und  bei  denen  der  Fall  ist, 
welche  in  der  Entwickelung  von  Sinus  der  vielfachen  (ungeraden)  Bogen 
nach  Potenzen  von  Sinus  der  einfachen  Bogen  vorkommen. 

5)  Wenn  m  eine  zweigliedrige  complexe  Primzahl,  also  p  eine  reelle 
Primzahl  4Ä-  +  1  ist,  so  sind  alle  Koeffizienten  r^  0  (mod.  tn).  Dieser 
Satz,  welcher  dem  für  die  Poljnomialkoeffizienten  im  Beeilen  analog,  ist 
besonders  wichtig  für  die  Anwendung  auf  Eeciprocitätssätze  und  auf  die 
Teilung  der  Lemniscate.  Das  biquadr.  Fundamentaltheorem  lässt  sich  un- 
mittelbar daraus  ableiten  und  ich  habe  diese  specielle  Anwendung  Gauss 
mitgeteilt,  der  sie  zu  meiner  grossen  Freude  benigne  aufgenommen  hat.  — 
Von  einer  Menge  Beispielen,  die  ich  mit  grosser  Mühe  berechnet  habe,  will 
ich  Ihnen  ein  recht  eklatantes  aufschreiben.  Für  »m  =»=  3  +  2t,  i)  =»  13 
hat  man 

12* 
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_  (3_+ 2  t)g-t-  (7  —  4t)ä;'+  (-  11  +  tOi)x*  +  x" 

und  es  ist 

7— 4«  =  (3+  2f)(l— 2i)—  11  +  10i  =  (S  +  2  0(—  1  +  4  t) 

so  dms  also,  wenn  man  mit  dem  Kenner  naeh  Hnks  multiptizi^rt^  iß  ge- 
wissi^m  Sinne  i/  _-  a^  (mod,  wj)   ist. 

Die  Hauptsache  ist  noch  a£U   tliun,   nilmlieh  das   allgemeine  GeseU 
der  Multiplikatoren  dfS  ii^^  Ko^f^zmuim  ku  finden,  nachdem  der  Bau  des- 
selben  in   Beziig   auf  »i   erkannt  ist.      Man   wird   ihm   zu   dem   Ende   eine 
ganz  nftie  Fonn  geben  mfiBsen,  denn  nach  Potenzen  und  Produkten  Tf>n  p  ' 
und  q   geordnet   wird   er  kein  einfacLes  Gesetz  befolgen,   ebenso  wenig  als 

dlß   Binomialkoeffizienten  — -r^—^ — - — - — ■  wenn    man    sie    nach 

Potenzen  von  m  entwickeln  wollte ,  während  sie  doch  in  Foitu  von 
Produkten  «o  hüehst  simpel  erscheinen.  —  Die  Beweise  der  vorstehenden 
Sfltsiö  eignem  sieh  nicht  gut  zu  brieflicher  Mitteilung*') 

Zuerst  hatte  ich  die  Absicht,  Ihnen  noch  über  quadratische  Formen 
mit  mehreren  Variabeln,  namentlich  übt*r  die  Anzahl  der  nicht  aequivalenten 
teniären  Fi>nnen  einiges  niitsEu teilen,  aber  da  dieser  Stoff  unerschöpflieb 
'ist  and  dieser  Brief  doch  schon  för  die  Zeit  eines  Brilutigams  zu  lang 
geworden  ist,  so  verscbiol^e  ich  di('s  auf  das  niichsto  Mal,  da  ich  nun  einen 
regelmässigen  Briefwechsel  /wischen  uns  hofl'e,  und  scbli<'sse  den  mathe- 
matischen Salm  mit  einem  arithmetischen  Theorem,  dessen  Beweis  Sie  such**n 
nn'igen:  „Wenn^>  eine  belie})ige  reelle  Primzahl  ist,  und  man  nimmt  in  der  Summe 

+  1  +  3  +  5  +  7  .  .  •  .  +  0>  —  2)  (Sl) 

alle  möglichen  Zeichenkomhinationen,  doch  so,  dass  die  Anzahl  der  negativen 
Zeichen  jedesmal  gerade  ist,  so  geben  die  Keste  (mod  p)  der  so  aus  {Sli 
hervorgehenden  Zahlen  erstlich  gewissemale  die  Null,  und  ausserdem  die 
Quadratreste  einmal  öfter  als  die  Nichtquadratreste.  Nimmt  man  aber  die 
Anzahl  der  negativen  Zeichen  ungerade,  so  kommen  umgekehrt  die  Nicht- 
quadratreste einmal  öfter  vor  als  die  Quadratreste;  so  dass  man  also  durch 
dieses  Verfahren  auf  lineare  Weise  die  7-Reste  und  Nichtreste  bestimmen 
kann,  wenn  man  von  allen  (5i)  so  viel  als  möglich  vollständige  Resten- 
systeme (mod.  j})  fortlässt.  Z.  11  für  p  =  1  erhält  man  1  +  ^  H~  '>  -? 
—  1  —  3  +  5        1,    —1+3  —  54,    1—3  —  50  (mod.  7),  und 


1)  Diese  Sätze  und  ihre  Beweise  hat  Eisenstein  in  dem  ersten  Teil  meiner 
„Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen"  verört'entlicht.  (.Tourual  für 
die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  30,  1846;  oder  „Mathematische  Ab- 
handlungen von  Dr.  G.  Eiaenstein",  ßerlio  1847.) 


Briefe  yon  G.  Eisenstein  an  M.  A.  Stern.  181 

in  der  That  sind  1,  2,  4  die  g- Reste;  dagegen  —  1  +  3  +  5  l^  0, 
1—3  +  5  =  3,  1  +  3  —  5  =  6,  —1—3  —  5  =  5,  und  3,  5,  6 
sind  die  g-Nichtreste."^) 

Nun  zn  guter  Letzt,  mein  lieber  Stern,  will  ich  mich  wieder  wie  ein 
yemünftiger  Mensch  betragen.  Antworten  Sie  mir  bald,  natürlich  ohne 
dabei  etwas  Nötigeres  zu  versäumen,  schreiben  Sie  mir  alle  Neuigkeiten, 
die  Sie  wissen  und  nicht  wissen,  was  es  in  Göttingen  Interessantes  giebt, 
besonders  über  Ihre  Braut,  wegen  derer  ich  mich  im  Stande  der  Unschuld, 
d.  h.  gänzlicher  Unwissenheit  befinde.  Schliesslich  wiederhole  ich  meinen 
herzlichen  Glückwunsch.*  Grüssen  Sie  mir  vielmals  Dr.  Goldschmidt  und 
die  Familie  Meyerstein.  —  Uebrigens  werden  Sie  schon  wissen,  was  mich 
interessieren  kann,  denn  obwohl  ich  seit  einem  Jahre  nichts  von  dorther  er- 
fahre, so  habe  ich  doch  nicht  aufgehört,  für  Göttingen  und  seine  Bewohner 
einen  lebhaften  Anteil  zu  nehmen.  —  Kann  ich  Ihnen  hier  in  irgend 
etwas  dienen,  so  finden  Sie  zu  Allem  bereit 

Ihren  ergebensten  Freund 

Gotthold  Eisenstein. 
Adresse:  Dr.  Eisenstein  Jerusalemerstr.  Nr.  63  parterre. 
Berlin,  20.  August  1845. 

N.  Friedländer  war  so  eilig,  dass  er  mir  nur  Ihre  Karte  in  die  Hand 
steckte,  ich  weiss  also  nicht  einmal,  ob  Sie  gegenwärtig  in  Göttingen  sind; 
deshalb  mache  ich  die  Adresse  sehr  ausführlich. 


ni. 

Berlin,  20.  April  1846. 
Mein  lieber  Stern! 

Es  wäre  meine  Pflicht  gewesen  auf  Ihren  herzlichen  und  liebevollen 
Brief,  der  mir  die  gröfste  Freude  bereitet  hat,  sogleich  zu  antworten.  Aber 
teils  ist  meine  Faulheit  an  der  Verzögerung  schuld,  teils  hatte  ich  gar 
keine  rechte  Lust  auf  die  fatale  Geschichte  mit  Jacobi  wieder  zurück- 
zukommen. —  Das  ganze  Rätsel  ist,  dass  es  Jacobi  verdriefst,  dass  ich 
nicht  sogleich,  nachdem  ich  von  seinen  Arbeiten  über  Kreisteilung  erfahren 
liatte,  öffentlich  seine  Priorität  anerkannt  habe,  während  ich  doch  Gauss 
so  oft  anführe.     Dass  ich  nun  dies  unterlassen  habe,  daran  ist  blofs  meine 


1)  In  seiner  Abhandlung  „Über  eine  der  Teilung  der  Zahlen  ähnliche  Unter- 
suchung und  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  quadratischen  Reste"  (Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  61  (1863))  hat  Stern  diesen  Satz, 
sowie  eine  Reihe  ähnlicher  Sätze  bewiesen. 
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unschuldige  Einfalt  Schuld,  io,  ich  mich  um  dergleichen  Äuüserlichkeiten 
nicht  kümmerte,  sondern  nur  an  die  Wissenschaft  selbst  dachte;  durch 
Gauss  habe  ich  nun  einmal  meine  mathematische  Bildung  erlangt,  seine 
Leistungen  sind  mir  geläufig,  und  desshalb  filhre  ich  ihn  an;  die  Arbeiten 
von  Jacobi  sind  mir  erst  zugänglich  geworden,  seit  ich  ihn  persönlich  kenne, 
d.  h.  seit  er  hier  in  Berlin  ist.  Muss  man  denn  wirklich  alles  durchkramen, 
ehe  man  drucken  lässt,  ich  glaubte,  dass  wenn  man  sich  mit  dem  CreUe'schen 
Journal  au  fait  erhält,  man  genug  thut. 

Inzwischen  kann  Jacobi  selbst  unmöglich  daran  glauben,  dass  ich  ihm 
seine  Sachen  gestohlen  habe,  denn  er  hat  eben  «uf  diese  meine  früheren 
Arbeiten  hin  vor  V^  Jahren  den  Antrag  zu  meiner  Doktor-Ernennung  hei 
der  Breslauer  Fakultät  gestellt  Uebrigens  gebührt  in  den  Beweisen  der 
Beciprocitätssätze  weder  mir,  noch  Jacobi  die  Priorität,  sondern  Gauss;  aher 
gedruckt  sind  die  Beweise  zuerst  von  mir  erschienen;  am  Ende  hat  doch 
Jacobi  auch  nur  gesagt,  dass  er  die  Beweise  gefunden  habe,  Gauss  hat 
dasselbe  aber  schon  viel  früher  gesagt,  Theoria  residuorum  biquadr.  und 
schon  an  einem  viel  früheren  Orte:  demonstrationes  et  ampliationes  novae 
etc.,  also:  —  hie  aqua  haeret. 

Schon  einige  Zeit,  ehe  ich  Ihren  Brief  erhielt,  hatte  ich  ein  Manuskript 
fertig,  worin  ich  Jacobi  in  höchst  gemäfsigter  Weise  antworte  und  die 
Untersuchungen  vereint  zusammenstelle,  welche  ich  in  früherer  Zeit  üher 
Kreisteilung  angestellt  hatte;  denn  was  ich  damals  herausgab,  war  kaum 
die  Hälfte  dessen,  was  ich  herauszugeben  beabsichtigte,  bis  mir  Jacobi  in 
die  Quere  kam.  Ich  habe  es  aber  aufgegeben,  dieses  Manuskript  wenigstens 
für  jetzt  drucken  zu  lassen,  denn  einmal  ist  Jacobi  auTserdem  ganz  freund- 
lich gegen  mich,  bis  auf  die  allerletzte  Zeit,  wo  ich  ihn  selten  besuche, 
was  aber  an  mir  und  nicht  an  ihm  liegt,  und  dann  darf  ich  ihn  mir  auch 
jetzt  nicht  erzürnen,  weil  ich  meine  Habilitation  hier  beabsichtige,  wobei 
er  mir  einerseits  nutzen  andererseits  aber  auch  sehr  schaden  kann. 

Ich  spreche  eben  von  meiner  Habilitation.  Sie  wissen,  lieber  Steni, 
dass  nach  den  Statuten  der  Fakultät  man  drei  Jahre  Doktor  sein  muss 
oder  vielmehr  man  drei  Jahre  schon  das  Triennium  absolviert  haben  muss, 
ehe  man  sich  habilitieren  darf.  Der  Minister  Eichhorn,  der  sehr  freundlich 
für  mich  gesinnt  ist,  hat  mich  von  diesem  Formzwange  dispensiert  und  es 
werden  mir  so  drei  Jahre  erspart,  denn  ich  hätte  eigentlich  erst  zum 
Oktober  dieses  Jahres  mein  Triennium  absolviert,  müsste  also  eigentlich 
noch  bis  Oktober  1849  warten;  es  hindert  mich  jetzt  weiter  nichts  an  der 
Habilitation,  als  meine  Militärpflicht. 

Da  Sie,  mein  lieber  Stern,  einen  so  liebevollen  Anteil  an  meinem 
Kummer  nehmen,  so  werden  Sie  gewiss  eine  eben  so  freundliche  Gesinnung 
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bei  dem  Angenehmen  beweisen,  was  mich  betrifft.  Es  ist  mir  eine  groüse 
Freude  geworden.  Ich  weifs  nicht,  ob  ich  Ihnen  mitgeteilt  habe,  dass 
Gauss  mir  im  vorigen  Frühjahr  einen  sehr  interessanten  Brief  geschrieben 
hat.  Gauss  hat  sich  nun  im  vorigen  Winter  und  jetzt  wieder  vor  einigen 
Tagen,  auf  mathematische  Mitteilungen  hin,  die  ich  ihm  gemacht,  zu 
AL  V.  Humboldt  schriftlich  über  mich  ausgesprochen,  in  Woi*ten,  die  mich 
vollkommen  über  Jacobi's  Angriff  zu  trösten  geeignet  sind;  A.  v.  Humboldt 
hat  mir  die  Briefe  mitgeteilt;  ich  würde  Ihnen  eine  Abschrift  schicken, 
wenn  ich  nicht  fürchten  müsste,  dass  Sie  mich  für  eitel  hielten  und  ich 
dadurch  in  Ihrer  Achtung,  die  mir  so  teuer  ist,  sinken  könnte. 

Aufser  dieser  wissenschaftlichen  Anerkennung  und  Freude  ist  aber  mein 
Leben  sehr  freudlos.  Die  Mathematik  allein  kann  nicht  glücklich  machen 
nnd  sie  ist  so  schwierig,  dass  man  nur  selten  die  Genugthuung  hat,  einen 
Schritt  vorwärts  zu  kommen.  Es  fehlt  mir  hier  an  aller  Geselligkeit,  mit 
meinen  Verwandten  bin  ich  ganz  zerfallen,  denn  dies  sind  Geldleute,  die 
mich  nicht  verstehen  und  die  ich  nicht  verstehe,  die  Fachgelehrten  sind 
wieder  zu  hoch  erhaben  und  zu  stolz,  als  dass  es  zu  einer  rechten  Innig- 
keit kommen  könnte.  Mit  Heine  und  Eronecker  ging  ich  früher  viel  um 
nnd  diese  passten  zu  mir,  aber  der  erste  ist  jetzt  Privatdocent  in  Bonn, 
der  zweite  Gutsbesitzer  bei  Liegnitz,  Joachimsthal  ist  ganz  Schulmeister 
geworden  und  ich  finde  bei  ihm  daher  auch  keinen  Anklang.  In  dieser 
Heiner  melancholischen  Isolierung  fühle  ich  eine  tiefe  Sympathie  für  die 
sarte  Verbindung,  die  Sie  eingegangen  sind;  möchten  Sie,  von  einem  Sie 
lebenden  Wesen  stets  umgeben,  Ihre  Tage  glücklicher  zubringen,  als  ich 
?s  thue.     Leben  Sie  herzlich  wohl. 

Mit  freundschaftlichster  Hochschätzung 

Eisenstein. 

Bitte,  schreiben  Sie  mir  genau  Ihre  Adresse.  Die  meinige  ist  Jerusalemer- 
>trafse  63. 

Was  meinen  Sie  mit  Gott.  Gel.  Anz.  1815,  Stück  104? 


iv: 

Anfang  eines  Briefes  vom  Sommer  1847. 
Mein  lieber  Stern! 
Seien  Sie  nicht  böse  auf  mich,  dass  ich  so  lange  nichts  habe  von  mir 
hören  lassen ;  ich  habe  nichts  desto  weniger  stets  an  Sie  und  Ihre  freundliche 
Gesinnung  für  mich  mit  Dankbarkeit  und  Liebe  gedacht.     Aber  einen  un- 
mathematischen Brief   wollte    ich  Ihnen  nicht  schreiben,  und  es  bot  sich 
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nichts  dar,  was  für  die  Kürze  einer  brieflichen  Mitteilung  passend  gewesen 
wäre  und  was  ich  Ihnen  ohne  lange  Auseinandersetzungen  klar  machen 
könnte;  auch  sind  die  schlechten  Federn  schuld;  halten  Sie  dies  Argument 
nicht  für  unbedeutend,  denn  so  wie  mich  eine  wohlschmeckende  Cigarre 
zu  einer  mathematischen  Idee  begeistert,  so  eine  gutbeflügelte  Feder  zu 
einem  inhaltreichen  Briefe.  Ausserdem  habe  ich  diese  Zeit  über  so  Yiele 
Allotria  getrieben  und  so  wenig  mathematisch  gearbeitet,  dass  ich  mich 
Tor  Ihnen  schämen  musste,  ja  Sie  sogar  als  Ejritiker  fürchten  musste.  Ich 
hoffe  aber,  dass  dieser  Brief  Sie,  lieber  Stern,  durch  einige  mathematische 
Stellen  versöhnen  wird  und  dass  ich  durch  ein  paar  in  Crelle's  Journal  er- 
scheinende schon  unter  der  Presse  schwitzende  Abhandlungen,  wenn  anch 
nicht  meine  Sünden  vollständig  abbüfsen,  so  doch  mein  Gewissen  einiger- 
massen  erleichtem  werde. 

Herr  Riemann,  durch  welchen  ich  Ihre  Karte  nebst  den  freundlichen 
Worten  darauf  erhalten  habe,  scheint  einer  der  wenigen  zu  sein,  weldie 
sich  in  der  Zahlentheorie  recht  lobenswerte  Kenntnisse  erworben  haben. 
Er  wird  an  einem  Privatissimum  Teil  nehmen,  welches  ich  in  diesem  Sommer 
über  elliptische  Funktionen  lesen  werde.  Bitte  recht  sehr,  suchen  Sie 
doch  meinem  lieben  Freunde  dem  Amerikaner  Gould,  der  jetzt  in  Göttingen 
ist,  ein  wenig  die  Zeit  zu  vertreiben  und  nehmen  Sie  Sich,  wenn  Sie  können, 
angelegentlichst  seiner  an;  er  ist  ein  sehr  lieber  junger  Mann,  der  bei  seinem 
Vorhaben  sich  in  Europa  astronomisch  auszubilden  leider  durch  den  Mangel  an 
Teilnahme  bei  unsem  Gelehrten  schon  sehr  gekränkt  und  enttäuscht  worden  ist. 

Mein  Verhältnis  zu  den  hiesigen  Gelehrten  noch  immer  beim  Alten;  auch 
würde  mir  eine  Annäherung  nichts  nutzen,  da  jene  ihren  Stolz  und  ihr  aristokra- 
tisches Benehmen  gegen  mich  nie  ablegen  werden.    Ich  stehe  also  ganz  allein. 

Was  Sie  anbetriflPt,  lieber  Freund,  so 


V. 


Berlin,  Januar  1848. 


Mein  lieber  Stern! 
Mit  der  Redaktion  einer  mathematischen  Abhandlung  beschäftigt,  welche 
Ihnen  sehr  nahe  liegt,  und  welche,  wie  ich  hoffe  oder  mir  zu  schmeicheln 
wage  bei  ihrem  Erscheinen  Ihnen  einige  Freude  machen  wird,  so  wie  auch 
von  Vorlesungen  an  der  Universität  in  Anspruch  genommen,  reisse  ich 
mich  los,  um  endlich  an  Sie,  werter  Freund,  zu  schreiben.  Es  ist  dies 
nicht  das  erste  Mal  seit  einer  langen  Zeit,  dass  ich  die  Feder  zu  dieam 
Zwecke   in   die  Hand   nehme,   es  liegen  zwei  halb  angefangene  Briefe  noch 
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vom  Sommer  bor,  in  welchen  ich  mich  mit  Ihnen  unterhalten  wollte.,  aber 
ich  bin  nicht  fertig  geworden,  und  ich  erlaube  mir,  hier  eine  Probe  von 
diesen  Versuchen  beizulegen,  auch  dem  guten  vortrefflichen  Gould,  den  ich 
Ihnen  in  meinem  Schreiben  empfehlen  wollte,  habe  ich  auf  seinen  so  lieb- 
reicben  und  herzlichen  Brief  au  mich  nicht  geantwortet,  was  mich  immer 
schmerzlich  foltert;  gewiss  ist  er  jetzt  nicht  mehr  in  Göttingen  und  glaubt, 
dass  ich  eine  kalte  Gesinnung  gegen  ihn  hege,  wovon  gerade  das  Gegenteil 
der  Fall  ist.  Ehe  ich  aber  zu  dem  Grunde  meines  langen  Schweigens 
übergehe,  will  ich  Ihnen  den  Gegenstand  meiner  jetzigen  Abhandlung  mit- 
teilen; doch  vor  allen  Dingen  erkundige  ich  mich  nach  Ihrem  Befinden 
und  nach  dem  Ihrer  Familie  auf's  Angelegentlichste,  so  wie  nach  dem  lie- 
tLnden  aller  derer  in  Göttingen,  welche  mich  etwas  lieben  nicht  blos  für 
einen  nicht  ganz  schlechten  Mathematiker  halten,  was  ein  grofser  Unter- 
schied ist;  sollte  Gould  noch  da  sein,  so  grüssen  Sie  ihn  recht  herzlich  von 
mir  und  versichern  ihn  meiner  dauernden  Freundschaft,  so  wie  dass  sein 
Andenken  eine  wohlthuende  Erinnerung  für  mich  bleiben  wird  und  dass 
ich  wohl  wünschte,  die  Verhältnisse  möchten  uns  einmal  noch  im  Leben 
zusammen  führen,  auch  mag  er  nicht  zu  sehr  zürnen,  dass  ich  nicht  ge- 
antwortet habe;  aber  gewiss  ist  er  nicht  mehr  da,  bitte  dann  schreiben  8ie 
mir  doch  über  seinen  jetzigen  Aufenthaltsort,  wenn  Sie  ihn  wissen. 

In  meiner  jetzigen  Abhandlung*)^  die  wahrscheinlich  bald  zum  Drucke 
kommen  wird,  da  ich  schon  bei  der  Redaktion  der  letzten  Bogen  stehe,  be- 
weise ich  Ihren  Satz  Über  die  Bestimmung  von  c  für  die  Primzahlen 
q  =  Hn  -\-  3  =*  c*  +  2f/-  durch  eine  Kongraenz  (mod.  q)i  dieser  Satz 
bildet  allerdings  den  Anfang  zu  einer  ganz  neuen  Reihe  von  Sätzen  dieser 
Art,  indem  bei  denjenigen  Sätzen  dieser  Gattung,  welche  unmittelbar  die 
Kreisteilung  ergiebt,  die  zu  der  Zerfälluug  gehörige  Determinante,  wie 
rlpiar  8,  ein  Teiler  von  //  —  I  sein  muss;  so  kann  man  z.  B.  für  die 
Primzahlen  q  ^  In  -}-  l  die  Zerfällung  A^  +  7  B-  durch  die  Kreisteilung 
bestimmen,  aber  nicht  für  die  Primzahlen  In  +  2  und  In  +  4,  welche 
dieselbe  Zerfällung  zulassen;  ich  erinnere  mich,  schon  in  Guttingen  mit 
Ihnen  Über  diesen  Gegenstand  gesprochen  zu  haben,  aber  ntcbt  mehr  genau. 
Sie  sagen  in  Ihrer  Notiz,  die  Theorie  der  Heste  schiene  nicht  die  wahre 
Quelle  solcher  Sätze  zu  sein;  dies  ist  aber  doch  der  Fall,  und  meine  Methoden, 
die  ich  schon  in  frühoren  Abhandlungen  auf  andere  Gegenstände  angewandt 
habe,  sind  allgoraein  genug,  um  aucb  solche  Sätze,  wie  z.  B.  der  für  die 
Primzahlen    8«  -f  3    daraus    ableiten    zu   können.      Ich   beweise   in    meiner 

1)  Die  AbhiLDdlung  ist  unter  dem  Titel  ^^Zvlt  Theorie  der  quadratischen  Zer- 
nillungcn  der  Primxiilileti  Bn  4*  »''t  7w  -f  2  und  7w  -}-  4"  im  Jouruui  für  die  reine 
un<l  iiFiLf»>wftn'lU'  Mathematik,  Bd.  fl7  erschienen. 
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jetzigen  Abbandlang  nocb  die  beiden  folgenden  Sätze,  welche  wahrscheinlich 
ganz  neu  und  noch  unbekannt  sind.  (Ich  muss  jetzt  fort  nach  der  Universität, 
um  Vorlesung  zu  halten.) 

„Ist     q     eine     Primzahl      7 «  +  2  =  J.^  +  7^^,      so     hat     man 

2  J.  ^  —-^ — - — ^ (mod.  q)  und  hieraus  ergiebt  sich  A 

positiv  oder  negativ,  je  nachdem  es  abgesehen  vom  Zeichen  ^  3  oder  ^  4 
(mod.  7)  ist."  Z.  B.  für  g  =  23  ist  w  =  3,  2A  =  \\\\\  =  3.4.7 
=  84  (mod.  23)  =  4  .  23,—  8  E^  —  8,  also  ^  =  —  4,  und  in  der  That 
ist  23  =  4^  -f"  7,  femer  hat  sich  ^  =  —  4  negativ  ergeben,  weil  der 
absolute  Wert  ~^z  4  (mod.  7). 

„Ist  q  eine  Primzahl  7  m  +  4  =  A*  +  7jB*,  so  hat  man 
,^.^(8n-H)8n(8n-l)...(2n+_j)    ^^^    ^^^    ^^    ^    ^^   ^^ 

positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sein  absoluter  Wert  ^  2  oder  ee  5 
(mod.  7)  ist."     Beispiele  geben  (?=  11,  39,  53  u.  s.  w. 

Die  Principien,  auf  welchen  diese  Sätze  beruhen,  können  entweder  aus 
der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  geschöpft  werden,  wovon  bei  einer 
andern  Gelegenheit,  oder  sie  sind  rein  arithmetischer  Natur.  Ich  fange 
damit  an  so  wie  ich  bei  der  Zerfällung  Ä^  +  ^*  ^i®  complexe  Zahl 
Ä  +  Bi,  ebenso  Ä  +  bY^^  für  Ä^  +  2B^  oder  Ä  +  B}/^  fUr 
A^  4"  '^  ^^  ^.  s.  w.  durch  eine  endliche  Reihe  auszudrücken.  Um  bei 
Ä^  -f"  '^^^  stehen  zu  bleiben,  so  kann  für  (7  =  8n  +  1  eine  solche  Reihe 
aus  der  Kreisteilung  genommen  werden ,  aber  nicht  so  für  q  =  Sn  -{-  3. 
Im  letzteren  Falle  finde  ich  jedoch  durch  meine  sehr  einfachen  Betrachtungen 
eine  ebenfalls  sehr  einfache  Reihe  als  Ausdruck  für  Ä  -{-  B  y —  2.  Da 
q  nicht  von  der  Form  4«  +  I  ist,  so  umfasst  ein  vollständiges  Resten- 
system (mod.  q)  mit  Ausschluss  der  Null  q^  —  1   complexe  Zahlen  von  der 

Form  X  -\-  yi  und  für  alle  diese  ist  (x  -|-  t/*)''~~^  ^  1,  also  {x  -{-  yi)  *  r- 
irgend    einer    Potenz    von    i,    und    wenn    F^  ^=:i    (mod.    q)    gesetzt  wird, 

(^x  -\-  yi)  ^  EZE  irgend  einer  Potenz  von  P;  es  sei  w*  ==  t,  also  cd  eine 
primitive  8^*^  Wurzel  der  Einheit,  und  es  bezeichne  das  Symbol  [it:  +  t//]  =  fi)^, 


f«— i 


wenn  (iC  +  ^0    ^     ^^  -^'*  (mod.  ij)  ist;  ich  finde  dann 

A  +  bV^^  =  [1]  +  [1  +  i]  +  [1  +  2J]  +  [1  +  3i]  + 

+  [i  +  (g-i)0=^[i+2/»J; 

y  =  0 

und  weon  überhaupt  Z[l  +<//]"  =  9)((o')  gesetzt  wird,  so  ist 
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9j(a>)9((o*)  =  g)((o»)9(a>^)  =  g,  9)(+0  =  l,  9>(— l)  =  — 1,  9>W  =  r, 

aus  den  letzten  drei  Formeln  ergiebt  sich  besonders  die  Bestimmung  des 
Vorzeichens  von  Ä  durch  eine  Kongruenz  (mod.  4);  aus  den  ersten  beiden 
folgt  2Ä=^  (p{(a) '{' (p(g}^)^(p{F) -\- q>(F^)  (mod.  ^);  nun  siebt  man 
leicht,  dass  nach  der  Definition  der  Symbole  []  man  haben  muss 

q, (F)  =  £(1  +  yiy^ ,   q>  (F«)  =  2;(i  4-  y«/"* ' ; 

es  bleibt  also  in  letzter  Instanz  die  Diskussion  dieser  beiden  Summen;  diese 
Diskussion,  welche  gar  nicht  leicht  ist,  liefert  mir  nun  die  erste  Summe 
==  0  und  die  zweite  ^  Hirem  BinomialkoefQzienten;  erschwert  aber  auch 
interessant    gemacht    wird    die    Diskussion    besonders    dadurch,    dass    die 

Potenzen  (l  +  yi)  ®  und  (1+3^0  ®  ,  da  der  Exponent  >  g  ist,  in 
ihrer  Entwickelung  nach  dem  binomischen  Satze  sehr  viele  Potenzen  von  tß 
enthält,  deren  Exponenten  durch  q  —  1  teilbar  sind,  während  bei  den  Be- 
trachtungen von  Gauss  am  Schluss  von  Theor.  res.  biq.  I  nur  eine  solche 
Potenz,  nämlich  1/^"^  erscheint.  Dies  sind  Grundzüge  in  flüchtiger  Kürze, 
wegen  des  näheren  Details  und  fernerer  Anwendungen  muss  ich  Sie  auf 
meine  Abhandlungen  verweisen  oder  besser  gesagt,  vertrösten.  Von  ellip- 
tischen Funktionen  ist  hier  an  keiner  Stelle  die  Rede,  die  aus  ihnen 
folgenden  Pnncipien  bilden  eine  ganz  für  sich  stehende  eigene  zweite 
Methode  zum  Beweise  solcher  Sätze,  worüber  ich  an  Gauss  im  vorigen 
Sommer  eine  kleine  Mitteilung  gemacht  habe;  der  Gaussische  Satz  z.  B. 
folgt  unmittelbar  aus  den  einfachsten  Eigenschaften  der  lemniscatischen 
Funktionen,  denn  es  sei  m  eine  primäre  zweigliedrige  complexe  Primzahl, 
m  die  conjugirte  Zahl  mm  =  p  die  Norm  von  m  eine  reelle  Prim- 
zahl 4n  4"  1;  ^6r  Diflferenzialgleichung  (l.)  ^     .  = genüge. 

(2.)  ^  =  «1  X  -{-  a^  x^  -{---'-{-  üp xP  -{-  ap^ixf^"^^  in  inf.,  dann  sind  alle 
Koeffizienten  a^,  a^  u.  s.  w.  durch  m  teilbare  ganze  Zahlen,  mit  alleiniger 
Ausnahme  von  o^,  welcher  ^  1  (mod.  m)  ist;  setzt  man  y  =  aj,xP  +  ^'*^» 
so  hat  B  lauter  ganze  (complexe)  Koeffizienten,  R  enthält  die  Potenz  x^' 
nicht  und  man  hat  gewissermassen  y  ^^^  x^  (mod.  m),  da  Up  ^^  1  (mod.  m) ; 
setzt    man    nun    in   die  Differenzialgleichung   nachdem   man   ihr  die  Form 

m  dl  =Vr^r^*  gegeben,  xp  für  y,  so  kommt 
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nun  iBip-=2)a.xP-^  +  wlT,  ~f  ^  =  w'a^,icP-^  +  2?'=  t»  x''-!  +  i?' 
a  sc  fvi  d  sc 

(mod.  w)  wegen  p  :^  mm\  —  =  n»';  also  geht  die  vorhergebende  Kongruenz 

in  m  xy^  '\-  IX  ^^  {l  —  aJ*)   *     (mod.  w)  über;  vergleicht  man  auf  beiden 
die   Koeffizienten    von  x''"^  und  bemerkt,    dass  diese  Potenz  x^^^  in  if 

nicht  vorkommt,   weil   x^  in  R  nicht  enthalten  ist  {-^  =  T~))   ^^  ®^^*H 

man  w' £15  dem  Koeffizienten  von  x^""^  in  (l  —  x^)  *  ,  d.  h.  w'^dem 
Gaussischen  Binomialkoeffizienten  (mod.  tw)  u.  s.  w.  Diese  Untersuchungen 
nebst  mehreren  anderen  arithmetischen  Anwendungen  der  elliptischen  Funk- 
tionen werden  vielleicht  auch  bald  das  Licht  erblicken.  Ich  mache  Sie 
noch  besonders  hierbei  auf  diejenige  fruchtbare  Erweiterung  des  Begriffs 
der  Kongruenz  aufmerksam,  wonach  zwei  unendliche  Reihen  nach  Potenzen 
von  X  aQ-\-  a^x  -{•  a^x^  '\-  '  '  '  und  fco  +  ^i  ^  +  ^2  ^^  +  '  *  *  kongruent 
heissen,  wenn  a^  ^he  ^q,  o^  ^  fc^,  Og  ^  ^2  ®^-  ^^^5  ^^®  Konvergenz  oder 
Divergenz  der  Reihen  bleibt  hier  ganz  aus  dem  Spiel.  —  In  Bezug  auf 
die  unendlichen  Reihen  nach  Potenzen  von  x  verspricht  besonders  der 
folgende  Satz  über  die  Entwickelungskoeffizienten  der  algebraischen  Funktionen 
viel  für  die  Arithmetik. 

„Es  seien  f^  (w^,  w^,  •  •  •  m«,  x)  =  0,  f^  (ti^,  ti,,  •  •  •  m«,  x)  =  0  u.  s.  w. 
fn  («1,  Wg,  •  •  •  W/,,  rc)  =  0  w  algebraische  Gleichungen  zwischen  den  n  -f  1 
Variabein  i/^,  •  •  •  m^i,  rr,  vermöge  welcher  Gleichungen  jedes  u  eine  algebraische 
Funktion  von  .r  ist;  es  wird  angenommen,  dass  /i,^^,  *  •  •  /*«  als  rationale 
ganze  Funktionen  von  m^,  Wg,  -  -  >  x  mit  rationalen  Koeffizienten  gegeben  sind; 
entwickelt  man  u  als  Funktion  von  x  nach  steigenden  Potenzen  von  x,  so 
werden  die  Koeffizienten  der  Entwickelung,  wenn  sie  rational  sind,  lauter 
Nenner  haben,  welche  nur  durch  eine  bestimmte  endliche  und  begrenzte 
Anzahl  von  Primzahlen  teilbar  sind;  diese  Primzahlen  sind  die  Teiler 
einer  bestimmten  Zahl  A,  welche  man  so  erhält:  man  bilde  die  Determinante 
aus  den  Differenzialquotienten 


und  setze  statt  t/^,  «2 
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und  mache  rational.  Die  Konstante,  welche  man  erhält,  ist  A.^)  Dieser 
Satz  und  mehrere  dieser  Art  bilden  characteristische  Unterschiede  zwischen 
den  algebraischen  und  den  transcendonten  durch  Differenzialgleichungen  be- 
stimmten Punktionen;  wenn  aber  eine  Differenzialgleichung  oder  ein  System 
von  Differenzialgleichungen  sich  algebraisch  integrieren  lässt,  so  erhält 
man  durch  Anwendung  jener  Sätze  merkwürdige  Resultate,  indem  man  die 
Reihenent  Wickelung  mit  Hülfe  der  Differenzialgleichungen  vornimmt; 
Specielleres  hierüber  bei  einer  anderen  Gelegenheit;  zum  besseren  Ver- 
ständnis will  ich  Sie  nur  auf  die  Entwickelung  von  lg  (1  +  x)  auf- 
merksam machen,  wo  die  Nenner  der  Koeffizienten  1,  2,  3,  •  •  •  nämlich 
nach  der  Reihe  alle  ganze  Zahlen  sind,  so  dass  man  immer  Nenner  findet, 
welche  durch  eine  beliebige  noch  so  grosse  Primzahl  teilbar  sind;  der- 
gleichen kann  bei  algebraischen  Punktionen  nie  stattfinden,  sondern  die 
Anzahl  der  Primzahlen,  welche  in  den  Nennern  der  Entwickelung  aufgehen, 
ist  begrenzt. 

Nun  will  ich  Sie  nicht  länger  mit  mathematischen  Verirrungen  quälen, 
denn  vielleicht  sind  Sie  eben  mitten  in  praktisch  populärer  Astronomie  oder 
gar  in  Familien-Sorgen  und  -Freuden,  und  ich  komme  mit  meiner  Zahlen- 
theorie  sehr  ungelegen,  vielleicht  habe  ich  jedoch  auch  gerade  eine  glück- 
liche Stunde  getroffen.  Ein  Onkel  von  mir  behauptet,  dass  man  nur  irgend 
jemand  aus  dem  Tollhause  oder  Irrenhause  zu  nehmen  brauchte,  das  würde 
gewiss  der  beste  Mathematiker  sein;  ich  sage  dazu  und  so  meint  auch 
Dirichlet,  man  könne  allenfalls  behaupten,  die  Mathematik  sei  überhaupt 
eine  Verirrung,  deshalb  braucht  aber  nicht  jede  Tollheit  mathematischer 
Natur  zu  sein.  Besagter  Onkel,  der,  wie  alle  meine  Verwandten  (ich 
Glücklicher  in  ihrer  Mitte?)  die  Menschen  nur  nach  ihrem  Werte  (des 
Geldes)  schätzt,  meinte  auch,  als  ich  ihm  mit  vieler  Mühe  durch  Beispiele 
die  Zerlegbarkeit  der  Primzahlen  An  -\-  1  in  zwei  Quadrate  und  die  Nicht- 
zerlegbarkeit  derer  4n  -f-  3  darthat,  „allerdings  sei  es  merkwürdig,  aber  es 
gehöre  der  hjperimaginärste  Grad  von  Verrücktheit  dazu,  auf  so  etwas  zu 

1)  Eisenstein  hat  eine  kurze  Mitteilung  über  diesen  Satz  in  den  Monats- 
berichten der  Berliner  Akademie  (vom  Juli  1862)  Teröffentlicht.  Beweise  des 
Satzes  wurden  TOn  Heine  (Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
Bd.  48)  und  Her  mite  (Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society,  Bd.  7) 
gegeben. 
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verfallen,  was  ist  das  schon  für  Unsinn  'ne  Primzahl,  nu  machen  se  da 
noch  'nen  Unterschied  zwischen  4n  +  1  ^^^  4n  -J-  3,  was  kommt  mer 
davon  heraus";  die  Goldmachekunst  ist  freilich  weit  hesser.  Dieser  ist  noch 
der  geistreichste  von  meinen  Verwandten,  nun  urteilen  Sie  über  die  andern 
und  welche  Bolle  ich  unter  ihnen  spielen  muss.  Aber  lieber  Eisenstein, 
was  kümmern  Sie  Ihre  Verwandten,  lassen  Sie  die  doch  laufen;  ja  das 
thue  ich  auch,  aber  es  kümmert  sich  auch  sonst  Niemand  um  mich,  so 
dass  ich  gänzlich  isoliert  stehe  und  doch  zuweilen  gezwungen  bin,  zu  meinen 
Verwandten  zu  gehen.  Diese  Betrachtungen  führen  mich  auf  ein  anderes 
Thema,  nämlich  die  gänzliche  Zerrissenheit  und  Trostlosigkeit  meines  Ge- 
mütes, als  Ursache  meines  langen  Schweigens. 

Ich  müsste  lügen,  lieber  Stern,   wollte  ich  Mangel  an  Zeit  als  Grand 
meines  Schweigens  vorschützen,  sondern  es  ist  vielmehr  eine  mir  Alles  yer- 
leidende  Mutlosigkeit,    welche    aus    der  Ungunst   meiner  Verhältnisse  ent- 
springt    Ich    spreche    hier    durchaus    nicht  von   pekuniären  Verhältnissen, 
denn    ich   kann  mit  wenigem   auskommen,   da  ich  nur  wenig  Bedürfnisse 
habe  und  ich  bekomme  vom  König  500  ^  jährlich;  durch  Geld  kann  mir 
auch  gamicht  geholfen  werden,  denn  ob  ich  etwas  besser  esse,  wohne,  mehr 
Bequemlichkeit   habe,    das    ist   sehr    gleichgültig;    aber   es    fehlt   mir  jede 
geistige  Nahrung  und  Erhebung  aufserhalb   der  Mathematik  und  im  Um- 
gange  mit  Menschen,   die   es   wahrhaft  gut  mit  mir  meinen,  jedoch  nicht 
so   hoch  über  mir  stehen,  dass  der  Umgang  ein  blofses  steifes  Ceremoniel 
bleibt.      Wenn    ich    nun   meinen   Kopf  durch   mathematische   Spekulationen 
zerarbeitet  habe,  so  kann  ich  mir  nachher  durchaus  keine  Erheiterung  des 
Geistes  verschaffen,  die  mir  nur  aus  einer  gemütlichen  Geselligkeit  hervo^ 
gehen  würde,  d.  h.  einer  solchen,  wo  ich  mich  nicht  zu  genieren  brauchte, 
nicht  immer  geistreich  sein  müsste,  sondern  mich  gehen  lassen  könnte,  wie 
ich  wollte  und  wie  ich  nun  einmal  bin.     Es  ist  so  unendlich   schwer,  aus 
dem  Kreise   herauszukommen,   in  dem  man  nun  einmal  geboren  ist,  ja  för 
mich  unmöglich,  da  ich  mich  mit  Dingen  beschäftige,  die  so  wenige  Menschen 
interessieren,  und  also  so  wenige  oder  gar  keine  Anknüpfungspunkte  finde; 
und  wie  die  Wenigen,  welche  gleiche  Beschäftigung  haben,  sich  gegen  mich 
benehmen,   wissen    Sie  ja;  Dirichlet   ist  jetzt   ganz   freundlich  gegen  mich, 
aber  es  bleibt  kalte  Höflichkeit,  er  ist  Professor,  ich  bin  Privatdocent.    Wie 
ich  seit  langer  Zeit  lebe,   könnte  ich  mir  eben  so  gut  ein  Haus  auf  einer 
wüsten  Insel  bauen  lassen,  ich  würde  dann  Fische  sehen,  statt  kalter  steifer 
und   liebeleerer  Menschen.      Es   sind    dies   nicht  etwa  hypochondrische  Ge- 
danken,   sondern    meine  Worte   gehen   aus   einer  klaren   Einsicht  der  Ver- 
hältnisse  und   dessen,   was   mir  fehlt,   hei-vor;   manche  Menschen  sind  sich 
selbst    genug,    ich   bin   nicht   so   glücklich,    sondern   mich  foltert  die  fort- 
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währende  Sehnsucht  nach  Liehe  und  Zuneigung  der  Menschen  und  nach 
gemütlicheren  Verhältnissen,  mathematische  Beschäftigung  ist  für  mich  eine 
Art  Betäubung,  um  mich  vor  Melancholie  zu  retten,  so  wie  für  andere 
Menschen  Wein  oder  Branntwein;  daher  ist  meine  Stimmung  am  düstersten 
gerade  nach  Absolvierung  eines  schwierigen  mathematischen  Problems,  da  ich 
dann  recht  einsehe,  wie  sich  hierdurch  doch  gamichts  in  meiner  Lage 
ändert.  Indem  ich  nun  immer  mehr  einsehe,  dass  ich  selbst  mir  hierin 
nicht  helfen  kann  und  Andere  mir  nicht  helfen  wollen,  so  bin  ich  gänzlich 
meines  Daseins  überdrüssig  geworden  und  ich  vegetiere  nur  so  fort,  indem 
ich  mich,  wie  gesagt,  durch  mathematische  und  andere  Beschäftigung  be- 
täube; so  treibe  ich  schon  seit  einem  Jahre  Anatomie  und  Physiologie  und 
höre  eifrig  Johannes  MüUer's  Vorlesungen,  auch  musiziere  ich  oft,  doch  Alles 
kann  keine  Zufriedenheit  gewähren,  da  ewig  das  fehlt,  was  ich  wünsche. 
Dass  wirklich  mein  Unglück  in  den  Verhältnissen  liegt,  sehe  ich  an  einzelnen 
Lichtblicken,  wenn  etwas  sich  hierin  zu  ändern  scheint,  dann  komme  ich 
mir  gleich  wie  ein  ganz  anderer  Mensch  vor,  aber  es  sind  nur  Täuschungen 
und  es  wird  gleich  wieder  dunkle  Nacht,  d.  h.  es  bleibt  Alles  beim  Alten. 
Wenn  Sie  einige  Freundschaft  für  mich  empfinden,  so  werden  Sie  mich 
vielleicht  verstehen,  von  Hause  aus  bin  ich  gewiss  kein  Hypochonder,  man 
bringe  mich  nur  in  heitere  Verhältnisse  (nicht  glänzende),  so  werde  ich 
der  heiterste  Mensch  sein.  Ich  wollte  Sie  nicht  mit  Klagen  belästigen 
lieber  Stern,  denn  ich  weiTs,  man  macht  sich  dadurch  unliebenswürdig  und 
verscheucht  seine  Freunde;  eben  um  nicht  zu  klagen,  habe  ich  solange  nicht 
geschrieben;  mögen  Sie  eben  so  glücklich  sein,  als  Ihr  Freund  unglücklich. 

Verzeihen  Sie,  dass  ich  den  Satz  über  die  Primzahlen  Sn -{-  \  in 
meiner  Abhandlung  den  Stem'schen  Satz  nenne,  es  ist  ebenso,  wie  mit  dem 
Legendre'schen  Beciprocitätssatze.  Das  Papier  geht  zu  Ende;  leben  Sie  recht 
wohl.     Mit  den  herzlichsten  Wünschen 

Ihr 

Berlin  10./2.  48.  Gotthold  Eisenstein. 

Bitte  um  baldige  Antwort,  damit  der  Briefwechsel  nicht  abermals  ins 
Stocken  gerät. 

VI. 

November  1848. 
Lieber  Stern. 

Wenn  man  lange  nicht  geantwortet  hat,  so  schämt  man  sich  und 
diese  Scham  wächst  mit  der  Zeit  wie  eine  Lawine,  so  d9.ss  man  das  Ant- 
worten immer  wieder  aufs  Neue  aufschiebt;  doch  hoffe  ich  diesmal  noch 
Verzeihung,    indem    ich   jetzt   so    spät   erst   die  Feder  ergreife.     Ich  darf 
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doch  nun  jedenfalls  zum  Professor  gratulieren,  ohne  dass  Sie  Sich  darüber 
ärgern  werden;  ich  betrachte  dies,  nämlich  Ihre  Professur,  als  eine  der 
Errungenschaften  unserer  Freiheitsperiode,  die  nun  bald  aufhören  wird, 
da  mir  nach  den  Wiener  Ereignissen  die  jetzt  hier  stattfindende  Waffen- 
auslieferung der  letzte  Schlussstein  zur  Unterdrückung  der  von  Frankreich 
ausgegangenen  Bewegung  zu  sein  scheint.  Ich  schreibe  dies  während  Berlin 
in  Belagerungszustand  erklärt  ist.  Doch  ich  will  nichts  von  Politik  schreiben, 
einmal  weil  dies  ein  zu  langes  und  jetzt  zu  abgedroschenes  Kapitel  wäre, 
und  dann  auch,  weil  man  nicht  genau  wissen  kann  .  .  .^). 

Jedenfalls,   die  Dinge   mögen   kommen,   wie   sie  wollen,   so  haben  Sie 
das  Angenehme  der  Freiheit  genossen,  es  wird  Ihnen  aber  leider  durch  den 
Anblick    des  jetzigen  Rückschrittes   verbittert   werden.      Ich  dagegen,    was 
mich  persönlich   betrifft,   habe   nur   das  Bittere  von  der  Freiheit  zu  kosten 
bekommen;  denn  obgleich  ich  mich  nicht  im  Mindesten  thätig  in  die  Politik 
gemischt  habe,   sondern  nur  einigemal  die  Clubs  besuchte,   was  jeder  that, 
ohne  aber  Reden  zu  halten,  so  bin  ich  doch,  blos  desshalb  schon,  von  den 
Räten  des  Ministeriums,  gewiss  in  Folge  von  Verläumdungen,  als  Republi- 
kaner angefahren  worden.     Sie  wissen  vielleicht,   dass  ich  aus  dem  König- 
lichen Fond  jährlich   eine  Unterstützung  von   600   Thaler   beziehe;    dieses 
Geld  ist   aber  schlimmer  als  nichts,   denn  ich  hänge  dadurch  ganz  speciell 
von  der  Gnade  des  Königs  ab,   und  das  ist,  wie  Sie  wohl  denken  können, 
in  jetzigen  Zeiten  sehr  übel.     Ich  bin  überzeugt,  dass  welcher  Umschwung 
aller  Verhältnisse   in   politischer  und   socialischer  Hinsicht   auch  stattfinden 
möge,   man   doch  Männern,   namentlich  Gelehrten,   die  bereits  in  Amt  unJ 
Brod    sind,    schwerlich    das   Ihrige   entziehen   wird;   jedoch    wird   man  sich 
auch  ebenso  wenig  um  Menschen,  wie  ich  z.  B.,  kümmern,  die  eine  vorüber- 
gehende  Unterstützung    ohne    fest«   Stellung    geniessen,    denn    die   meinige 
läuft    zum    1.  Januar    ab;    ich    habe    schon    alle    möglichen   Schritte   beim 
Ministerium  zu  deren  Verlängerung  gethan,  auch  habe  ich  die  besten  Ver- 
sichftrungon  erhalten,  aber  noch  nichts  Schwarz  auf  Weiss,   was  in  solchen 
Angelegenheiten    die  Hauptsache  ist      Wenn  Sie  also  für  mich  irgend  eine 
Stellung  wissen,  sei  sie  auch  noch  so  schlecht,  so  werden  Sie  mich  gewiss 
nicht   ekel   finden,    dieselbe   anzunehmen;   denn   nur  darin  bin  ich  ekel  und 
das   drückt   mein    Gemüt,  wenn   ich   von   der  Gnade   selbst   des  Königs  ab- 
hängen soll,  ich  möchte  nur  das,  was  mir  rechtmässig  zukommt.     Ich  kann 
auch   erst   dann   zu   einigem  Frohsinn  und  zur  vollen  Entwickelung  meiner 
Kräfte   gelangen,    wenn   ich   aus   meiner  jetzigen,   nicht   gerade   schlechten, 
aber  doch  gleichsam  in  der  Luft  schwebenden  ökonomischen  Lage  heraus  bin. 


1)  Die  folgenden  Worte  sind  durchgestrichen. 
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Ich  mache  hier  eine  Pause  und  lege  die  Feder  nieder,  da  mich  das 
lange  Schreiben  zn  sehr  anstrengt,  denn  ich  bin  schon  seit  4  Wochen  sehr 
krank  an  Fieber,  Husten  und  Schnupfen,  sogenannter  Grippe,  der  Arzt 
fürchtet  ein  Nervenfieber,  wenn  ich  mich  nicht  sehr  schone.  Ich  werde 
aber  bald  meinen  Brief  fortsetzen,  wenn  ich  mich  wieder  wohler  fühle. 

Sind  Sie  Ihrem  Vorsätze,  sich  in  die  Zahlentheorie  wieder  hinein- 
zuarbeiten, treu  geblieben?    Ich  möchte  gerne,  was  ich  könnte,  dazu  beitragen. 


vn. 

Berlin,  12.  Juli  1849. 
Lieber  Stern! 

Da  ich  heute  an  Gauss  einen  Brief  abschicke,  so  kann  ich  Sie  nicht 
ohne  einige  Zeilen  lassen.  Sie  müssen  nicht  glauben,  dass  ich  die  ganze 
Zeit  über  nicht  an  Sie  gedacht  habe;  das  Gegenteil  beweist  beiliegender 
Anfang  eines  Briefes  schon  vom  November  48;  einen  zweiten  umfangreichen 
Brief  habe  ich  im  März  c.  geschrieben,  er  schien  mir  aber  nachher  zu 
melancholisch  und  unmathematisch  und  ist  verworfen  worden.  Ich  wollte 
gern  mich  recht  mit  Buhe  im  Schreiben  an  Sie  ergehen  und  Ihnen  eine 
Menge  mathematischer  und  unmathematischer  Mitteilungen  machen,  aber 
ich  bin  nicht  dazu  gekommen.  Heute  nur  ganz  kurz;  erwarten  Sie  aber 
bald  einen  inhaltreichen  Brief  oder  mich  selbst,  wenn  ich  Ihnen  angenehm 
bin.  Ich  hätte  wirklich  Lust  jetzt  auf  ein  paar  Wochen  nach  Göttingen 
zu  kommen,  weiss  aber  noch  nicht  recht,  wie  es  sich  mit  der  Kasse  ver- 
tragen wird;  bin  ich  Ihnen  willkommen?  —  Ich  hoffe,  dass  bei  Ihnen  Alles 
gut  geht  und  dass  Ihre  Familie  nicht  irgendwie  Unangenehmes  durch  den 
Krieg  in  der  Pfalz,  der  doch  auch  Frankfurt  berührt,  erlitten  hat.  Grüssen 
Sie  vielmals  Ihre  Frau  Gemahlin,  Herrn  Goldschmidt  und  Alle,  die  in 
Göttingen  einen  freundschaftlichen  Anteil  an  mir  nehmen.  In  meinen 
Verhältnissen  hat  sich  nichts  geändert  und  schwebe  ich,  um  es  kurz  zu 
sagen,  noch  immer  in  der  Luft. 

Den  herzlichsten  Dank  für  Ihre  liebevolle  und  trostreiche  Zuspräche 
in  Ihrem  Briefe.  Nur  eine  ganz  kurze  mathematische  Mitteilung.  Ich 
zweifle,  dass  Sie  irgend  Formeln  zwischen  BinomialkoefQzienten  vorbringen 
können,  die  nicht  in  folgenden  allgemeinen  Sätzen  enthalten  sind.  Es  sei 
q  wie  immer  eine  ungerade  pos.  Primzahl;  das  Produkt  1  •  2  •  3  •  4  •  •  •  w 
sei   mit  n!   bezeichnet.      Wenn   a  -{-  h  =  q  —  1,   so   ist    \  -  2    -  -  •  q  —  1 

=  (1  •  2  . .  .  a)  (5  --  1  .  g  —  2 q  —  h)  =  {—  l)*a!  l\  =  (—  Ifal  6!, 

also  nach  dem  Wilson'schen  Satze 

1)      a\h\  =  (—  1)«  +  ^  =  (—  1)^  +  1  (mod.  q)  wenn  a  +  b  =  //  -  1. 

Abh.  sar  Oeich.  d«r  Math«m.  Vn.  13 
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Es  sei  jetzt  <&  eine  beliebige  Zahl  <  q  und  n^  ein  Vielfaches  Yon  ^ 
ebenfalls  <  g;  dann  ist 

{n%)\  ==  (^  .  2-^ n^)  (l.  (p^  +  1)  (2-^  +  l)  •  •  ((w  —  1)  0  +  i)) 

(2.  (^  +  2)  (2d  +  2)  .  .  ((n  -  1)0  +  2)) 

.-.((d  —  l)(d  +  '0—  l)(2d  +  0  — !)•-•) 
d.  h.  = 

w  —  1  w  — 1  n  — 1  «  — 1 

jj(«^ + 1)  -jTrcff* + 2)  •  jj(<»^ + 3)  •  •  .jjcffd + *). 

crsaO  (7=0  *y=0  «y=0 

Setzt  man 
(?  =  «iO  +  ri,  2g  =  es,'0  +  r2,  3g=Cs'0  +  rj,..(0— l)g  =  e^-iO+r^_,, 

so  sind  alle  r  <  -0  wieder  die  Zahlen  1,  2,  3,  •  •  •  -0  —  1  in  anderer  Reihen- 
folge, folglich 

(wO)!  =  Jl(<j'0  +  rj  Jl(<yd  +  r^)  n{6^  +  r,)  •  •  •  Jl(<y'0  +  r.^_i)  J7(ffO-f  O) 
JI  erstreckt  sich  immer  von  c  =  o  bis  <j  =  w  —  1. 

Aber  es  ist  r^  ^e  —  c^-O,  r ^  ^^  —  6^*0,  •  •  •  r^— i^  —  ß^— i-^  (mod.  g), 
folglich 
(n-O)!  :^  -^^  •  n{c  -  eO  Jl(<y  —  ^^)  •  •  •  II(tf  —  c^_i)  JI(tf  +  l)  (mod.  q). 

Man  hat  auch,  wenn  -0  —  r^,  -0  —  r^,  •  •  •  ^  —  r^^i  statt  r^,  r,  etc. 
gesetzt  werden,  was  ebenfalls  erlaubt  ist, 

(wO)!  =  n{6^  —  rj  17(0-0  —  r^)  •  •  •  JI(<yO  —  r-^_i)  n((yO), 

wo   jetzt   tf   von    1    bis  n  sich   erstreckt;    also   auch   wegen    —  r^  =^i^i 
—  r^  ^  fg  0  etc. 

(«0)!  =  JT(tfO  +  OeJ  J7(tfO  +  ^e^)  .  . .  JT(tfO  +  Oc^-i)  i7(ffO) 
^  %^^n{c  +  cj  J7(tf  +  Cg)  .  .  .  n{o  +  c-^_i)  JT(tf)  (mod.  q). 

Nun  ist  7T(ff  +  e)  =  (1  +  e)  (2  +  e)  (3  +  e)  •  •  •  («  +  e)  nichts 


anders  als  - — —. — -  ^  folglich  hat 

*'*n!  (n  +  e,)!  (n  +  «,)!  •  •  •  (n  +  «,.,_,!) 

ist,  nach  der  Legendre'schen  Bezeichnung  der  grössten  Ganzen;  da  nun  allgemein 
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so  hat  man  nach  dem  ersteg  Satze 

e^I  c^_il  =  (-  1>+S  6^1  e^-,1  =  (—  1>+S  .  . . 
folglich  ist,  wenn  <&  ungerade,  der  ganze  Nenner 

=  (_  iy,+^+..+e^^+*=}  =  fz^"^  („od.  g); 

wenn  d'  gerade,  so  bleibt  noch  das  mittlere  Glied  e^  stehen,  welches  keinen 

Y 
Gefährten  findet     Sei  <&  ungerade,  so  hat  man  nun  den  zwar  elementaren 
aber  wichtigen  Satz') 

2)    (#«)i = ^*(v)«i  (« + ^(1))'  (« + E&)y  •  •  • 

WO    i-^f   das  Legendre'sche  Zeichen.     Ich  überlasse  Ihnen  mannigfaltige 

Anwendungen  dieser  Formel  für  specielle  Werthe  von  d'  zu  machen;  wichtig 
ist,  dass  die  Zahlen  E  von  n  unabhängig  sind,  und  man  so  für  jedes 
specielle  ^  wegen  des  n  eine  allgemeine  Formel  hat. 

Ich  verbleibe  Ihr  ergebener  Freund 

t>     T       io    T  T  ^o  ^'  Eisenstein, 

Berlin,  12.  Juli  49.  ' 

Ritterstrasse  56. 

PS.    Wenn  &  gerade,  so  ist  e^  =  ^-^ — ,  also  kommt  dann  {    T    )  J 
im  Nenner.  * 


vra. 

JuU  1849. 
In  Ihrem  Briefe  findet  sich  die  Formel,  wenn  g=  24n-f-  I)   so  ist 
/12n  .  .  .  lln  +  1\«        6n  +  1  .  .  .  6ti    7n  +  1  .  .  .  13n   ,       ,      s 

Um  zu  sehen,  was  man  eigentlich  hat,  muss  man  erst  auch  Fakultäten 
bringen.     Die  linke  Seite  ist 

(I2t0!\8     ^:.  _u..       (6^)»         (1»«)J (ISti)! 


/  (t2n)!  \8 
\n!(lln)I/  ' 


die  rechte 


nl(6n)l  (6n)!(7w)I        nl  (6n)I(7ti)I ' 


1)  Dieser  Satz  ist  als  specieller  Fall  in  einem  anderen  enthalten,  welchen 
Herr  Stickelberger  im  §4  seiner  Abhandlung  „Ober  eine  Verallgemeinerung 
der  Kreisteilong**  aufgestellt  hat.    (Mathematische  Annalen,  Bd.  87.) 

13* 
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also  ist,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  JDivisor  n\  fortlässt,  zn  be- 
weisen, dass 

(I2n)!  (12w)!  (5w)!  (7w)!  EE  (llw)!  (llw)!  n!  (I3n)! 

Zunächst  vereinfacht  sich  dies  nach 

1)  a!  [^!  =  (—  1)«+S     wenn     a  +  6  =  g  —  1. 
Also  hier  ist 

(12»)!  (I2n!)  =  (—  iy«»+i  und  rechts  (11«)!  (l3n)!  =  (—  l)""+i^ 

weü  12  +  12  =  24     und     11  +  13  =  24. 

Es  ist  also  nur  zu  zeigen,  dass 

(5n)!  (7«)!  =  (—  lynl  (lln)!     (mod.  g  =  24n  +  l); 

dies  ist  falsch,  es  ist  vielmehr  (5n)!  (7n)!  EIE  n!  (lln)!  ohne  ( —  l)»,  wie 
Sie  sogleich  sehen  werden.  Sie  haben  also  jedenfalls  in  Ihrer  Formel 
rechts  z.  B.  den  Faktor  ( —  l)*  vergessen,  oder  sich  geirrt;  die  richtige 
Formel  ist 

/12n  ...  lln  +  1\>        /       ^v.6n  +  1...6n    7n+l...l8n.      ,    . 

ich  habe  auch  gleich  nach  Empfang  Ihres  Briefes  den  fehlenden  Faktor 
( —  1)*  dazu  geschrieben. 

Dass  nun  wirklich  (5n)!  (7n)!  :£H  n!  (ll  n)!  ist,   geht  wie  folgt  aus 
der  allgemeinen  Formel 

2)  {9z)l   :  ^  *»•  (^^)  z\  {z  +  e,)l  (z  +  e,)l...{z+  e,_i)!  (mod.?) 

hervor.  Um  zunächst  möglichst  allgemein  zu  bleiben,  sei  -^  irgend  ein 
ungerader  Divisor  von  q  —  1  und  q  =  €&  -{-  1 ;  dann  hat  lüan 

2  g  =  2  c^  +  2,  S  q  =  3  e^  +  3,  .  .  (^  —  1)  q  =  {^  —  1)  e^  -{-  &  -  \, 

also   sind    in   diesem   Falle   die    Zahlen   e^,   e^,  .  .  e^_i   nichts   anderes  als 

e,  2e,  3 e,  ...{»-  l)e,  nämlich  ?— ,  2^',  3^-,  ...  (^-1)^^; 

femer  ist  (-ö;  )  =  ("ä)?  ^*"  erhält  daher  den  sehr  brauchbaren  speciellen 
Fall  von  2) 

3)  {^z)\  -ZE  ^^^'  (^)  z\  (z  +  e)\  (^  +  2  ^)!  .  .  (r  +  ^  —  1  e)l  (mod.  g), 

wenn  &  ein   ungerader  Divisor  von  q  —  1  und  e  =  —^ — 

Sei  jetzt  g=24n+li   -^=3   und   zunächst  ;er  ==  n,   dann  kommt 
wegen  c  =  8  n, 

(3n)!:^3«»(=~)n!  (9n)!  (17  n)!; 
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sei  je:  SS  3  n,  so  kommt 

(9n)I  =  3»-(=^^)(3n)!  (lln)! '(I9n!, 
also  multiplicando 

(3«)!  (9n)!  =  3i*»nl  (9«)I  (17 n)!  (3n)!  (lln)!  (19 n)! 

9—1 

Hier  ist  3^*"  =  3"^=  (|),  aber  (i)  =  (|)  =  (3)  =  1,  weü  «=  1  (mod. 4); 

also  kommt  »!  (lln)!  (17n)l  (l9n)!=  1  (mod.  g).  Statt  al  im  Zahler 
kann  man  immer  hl  im  Nenner  schreiben,  wenn  a  -{-  h  ^^  q  —  1,  und  man 
nicht  vergisst,  mit  ( —  1)*+^  zu  multiplizieren;  dies  folgt  aus  aI6I^( —  1)"+^. 

Schreibt  man  daher  statt  (17  n)!  und  (19  n)!  resp.  tw—t,  und  .  -.-.  so 
kommt 

(6n)I(7n)!  — ^       ^^  ^       ^^  —  "^' 

d.h.  n!  (lln)!^(5n)!  (7n)!  quod  erat  dem. 

Ihre  Kongruenz  geht  also  aus  doppelter  Anwendung  von 
(Sz)l  =  3»'  (^)el  (ßs  +  8n)l  (z  +  16  n)!  (mod.  24n  +  l) 

hervor.  —  Um  nicht  identische  Formeln  für  verschieden  zu  halten,  ist 
es  sehr  wesentlich,  statt  Binomialkoeffizienten  Fakultäten  allein  zu  betrachten 

und  alle  Fakultäten  o;!  so  zu  reduzieren,  dass  a;<^-r —  wird.  —  Um  bei 

Ihrem  Falle  g  »s  24  n  -f-  I  i^och  stehen  zu  bleiben,  kann  man  nach  allen 
Relationen  fragen,  die  überhaupt  zwischen  «!,  (2n)!,  (3n)!,  ..(lln) 
stattfinden,  denn  (l2n)!E^+  1  und  die  folgenden  drücken  sich  in  diesen 
aus,  z.  B.  (13 n)!  in  (lln)!  u.  s.  w.  Sei  br.  c.  (jiin)!  =  [fi\.  Setzt  man 
in  obige  Formel  n,  2n,  3n,  .  .  8n  statt  z,  so  bekonunt  man  das  System 

[3]  -  -  5»»  [1]  [9]    [17]  =  (-  1)^-  3»»  [1]  [9] :  [7] 
[6]  --  -  3«"  [2]  [10]  [18]  E^  3«"  [2]  [10]  :  [6] 
[9]    -  —  3»»  [3]  [11]  [19]  ^  (—  1)5»  3»"  [3]  [11] :  [5] 
[12]  =  -  2"«  [4]  [12]  [20]  -..  [4]  [12]  :  [4], 

wird  identisch;  die  folgenden  geben  nichts  neues,  also  hat  man  zunächst 
3  Relationen 

[3]  [7]  =  (-  ly  3«»  [1]  [9],  [6J^  ^  3«-  [2]  [10] 
und  [5][9]::-(-  1)- 3««[3]  [llj; 

man  findet  andere  Relationen,  wenn  man  d  «»  2,  4  oder  8  statt  3  setzt 
und  die  Formel  für  ein  gerades  d'  anwendet.  — 

Nächstens  mehr  von  dergleichen  entweder  schriftlich  oder  mündlich.  — 
Mit  der  Schnelligkeit,  mit  der  ich  Ihre  Abhandlung  über  irrationalwertige 


198  A.  Hurwitz  und  F.  Budio: 

Beihen  ins  Crelle'sche  Joomal  gebracht  habe,  werden  Sie  hoffentlich  zofirieden 
sein;  ich  habe  dieselbe  auf  eigne  Gefahr  und  auf  Gefahr  von  Grelles 
höchster  Ungnade  nach  der  Druckerei  getragen,  selbst  Bedacteor  gespielt 
und  dem  Setzer  zum  Druck  empfohlen,  sonst  läge  sie  noch;  übrigens  kannte 
ich  Ihre  dortige  Methode  und  hatte  mich  längst  geärgert,  denn  da  die 
Irrationalität  dieser  Beihen  und  Produkte  sich  so  einfach  beweisen  lässt, 
wozu  nutzen  dann  meine  Kettenbrüche!  —  Was  Sie  einmal  über  Kongruenzen 
ersten  Grades  gesagt  oder  gefragt  haben,  habe  ich  wirklich  nicht  verstanden 
und  bitte  um  Wiederholung  und  nähere  Aufschlüsse.  —  Sie  sagen  in  Ibrem 
Briefe,  über  quadratische  Zerföllungen,  „dass  diese  mühselige,  fOr  jeden  be- 
sonderen Fall  besonders  zu  behandelnde  Beihenbetrachtung  noch  nicht 
der  richtige  Weg  sei,"  aber  ich  habe  ja  die  Beihen,  welche  auf  alle 
quadratischen  Formen  passen  und  habe  sie  nur  f&r  Ihren  Fall  specialisiert, 
um  den  Geist  der  Methode  an  einem  einfachen  Beispiele  hervortreten  zu 
lassen  und  zu  zeigen,  dass  dieselbe  auch  anwendbar  ist,  wenn  die  Detenui- 
nante  nicht  Teiler  von  q — 1  ist,  wie  bei  ^  =  8w-}-3.  Aufserdem 
weifs  ich  nur  eine  umfassende  freilich  hiervon  ganz  verschiedene  Methode 
durch  die  elliptischen  Funktionen.  Ihre  neuste  Abhandlung  über  Eetten- 
brüche  (Konvergenz)  ist  sehr  hübsch.  Lieber  Stern,  ich  kann  schlieMch 
nicht  unterlassen  zu  sagen,  dass  mir  Ihr  Brief  vom  vorigen  Jahre  un- 
endliches Vergnügen  bereitet  und  dass  ich  ihn  wohl  zwanzig  Mal  gelesen 
habe;  ich  muss  dies  hier  ausdrücklich  bemerken,  weil  Sie  wegen  meines 
langen  Schweigens  leicht  daran  zweifeln  könnten ;  aber  wie  gesagt,  nur  die 
Fülle  des  Stoffes  hat  mich  am  Schreiben  gehindert,  und  weil  ich  gern 
eine  würdige  Antwort  schicken  wollte.  Unschicklich  war  es  von  mir,  dass 
ich  nicht  Bescheid  gab  auf  Ihre  freundliche  Einladung;  aber  ich  woUte 
wirklich  von  Monat  zu  Monat  kommen,  was  immer  unterblieb. 

Grüfsen  Sie  Ihre  liebe  Frau,  Ihren  Jungen,  Goldschmidt  und  Mejersteins. 

Ihr 

Eisenstein. 


IX. 

Berlin  14.  Januar  1850. 
Lieber  Stern! 

Obgleich  ich  wohl  weifs,  dass  ich  nicht  verdiene  wieder  vor  Ihren 
Augen  zu  erscheinen,  da  ich  auf  die  unhöflichste  Weise  von  der  Welt 
Ihren  herzlichen  Brief  weder  beantwortet,  noch  Ihrer  freundlichen  Einladung 
Folge  geleistet  habe,  so  hoffe  ich  doch,  dass  Sie  vielleicht  über  einen 
reuigen  Sünder  Gnade  ergehen  lassen. 
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Was  mich  dazn  f&hrt,  gerade  jetzt  an  Sie  zu  schreiben,  ist  eine 
mathematische  Kleinigkeit,  die  wegen  ihrer  grofsen  Einfachheit  Ihnen  gewiss 
Spafs  machen  wird.  Ich  bin  darauf  bei  meinen  Untersuchungen  über 
höhere  Reciprocitätsgesetze  gekommen;  was  ich  Ihnen  mitteilen  will,  Iftsst 
sich  aber  sehr  gut  von  der  Theorie  trennen  und  bildet  einen  ganz  selbst- 
ständigen Satz,  dem  Sie  es  gewiss  nicht  anmerken,  dass  er  mit  jener  Theorie 
zusammenhängt.  —  Nehmen  Sie  irgend  zwei  positive  ganze  Zahlen,  z.  B. 
was  das  einfachste  ist  1  und  1,  schreiben  zwischen  beide  ihre  Sunome, 
also  12  1;  dann  zwischen  je  zwei  dieser  drei  Zahlen  wieder  deren  resp. 
Summen,  also  1,  3,  2,  3,  1  u.  s.  w.  immer  zwischen  je  zwei  bereits  erhaltene 
Zahlen  ihre  Summe;  jede  neue  Einschaltung  der  Summe  ist  als  eine  Ver- 
vollständigung der  Beihe  zu  betrachten,  deren  Gliederzahl  sich  fortwährend 
verdoppelt  (mit  Ausnahme  eines  Gliedes),  und  das  Verfahren  wird  ins 
Unendliche  fortgesetzt;  nach  einer  gewissen  Zeit  erhält  man  z.  B. 

16594  11  7  10  3  11  8  13  5  12  79297  12  5  13  8  11  3  10  7  11  49561 

Am  Besten  nimmt  sich  diese  Procedur  aus,  wenn  Sie  auf  einen  schmalen 
Streifen  Papier  oben  und  unten  1  schreiben,   den  Streifen  halb  falten,  in 
den  Kniff  (Berliner  Ausdruck)  2  setzen,  abermals  falten,  so  dass  zwei  neue 
Kniffe   entstehen,  wohinein  Sie  3  resp.  3  schreiben,  aufs  Neue  kniffen,  um 
von   oben  nach  unten  4,  5,  5,  4   hinein  zu  setzen  u.  s.  w.     In   der   so  ge- 
bildeten und  durch  fortwährendes  Einschalten  der  Summe  zwischen  je  zwei 
Zahlen    zu   vervollständigenden   Zahlenreihe    kommt  jede   bestinmite   ganze 
Zahl   nur  eine  endliche  Anzahl  mal   vor,  weil  sie  nach  einer  gewissen 
Zeit    wegen    der   wachsenden   Gröfse   der  neu  hinzutretenden-  Zahlen   nicht 
wieder  erscheinen  kann.     So  kommen  die  Zahlen  2,  3,  4,  5,  6  resp.  1  mal, 
2  mal,  2  mal,  4  mal,  2  mal  vor.     Ich  habe  nun  allgemein  gefunden,  „dass 
jede  Zahl  A  genau  q>{Ä)  mal  vorkommt,  wo  9(^)  die  Bedeutung  in  Disq. 
Arithm.  hat",   z.  B.  jede  Primzahl  p  kommt  p  —  1  mal  vor.     Wenn  man 
statt  von  1  und  1  von  zwei  andern  ursprünglichen  Zahlen  bei  der  Bildungs- 
vreise   ausgeht,  so  gilt  ein  anderes  Gesetz.     Geht  man   von  a  und  h  aus, 
nnd   nennt  a^,  }p  die  kleinsten  dpr  Gleichung  ha^  —  ah^  =  1  genügenden 
Zahlen,  so  kommt  in  der  nach  obigem  Algorithmus  gebildeten  Zahlenreihe, 
vrelche   ich   die  Entwickelung  von   (a,  h)  nennen  will,  eine  beliebige  ganze 
Zahl  A  so  oft  vor,  als  es  Zahlen  zwischen  den  Grenzen 

^ebt,  die  zu  A  relative  Primzahl  sind,  wie  Sie  Sich  leicht  durch  Induktion 
an  einigen  Beispielen  überzeugen  können.  Meine  Beweise  dieser  Sätze  sind 
ziemlich  kompliziert,  vielleicht  finden  Sie  einfachere,  es  wäre  mir  lieb,  solche 
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zu  besitxeD,  die  sich  luunittelbar  aus  der  angegebenen  BildiiDgsweise  auf 
elementare  Weise  ergeben.^)  Diese  Formationen  besitzen  viele  andere  merk- 
würdige Eigenscb alten ;  notiert  man  z.  B.  die  Zahlen,  welche  in  der  Entr 
Wicklung  Ton   (p^h^  je  unmittelbar  auf  eine  bestimmte  Zahl  A  so  oft 

dieselbe  vorkommt,  folgen^  so  sind  diese  die  Werte  von  —  (mod  ^4),  w&brend 

Ä'  zwischen  den  obigen  Grenzen  (cc)  liegt  und  zu  A  relative  Primzahl  ist; 
so  folgen  z.  B.  in  der  Entwicklung  von  (l,  2): 

!,  7,  6,  llj  5,  14,  9,  la,  4,  15,  11,  16,  7,  17^  10, 13,  3,  14,  11,19,8,21,13, 
18,  5^  17,  12,  19,  7,  16,  9,  11,  2, 

auf  die  Zahl  1  an  den  drei  Stellen,  an  welchen  sie  vorkommt,  die  Zahlen 
6,  1 7  =  10  —  3  (mod  7),    16  ^  9  =  2  (mod  l)    und    2,  3,  6    sind    die 

Werte  Ton  resp.  ^ ,  -^  ,  g  (mod  7),  wo  die  Nenner,  die  zwischen  ^  und 
7  liegenden  Zahlen  sind.  In  der  Entwickelung  von  (1,1)  sind  namentlich 
die  auf  A  so  oft  es  vorkonunt  je  unmittelbar  folgenden  Zahlen  die  sHtnmt- 
lieben  (p(A)  inkongruenten  Zahlen  (mod  J.),  welche  mit  A  keinen  gemein- 
schaftlichen Teiler  haben. 

Wenn  Sie  diese  Bemerkungen  irgendwo  wollen  drucken  lassen,  Tielleicht 
in  Ihrer  Akademie,  BO  wird  es  mir  angenehm  sein.  Crelle  ennuiert  mich 
jetzt  schrecklich,  er  ändert  in  meinen  Arbeiten,  was  ihm  beliebt,  so  dass 
ein  höchst  wunderlicher  Styl  und  manche  Sinn -Entstellung  herauskommt. 
Können  Sie  Sich  etwas  Schrecklicheres  denken  als  folgenden  Passus:  Ich 
schreibe  ganz  vernünftig:  Der  Gleichung  P  =  Q  kann  man  die  Form 
J^  ==  S  geben.*   Crelle  macht  hieraus: 

Der  Gleichung  P=  Q  lässt  sich  die  Form  H  =  S  geben. 
Dies  nur  ein  Beispiel  unter  vielen  ebenso  grausigen. 

Ich  habe  im  Crelle'schen  Journal  eine  lange  Arbeit  drucken  lassen, 
die  sich  schon  vom  Sommer  her  bis  jetzt  durch  drei  Hefte  durchzieht  und 
die  mich  auch  verhinderte  zu  Ihnen  zu  kommen;  sie  wird  Ihnen  wahr- 
scheinlich bald  zu  Gesichte  kommen;  sobald  ich  meine  Abdrücke  erhall(% 
will  ich  einen  an  Gauss  schicken,  von  dem  ich  vor  einiger  Zeit  auf  mein 
Gratulations-Schreiben  eine  Antwort  empfangen  habe,  die  mir  grofse  Freude 
gemacht  hat. 

Haben  Sie  schon  gehört,  dass  Uosenhain  in  Breslau  den  grolsen  niatli«- 
niatischen  Preis  aus  Paris  erhalten  liat?  Einer  unsere»  jüngeren  Privat - 
docenten    hier   hat    die   Stelle    von   Pohl   in   Breslau  als   Prof   extr.   erhalten. 

1)  Solche  Beweise  hat  Stern  in  seiner  Abhandlung  „über  eine  zalilen- 
theoietische  Funktion"  gegeben.  (Journal  für  die  reine  und  angewandte  iMathe- 
matik,  Bd.  55  {ISbS).) 
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Sie  würden  mich  sehr  verhinden,  wenn  Sie  mir  mitteilten,  ob  und 
in  welcher  Weise  man  bei  Ihnen  einen  Verleger  für  Tänze  (Polkas,  Walzer) 
findet;  ich  habe  mehrere  dergleichen  komponiert,  die  hier  allgemeinen  Beifall 
finden,  aber  es  ist  schwer,  hier  einen  Verleger  zu  gewinnen,  wenn  man 
nicht  schon  Komponist  yon  Buf  ist.  Sie  teilten  mir  einmal  finlher  mit, 
dass  Sie  mir  einen  Verleger  für  mathematische  Sachen  verschaffen  könnten, 
wollten  Sie  vielleicht  die  Güte  haben,  mir  nähere  Nachricht  darüber  zu- 
konmien  zu  lassen. 

Unter  dem  Siegel  der  tiefsten  Verschwiegenheit  will  ich  Ihnen,  da 
Sie  Sich  auf  so  freundschaftliche  Weise  auch  f£ür  meine  menschlichen 
Verhältnisse  interessieren,  anvertrauen,  dass  ich,  was  für  einen  Mathe- 
matiker eine  Dreistigkeit  ist,  ein  Viertel  von  1000  ^  in  der  Lotterie 
gewonnen  habe;  aber  sprechen  Sie  nicht  davon,  sonst  denken  die  Leute, 
ich  sei  reich  geworden,  während  doch  die  paar  100  2^  fast  schon  auf- 
gezehrt sind. 

Ich  weifs  nicht,  ob  ich  Ihnen  schon  über  Biemann  geschrieben  habe; 
ich  halte  ihn  ebenfalls  f&r  sehr  talentvoll  und  habe  auch  mit  Dirichlet  von 
ihm  gesprochen;  sein  Umgang  hätte  mir  viel  Freude  gemacht;  als  er  hier 
war  bin  ich  ihm  förmlich  nachgelaufen,  er  schien  mich  aber  zu  vermeiden, 
was  mir  sehr  leid  that,  ich  kenne  nicht  die  Ursache,  vielleicht  Schüchternheit 
oder  Verlegenheit  von  seiner  Seite,  oder  lag  es  an  mir,  dass  ich  ihm  nicht 
so  freundschaftlich  erschienen  bin,  als  ich  es  innerlich  gewiss  fühlte  und 
beabsichtigte;  wie  geht  es  ihm  jetzt? 

Zum    Schlüsse    noch    etwas    Mathematisches.      Können    Sie    folgendes 

Problem  über  Permutationen  lösen:  die  Elemente  1,  2,  3,  .  .  .  n  in  solche 

noch  unbekannte  Reihenfolge  zu  bringen,  dass,  wenn  man  bei  der  letzteren 

das   erste  Element  herausnimmt,   das  zweite  ans  En^  schreibt,   das  dritte 

herausninmit,  das  vierte  ans  Ende  schreibt  u.  s.  w.  immer  abwechselnd  ein 

^Element  herausnimmt  und  eins  ans  Ende  schreibt,  wobei  denn  die  ans  Ende 

geschriebenen   Elemente    später    auch    wieder   vorkommen,    dass  bei  einem 

solchen    Verfahren    die    herausgenommenen    Elemente    in    ihrer   natürlichen 

Heihenfolge  1,  2,  3,  .  .  .  «  nach  und  nach  erscheinen;  z.  B.  die  13  Karten 

^Spielkarten)  einer  Farbe  so   zu  legen,   dass   wenn  man  die  erste  auswirft 

(auf  den  Tisch),  die  zweite  unter  das  Spiel  steckt,  die  dritte  auswirft,  die 

Tierte  untersteckt  u.  s.  w.,  bis  alle  Karton,  auch  die  früher  untergesteckten 

erschöpft  sind:  die  ausgeworfenen  Karten  in  natürlicher  Reihenfolge  2,  3,  ...  10, 

Bube,   Dame,   König,   Ass  folgen.     Ich  bin  im  Besitze  eines  sehr  einfachen 

Princips,    um    allgemein    folgendes  Problem    zu   lösen,  welches   Obiges  als 

speciellen  Fall  enthält  und  auch  praktisches  Interesse  darbietet.     Thätigkeit 

will  ich  jedes  Verfahren,  jede  Ali;  und  Weise  nennen,  einen  gewissen  Zu- 
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stand  zu  verändern,  den  man  selbst  als  das  Besnltat  aller  yorgehenden 
Thätigkeiten  von  —  oo  her  ansehen  kann;  solche  Thätigkeiten  will  ich  mit 
kleinen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnen.  Soll  nun  ein  unbekannter  Zu- 
stand Z  gefunden  werden,  von  der  Art,  dass,  wenn  man  auf  ihn  nach  und 
nach  die  Thätigkeiten  a,  6,  c,  .  .  .  ^,  /i  anwendet,  zuletzt  ein  gewisser  statos 
quo  A  hergestellt  wird,  so  suche  ich  zunächst  zu  jeder  der  gegebenen 
Thätigkeiten    die    ihr   entsprechende  reciproke,    durch  welche  sie  wieder 

aufgehoben  wird,  und  wende  dann  diese  reciproken  -,  ^,  •  •  •  ^  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  -jt,  — ,  •••  v^,  —  auf  den  Status  quo  ^1  an;  so 
finde  ich 

Bei  dem  obigen  Beispiel  bedeutet  Z  die  gesuchte  noch  unbekannte  An- 
ordnung der  Karten,  A  die  Karten  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge,  die 
Thätigkeiten  sind  das  Auswerfen  und  unter  das  Spiel  Stecken  der  Karten, 
ihre  reciproken  also  das  Aufnehmen  einer  Karte  vom  Tische,  resp.  das 
Legen    einer  unten  befindlichen  Karte   oben  auf  das   Spiel,    so  dass  wenn 

a  z.  B.    das  Auswerfen,    dann   —  das  Einnehmen  bezeichnet:    nach  diesen 
'  a  ' 

Andeutungen  werden  Sie  leicht  die  Lösung  finden.  Solche  Probleme  kouunen 
unbewusster  Weise  bei  den  gewöhnlichsten  Lebensverrichtungen  vor.  Wenn 
man  sich  des  Morgens  anziehen  will,  zuerst  Strümpfe,  dann  Unterhosen, 
Hosen,  Tragebänder,  Weste,  Rock,  und  man  will  diese  Kleidungsstücke  auf 
seinem  Stuhle  gleich  zur  Hand  liegen  haben,  so  muss  man  sie  des  Abends 
nicht  in  der  genannten,  sondern  gerade  in  der  umgekehrten  Reihenfolge 
hinlegen,  also  zu  unterst  erst:  Rock  hinlegen,  dann  Weste,  Tragebänder, 
Hosen,  Unterhosen,  mrümpfe.  Dies  klingt  lächerlich  und  geschieht  wie 
gesagt  unbewusster  Weise,  aber  ich  nehme  es  in  vollem  Ernste  und  halte 
diese  Anwendung  der  reciproken  Thätigkeiten  in  umgekehrter 
Reihenfolge  für  ein  wichtiges,  mathematisches  oder  wenn  Sie  wollen, 
logisches  Princip,  von  dem  noch  schöne  Anwendungen  bei  Problemen  ge- 
macht werden  können,  die  sich  auf  andere  Art  etwa  combinatorisch  gar 
nicht  behandeln  lassen.  —  Nächstens  will  ich  Sie  von  einem  Princip  ant^r- 

1)  Nach  der  heute  üblichen  Bezeichnungsweise  der  Gruppentheorie  sind 
— ,  T»  *  *  T  ^'®  ^^  "»  ^»  '  '»  ^  inversen  Operationen.  Die  Bemerkung  ron 
Eisenstein  kommt  auf  den  bekannten  fundamentalen  Satz  hinaus,  da«9 
-,--•••,-—  die  inverse  Operation  der  zusammengesetzten  Operation  a&  ••^ä  ißt 
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Jten  anderer,  aber  ebenso  allgemeiner  Art,  welches  ich  das  Princip  der 
)arsamkeit  nenne,  und  bei  welchem  die  Freiheit  des  Willens  mathematisch 
)gehandelt  wird;  es  kommt  dabei  heraus,  dass  es  am  vorteilhaftesten  ist, 
desmal  so  zu  handeln,  dass  man  im  nächstfolgenden  Zustande  nach  der 
bat  möglichst  unfrei  sei. 

Leben  Sie  nun  herzlich  wohl  und  grüfsen  vielmals  Ihre  Familie;  haben 
e  schon  wieder  etwas  Kleines?  Wenn  Sie  mir  eine  Frau  empfehlen,  so 
)irate  ich  auch,  üebrigens  beabsichtige  ich  jetzt  in  allem  Ernste  unsere 
orrespondenz  in  besseren  Fluss  zu  bringen.     Ihr  ergebenster  Freund 

6.  Eisenstein. 
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AM  22.  OKTOBER  1893 


PROFESSOR  A.  WASSILJEF. 


AUS  DEM  RUSSISCHEN  ÜBERSETZT 


VON 


PROFESSOR  FRIEDRICH  ENGEL. 


Das  edle  Leben   des  Mannes,  dessen  Gedächtniss  beute  gefeiert  wird,  l 
list   während   dt?r   ersten  fünfzig  Jahre  des  Bestehens  der  Universität  Kasan 
■untrennbar  mit  deren  Ifeschiciite  verbunden;  auf  jeder  Seite  dieser  Geschichte 
( —  es  sind  das  Worte  ans  einer  an  seinem  Grabe  gehaltenen  Rede  —  steht 
phrenvoll  und  In  dankbai*em  Andonken  der  Name  Lobatschefskijs, 

Lobatschefskij  tritt  in  die  Universität  sogleich  bei  ihrer  Gründung  ein. 

Am   5.  November  1804   war   das  Statut   der  Universität  bestätigt  worden, 

j unter  dem  9.  Januar  1807  steht  der  Name  Nikolaj  Lobatschefskijs  in  dem 

[Verzeichnisse  der  Schüler  d*^s  Kasaner  Gyninasimus,  die  für  würdig  erklärt 

[wurden,    die  Vorlesungen    der   Professoren    und  Adjunkten   zu   höreo,  und 

Kwar  steht  er  da  mit  dem  Vermerke  „dignus^V 

Die  ersten  Jahre  in  dem  Leben   unsrer  Universität,  mit  denen  Lobat- 

ichefskijs  Studenten  jähre  zusammenfallen,  zeigen  äusserlicb  viel  Chaotisches, 

Jnvorbereitetes  und  Ungeordnetes.     Die  UniversitUt  wurde  ohne  alle  Hülfs- 

linittel    für   den    Unterrieht   eröffnet;    es    fehlte  an   der  regelmUssigen   Ver- 

Kheilung  des  Stoffes  auf  die  Fa<;ultätfsn,  und  dieser  Zustand  schadete  selbst- 

[ verständlich  dem  Erfolge  der  Arbeit  der  Universität. 

Dafor   hatte  sich  aber  an   der  jungen   Universität,   die  eben  erst  in  2 

einem   halbwiiden  Lande   eröfiiet   worden  war,   in  dieser  „ultima  Musarum 

Tliule",    wie    die    ersten    hierher    gekommenen    deutschen    Professoren    die 

IjUalveitität  Kasan  nannten,  es  hatte  sich  der  studirenden  Jugend  jener  Zeit 

l^ine   Begierde    nach   Kenntnissen,    ein    brennender  Trieb    nach   Wissen   be- 

lniiichtigt     Noch  in  Dorjiat,  viele  Jahre  später,  erinnerte  sich  Bartels,  der 

[erste   Professor  der  Mathematik,  mit  lebhaftem  Bedauern   seiner  begabten 

».saner  Schüler, 

Entsprechend  dieser  Begierde  nach  Kenntnissen  herrschte,  wie  uns  einer 
äer  i«rstt»n  Zöglinge  unsrer  UniversitUt,  S.  T.  Aksakof,  in  seiner  „Familien- 
chronik** beatcngt,  „vollsUlndige  Verachtung  gegen  alles  Niedrige  und  Gemeine, 
jnd  tiefe  Verehrung  ftlr  alles  Reehtschaffone  und  Hohe,  mochte  es  auch 
auvemünftig  seüi/* 

Dieser  Geist  der  studirenden  Jugend  der  damaligen  Zeit,  von  dem 
puoh  einige  uns  Überlieferte  Thatsachnn  aus  Lobatschefskijs  Jngi^ndjahren 
Stmguiss  ablegen,  entspmch   dem   allgemeinen  Geiste  jenes  Zeitraums,   den 
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Puschkin  als  den  „schönen  Anfang  der  Tage  Alexanders^'  bezeichnet  hat,  jenes 
Zeitraums,  an  den  uns  das  schöne  Bildniss  erinnert,  das  in  onsrer  Anla 
steht  und  auf  dem  der  junge  Herrscher  in  der  ganzen  Anmuth  seiner  Schönheit 
dargestellt  ist,  wie  er  vor  der  Btlste  seiner  erleuchteten  Grossmutter  und 
gewissermassen  auf  ihren  Befehl  der  Universität  Kasan  die  Stiftungsurkunde 
überreicht. 

Wenige  Zeiträume  in  der  Geschichte  der  russischen  Bildung  sind  so 
glänzend  und  fruchtbar  wie  dieser  Zeitraum,  wo  die  Begierong,  an  der 
Spitze  der  geistigen  Bewegung  des  Landes  stehend,  einen  allgemeinen  Plan 
für  die  Volksbildung  ausarbeitet,  „grossartig,''  sagt  Earamsin,  „und  ruhrnyoll 
nicht  nur  fär  Bussland  und  den  Herrscher,  sondern  auch  für  das  ganze 
Jahrhundert,"  wo  sie  das  Blühen  der  Uebersetzungslitteratur  begünistigt,  die 
Russische  Akademie  reorganisirt,  neue  Universitäten  erö&et  und  an  diese 
die  besten  ausländischen  Gelehrten  beruft. 

Der  Thätigkeit  der  Regierung  entsprach  die  Belebung  der  geistigen 
Thätigkeit  der  Gesellschaft  selbst.  Mit  besonderem  Eifer  machte  man  damals 
3  Stiftungen  für  Bildungszwecke;  in  diese  Zeit  fallen  die  Stiftungen  Djemidofs 
für  zukünftige  Universitäten,  die  Stiftung  des  Adels  von  Charkof,  die 
Stiftung  des  Grafen  N.  P.  Rumjanzef.  Die  in  der  Gesellschaft  erwachte 
Verehrung  für  Litteratur  und  Wissenschaft  trug  ihre  Früchte.  Den  eisten 
Jahren  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts  verdanken  wir  unsem  unsterbüchen 
Nationaldichter  Puschkin,  ihnen  verdanken  wir  auch  den  genialen  Mathe- 
matiker, dessen  Gedächtniss  heute  gefeiert  wird. 

Aber,  wenn  auch  auf  junge,  ins  Leben  eintretende  Leute  das  Leben, 
das  sie  umgiebt,  einen  grossen  Einfluss  ausübt,  so  ist  doch  der  Einfluss 
der  Lehrer  und  der  ersten  Führer  bei  selbständigen  geistigen  Arbeiten  nicht 
weniger  wichtig  und  unmittelbar.  Deshalb  sind  wir  an  dem  Tage,  wo  wir 
Lobatschefskij  ehren,  verpflichtet,  dankbar  seiner  Lehrer  zu  gedenken  nnd 
vor  allen  der  ehrwürdigen  Gestalt  des  ersten  Professors  der  reinen  Mathe- 
matik an  unsrer  Universität,  Bartels,  dessen  Schutz  Lobatschefskij,  der  in 
seinen  jungen  Jahren  hitzig,  feurig  und  oflfenherzig  war,  auch  ausserdem 
so  viel  verdankt. 

Johann  Martin  Chiistian  Bartels  (geb.  1769)  nimmt  in  der  Geschichte 
der  Mathematik  des  neunzehnten  Jahrhunderts  eine  hervorragende  Stelle 
ein.  Ihm  war  es  vergönnt,  nicht  nur  Lobatschefskij s  Lehrer  zu  sein,  sondern 
auch  der  Lehrer  und  Beschützer  dessen  unter  den  Gelehrten  des  neunzehnten 
Jahrhunderts,  der  mehr  als  sonst  irgend  einer  der  Entwickelung  der  Mathe- 
matik sein  Gepräge  gegeben  hat  —  Gauss.  Um  sein  Brod  zu  vei*dienen, 
wmxle  der  sechzehnjährige  Bartels  Gehülfe  des  Lehrers  an  einer  Privat- 
schule  der  Stadt  Braunschweig,   und   gegen    ein  amiseliges  Entgelt  schnitt 
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er  den  Schülern  die  Federn  und  half  ihiien  beim  Schönschreiben.  Unter 
der  Zahl  der  Schüler  befand  sich  der  damals  achtjährige  Gauss,  und  die 
mathematischen  Fähigkeiten  des  genialen  Knaben  zogen  die  Aufmerksamkeit 
des  wissbegierigen  Bartels  auf  sich.  Trotz  des  Altersunterschiedes  entstaht 
zwischen  Bartels  und  OauBS  eine  enge  Freundschaft;  vereint  sttidiren  sie 
mathematische  Werke,  ven^int  lösen  sie  Aufgaben.  Bartels  gewahrte  mehr- 
mala  (Jauss  seinen  Schutss^  und  (xauss  achtete  Baitels  hoch  wegen  dessen  4 
edlen,  humanen  Charakters,  und  bis  In  seine  allerletsdeu  Jahre  war  er  ihm 
dankbar  als  einem  alten  Freunde,  Bart-els  war  auch  selber  ein  vortrcÖlicher 
Mathematiker  Seine  „Vorlesungen  über  mathematische  Änaljsis"  die  er 
in  Dorpai  im  Jahre  1833  herausgab,  nehmen  in  der  deutschen  mathe- 
matischen Litteratur  eine  hervorragende  Stelle  ein,  denn  sie  zeichnen  sich 
durch  Strenge  der  Beweise  und  durch  Klarheit  der  Anordnung  aus.  Eine 
Ueberliefening  berichtet  sogar,  Laplace  habe  auf  die  Frage:  „Wer  ist  der 
orste  Mathematiker  Deutschlands?**  geantwortet:  „Bartels,  denn  Gauss  ist 
ja  der  erste   Mathematiker  der  Welt" 

Dank  Bartels  stand  der  Unterricht  in  der  reinen  Mathematik  an  der 
Universität  Kasan  mit  einem  Male  auf  derselben  Höhe  wie  an  den  besten 
Universitäten  Deutschlands,  Alle  klassischen  Werke  der  damaligen  Zeit: 
die  Differential-  und  die  Integralrechnung  —  von  Euler,  die  analytische 
Mechanik  —  von  Lagrange,  die  Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geo- 
metrie ' —  von  Monge,  die  Disquisitiones  arithmeticae  —  von  Gauss 
wurden  von  dem  begabten  und  belesenen  Bartels  erläutert.  In  eignen  Vor- 
trägen las  Bartels  über  die  Geschichte  der  Mathematik  und  entwickelte  vor 
seinen  Zuhörern  das  grossartige  (iemillde  der  Fortschritte  d**s  menschlichen 
Geistes  auf  diesem  Gebiete. 

Nachdem  LobatÄchefskij  (am  10,  Juli  1811)  trotz  „schlechten  Be- 
tragens" den  Magistergmd  erhalten  hatte,  „auf  Grund  ausserordentlicher 
Fortachritte  und  «bensoleher  Gaben  in  den  mathematischen  und  physischen 
Wissenschaften"  und  auf  Grund  einer  von  ihm  vorgelegten  Arbeit:  „Die 
Theorie  der  elliptischen  Bttwegung  der  Himmelskörper"  beschäftigte  er  sich 
bei  Bartels  auf  dessen  Wohnung  vit^r  Stunden  wöchentlich,  indem  er  unier 
dessen  Loitung  die  Disquisitiones  arithmeticae  und  den  ersten  Band  der 
Mechanik  des  Himmels  von  Laplace  studirte. 

Eins  der  Ergebnisse  dieser  Beschäftigungen  war  die  Arbeit,  die  Lobat- 
»chefskg  im  Jahre  1813  unter  dem  Titel;  „Ueber  die  Lösung  der  algebraischen 
fjteichung  i*  —  1  «=  0"  vorlegte,  sie  behandelt  die  Frage  naeb  der  Er- 
niedrigung des  Grades  einor  zweigliedrigen  Gleichung,  wenn  der  um  Eins 
venninderto  Grad  durch  vier  theilbar  ist. 

Eine   der   Vei7)fliLhtungen,   die  Lobaischnf^kij  als  Magister  hatto,   war  ^ 
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4i»  ^ünt^ritatiiang    roü    B&rt^ls    in   dessen  Ei^ettscbalt   als  Professor  der 
reaneji  Mathematik,  zwr  Erdtänug  grösserer  Fartsdiritte  mlutr  Zohtlt^r,  ttnd 
nclilttsaiioh  die  Erklarting  dessen,  was  sie  nickt  verstanden  habeti,^     Es  ist 
klar,   dass  Lobatschafskij   in   den  anemiU;lislen  Beziehungen   zn  Bartels  g®"^— 
standen  haben  muss.  ^M 

In  nicht  weniger  enger  Gemeinschaft  miiss  Lobatsehefsk^  ainh  mit' 
Bronner  gestanden  b&ban,  dem  Profesi^or  der  Phjfik  und  Lt^lter  des 
|»IUlagogiseben  üisiitiit^  in  das  die  junge u  Magister  zu  ihrer  Weiterbildung 
ftin treten  mossien.  Bronn nr,  der  Tiel  erlebt  and  viel  durchdacbt  hatte,  erst 
}lenediktinerm5nch ,  dann  Angehöriger  des  lUumiiiatenordens,  dann  Idjllen- 
dichter^  dann  Mecbaiüker  und  Phj&iker,  endlich  Historiker  und  Statistiker 
dm  Kantons  Aargau^  in  dem  er  sein  stüi-mi^hes  Leben  beficbloss^  der  sieh 
bald  von  dea  Ideen  Bonsse  aus  und  der  franssösiseben  Revolution  binreissen 
liesö^  bald  von  Kants  „Kritik  der  reinen  Vernunft",  Bronner  konnte  bei 
sei  Der  begabten  Per^önliebkeit  nicht  nmhin^  auf  ieitie  «Schüler  einen  be- 
zaubernden Einfluss  auszuüben,  und  seine  ausgedehnte  philosophische  BUdiiog 
tnig  unzweifelhaft  viel  zu  der  geistigen  Ent Wickelung  Lobatschefskijs  und 
ieiDer  Genoasen  bei, 

Sp&ter  als  Bartels  und  Bmnner,  aber  noch  während  der  StudenteujaW 
Xiobatschefskijs,  kameii  Renner  und  Littrow  nach  Kä^aii  und  waren  seine 
Lehrer.  Der  ehemalige  Privatdocent  der  Göttinger  Universität,  Caspar 
Friedrich  Renner,  ein  vortrefflicher  Mathematiker  und  Lateiner,  erscheint 
in  den  auf  uns  gekommenen  Ennnerungen  von  der  anziehendsten  Seite  als 
ein  Mann,  auf  den  Puschkins  Vers  „von  der  durchaus  göttingischen  Seele^*V) 
voi-treft'lich  passt.  Littrow,  der  bekannte  Astronom,  ein  hochgebildeter 
Mann,  der  von  der  I^hilosophie  Schellings  begeistert  war,  erhob  den 
Unterricht  in  der  Astronomie  an  unsrer  Universität  auf  dieselbe  Höhe,  di<' 
der  Unterricht  in  der  Mathematik  hatte.  Unter  seiner  Anleitung  führte 
Lobatschefskij  zusammen  mit  seinem  Kameraden,  dem  späteren  bekannten 
Professor  der  Astronomie,  J.  M.  Simonof,  Beobachtungen  des  Kometen 
von  1811  aus,  und  die  Mittheilung  Littrows  über  diese  Beobachtungen 
(Kasaner  Nachrichten  von  1811,  Nr.  21  )  ist  die  erste  gedruckte  Mittheilung 
über  die  wissenschaftlichen   Arbeiten   Lobatschefskijs. 

Die    geistige    Anregung    dieses    glänzenden    Zeitraums,    in    den    Lobat- 
«'»  schefskijs  Jugend  tiel,  die  talentvollen  Lehrer,  die  eifrig  die  jungen  Gemüther 
für    das    Licht    des    Wissens    und    der   Wahrheit    erweckten,    das    war    die 
geistige    Atmosphäre,    in    der   Lobatschefskij    mit   dem    Idealismus    der    An- 
schauungen erfüllt  wurde,  den  seine  merkwürdige  „Rede  über  die  wichtigsten 

1)  [Jewgenij  Onjegin,  II.  Gesang,  Strophe  O.J 
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GegenstÜode  der  Enneliung^^  athmet,  mit  dem  Durste  nadi  mannigfaltigem 
Wissen,  mit  dieser  Freiheit  des  Geistes,  die  n5thig  war,  um  an  der  Wabr- 

P  eines  Axioms  zu  zweifeln,  das  im  Laufe  zweier  Jahrtausende  von  allen 
kannt    und    durch    die   Äutoritttt    Euklids    geheiligt    war,    mit    dieser 
nenden   Liebe    zur  Wahrheit,    die   ihm  erlaubte,    ohne   sich  durch  die 
•hglütigkeit  oder  den  Si>ott  seiner  Zeitgenossen  hemmen  zu  lassen,  bärt- 
ig und  beharrlich  seine  geliebten  wissenschaftlichen  Ideen  zu  verfolgen. 
AVar  Lobatschefskij    vielleicht   auch   in    diesem   Punkte   seinen   hervor- 
ragenderen Lehrern,  namentlich  Bartels,  verpflichtet?     Verdankte  er  etwa 
»diesem  die  Wahl  des  geliebten  Oegensiand^s  seiner  Arbeiten,  der  Frage  nach 
den   Grundlagen   der   Geometrie,    die   ihn   berühmt   machen   sollte?     Wabr- 
soheinlich  wird  das  immer  ein  Räthsel  bleiben;  aber,  wie  gross  auch  unsre 
K    patriotische  Begeisterung  für  Lobatschefskij  sein  mag,  die  Liebe  zur  Wahr- 
■     heit   muss   uns   doch  zwingen,   an  die  Möglichkeit  zu  denken,   dai^s  Gauss 
durch  die  Vennittelung  von  Bartels  Lobatschefskij  beeinflusst  haben  kann. 
Der  grosse   deutsche  Mathematiker   hatte   schon    1816    und    1R22   Bh- 
8pr>    '  fi  verschiedener  Versuche,  die  Euklidische  Fordening  zu  beweisen, 

ver  I  ntj  und  die  Entschiedenheit,  mit  der  er  in  diesen  Besprechungen 
seiner  ÜebenEeugung  Ausdruck  verleibt,  dass  alle  Versuche,  die  Lücke  der 
Geometrie  auszufüllen,  die  mit  dieser  Forderung  zusammenhängt,  vergeblich 
seien,  erlaubt  uns  nicht,  an  der  Hichtigkeit  der  Behauptung  zu  zweifeln, 
die  er  im  Jahre  1846  in  seinem  bekannten  Briefe  an  Schumacher  aus- 
s[>richt,  dass  er  nämlich  schon  1792  zu  der  üeberzeugung  von  der  Möglich* 
keit  einer  nichtenk lidischen  Geometrie  gelangt  sei-  Die  Zeit,  in  der  sich 
diese  Anaichten  bei  Gauss  entwickelten,  ist  die  Zeit  seiner  angen  Freund- 
mliäft  mit  Bartels I  die  schon  1785  entstanden  war,  als  Bartels  sechzehn 
und  Gauss  acht  Jahre  alt  war.  Ihre  unausgesetzten,  persönlichen,  Ireund- 
schaftlichen  Beziehungen  wurden  zwanzig  Jalire  hindurch  fortgesetzt, 
bis  1807,  wo  Bartels  nach  Kasan  übersiedelte.  Mit  Ausnahme  einer  kui*zen  7 
Zwisebenzeit  lebten  sie  fast  unzertrennlich  in  Braunschweig  und  bekamen 
beide  ein  Stipendium  von  dem  Ber/oge  von  Braunschweig,  der  die  Absiebt 
hatte,  ein  Observatorium  zu  erbauen,  dessen  Direktor  Gauss  werden  sollte, 
und  eine  höhere  mathematische  8chule  zu  gründen,  an  der  (fauss  und 
Bartels  Professoren  werden  sollten.  Ihre  Namen  waren  so  sehr  mit  einander 
verbunden,  dass  beide  gleichzeitig  von  Fuss,  dem  ständigen  Secretilr  dor 
Petersburger  Akademie  der  Wissenschaften,  Briefe  erhielten,  in  denen  Gauss 
die  Din^ktorstelle  der  St  Petersburger  Sterawarte  und  Bartels  die  Professur 
in  Kasan  angeboten  wurde. 

Man  kann    daher  die  Vermuthung  nicht  Mr  zu  gewagt  halten,   dass 
Gauss    Steine   Gedanken    Ober   die   Frage   der   Parallellinien   seinem   Lehn^r 
^  11* 
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und  Freund  Bartels  mitgetheilt  habe.^)  Konnte  nicht  andrerseits  Bartels 
seinem  wissbegierigen  und  talentvollen  Easaner  Schüler  etwas  yon  den 
kühnen  und  interessanten  Ansichten  mittheilen,  die  Gauss  über  eine  der 
Grundfragen  der  Geometrie  gefasst  hatte? 

Aber  selbst  wenn  wir  diese  Hypothese  aussprechen,  so  müssen  wir 
natürlich  auch  noch  eine  andre  Erklärung  dafür  zu  geben  yersuchen,  dass 
Lobatschefiskij  bei  der  Frage  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  und  über 
die  Parallellimen  verweilte. 

Auf  der  einen  Seite  hatte  das  Interesse  an  den  Parallellinien,  das  ja 
auch  schon  bei  den  ^echischen  Mathematikern  (Proklus  und  Ptolemäus) 
und  bei  den  Airabem  (Naslr-Eddln),  und 'vom  16.  bis  zum  18.  Jahrhundert 
8  in  Europa  (Clavius,  Saccheri,  [Lambert]  und  andere)  vorhanden  gewesen 
war,  am  Ende  des  vergangenen  Jahrhunderts  und  beim  Beginn  des  gegen- 
wärtigen ganz  besonders  zugenonunen.  In  dem  einen  Jahre  1786  zam 
Beispiel  erschienen  sieben  Abhandlungen,  die  der  Frage  der  ParalleUinieo 
gewidmet  waren.  Im  Jahre  1794  erschien  die  erste  Ausgabe  des  bekannten 
Lehrbuchs  der  Geometrie  von  dem  berühmten  französischen  Mathematiker 
Legendre  mit  einem  Beweise  der  Euklidischen  Forderung,  der  auf  du 
Gesetz  der  Homogeneität  gegründet  war.  Mit  diesem  Beweise  b^ann 
Legendre  die  Reihe  seiner  merkwürdigen  Arbeiten  über  die  Theorie  der 
Parallellinien,  zum  Theil  in  den  neuen,  zahlreichen  Ausgaben  seines  Lehrbnclu, 
zum  Theil  in  besonderen  Abhandlungen.^  Legendre,  so  kann  man  sagen, 
versucht  von  allen  Seiten  her  zur  Entscheidung  der  schwierigen  Frage  zu  ge- 
langen und  verwendet  die  ganze  Kraft  seines  Verstandes  und  seines  Wissens 
darauf,   einen  einwandfreien  Beweis  der  Euklidischen  Forderung  zu  liefern. 

Diese   Arbeiten  Legendres   verstärkten  ihrerseits   das  Interesse  an  der 
Theorie   der  Parallellinien.      In   den   fünfundzwanzig  Jahren,   die   dem  Er- 


1)  Es  ist  ein  Brief  von  Gauss  auf  uns  gekommen,  der  an  einen  andern  seiner 
Freunde  und  Studiengenossen  gerichtet  ist,  an  Wolfgang  Boljai,  den  Vater 
Job  an n  Bolyais,  des  Verfassers  der  Abhandlung:  Appendix  scientiam  spaiii 
absolute  veram  exhibens  (183*2),  in  der  zwar  nach  Lobatschefskij  aber  von  ihm 
unabhängig  die  Grundlagen  einer  Greometrie  entwickelt  sind ,  die  nicht  auf  dem 
Euklidischen  Axiome  beruht.  In  diesem  Briefe,  der  1799  abgeschickt  ist  und 
der  in  einer  Bede  Prof.  Scherings  mitgetheilt  wird  (Gedachtnissrede  lom 
100 jähr.  Geburtstage  von  Gauss,  S.  7  (1877)),  schreibt  Gauss:  „Zum  Beispiel,  wenn 
man  beweisen  könnte,  dass  ein  geradlinigtes  Dreieck  möglich  sei,  dessen  Inhalt 
grösser  wäre  als  eine  jede  gegebene  Fläche,  so  bin  ich  im  Stande,  die  ganze 
Geometrie  Töllig  streng  zu  beweisen.  Die  meisten  würden  nun  wohl  jenes  aU  ein 
Axiom  gelten  lassen;  ich  nicht**  u.  s.  w. 

2)  Nouvelle  th^orie  des  paralleles  avec  un  appendice  contenant  la  maniere  de 
perfect  ionner  la  th^orie  des  paralleles.    Paris  1803. 


I 


Ni^olaj  Iwano witsch  Lobatschef^kij.         ^^^f        218 

dcheioen  fJcr  ersten  Arbeit  Lobatschefakijs  vorausgingen,  verstrich  kein  Jahr, 
in  dem  nicht  eine  oder  einige  Abhandlungen  über  die  Theorie  der  Parallel- 
Knien  erschienen  würen.  Aus  dem  Zeiti-aunie  von  1><13  bis  1827  kennt 
man  allein  in  deutscher  und  in  französischer  Spi-af'he  gegen  dreissig  ge- 
gednickte  Abhandlungen.  Einige  von  diesen  Abbandlungen  befinden  sich 
seit  Lobatschefskijs  Zeiten  auf  unsrer  Bibliothek  und  sind^  wie  deren  Ein- 
laufkatalog xeigt,  von  Lobatschefskij  selbst  angeschafft.*) 

Die  Erfolglosigkeit  aller  dieser  A^'erBuche,  dio  Euklidische  Fonierung 
zu  beweisen,  das  heisst,  sie  auf  die  vorhergehenden  Axiome,  Porderungon 
und  Erklätrungen  zuiückzufühi-en ,  veranlasste  Gauss  1816,  seine  Meinung 
in  folgenden  Woi-ten  gednickt  auszusprechen:  „Es  wird  wenige»  Gegenstände 
im  Gebiete  der  Mathematik  geben,  über  welche  so  viel  geschrieben  wäre, 
wie  über  die  Lücke  im  Anfange  der  Geometrie  bei  Begi-ündung  der  Theorie  D 
der  Parallellinien,  Selten  vergeht  ein  Jahr,  wo  nicht  irgend  ein  neuer 
Versuch  zum  Vorschein  käme,  diese  Lücke  auszufüllen,  ohne  dass  wir  doch, 
wenn  wir  ehrlich  und  offen  reden  wollen,  sagen  könnten,  dass  wir  im 
Wesentlichen  irgend  weiter  gekommen  wären,  als  Euklides  vor  2000  Jahren 
war.  Ein  solches  aufrichtiges  und  unumwundenes  GestUnduiss  scheint  uns 
der  Würde  der  Wissenschaft  angemessener,  als  das  ei  tele  Bemühen,  die 
Lücke,  die   man   nicht  ausfüllen  kann,  duith  ein  unhaltbares  Gewebe 

Scheinbeweisen  tu  verbergen " 

Diese  Erfolglosigkeit  alier  früheren  Versuche  konnte  auch  unabhängig 
von  dem  EinÜusse  von  Gauss  und  Bartels  Lobatschefskij  auf  den  Gedanken 
bringen,  entsprechend  der  Geometrie,  die  auf  die  Euklidische  Forderung 
begründet  ist,  ein  andres  geometrisches  System  zu  studiren,  das  von  dieser 
Forderung  unabhängig  ist.  Der  Lösung  dieser  Aufgabe,  die  Lobatschefskij 
so  glänzend  duix-hgefOhrt  hat,  war  schon  in  der  ersten  Hälfte  des  acht- 
zehnten Jahrhunderts  der  italienische  gelehrte  Jesuit  Baecheri  nahe  ge- 
kommen.*)    Fast  ^'leichzeitig  mit  Lobatschefskij  gelangte  Johann  Bolyai,  lo 


1)  Ueasling,  Versuth  einer  Theorie  der  Parallellinien.  Halle  1S18.  Lüdicke. 
Vüraoch  einer  neuen  Theorie  der  Parallellinien,  im  Zuaftiiimeöhanj:e  mit  den 
Grundlehren  der  Geometrie  dargestellt,    MeiBsen  1819, 

2)  lieber  baecheri,  aU  einen  Vorläafer  Lobiitschefskijjif  fliehe  meiQCQ  Artikel 
in  den  „Mittheilungen  der  physisch  mathematichen  GeaellNchaft  [äu  ffkisan],**  Bd.  S, 
Htfft  Ä,  In  der  letzten  Zeit  sind  die  Mathematiker  auf  einige  andre  Abband- 
lan|ren  aufnit.Mksam  jujeworden,  in  denen  ebenftilb  der  Gedanke  der  Möglichkeit 
i^tner  nicbteuklidigcheii  Geometrie  ausgeaprochen  ist.  So  atammt  von  Lsimbert, 
dem  bekannten  Philosophen  und  Mathematiker^  eine  Abhandlnngt  |,Znr  Theorie 
der  rarallelUnien**,  die  1786  in  dem  ,,Leip:tiger  Magazin  fär  reine  und  angewandte 
MatbemaLik'^  erschien.  In  diedcr  Abhandlung,  anf  die  zuerst  von  SUickel  wieder 
Uitigcwictiun  worden  ist,  macht  Lambert  zwar  tiele  Tergebliche  Versuche,  die 
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der  Sohn  Wolfgang  Bolyais,  des  Studiengenossen  und  Freundes  von  Gauss, 
zur  nichteuklidischen  Geometrie. 

Auf  der  andern  Seite  führte  auch  das  philosophische  Denken  der 
damaligen  Zeit  zu  der  Frage  nach  dem  Wesen  und  der  Entstehung  der 
geometrischen  Axiome. 

Die  Zeit,  in  der  Lobatschefskij  mit  jugendlichem  Eifer  und  mit  Bnhm- 
begierde  seine  selbständige,  geistige  Arbeit  begann,  war  eine  in  der  Ge- 
schichte des  menschlichen  Verstandes  berühmte  Zeit.  Sie  erscheint  uns  nach 
den  beredten  Worten  von  Helmholtz  in  seiner  Bede  „Die  Thatsachen  in 
der  Wahrnehmung'^  als  eine  Zeit,  „reich  an  Gütern  geistiger  Art,  an  Be- 
geisterung, an  Energie,  idealen  Hofihungen  und  schöpferischen  Gedanken.^' 
Diese  Zeit  stellte  die  grundlegende  Aufgabe  jeder  Wissenschaft,  die  Aufgabe 
der  Erkenntnisstheorie:  „Was  ist  Wahrheit?  In  wieweit  entsprechen  unsre 
Vorstellungen  der  Wirklichkeit?"  Zur  scharfen  Formulirung  dieser  Aufgabe 
hat  besonders  Kant  beigetragen,  namentlich  seine  „Kritik  der  reinen  Ver- 
nunft" und  die  darin  enthaltene  Lehre  vom  Baume. 

Der  grosse  Eönigsberger  Philosoph  hat  die  Frage  nach  dem  Wesen 
des  Baumes  im  Laufe  seines  Lebens  mehrere  Male  und  auf  verschiedene 
Weisen  beantwortet.  In  seiner  ersten  darauf  bezüglichen  Arbeit:  „Gedanken 
über  die  wahre  Schätzung  der  lebendigen  Kräfte"  (1746)  wirft  der  zwanzig- 
jährige Kant  mit  jugendlicher  Kühnheit  die  Frage  auf  nach  dem  Grande 
der  drei  Ausdehnungen  des  Baumes  und  erblickt  diesen  Grund  darin,  dass 
die  Seele  ihre  Eindrücke  gemäss  dem  von  Newton  entdeckten  Gesetze  der 
Anziehung   emi)fängt,   also   umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Ab- 


Euklidische  Forderung  zu  beweisen,  behandelt  aber  andrerseits  auch  die  beiden 
Möglichkeiten,  dass  die  Winkelsumme  im  Dreieck  grösser  oder  kleiner  als  zwei 
Hechte  ist.     Er  bemerkt,  dass  die  erste  Möglichkeit  auf  der  Kugel  verwirklicht 
ist,  und  spricht  die  Vermuthung  aus,  dass  die  andre  auf  einer  imaginären  Kai^el 
stattfinde.     Er  hat  auch  erkannt,  dass  es,  sobald  eine  Ton  beiden  Möglichkeiten 
stattfindet,    für   die  Längen   ein  absolutes  Mass  giebt.     Ueberdies  ist  er  selber 
offenbar  von  seinen  Versuchen,  die  Euklidische  Forderung  zu  beweisen,  unbefriedigt 
gewesen,  sonst  hätte  er  die  Arbeit  wohl  noch  bei  seinen  Lebzeiten  Teröffentlicht 
In  seiner  „Theorie  der  Parallel] inien"  (1825)  sagt  Taurinus:  „Die  Idee  einer 
Geometrie,   in   welcher  die  Summe  der  Dreieckswinkel  kleiner  als  zwei  Bechte 
wäre,   ist   mir   schon   vor   vier  Jahren  mitgetheilt  worden  (von  meinem  Oheim, 
Prof.  S.  in  K.,  damals  noch  in  M.);  ich  habe  mich  aber  nicht  damit  befrennden 
können  und  kann  es  jetzt  noch  viel  weniger/*    Nach  der  sehr  wahrscheinlichen 
Vermuthung  G.  S.  Semikolefs,   des  Verfassers    der   „Studien   über   die  Lobai- 
schefskijsche   Geometrie**    meint   er   damit  Professor   Schweikart,   den  Gaoaa 
in  aeinem  bekannten  Briefe  an  Schumacher  erwähnt  (s.  „Ueber  die  Grundlagen 
der    Geometrie**,    Verdffentliohung    der    physisch  -  mathematischen    Gesellschaft 
Ka«an  1893,  8.  ÜQ. 
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Standes.  Später  zu  der  Zeit,  wo  er,  noch  unter  dem  Einflüsse  Newtons  11 
stehend,  seine  „Allgemeine  Naturgeschichte  des  Uimmels^^  schrieb,  theilte 
er  auch  die  Ansicht  Newtons  über  den  Raum,  als  etwas  objektiv  Vor- 
handenes, was  allen  Dingen  vorausgeht,  indem  es  ihr  Behälter  ist,  und  in 
der  fttr  die  Geometer  so  interessauten  Arbeit:  „Von  dem  ersten  Grunde 
des  Unterschiedes  der  Gegenden  im  Räume"  (1708)  benutzt  er  das  Vor- 
handensein der  Paare  von  symmetrischen  Körpern,  um  zu  zeigen,  dass  der 
absolute  Raum  seine  selbständige  Realität  besitzt,  nicht  nur  unabhängig 
von  dem  Vorhandensein  jeder  Materie,  sondern  sogar  als  eine  nothwendige 
Bedingung  für  deren  Vorhandensein.  Aber  schon  zwei  Jahre  später,  in 
der  Abhandlung:  „De  mundi  sensibilis  atque  intelligibilis  forma  atque 
principüs^'  (l'^O)  entwickelt  Kant  seine  Lehre  vom  Räume  als  etwas 
Apriorischem,  was  aDer  Erfahrung  vorausgeht,  einer  völlig  subjektiven 
Form  unsrer  Anschauung,  eine  Lehre,  die  auch  eine  der  wichtigsten 
Theorien  der  „Kritik  der  reinen  Vernunft"  (1781)  bildet.  Für  diese  Kan- 
tische Lehre  besitzt  seine  Ansicht  über  die  geometrischen  Axiome  ent- 
scheidende Bedeutung.  Kant  stützt  sich  auf  die  augenscheinliche  Thatsache, 
dass  diese  geometrischen  Axiome  uns  als  nothwendig  wahr  erscheinen,  und 
dass  wir  uns  sogar  keinen  Raum  vorstellen  können,  der  nicht  die  Eigen- 
schaften besitzt,  die  in  diesen  Axiomen  zum  Ausdruck  kommen,  und  er 
benutzt  diese  Thatsache,  um  zu  zeigen,  dass  die  Axiome  früher  gegeben 
sind  als  jede  Erfahrung;  deshalb  ist  auch  der  Raum  eine  transscendente, 
von  der  Erfahrung  unabhängige  Form  der  Anschauung. 

Kants  Lehre,  die  den  Lehren  Lockes,  Condillacs  und  andrer  Sensua- 
listen  gerade  entgegengesetzt  war,  fand  zahlreiche  Gegner.^) 

Gauss,  zum  Beispiel,  sprach  sich  mehrmals  gegen  die  Lehre  Kants 
aus  und  erklärte:  „Nach  meiner  innigsten  Ueberzeugung  hat  die  Raumlehre  12 
zu  nnserm  Wissen  a  priori  eine  ganz  andere  Stellung  wie  die  reine  Grössen- 
lehre;  es  geht  unserer  Kenntniss  von  jener  durchaus  diejenige  vollständige 
Ueberzeugung  von  ihrer  Nothwendigkeit  (also  auch  von  ihrer  absoluten 
Wahrheit)  ab,  die  der  letzteren  eigen  ist;  wir  müssen  in  Demuth  zugeben, 
das8  wenn  die  Zahl  bloss  unseres  Geistes  Product  ist,  der  Raum  auch 
ausser  unserm  Geiste  eine  Realität  hat,  der  wir  a  priori  ihre  Gesetze  nicht 
vollständig  vorschreiben  können.^) 


1)  Als  einer  dieser  Gegner  erwies  sich  zum  Beispiel  Adam  Weishaupt,  der 
bekannte  BegrQnder  des  IHuminatenordens,  in  seinem  Schriftchen:  „Zweifel  über 
die  Kantischen  Begriffe  von  Zeit  uud  Raum.  Nflmberg  1788.**  Ueber  Weishaupt 
siehe  mein  Schriftchen:  „Brouner  und  Lobatschefskij.  Zwei  Episoden  aus  dem 
Leboi  der  ersten  Professoren  an  der  Universität  Kasan.**    Kasan  1893. 

2)  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Bessel.    Leipzig  1880,  S.  497. 
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In  den  ersten  Studentenjabren  Lobatschefskijs  trat  in  Bassland  ein 
andrer  Gegner  der  Kantischen  Lehre  vom  Ranme  auf,  ein  begabter 
russischer  Mathematiker  aus  dem  Anfange  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts, 
Timofej  Ossipofskij,  Professor  an  der  Universität  Charkof,  der  Ueber- 
setzer  von  Condillacs  Logik.  Er  that  das  in  der  Rede:  „üeber  Raum  rnid 
Zeit/^^)  In  seiner  Kritik  stellt  sich  Ossipofsk\j  auf  den  sensualistischen 
Standpunkt  und  spricht  sich  kategorisch  für  die  Objektivität  des  Raumes 
aus.  „Raum  und  Zeit  sind  die  Bedingungen  für  das  Dasein  der  Dinge 
und  existiren  in  der  Natur  selbst  und  an  und  für  sich,  nicht  al^er  bloss 
in  unsrer  Vorstellung.  Der  Begriff  des  Raumes  entsteht  durch  die  Em- 
drücke,  die  von  ihm  durch  Vermittelung  unsrer  äusseren  Sinne  zu  unsem 
inneren  Sinnen  gelangen.^' 

Es  ist  kaum  möglich  anzunehmen,  dass  der  vielseitig  gebildete  Lobat- 
schefskij  gegenüber  diesen  die  Geister  der  damaligen  Zeit  bewegenden 
Fragen  theilnahmlos  geblieben  sein  sollte.  Auch  hat  Lobatschefskij  durch 
seine  geometrischen  Untersuchungen,  indem  er  die  Möglichkeit  einer  streng 
logischen  nichteuklidischen  Geometrie  nachwies,  ein  gewichtiges  Wort  zu 
der  von  Kant  erhobenen  Frage  gesprochen.  Auf  die  Lösung,  die  in  der 
Kritik  der  reinen  Vernunft  gegeben  worden  war,  antwortet  Lobatschefskij 
13  damit,  dass  er  eine  der  nothwendigen  Wahrheiten  der  Geometrie  —  die 
Euklidische  Forderung  —  als  ein  physisches  Gesetz  anerkennt,  das  heisst 
als  etwas  durch  die  Erfahrung  Gegebenes,  und  dass  er  in  astronomischen 
Beobachtungen  die  Antwort  auf  die  Frage  nach  der  Wahrheit  dieser 
Forderung  sucht. 

Am  allerklarsten  hat  Lobatschefskij  seinen  genialen  Gedanken  auf 
der  ersten  Seite  seiner  „Neuen  Anfangsgründe  der  Geometrie"  formulirt,  in 
den  Worten:  „Den  geometrischen  Begriffen  selbst  ist  noch  nicht  die  Wahr- 
heit eigen,  die  man  hat  beweisen  wollen  und  die  ebenso  wie  andre  physische 
Gesetze  nur  durch  die  Erfahrung  bestätigt  werden  kann,  also  zum  Bei- 
spiel durch  astronomische  Beobachtungen."  Dieser  Gedanke  steht  in  geradem 
Widerspruche  zu  der  Meinung,  nach  der  unser  Wissen  vom  Räume  ein 
absolutes  Wissen  ist,  das  zu  prüfen  und  mit  der  Erfahrung  zu  vergleichen 
durchaus  nicht  nöthig  erscheint. 

Dieser  Lehre  von  dem  absoluten  Wissen  vom  Räume,  die  einen  der 
Ecksteine  der  „Kritik  der  reinen*  Vernunft"  bildet,  hat  Lobatschefskij  einen 
vernichtenden  Schlag  versetzt.  Vor  Lobatschefskij  war  es  möglich  zu  be- 
haupten, dass  wir,  während  wir  von  dem  Wesen  der  Erscheinungen,  die  in 


1)  Reden,  gehalten  in  der  feierlichen  Versammlung  der  Universität  Charkuf, 
am  30.  Augast  1807. 
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der  Welt  vorgehen,  nichts  wissen  und  nur  die  Phänomene  sehen,  aber  die 
„Dinge  an  sich^'  nicht  kennen,  doch  wenigstens  in  der  Geometrie  ein  ab- 
solutes Wissen  vom  Räume  haben,  dass  dieser  überall  dieselben  Eigen- 
schafben besitzt,  hier  sowie  in  ungeheuer  grossen  Entfernungen,  heute  sowie 
gestern  und  morgen.  Nach  Lobatschefskij  gelten  für  den  Geometer  der 
Gegenwart  die  von  Euklid  behandelte  Baumform,  die  von  Lobatschefskij 
behandelte  Baumform  und  die  nach  Biemann  benannte  Baumform  alle  drei 
als  gleich  logisch  möglich  und  er  kann  nicht  behaupten,  dass  er  die  Eigen- 
schaften des  Baumes  in  ungeheuer  grossen  Entfernungen  von  uns  kennt;  er 
kann  nicht  behaupten y  darüber  etwas  zu  wissen,  welche  Eigenschaften  der 
Baum  gehabt  hat  und  welche  er  haben  wird.^) 

Aehnlich  wie  nach  den  Entdeckungen  des  Eopemikus,  so  hat  sich  auch 
nach  den  Untersuchungen  Lobatschefskijs  der  geistige  Horizont  der  Mensch- 
heit ausserordentlich  erweitert.  Die  Menschen,  die  geglaubt  hatten,  einen 
absoluten  Begriff  von  dem  Weltgebäude  zu  haben,  in  dessen  Mitte  sich  die 
Erde  befinde,  die  von  concentrischen  Erystallsphären  umgeben  sei,  —  nach  1 
Kopemikus  erkannten  sie  plötzlich,  dass  sie  auf  ein^m  nichtigen  Sandkömchen 
in  einem  Meere  von  Welten  lebten.  Giebt  es  eine  Gränze  für  dieses  Meer  und 
worin  besteht  sie?  Das  sind  die  Fragen,  zu  denen  das  Eopemikanische  System 
führte.  Die  Untersuchungen  Lobatschefskijs  führten  zu  einer  naturphilo- 
sophischen Frage  von  nicht  geringerer  Wichtigkeit,  zu  einer  Frage  über 
die  Eigenschaften  des  Baumes;  sind  diese  Eigenschaften  genau  dieselben 
hier  bei  uns  und  in  jenen  entlegenen  Welten,  von  denen  das  Licht  erst 
in  hunderttausenden,  ja  Millionen  von  Jahren  zu  uns  gelangt?  sind  diese 
Eigenschaften  jetzt  dieselben,  die  sie  waren,  als  sich  das  Sonnensystem  aus 
einem  Nebelflecke  bildete,  und  die  sie  sein  werden,  wenn  sich  die  Welt 
dem  Zustande  der  überall  gleichmässig  vertheilten  Energie  nähern  wird, 
in  dem  die  Physiker  die  Zukunft  der  Welt  erblicken?  Hierin  besteht  die 
Parallele  zwischen  Eopemikus  und  Lobatschefskij,  die  zum  ersten  Male 
von  Clifford  in  seiner  „Philosophy  of  the  pure  sciences^)  durchgeführt 
worden  ist  Die  Benennung  „Eopemikus  der  Geometrie",  die  für  ein 
slavisches  Herz  doppelt  schmeichelhaft  ist,  wendet  zum  Beispiel  der  hoch 
bejahrte  englische  Mathematiker  Sylvester  auf  Lobatschefskij  an.^) 

Indem  er  die  Belativität  unsrer  Eenntnisse  von  dem  Baume  behauptet. 


1)  W.  K.  Clifford,  Lectures  and  Essays,  S.  213. 

2)  Lectores  and  Essays.    Sccond  edition.     London  18B6,  S.  180—243. 

3)  „I  cordially  join  with  you  in  the  bope  that  our  english  mathematicians 
may  not  be  wanting  in  the  manifestation  of  a  honor  due  to  your  illustrious  com- 
patrioi,  »the  Copernicus  of  geometry«."  (Aus  einem  Briefe  Prof  Sylvesters  aa 
den  Verfasser  der  Bede.) 
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zeigt  Lobatschefskij  zugleich  den  Weg,  auf  dem  wir  unsre  Kenntniss  von 
diesem  erwerben  und  erweitem  müssen.  Dieser  Weg  ist  der  der  Erfahrung. 
In  dieser  Beziehung  erscheint  Lobatschefskij  als  Fortsetzer  der  Arbeit  der 
grossen  Gelehrten  und  Philosophen:  Bacon,  Descartes,  Galilei  und 
Newton,  die,  auf  apriorische  Betrachtungen  verzichtend,  die  Natur  zu 
fragen  begannen,  in  dem  Bewusstsein,  dass  diese,  wie  Lobatschefskij  sagt^ 
15  unabänderliche  und  befriedigende  Antworten  auf  die  Fragen  giebt.^)  Die 
Untersuchungen  Lobatschefskijs  beleuchten  den  Gedanken  über  die  Geo- 
metrie, den  Newton  in  der  Vorrede  zu  seinen  Principien  hingeworfen  hat, 
sie  sei  ein  Theil  der  Mechanik,  der  sich  auf  die  mechanischen  Wirkungen 
gründet,  die  bei  Messungen  nöthig  sind:  „Fundatur  igitur  geometria  in 
praxi  Mechanica,  et  nihil  aliud  est  quam  Mechanicae  universalis  pars  illa 
quae  artem  mensurandi  accurate  proponit  ac  demonstrat." 

In  seiner  ganzen  wissenschaftlichen  Thätigkeit  zeigt  sich  Lobatschefskij 
als  ein  hervorragender  Vertreter  des  klaren  russischen  Verstandes,  der  nach 
Klarheit  strebt  und  der  den  unsichem  Weisungen  des  innem  Gef&hls  und 
den  metaphysischen  Spekulationen  die  auf  Erfahrung  gegründete  wissen- 
schaftliche Wahrheit  vorzieht.  Oefters  spricht  Lobatschefskij  seine  gesunden 
Ansichten  über  die  Naturphilosophie  aus.  „In  der  Natur",  sagt  er,  „er 
kennen  wir  eigentlich  nur  die  Bewegung,  ohne  die  Sinneseindrücke  nicht 
möglich  sind.  Alle  übrigen  Begriffe,  zum  Beispiel  die  geometrischen,  sind 
künstlich  von  unserm  Verstände  erzeugt,  indem  sie  aus  den  Eigenschaften 
der  Bewegung  abgeleitet  sind,  und  deshalb  ist  der  Raum  an  und  für  sich, 
abgesondei-t^),  für  uns  nicht  vorhanden."  (Neue  Anfangsgründe  der  Geo- 
metrie. Vollständige  Sammlung  der  geometrischen  Abhandlungen  Lobat- 
schefskijs.   Bd.  I,  S.  227.) 

„Ohne  Zweifel  werden  immer  die  Begriffe  zuerst  gegeben  sein,  die 
wir  in  der  Natur  vermittelst  unsrer  Sinne  erwerben.  Der  Verstand  kann 
und  muss  sie  auf  die  kleinste  Zahl  zurückführen,  damit  sie  dadurch  der 
Wissenschaft  als  feste  Grundlage  dienen  können."  (Neue  Anfangsgrfinde 
der  Geometrie;  a.  a.  0.  S.  231.) 

Seiner  hohen  Achtung  vor  der  Erfahrung  hat  Lobatschefeky  in  mm ' 
merkwürdigen   Rede   „üeber    die    wichtigsten   Gegenstände   der 


1)  Rede  über  die  wichtigsten  Gegenstände  der  Eiasiehnng^,     (Ka«ttnf!r  ifet^.1"^ 

2)  Mir  scheint,  dass  das  Wort  abgesondert  iti  dem  Siuntr 
von  Bewegung  und  Messung  zu  verstehen  ist.    Die  Pn 
Schäften  des  Raumes  erscheint  auf  diese  Weise  al^ 
nach  den  Methoden  zur  Messung.     Dieser  Gedfl 
und   F.  Klein 8    über    die  Lobatschefskywd 
später  gesprochen  werden  wird. 
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I  Ansdruck  verliehen:  „Die  Mathematiker  haben  direkte  Hülfsmitiel  /mt  B>- 

■  Werbung  von  Kenntnissen  eröfihet.     Es  ist  noch  nicht  lange  hör,  dass  wir 
B  diese   Hülfemittel    benutzen.     Der    berühmte   Bacon    hat    sie    uns   gezeigt,  1*5 
H  „H(Jrt    auf,"    sagte   er,    ^^unnütx    zu    arbeiten   und   euch   zu   bemühen,    alle 

■  Weisheit  aus  der  Vernunft  abzuleiten;  betragt  die  Natur,  sie  bewahit  alle 

■  Wahrheiten  und  auf  eure  Fragen  wird  sie  euch  eutfichieden  und  befriedigend 
B  antworten/'  Schliesslich  hat  der  Genius  Descartes  diese  glücldiche  Ver- 
I  ilndening    hervorgeiiifen    und,    Dank    seinen    Gaben,    leben    wir    bereits    in 

Zeiten,    wo    kaum    noch    ein   Schatten   der  alten    Scholastik   aul^  den    Qni- 
H  versitHten  umgeht/' 

H  Aus  dem  Gesagten  geht  klar  hervor,  dass  der  Gedanke  Lobatschefskijs, 

H  eine  jener  Forderungen  Euklids,  die  Kant  für  eine  nothwendige  Wahrheit 
^BidiaUen  hatte,  zu  veinnrerfen,  die  Möglichkeit  eines  logischen  Gebäudes  der 
^'roometrie,   auch  ohne  diese  Forderung,   darzuthun  und  damit  zugleich  die 

Vergeblichkeit   aller  Anstrengungen   sie   zu   beweisen,   dass   dieser   Gedanke 

I  nicht  der  Einfall  eines  eigensinnigen  nach  Originalität  strebenden  Kopfes 
war,  wie  die  Mehrzald  der  Mathematiker  seiner  Zeit  gedacht  hat.  Die 
Aufgabe,  die  Lobat  schefskij  löste,  war  eine  Aufgabe,  die  sowohl  die  Mathe- 
matik als  die  Philosophie  seiner  Zeit  der  Reihe  nach  gestellt  hatten,   aber 

■  um  diese  Aufgabe  zu  erkennen,  dazu  gehörte  die  Genialität  eines  Gauss 
P^   und  eines  Lobatschefskij,  um  sie  zum  Abmthlnss  zu  bringen,  dazu  gehörten 

die  Beharrlichkeit  und  Arbeitsamkeit  des  letzteren.  Für  uns  wird  es  immer 
ein  OegenstÄnd   andächtiger  Bewunderung   und  hohen  patriotischen   Stolzes 

P  bleiben,  daijs  diese  Aufgabe,  die  duix'h  die  geistige  Bewegung  der  hervorragend- 
sten Nationen  Europas  gestellt  worden  war,  ein  Gelehrter  gelöst  hat,  der  in 
^  Kaiman  lebte,  weit  entfernt  von  den  Centren  des  geistigen  Lebens,  der  nie- 
H  mals  Eussland  verlassen  hat  und  der  mit  den  Denkern  und  Geometern  des 
H  westlichen  Europas  gar  nicht  in  lebhaftem  unmittelbarem  Verkehre  stand. 
H  Die  Müsse  zum  Arbeiten,  zur  zusammenhängenden  Entwickelung  einer 

H  von  Euklids  Forderung  unabhängigen  Geometrie,  jener  Geometrie,  die  jetzt 
V  den  Namen  Lobatschefskijs  trügt,  gewährte  Lobatschefskij  der  Zeitraum  in 
I   der  Geschichte  der  UniversitlU  Ivasan,  der  mit  dem  Namen  Magnizkij  ver- 

■  knüpft  ist.  Dieser  Zeitraum  war  für  streng  wissenschaftliche  Arbeiten 
H  nicht  gtinstig.  Aber  in  dieser  Zeit,  wo  sich  Lobatschefskijs  Kollege  auf 
H  dem  Katheder,  der  Professor  Nikolskij,  der  beiTsehenden  Richtung  unter- 
I  warf,  indem  er  in  seiner  Rede  „Ueber  den  Nutzen  der  Mathematik**  nach 
H  mystischen  Deutungen  der  mathematischen  Wahrheiten  strebte,  trachtet  IT 
B   Lobatschefskij    in  Bemühungen,   die    einzig  und  allein  die  wissenschaftliche 

■  Wahrheit  im  Auge  hatten,  danach,  öich  über  die  schwer  kaiende  Gegenwart 
I  tu  beruhigen  und  diese  zu  vergessen. 
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Im  Arehir  der  UniveFsität  Kasan  kat  man  mn  interessaiito«  Aktenstück 
gefunden,  aus  dem  hervorgeht^  daae   die  Arbeitan  Lobatscbef^kiJB  an  di^r 

iystematiscben  Entwickelung  der  Geometrie  bereits  vor  dem  Jabre  1823 
begonnen  baben.  In  <Üesem  Jabre  überreichte  er  Magnizkij  ein  Ton  ihm 
verfasstes  Lehrhucb  der  Geometriej  damit  es  auf  5ffenUicbe  Kosten  als  ein 
^^klas&isebea"  Buch  gedruckt  werden  sollte,  Magnizkij  übersandte  das  Bach 
dem  Akademiker  Nik,  Fuss,  der  sich  über  die  Arbeit  sehr  streng  aus* 
sprach  und  fand,  „dass  der  Verfasser,  wenn  er  glaubt,  sie  könne  als  Lehr- 
buch dienen,  dadurch  aeigt,  dass  er  keinen  rechten  Begriff  ¥0n  den  Er- 
fordernissen eines  Lehrbuchs  hat,  das  heisst,  keinen  Begriff  TOn  der  Fülle 
der  geometrischen  Wahrheiten,  die  den  Inbegriff  eines  Elementarkursus  der 
Wissenschaft  bilden,  von  der  mathema  tischen  Methode,  Ton  der  J^oth  wendig - 
keit  scharfer  und  deutlicher  Erklärungen  aüer  Begriffe,  von  der  logischen 
Ordnung  und  der  metho diseben  Vertbeilung  des  Stoffs,  von  der  gebdrigen 
Aufeinanderfolge  der  geometrischen  Wahrheiten,  von  der  unerlässlicheii  und 
mi'^gUchst  rein  geonjetrischen  Strenge  ihrer  Beweise,  Von  allen  diesen  noth- 
wtndigen  Eigenschaften  ist  in  der  Geometrie,  die  ich  durchgesehen  habe. 
auch  nicht  eine  Bpur" 

Aber  besonders  empört  ist  FosSj  in  U ehe reins t immun g  mit  dem  Geiste  der 
Zeit  und  mit  seinem  Korrespondenten,  daniber,  dass  der  Verfasser  das 
französischo  Motor  bei  der  Ausmessung  gerader  Linien  als  Einheit  benutzt 
und  ausserdem  unter  der  ]3enennung  (Jrad  den  hundertsten  Theil  d*> 
Viertelkreises  als  Kinheit  l>ei  der  Ausmessung  des  Kreisbogens.  „Bekannt- 
lich", schreil)t  Fuss,  „ist  diese  Eintheilung  in  d(?r  Zeit  dor  französisrht-n 
Kevolution  erdacht  worden,  als  die  Wuth  der  Nation,  Alles  früher  da- 
gewes<'ne  zu  verniehton,  sich  sogar  auf  den  Kalender  und  die  Kinthcilun^' 
des  Knisf's  erstreckte.  Aber  diese  Neuerung  ist  nirgends  angenomm^'n 
word«'n  und  in  Frankreich  selbst  schon  längst  wieder  aufgehoben  in  Folg» 
augenscheinlicher  Unzuträglichkeiten." 

Fuss,    der   in    seiner    Antwort    so    schonungslos    verfuhr,    konnte    ni<lji 

voraussehen,    dass    nach   siebzig  Jahren   die  Mathematiker  nicht   bloss    Ku^n- 

18  lands,  sondern  der  ganzen  Welt  für  don   ersten  Versuch  Lobatschefskijs  zur 

Entwickelung  der  Geometrio  das  lebhafteste  Intoresse  haben  würden.     Lei«l«r 

ist   diese   interessante  Handschrift  verloren. 

Aus  dem  Briefe  von  Fuss  geht  nicht  hervor,  dass  Lobatschefskij  in 
seinem  Lehrbuche  originelle  Ansichten  über  die  Theorio  der  Parallellini«'n 
entwickelt  hatte;  aber  es  ist  wohl  unzweifolhaft,  dass  Lobatschofskij  boreits 
vor  dem  Jahre  1H23  begonnen  hat,  sich  mit  der  Geometrie  zu  beschäftigen. 
Wahrscheinlich  hat  Lobatschefsk-ij  bald  nach  der  Ueberreichung  seiDe> 
Lehrbuchs   der   Geometrie,    die    mit   einem    Misserfolg   endete,    sein    System 
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der  Geometrie  ausgearbeitet,  aber  mit  der  Veröffentlichung  wartete  er 
einige  Zeit.  Es  scheint  kein  zufälliges  Zusammentreffen  zu  sein,  dass  am 
8.  Februar  1826  der  Generalmajor  Sheltuchin  die  Revision  der  Uni- 
versität Kasan  begann,  die  unter  dem  Verwände  einer  „Erneuerung"  in 
vollständige  Zerrüttung  gebracht  worden  war,  und  dass  nach  Verlauf  dreier 
Tage  am  11.  Februar  1826  die  physisch-mathematische  Abtheilung  die  von 
Lobatschefskij  vorgelegte  Schrift:  „Exposition  succincte  des  principes  de 
la  g^m^trie  avec  une  demonstration  rigoureuse  du  theoreme  des  parallMes" 
einer  Prüfung  unterzog. 

Die  Revision  Sheltuchins  hatte  die  Entfernung  Magnizkijs  zur  Folge. 
Für  die  Universität  Kasan  begann  damit  eine  andere,  lichtere  Zeit,  wo 
man  Männer  brauchte,  die  der  Wissenschaft  ergeben  waren  und  die  Uni- 
versität lieb  hatten.  Das  Vertrauen  der  Kollegen  richtet  sich  auf  Lobat- 
schefskij und  vom  3.  Mai  1827  an  nimmt  dieser  neunzehn  Jahre  hindurch 
die  erste  Stelle  an  der  Universität  Kasan  ein  und  dient  ihr  uneigennützig 
und  unermüdlich. 

Der  junge  Rektor  (Lobatschefskij  war  beim  Antritt  nur  dreiunddreissig 
Jahre  alt)  benutzt  die  erste  günstige  Gelegenheit,  um  offen  seine  Ansichten 
über  die  Erziehung  der  Jugend  und  über  die  Ziele  der  Universität  zu 
zeigen,  Ansichten  gerade  entgegengesetzt  denen,  die  während  einer  Reihe 
von  Jahren  an  dieser  herrschend  gewesen  waren,  und  in  der  feierlichen 
Versammlung  des  5.  Juli  1828  hielt  er  seine  merkwürdige  Rede:  „Ueber 
die  wichtigsten  Gegenstände  der  Erziehung,"  auf  die  ich  mir  jetzt  erlaube 
Ihre  Aufmerksamkeit  hinzulenken. 

Die  Rede    beginnt   mit    einem  Hinweise   auf  die  Bedeutung  der  Er-  19 
Ziehung. 

„Ich  stelle  mir  vor,  in  welchem  Zustande  sich  ein  Mensch  befinden 
muss,  der  der  menschlichen  Gesellschaft  entfremdet,  ganz  dem  Ermessen 
der  wilden  Natur  überlassen  ist.  Sodann  richte  ich  meine  Gedanken  auf 
einen  Menschen,  der  inmitten  der  wohlgeordneten,  gebildeten  Bürgerschaft 
des  letzten  aufgeklärten  Jahrhunderts  durch  tiefe  Kenntnisse  seinem  Vater- 
lande zur  Ehre  und  zum  Ruhme  gereicht.  Welcher  Unterschied!  Welcher 
unermessliche  Abstand  trennt  den  einen  vom  andern.  Diesen  Unterschied 
hat  die  Erziehung  hervorgebracht.  Sie  beginnt  von  der  Wiege  an;  zuerst 
wird  sie  durch  die  blosse  Nachahmung  erworben,  allmählich  entwickeln  sich 
Verstand,  Gedächtniss,  Einbildungskraft,  Geschmack  für  das  Schöne,  es  er- 
wacht die  Liebe  zu  sich  selbst  und  zum  Nächsten,  die  Liebe  zum  Ruhme, 
der  Sinn  für  die  Ehre,  der  Wunsch  das  Leben  zu  gemessen.  Alle  Fähig- 
keiten des  Verstandes,  alle  Gaben,  alle  Leidenschaften,  Alles  das  verwerthet 
die  Erziehung  und   stellt  es  in   den   Dienst   eines   wohlgeordneten  Ganzen, 
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und  der  Mensch,  als  wäre  er  von  Neuem  geboren,  zeigt  sich  als  das  Ge- 
schöpf in  seiner  Vollkommenheit.'^  Aber  die  Erziehung  darf  die  Leiden- 
schaften des  Menschen  und  die  ihm  angebomen  Begierden  nicht  unter- 
drücken und  ausrotten.  „Alles  das  muss  bei  ihm  erhalten  bleiben:  sonst 
würden  wir  seine  Natur  verderben,  ihr  Gewalt  anthun  und  sein  Glück 
schädigen.^'  „Es  ist  nichts  gewöhnlicher,  als  über  die  Leidenschaften  klagen 
zu  hören,  aber  wie  richtig  hat  Mably^)  gesagt:  je  stärker  die  Leiden- 
schaften, um  so  nützlicher  sind  sie  für  die  Gesellschaft;  schädlich  sein  kann 
nur  ihre  Richtung." 

„Aber  die  blosse  Yerstandesbildung  ist  noch  nicht  der  Abschluss  der 
Erziehung.  Während  der  Mensch  seinen  Verstand  mit  Kenntnissen  be- 
reichert, muss  er  auch  noch  verstehen  lernen,  das  Leben  zu  gemessen.  Ich 
meine  damit  die  Bildung  des  Geschmacks.  Leben  heisst:  empfinden  —  das 
Leben  gemessen:  unaufhörlich  etwas  Neues  empfinden,  was  uns  daran  er 
innert,  dass  wir  leben. . . .  Nichts  hemmt  den  Strom  des  Lebens  so  sehr 
wie  die  Unwissenheit;  wie  ein  verödeter,  geradliniger  Weg  begleitet  sie 
das  Leben  von  der  Wiege  bis  zum  Grabe.  In  den  niederen  Klassen  er- 
quicken noch  die  anstrengenden  Arbeiten  für  des  Lebens  Nothdurft  ab- 
wechselnd mit  der  Erholung  den  Geist  des  Landmannes,  des  Handwerkeis. 
20  Ihr  aber,  deren  Dasein  ein  ungerechtes  Schicksal  andern  als  eine  schwere 
Last  auferlegt  hat,  ihr,  deren  Geist  abgestumpft,  deren  Gefühl  erstickt  ist, 
ihr  geniesst  das  Leben  nicht.  Für  euch  ist  die  Natur  todt,  die  Schönheiten 
der  Poesie  fremd,  die  Baukunst  ihrer  Reize  und  ihrer  Herrlichkeiten  ent- 
blösst,  die  Weltgeschichte  gleichgültig.  Ich  tröste  mich  mit  dem  Gedanken, 
dass  aus  unsrer  Universität  derartige  Erzeugnisse  vegetabilischer  Natur 
nicht  hervorgehen  werden;  sie  werden  nicht  einmal  hierher  kommen,  wenn 
sie  unglücklicherweise  zu  einem  solchen  Schicksal  geboren  sind.  Sie  werden 
nicht  herkommen,  wiederhole  ich,  denn  hier  weilt  die  Liebe  zum  Ruhme, 
das  Gefühl  für  Ehre  und  inneres  Verdienst." 

„Die  Natur,  die  den  Menschen  bei  seiner  Geburt  so  freigebig  beschenkt 
bat,  scheint  noch  nicht  zufrieden  gewesen  zu  sein  und  so  hat  sie  einem 
jeden  den  Wunsch  eingeflösst,  die  andern  zu  übertreffen,  bekannt  zu  sein, 
ein  Gegenstand  der  Bewunderung  zu  sein,  berühmt  zu  werden,  und  auf 
diese  Art  hat  sie  dem  Menschen  die  Pflicht  auferlegt,  selbst  für  seine  Ver- 
vollkommnung zu  sorgen.  In  unaufhörlicher  Thätigkeit  strebt  der  Geist, 
Ehrenbezeugungen  zu  erringen,  sich  emporzuheben  und  das  ganze  Menschen- 
geschlecht schreitet  von  Vervollkonmmung  zu  Vervollkommnung  —  und 
wo  ist  ein  Ende  abzusehen?^ 

1)  [Gabriel  Boanot  de  MMj  (1709—1786),  französischer  Philosoph,  CondilUci 
Bruder.] 
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„Wir  wollen  das  Leben  hochschätzen,  solange  es  seine  Würde  nicht 
verliert.  Mögen  Vorbilder  in  der  Geschichte,  der  wahre  Begriff  von  der 
Ehre,  Liebe  zum  Yaterlande,  die  in  jungen  Jahren  erweckt  ist,  bei  Zeiten 
den  Leidenschaften  die  edle  Richtung  und  die  Kraft  geben,  die  uns  er- 
lauben, über  die  Schrecken  des  Todes  zu  siegen." 

Lidern  er  sich  zur  Moral  als  dem  wichtigsten  Gegenstande  der  Er- 
ziehung wendet,  verweilt  Lobatschefskij  besonders  bei  der  Liebe  zum 
Nächsten.  „Duclos,  Rochefoucauld,  Knigge  haben  erklärt,  auf  welche  Weise 
die  Selbstliebe  die  versteckte  Triebfeder  aUer  Handlungen  der  Menschen  in 
der  Gesellschaft  zu  sein  pflegt.  Wer,  frage  ich,  hat  vollständig  darzulegen 
verstanden,  welche  Pflichten  aus   der  Liebe  zum  Nächsten  entspringen?"^) 

Die  ganze  Rede,  aus  der  ich  Bruchstücke  angeführt  habe,  athmet,  wie  21 
man   sieht,   feurigen  Idealismus,  Liebe  zur  Universität,  Ehrfurcht  vor  der 
menschlichen  Natur,   vor  der  menschlichen  Vernunft,  vor  der  menschlichen 
Würde. 

Den  schönen  Worten  der  Rede  entsprach  auch  ein  schönes  Leben, 
ganz  erfüllt  von  der  Arbeit  für  die  Entwickelung  der  Wissenschaft,  für  das 
Wohl  der  heimischen  Universität.  Als  das  werthvollste  Ergebniss  dieses 
Lebens  erschienen  die  geometrischen  Untersuchungen,  von  deren  Bedeutung 
für  Mathematik  und  Naturphilosophie  schon  die  Rede  war.  Aber  unser 
grosser  Geometer  war  nicht  ausschliesslich  Geometer,  wie  es  Steiner  oder 
Standt  waien,  und  seine  Arbeiten  in  der  Algebra  und  Analysis  haben 
ebenfalls  nicht  geringes  Interesse.  Vorhin  ist  erwähnt  worden,  dass  sich 
Lobatschefskij  unter  der  Anleitung  von  Bartels  mit  dem  Studium  des  be- 
rühmten Gaussschen  Werkes:  „Disquisitiones  arithmeticae"  beschäftigt  hatte. 
In  diesem  Werke  macht  Gauss,  um  seine  Untersuchungen  über  die  Zahlen- 
theorie zu  krönen,  eine  merkwürdige  Anwendung  von  ihnen.  Die  alten 
Geometer  hatten  die  bekannten  Konstruktionen  für  das  regelmässige  Dreieck, 
Sechseck,  Zehneck  gegeben,  mit  Hülfe  von  Zirkel  und  Lineal.  Gauss  zeigte, 
dass  es  eine  unendliche  Menge  andrer  regelmässiger  Vielecke  giebt,  die 
ebenfalls  mit  Hülfe  von  Zirkel  und  Lineal  konstruirt  werden  können. 

Die  erste  Arbeit  Lobatschefskijs,  die  er  1813  der  physisch-mathe- 
matischen Abtheilung  vorlegte:  „Ueber  Auflösung  der  algebraischen  Gleichung 
«•"•*««  0",  bezog  sich  ausdrücklich  auf  diese  Frage.  Später  kam 
LdmtBoheftk^  auf  dieselbe  Frage  zurück  in  dem  Aufsatze:  „Erniedrigung 
des  Grades  einer  zweigliedrigen  Gleichung,  wenn  der  um  Eins  verminderte 

1)  In  meinem  vorhin  erwähnten  Schriftchen:  „Bronner  und  Lobatscbefäkij** 
habe  ieh  ah  eine  Vermuthung  den  Gedanken  ausgesprochen,  dass  Lobatschefdkij 
Miae  moral- philosophischen  Ansichten  wesentlich  dem  Einflüsse  seines  Lehrers 
Br«mB«x  vmUuikt 
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Grad    durch   8    theilbar   ist"    und    fügte    zu    der  Theorie   von   Gauss  eine 
wichtige  Ergänzung  hinzu. 

Schon  Ende    der   zwanziger  Jahre,    so    muss    man    annehmen,    dachte 
Lobatschefskij  daran,  ein  Lehrbuch  der  Algebra  f&r  Gymnasien  zu  schreiben. 
Später  führte  er  diese  Absicht  aus  und  entschloss  sich,  einen  Leitfaden  fgr 
Lehrer  und   ein   Lehrbuch  für  Hörer  an  der  Universität   abzufassen.     Ein 
solches  Buch    gab    er   in    der  That   1834    heraus   unter   dem   Titel:   „Die 
22  Algebra  oder  die  Rechnung  des  Endlichen."    Das  Lehrbuch  Lobatschefskijs 
unterscheidet    sich    vortheilhaft    von    den    gleichzeitigen    Lehrbüchern    der 
Algebra,  nicht  nur  von  den  russischen  sondern  auch  von  den  ausländischen, 
und   zwar  durch   seine  systematische  Anordnung  und  durch  die  Strenge  in 
der  Erklärung  der  Grundbegriffe.     „In  aUen  Zweigen  der  mathematischen 
Wissenschaften,"   so   schreibt  er  im  Vorwort,   „erwirbt  man  die  ersten  Be- 
griffe   leicht,    aber   immer  mit  Mängeln  behaftet.      Schliesslich   muss  man 
aber  einmal  wieder  zu  den  Grundlagen  zurückkehren  und  dann  ist  es  an- 
gebracht, auf  vollkommene  Strenge  Gewicht  zu  legen."     Nach  der  Ansicht 
Lobatschefskijs  „beginnt  erst  in  der  Algebra  die  Mathematik  mit  der  ganzen 
Schärfe  der  Begriffe  und  mit  der  ganzen  Weite  des  Gesichtskreises;  während 
die  Arithmetik  bloss  den  Anfang  bildet  und  nur  zur  Vorbereitung  und  znr 
Uebung    dient."     Deshalb    beginnt   Lobatschefskij    seine    Algebra   von  den 
ersten  Begriffen    der   Arithmetik    aus,    von    den    Grundgesetzen   der  arith- 
metischen   Operationen    und    giebt    eine    systematische    Entwickelung  der 
Wahrheiten   der   reinen  Mathematik.     Er  zeigt  sich  dabei  als  ein  würdiger 
Vorgänger    des    grossen    Systematikers    der    Mathematik    unsrer    Zeit,   des 
deutschen    Gelehrten    Weierstrass.      Als    ein    charakteristischer    Zug  der 
Algebra  Lobatschefskijs    erscheint   auch  ihre   bemerkenswerthe   Reichhaltig- 
keit.    So    bringt   Lobatschefskij    in    der   Algebra    zum   Beispiel    die  Lehre 
von  den  trigonometrischen  Funktionen,  indem  er  für  diese  Funktionen  eine 
rein   analytische   Erklärung  giebt;   in   dieser  Beziehung   hat   sein  Lehrbnch 
den  Vorzug    sogar    von   den   klassischen   Werken  Eulers:   „Introductio  in 
Analysin  infinitorum,"  und  Cauchys:  „Analyse  algebrique."    In  seinem  Leh^ 
buche  setzt  Lobatschefskij  unter  Anderm  auch  seine  eigenthümliche  Methode 
auseinander,    das    Verschwinden    oder    die    Konvergenz    unendlicher  Reihen 
festzustellen.     Diese  Methode   entwickelte   er   später  in   den  Abhandlungen: 

1)  Ueber  das  Verschwinden  trigonometrischer  Reihen  (Gelehrte  Schriften 
der  Kaiserlichen  Universität  Kasan  für  1834). 

2)  Eine  Methode,  das  Verschwinden  unendlicher  Reihen  festzustellen 
und  sich  dem  Werthe  von  Funktionen  sehr  grosser  Zahlen  zu  nähern 
(Gelehrte  Schriften  für  1835). 

3)  Ueber  die  Konvergenz  der  unendlichen  Reihen.  [Deutsch,  Kasan  1841.] 
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Behon  in  der  ersten  dieser  Abhandlungen  berührt  Lobatsfhefskij  die  23 
grundlegende  Frage  der  Differentialrechnung,  die  Frage  nach  der  Beziehung 
zwischen  Stetigkeit  und  Dilferentiirbarkeit,  und  eilt  hier  ebenso  wie  bei  der 
Frage  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  seinen  Zeitgenossen  um  ein  halbes 
Jahrhundert  voraus.  Die  Mathematiker  des  achtzehnten  Jahrhunderts  Latten 
die  Frage  nach  der  Beziehnng  zwischen  Stetigkeit  und  Dift'erentiirharkeit 
nicht  berührt,  weil  sie  stilischweigetid  voraussetzten,  dass  jede  stetige 
Funktion  von  selber  auch  eine  Ableitung  besitze.  Ampere  hatte  versucht^ 
diese  Eigenscliaft  zu  beweisen,  aber  sein  Beweis  zeichnet  sich  nicht  durch 
Strenge  aus.  Die  Frage  nach  der  Beziehung  zwischen  Stetigkeit  und 
DiiFerentiirbarkeit  zog  in  den  siebziger  Jahren  die  Aufmerksamkeit  auf  sich, 
als  WeierstrasB  ein  Beispiel  einer  Funktion  gab,  die  in  t-inem  bestimmten 
Intervalle  stetig  war  und  zu  gleicher  Zeit  in  diesem  Intei*vallo  keine  be- 
stimmte Ableitung  hatte  (nicht  differentiirbar  war).  Indessen  hatte  Lobat- 
schefskij  schon  in  den  dreissiger  Jahren  auf  die  Nntb wendigkeit  hingewiesen, 
«wischen  ,,allnUlhUcher  Äenderung"  (nach  unsrer  Ausdrucksweise:  Stetigkeit) 
und  zwischen  ,,Uiiuiiterbrochenheit^*  (jetzt:  Differentiirbarkeit)  der  Funktionen 
zu  unterscheiden.  Besonders  scharf  spricht  er  diesen  Unterschied  aus  in 
seiner  „Metbode,  das  Verschwinden  unendlicher  Reiben  festzustellen  u.  s.  w." 
„Eine  Funktion  hindert  sich  allmählich,  wenn  ihre  Zuwachse  zugleich  mit 
den  Zuwachsen  der  Veränderlichen  zur  Kuli  herabsinken.  Eine  Funktion 
ist  ununterbrochen,  wenn  das  Verhültniss  zweier  solcher  Zuwachse  bei  deren 
Verkleinerung  unmerklich  in  eine  neue  Funktion  übergeht,  die  mitbin  der 
Diflerentiakiuotient  sein  wird.  Die  Integrale  mtlssen  immer  derart  in  Inter- 
Talle  zerlegt  werden,  dass  die  Elemente  unter  jedem  Integraheichen  sich 
immer  allmählich   lindem  und  ununterbrochen  bleiben." 

Ausführlicher  geht  Lobatschefskij  auf  diese  Frage  ein  in  der  Arbeit 
„üeber  das  Verschwinden  trigonometrischer  Reihen",  In  der  auch  sehr 
interessante  allgemeine  Betrachtungen  liber  Funktionen  enthalten  sind. 
^,Wie  es  scheint,"  so  schreibt  er,  „sind  das  zwei  Wahrheiten,  an  denen 
man  nicht  zweifeln  kann,  dass  sich  nämlich  Alles  in  der  Welt  durch  Zahlen 
darstellen  iJlsst  und  dass  jede  Veränderung  und  Beziehung  darin  durch  eine 
analytische  Funktion  dargestellt  wird.  Indessen  erlaubt  eine  weite  Auf- 
fessung  der  Theorie  das  Bestehen  einer  Abhängigkeit  nur  in  dem  Sinne,  M 
dass  man  die  Zahlen,  mit  einander  verbunden,  als  zusammen  gegeben  an* 
titmmt.  In  seiner  Funktionenreebnung  (Cakul  des  functions),  durch  die  er 
die  DifferentiaLrechnung  ersetzen  wollte,  hat  Lag  ränge  die  Allgemeinheit 
der  Begriffe  in  demselben  Maasse  beeintrüchtigt,^  in  dem  er  an  Strenge  der 
Behandlung  zu  gewinnen  dachte."  (Gelehrte  Schriften  der  Universität  Kasan» 
1834.    Heft  n,  S.  183.) 

Alk  jcur  Getch*  der  Mathcm.  VTL 
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Ich  will  die  andern  Arbeiten  von  Lobatschefskij,  über  die  Theorie  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  über  die  Mechanik  unerwähnt  lassen.  Alle 
Arbeiten  Lobatschefskij s  legen  von  seiner  merkwürdigen  Beherrschung  des 
Rechnungsapparates  Zeugniss  ab  und  beweisen,  dass  sein  mathematischer 
Genius  in  die  feinsten  Fragen  der  Analjsis  eindrang. 

Seine  Liebe  zur  Wissenschaft  beschränkte  sich  nicht  bloss  auf  die 
Mathematik,  diesen  „Triumph  des  menschlichen  Verstandes/'  Sie  erstreckte 
sich  auf  alle  Zweige  des  Wissens:  Botanik,  Chemie,  Anatomie  zogen  ihn 
ebenso  an  und  waren  ihm  gut  bekannt. 

Aber  ganz  besonders  liebte  Lobatschefskij  die  Erfahrungswissenschaften. 
Nicht  umsonst  spricht  er  in  seiner  Rede  an  einer  vorhin  erwähnten  Stelle 
mit  solchem  Eifer  von  der  Bedeutung  der  Erfahrung. 

Wir  finden  Lobatschefskij  zum  Beispiel  als  einen  thätigen  Theilnehmer 
an  Beobachtungen  über  die  Temperatur  des  Erdbodens.  Zu  diesem  Zwecke 
wurde  auf  dem  Hofe  der  Universität  ein  Brunnen  angelegt,  in  dem  bis  zu 
einer  Tiefe  von  15  Sashen  [32  m]  gegen  zwanzig  Thermometer  aufgestellt 
wurden.  1833  und  1834  belief  sich  die  Zahl  der  Beobachtungen  jährlich 
auf  3050.  Die  Beobachtungen  hörten  im  Jahre  1835  auf,  weil  in  dem 
Brunnen  ungewöhnliche  Mengen  Kohlensäure  auftraten;  aber  1841  emeaert 
Lobatschefskij  die  Beobachtungen  und  richtet  seine  Aufmerksamkeit  be- 
sonders auf  die  Temperatur  der  vegetabilischen  Bodenschicht;  für  die  Beob- 
achtungen über  die  Temperatur  dieser  Schicht,  deren  Wichtigkeit  für  die 
Landwirthschaft  erst  in  der  letzten  Zeit  anerkannt  zu  werden  beginnt,  er- 
sinnt Lobatschefskij  selber  ein  Metallthermometer  von  besondrer  Konstruktion. 

Ebensolches  wissenschaftliches  Interesse  zeigte  Lobatschefskij  auch  für 
die  Astronomie. 
25  Im  Jahre  1842,   am  26.  Juli,   war  in  einem  Theile  des  europäischen 

Russland  eine  totale  Sonnenfinstemiss  sichtbar.  Der  Expedition  nach  Pensa, 
die  von  der  Universität  Kasan  ausgerüstet  wurde  und  die  aus  dem  Astro- 
nomen Lapunof  und  dem  Professor  der  Physik,  Knorr,  bestand,  schloss 
sich  auch  Lobatschefskij  an.  Nach  der  Rückkehr  liess  Lobatschefskij  einen 
ungewöhnlich  ausführlichen  Bericht  dnicken.  In  diesem  Berichte  Lobat- 
schefskijs  ist  unter  Anderm  eine  Sammlung  von  Mittheilungen  über  die 
wunderbare  Erscheinung  der  Sonnenkorona  enthalten,  die  nur  während  einer 
Sonnenfinstemiss  zu  beobachten  ist,  und  es  werden  die  verschiedenen  Theorien, 
die  über  diese  Frage  bestehen,  auseinandergesetzt  und  erörtert.  Lobatschefskij 
erklärt  sich  weder  für  die  Theorie,  die  zur  Erklärung  der  Sonnenkorona 
das  Vorbandensein  einer  Sonnenatmosphäre  annimmt,  noch  für  die  Theorie, 
die  diesen  Ring  durch  Beugung  der  Strahlen  in  der  Nähe  der  Oberfläche 
des  Mondes  erklärt.     Bei  der  Besprechung  der  zweiten  Theorie  setzt  Lobat- 
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schefskij  seine  Ansicht  über  die  Lichttheorien  auseinander.  „Die  Wellen- 
lehre," sagt  er,  „kann  man  eigentlich  nicht  als  Theorie  bezeichnen,  sondern 
nur  als  eine  Darstellung  der  Erscheinungen,  die  man  erklären  will.  Die 
wahre  Theorie  muss  in  einem  einfachen,  einzigen  Principe  bestehen,  aus 
dem  sich  die  Erscheinung  in  aller  ihrer  Mannigfaltigkeit  als  nothwendige 
Folge  ergiebt.  Von  Wellen  reden,  heisst  die  ganze  Betrachtung  auf  etwas 
gründen,  was  im  strengen  Sinne  gar  nicht  vorhanden  ist,  ebenso  wie  wir 
von  Linien  und  Flächen  reden,  während  es  doch  in  der  Natur  nur  Körper  giebt." 

Unbefriedigt  von  der  Wellentheorie  spricht  Lobatschefskij  den  Gedanken 
aus,  es  sei  möglich,  die  Wellentheorie  und  die  Emanationstheorie  mit  ein- 
ander zu  vereinigen,  indem  man  annehme,  dass  die  Lichttheilchen  an  ihrer 
Ausgangsstelle  nicht  bloss  eine  Translations-,  sondern  auch  eine  Vibrations- 
bewegung erhalten.  Die  erste  ist  die  Ursache  des  Leuchtens  und  der 
Wärme;  die  zweite  erklärt  die  Entstehung  der  Farben  und  aller  Erscheinungen 
des  polarisirten  Lichtes.  Nach  seiner  Ansicht  kann  die  Newton  sehe  Emana- 
tionstheorie bestehen  bleiben^  wenn  man  nur  hinzufügt,  dass  „der  Strom 
des  Aethers,  wenn  er  auf  seinem  Wege  Hindemisse  trifft,  eine  Welle  bildet, 
ebenso  wie  das  Wasser  in  einem  Flusse,  das  einen  Damm  getroffen  hat, 
sich  als  Woge  erhebt  und  sich  in  zwei  Wellen  theilt,  zwischen  denen  ein  26 
leerer  Baum  entsteht;  schliesslich  vereinigt  sich  das  Wasser  wieder  in  einen 
allgemeinen  Strom.  Oder  es  ist  ebenso  wie  bei  der  Luft,  die,  ein  Hindemiss 
treffend,  gleichfalls  Wellen  schlägt  und  sich  in  zwei  Ströme  theilt,  mit 
einem  leeren  Räume  dazwischen;  die  Wellenbewegung  bringt  hier  bisweilen 
einen  Schall  hervor  und  hinter  dem  leeren  Baume  erneuert  sich  das  frühere 
Fliessen.  Das  Fallen  des  Wassers  hinter  dem  Damm  und  der  leere  Baum, 
den  die  Luft  hinter  der  Wand  bildet,  entsprechen  folgerichtig  dem  Schatten, 
der  hinter  undurchsichtigen  Körpern  geworfen  wird;  das  Streben  des  Wassers 
oder  der  Luft,  sich  von  zwei  Seiten  her  zu  vereinigen,  stellt  uns  die  Ab- 
lenkung des  Lichtes  nach  der  Mitte  des  Schattens  dar." 

Zur  Erscheinung  der  Sonnenkorona  zurückkehrend,  erklärt  Lobat- 
schefskij diese  dadurch,  dass  unsre  Atmosphäre,  wenn  sie  vom  Lichte  be- 
rührt wird,  selbst  zu  leuchten  anfängt,  und  dass  wir  in  dem  Binge  um  den 
Mond  herum  das  eigene  Licht  der  oberen  Luftschichten  erblicken,  ebenso 
wie  diese  feine  Hülle  der  Erde  für  die  Bewohner  der  übrigen  Planeten  und 
des  Mondes  in  hellem  Lichte  erglänzen  muss. 

Ueber  die  Mannigfaltigkeit  der  wissenschaftlichen  Beschäftigungen  Lobat- 
schefskijs  müssen  wir  uns  um  so  mehr  verwundem,  als  seine  eifrige  Thätig- 
keit  als  Professor  und  ausserdem  als  Bektor  der  Universität  schon  allein 
seine  ganze  Zeit  in  Anspruch  nehmen  konnte. 

Vom   Jahre    18*20    an    zum  Beispiel    befand    sich    an   der  Universität 

15* 
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Kasan  kein  einziger  mehr  von  den  deutschen  Lehrern  Lobatschefskijs.  1816 
geht  Littrow  weg  und  stirbt  Hencer,  mn  Jahr  später  nimmt  Brenner  auf 
sechs  Monate  Urlaub,  reist  nach  der  Schweiz  und  kehrt  nicht  wieder  nach 
Kasan  zurück.  1820  vertauscht  Bartels  die  Professur  in  Kasan  mit  einer 
in  Dörpat.  In  der  physisch 'mathematischen  Abtheilung,  die  kurz  zu?ar 
eine  Fülle  wissenschaftlicher  Kräfte  besessen  hatte,  verbleiben  Lobat* 
schefskij,  Simonof  und  Nikolskij.  Aber  der  zweite  von  diesen  wird 
bald  zu  der  Weltumsegelung  mit  Beilingshausen  entsendet  und  Nikolflk^* 
widmet  sich  der  AjigelegeDheit  des  Universitätsbaues.  Die  ganze  Last  des 
Unterrichts  liegt  auf  Lobatschefskij.  Er  trägt  die  gesantunte  reine  Mathe- 
matik, die  Phj'sik  und  die  Astronomie  vor.  ^) 

Nach  der  Rückkehr  Simonofs  von  seiner  Weltreise  hörte  Lobatschefekij 
auf  die  Astronomie  zu  lesen,  dafüi-  übernahm  er  aber  die  Vorlesungen  über 
Mechanik  und  mathematische  Physik. 

Erst  in  der  Mitte  der  dreissiger  Jahre,  als  die  physisch -mathematisclie 
Facultilt  Knorr  als  Professor  der  Physik  erhielt  und  als  Professor  d^r 
Mechanik    den    vielen    van    uns    noch    persönlich    bekannten,    ehrwuidigtn 


1)  Ich  führe  als  Bei8|jicl  ein  Bruchstück  an  aus  dem  Plane  der  Vorlesoufea 
und  Lehrgegenatvinde  an  der  Kaiserlicläeii  Univeraitiit  Kaean,  Tora  17.  Auga^t  Inii 
\m  /Mm  28.  .Tuni  1825.  Nikolaj  Lobatschefwlcjj^  Dekan  der  physiach-mathematJÄclwii 
Abtbcihmg,  ordentltfher  Professor  der  reinen  Mathematik,  küodigt 

a)  Au»  dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik  für  die  Studenten  der  ersten  Ab- 
theilung  Folgendes  an:  Leber  die  EigeuMcbaften  der  ganzen  Zahlen,  über  imagi- 
näre Polenzen,  über  die  Wurxelii  der  Glciihungeü,  Elemente  der  Geometrif, 
ebene  und  e^phSriecbe  Ti ifjfOüometrie  nach  eigene«  Htjften;  für  die  Studenten  der 
zweiten  Abtheil ungr  Amilytis  he  Geometrie,  DifferetiKenrechnuDpr,  Anfangsgnkd« 
der  Differentialrechimng  nach  dem  Leitfaden  von  Lacroiz;  für  die  Studenten  der 
dritten  Abiheilung:  Iiilegrab  und  Variationarechnung,  Anwendung  der  Ana^jaii 
auf  Geometrie,  die  ersten  beiden  nach  Lacroix,  die  letztere  nach  Monge. 

h]  Aus  dem  Gebiete  der  Physik  für  die  Studenten  der  ersten  AbLheüiiog: 
Grundlagen  der  Physik,  die  Untersuch  im  gümetho  den  in  dieser  Wissenfechaft,  über 
die  anziehenden  und  die  abstoasenden  Kräfte,  die  Ausrhauangen  der  PbTsiker 
ilber  die  Körper,  die  Ausdehuung  der  K5q.>er  durch  die  Wlinne^  über  die  Elasti- 
ciiät  der  Körper  und  über  tue  Verdampfung  der  Flüssigkeiten,  Für  die  Stndeoteii 
der  zweiten  und  dritten  Abtheilung:  Uel»er  Elektricitilt,  Magnetismus,  Licht  miid 
Wärme,  wobei  er  in  acinem  Unternchte  das  Werk  Biols  zu  Gtunde  legt:  TmU 
complet  de  Phy^iquej  zugleich  mit  Bcnutiung  andrer  Schriftateller. 

e)  Au«  dem  Gebiete  der  Äßtronomie  wird  er  den  Studenten  der  drittes  Ab- 
theilung i^phäriscbe  und  theoretische  Astronomie  anbieten  nach  Anleitung  d«r 
Werke  von  Delambre. 

Im  Jahre  18:i6— 27  las*  er  ausser  den  Vorlesungen  über  reine  Mathematü 
noch  Statik  und  Ä'echaDik  der  festen  und  der  flüssigen  Körper  nach  Lognung« 
land  Ppisson  und  matbemaLische  Pbysik  nach  Fourier,  Lapluce,  Poisson  und  Freiuel 
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P.  J,  Kotjelnikof,   konnte   sich  Lobatscbefskij   auf  den   ITntenicht  in  der 
reinen  Mathematik  beschränken.^) 

Noch  nicht  zufrieden  mit  dem  obligatorischen  Unterrichte  an  der 
Universität,  hielt  Lobatscbefskij  mehrmals  (öffentliche  Vorlesungen  über 
Physik.  Eine  dieser  Vorlesungen  behandelte  die  Theorie  der  chemischen 
Trennung  und  Zusammensetzung  der  Körper  durch  die  Wirkung  der  Elek-  2^ 
tricität  und  war  tob  Versuchen  begleitet.  Für  den  Handwerkerstand  hielt 
er  1839  — 1840  einen  besonderen  populären  Kursus  der  Physik  unter  dem 
Namen:  „Volksthümlicbe  Physik", 

Ueber  die  Methode,  die  Lobatscbefskij  beim  Halten  der  Vorlesungen 
befolgte,  hat  sein  begabter  Schüler  und  Kachfolger  auf  dem  Lehrstuhle, 
Professor  A.  P.  Popof,  Erinnerungen  hinterlassen.  Nach  diesen  Erinnerungen 
l^yerstand  es  Lobatschefskij ,  im  H(>rsaale  scharfsinnig  oder  hinreissend  zu 
sein,  je  nach  dem  Gegenstände  seines  Vortrags.  Im  Allgemeinen  glich 
sein  gesprochener  Stil  dem  geschriebenen  nicht.  Wilhrend  sich  seine  Ab- 
handlungen durch  einen  knappen  und  nicht  immer  klaren  Stil  auszeichneten, 

er  es  sich  im  Hörsaale  angelegen  sein,  die  Auseinandersetzungen  nüt 
aller  Klarheit  zu  geben,  er  liebte  es  aber  mehr,  selbst  zu  lehren,  als  die 
Schritten  andrer  auszulegen,  indem  er  es  den  Zuhörern  überliess,  sich  selbst 
mit  der  gelehrten  Litteratur  bekannt  zu  machen.  Seine  öffentlichen  Vor- 
tesnngen  über  Physik  zogen  ein  zahlreiches  Publikum  in  den  Hörsaal,  und 
die  Vorlesungen  für  einen  auserwilhlten  Zubfjrerkreis,  in  denen  Lobat- 
scbefskij seine  neuen  Elemente  der  Genraetrie  cntwirkeltGj  müssen  mit  Fug 
und  ßecht  als  äusserst  scharfsinnig  bezeichnet  werden." 

Wie  enist  es  Lobatscbefskij  bis  zum  Ende  seines  Lebens  mit  seinen 
Pftichten  nahm,  dafür  zeugt  seine  gedruckte,  ausführliche  und  auch  an  selb- 
ständigen Ergebnissen  reiche  Besprechung  der  Doktordissertation  A.  P,  Popof s: 
„üeber  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  H^^drod^namik,  nach- 
dem man  sie  auf  lineare  Form  gebracht  hat.*^  Kasan  1845.  Der  Ver- 
öffentlicbuDg  der  Urtheile  über  die  Dissertationen  legte  Lobatscbefskij  sehr 
gitisse  Bedeutung  bei,  und  in  seiner  Eigenschaft  als  Verwalter  des  Kasaner 
Lehrbezirks  setzte  er  dem  Minister  für  Volksauf kläning  seine  Ansicht  aus- 
einander, dass  jeder  Doktordissertation  eine  gednickte,  ausführliche  Be- 
sprechung  l>eigelegt  werden   müsse.     Obgleich   ihm   anheim   gestellt  wurde, 
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1)  Im  Jahre  1833 — 34  las  LobatBchefskij  mit  Beiiöt2ung  der  Werke  von  Cousin, 
Lagrange  und  Lacroix  für  die  Studenten  des  zweiten  Kuräeai  Integration  der 
Funktionen,  für  die  des  dritten  Kiirgea:  Integration  der  Difftfrenfeialgleichuugen 
mit  einer  Veiünderlicben  und  für  die  Studenten  dea  vierten  Kurses;  Integration 
der  partielleii  Diffcrentiiilgleichun-en  und  Variationsrechnung,  Diete  Kurse  behielt 
er  bis  zum  Ende  aeiner  ProfeBsorenlhütigkeit  bei. 
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nach  seinem  Ermessen  zu  handeln,  zog  er  doch  vor,  über  diesen  Punkt  die 
Ansicht   des   Senates  der  Universität  Kasan   zu  hören.     Der  Senat  verhielt 
sich  dem  Plane  Lobatschefskijs  gegenüber  ablehnend,  indem  er  der  Ansicht 
war,    eine    solche   Veröffentlichung    dürfe,    da    man    sie    dem  ürtheile  des 
Publikums  gegen  den  Willen  des  Verfassers  aussetze  und  daher  von  diesem 
besondere   Strenge   verlange,   die  zuweilen  für  die  Doktoranden  lästig  sei, 
29  nicht    als    eine    beständige   Pflicht    auferlegt    werden,    sondern    müsse  dem 
eigenen  Ermessen    und    dem   Wunsche   der  Professoren  überlassen  werden, 
die   diese  Beurtheilungen    abfassten."     In   seinem  Antwortschreiben  erklärte 
Lobatschefskij   dem  Senat,   „dem  Ürtheile  des  Publikums  ist  ein  Verfasser 
bei  jeder  von   ihm  veröffentlichten  Arbeit  gegen   seinen  Willen   ausgesetzt. 
Wenn   daher  der  vom   Senate   angeführte   Grund   durchschlagend   wäre,  so 
wäre  das  ein  Zeichen,  dass  die  Professoren  beabsichtigten,  ihre  Arbeiten  nicht 
drucken  zu  lassen."     Aber  angesichts  des  AViderstandes   des  Senats  gegen 
die  von  ihm  vorgeschlagene  Maassregel  beschränkte  sich  Lobatschefskij  auf 
das  Anerbieten:   , Jedesmal  ausführlich  die  Gründe  anzugeben,   die  ihn  ver- 
anlassten, an  der  Veröffentlichung  der  ganzen  Beurtheilung  der  Dissertation 
festzuhalten." 

An  strenge  Erfüllung  seiner  Pflichten  gewöhnt,  wie  das  aus  dem  eben 
angeführten  Zwischenfalle  hervorgeht,  und  von  dem  Wunsche  beseelt,  eben- 
solche Pflichterfüllung  auch  bei  andern  zu  finden,  bethätigte  Lobatschefskij 
auch  bei  der  Erfüllung  seiner  Rektorpflichten  die  ganze  Energie,  die  ihn 
auszeichnete,  die  ganze  ünermüdlichkeit  in  der  Arbeit,  die  um  so  nothiger 
war,  als  gerade  in  die  Zeit  seines  Rektorats  die  Reorganisation  der  Uni- 
versität fiel,  die  in  dem  vorhergehenden  Zeiträume  ganz  in  Verwirrung 
gerathen  war,  und  ausserdem  die  Erbauung  vieler  Gebäude  unsrer  Uni- 
versität (des  physikalischen  Kabinets,  der  Bibliothek,  der  Anatomie  und 
des  Observatoriums). 

Ein  unermüdlicher  und  energischer  Verwaltungsmann,  der  auf  alle 
Einzelheiten  des  ökonomischen  Lebens  der  Universität  einging,  der  sogar 
die  Baukunst  studirte,  um  den  Bau  der  Gebäude  mit  Erfolg  beaufsichtigen 
zu  können,  beschäftigte  sich  Lobatschefskij  doch  mit  besondrer  Vorliebe 
mit  den  Hülfsmitteln  und  den  äusseren  Zeichen  des  geistigen  Lebens  der 
Univei*sität,  mit  ihrer  Bibliothek  und  mit  ihrer  Zeitschrift. 

Die  Bibliothek  befand  sich  in  vollständiger  Unordnung,  als  Lobat- 
schefskij (am  8.  Okt.  1825)  die  Pflichten  des  Bibliothekars  übernahm. 
Drei  Jahre  unermüdlicher,  energischer  Arbeit  brachten  die  Bibliothek  in 
Ordnung;  es  wurde  ein  vollständiges  Inventar  der  Bibliothek  aufgenommen, 
Kataloge  hergestellt,  alle  ihre  Lücken  ermittelt.  Lobatschefskij  liebte  die 
Bibliothek  so  sehr,  dass  er  die  Pflichten  des  Bibliothekars  auch  dann  nicht 
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,iifgab,   als  er  Eektor  wurdr   und   sie  erst   im  Jahre  1835   einem  audern  3o 
.berliess. 

Die  Universität  Kasan  hatte  seit  1812  ihr  Organ,  das  anfangs  ^Kasaner 
Nachrichten^'  hiess,  nachher  ,, Kasaner  Bote'\  Aber  dieses  Organ  besass 
ganz  und  gar  nicht  den  Charakter  einer  gelehrten  Zeitschrift:  Original- 
aufsäize  gelehrten  Inhalts  waren  unter  Aufs iltzen  volJstlindig  andera  Charakters 
■versteckt,  unter  Uebersetzungen  und  litterarischen  Aufsätzen,  und  waren  mit 
politischen  Nachriehti^n  und  obrigkeitlichen  Verordnungen  untermisch L  Auf 
Lobatschefskijs   Veranlassung   wurde   diese   Zeitsckrift   seit   1834   durch   die 

i ^Gelehrten  Schriften"  ersetzt. 
Die    Gedanken,    die   Labatschefskij    bei    dieser   Umgestaltung    leiteten, 
sind    in    dem   Vorworte    zu    dem    ersten    Hefte    der    „Gelehrten    Schriften" 
auseinandergesetzt.      Das    Vorwort    beginnt    mit    einem    Hinweise    auf   die 
Bedeutung  des  Buchdruckes,    dieser  zweiten    Gabe   des   Wortes,    dank   der 
„ein  Gedanke,  der  abends  im  Geiste  eines  Menschen  entstanden  ist,  morgens 
auf  dem   Papiere   tausendmal   wiederhait   und   so   an   allen   Enden   der  be- 
pirohntön  Erde   verbreitet   wird.     So  ergiesst  ein  Funke,   der  sich  an  einem 
Puukte   entzündet  hat,   seine  Strahlen  augenblicklich  auch  in  einem  weiten 
Umkreise.      So    verbreitet    sich    das  Licht    des   Geistes,    dieses   Abbild   des 
Tageslichtes,  und  vermag  au  leuchten.     So  können  Männer,  die  den  Wissen- 
haften  ergeben  sind,  dem  Wunsche  nicht  widerstehen,  ihre  Entdeckungen, 
Meinungen  und  Erliluterungen  aufzuschreiben  und  drucken  zu  lassen/* 
her  ebenso  wie  es  „in  jedem  aufgeklllrten  H piche  zwei  Arten  der  Bildung 
iebt,   eine   allgemeine,    die   man    als   die    volkstbümliche   bezeichnen   kann, 
md    eine   andre,    die  der  gelehrten    Welt   gehört,"   so   muss   es   auch   zwei 
rten  von  periodischen  Verijflentlichungen  geben,     ,,Die  einen  müssen  einen 
lannigfaltigen   Inhalt    haben,    wie    es  ja   auch   bei    der  Volksbildung  sein 
IU88,  anziehend  durch  seine  Neuheit  und  verlockend  durch  ein  Gemälde  des 
jebens  der    Gegenwart,    dun:h    wahrheitsgetreue    Schilderung    der    Leiden- 
Dhaften   und  Gefühle/^     „HiJhere   gelehrte  Anstalten,  Akademien  und  üni- 
ersitäten   sollen   keine   solchen  Zeitschriften   herausgeben;   sie   müssen  eine 
andre   Pflicht  übernehmen/'     Diese  andre   Ptlicht   ist  die  Herausgabe   einer 
in    gelehrten    Zeitschrift,      Eine    Zeitschrift    dieser   Art    sind   auch    unsi-e 
iGelehrten    Schriften"    von    Anfang    an    gewesen.     Der    erste   Aufsatz    des  31 
irsten  Heftes:  „Die  Erniedrigung  des  Grades  einer  zweigliedrigen  Gleichung^ 
der  um  Eins  verminderte  Grad  durch  acht  theilbar  ist"  stammt  von 
batschefskij. 

Von  der  rastlosen  Arbeit  des  Gelehrten,  des  Protessors  und  Rektors 
ehte  Lobatschefskij  Erholung  in  der  Liebe  zur  Natur,  in  bescheidenen 
ndwirthschaftlichen  Beschäftigungen,     Sechzig  Werst  [6  4  kmj  von  Kasan, 
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ML  u»r  Wolgm  stromaufwärts,  liegt  ein  kleines  Dorf  „Belowolshsk&ja 
'Bjm«>«ikak%  das  Lobatschefskij  gehörte;  hier  legte  er  einen  schOnen  Garten 
Mu  ^ad  noch  heutigen  Tages  hat  sich  darin  ein  Cedemhain  erhalten. 
5adL  einer  rührenden  Ueberlieferung,  die  seine  Familie  bewahrt  hat,- 
iogte  Lobatschefskij,  als  er  die  Cedem  pflanzte,  schwerm&thig,  er  werde 
deren  FrQchte  nicht  erleben;  seine  Yoraussagung  hat  sich  erfüllt:  die  ersten 
Cedemnüsse  wurden  im  Todesjahre  Lobatschefskijs  gepflückt,  aber  erst  nach 
seinem  Tode. 

Aber  auch  bei  der  Beschäftigung  mit  dem  Gartenbau  und  der  Land- 
wirthschaft  strebte   sein  forschender  Geist  danach,  Neuerungen  einzufahren 
und  mit  dem  Schlendrian  der  in  den  vierziger  Jahren  üblichen  gutsherrlichen 
Wirthschaft    zu    brechen.     Bei   seinem   Besitzthume   legte   er  eine   Wasser- 
mühle an  und  erfand  ein  eignes  Verfahren  zur  Herstellung  Yon  Mühlsteinen, 
auch  kaufte  er  Guano  auf  zum  Düngen.    Besondere  Aufinerksamkeit  widmete 
er  dem  Gartenbau  und  der  Schafzucht.    Lobatschefskij  brachte  Merinoschafe 
auf  sein  Besitzthum,  die  er  aus  dem  Erlös  für  einen  Brillantring  anschaffie, 
den  er  vom  Kaiser  Nikolaus  erhalten  hatte,  und  für  seine  Verbesserongen 
bei  der  Bearbeitung  der  Wolle   wurde   er   durch  die   silberne  Medaille  der 
Kaiserlichen  Landwirthschaftlichen  Gesellschaft  zu  Moskau  belohnt.    Noch 
nicht    zufrieden    mit    der   Anwendung    seiner    wissenschaftlichen   Kenntnisse 
in  der  eigenen   Wirthschaft,    wusste  Lobatschefskij   ausserdem  auch  andre 
Landwirthe    des    Gouvernements    Kasan    anzuregen    und    wurde    eins  der 
eifrigsten  Mitglieder   der  1839   zu  Kasan   eröffneten  Kaiserlich  Kasanischen 
Oekonomischen  Gesellschaft,   in    der    er  ungefähr  fünfzehn  Jahre   lang  das 
Amt  des  Vorsitzenden  einer  ihrer  Abtheilungen  einnahm. 

Die  ernstliche  Hingabe  an  so  zahlreiche  Beschäftigungen  machte  Lobat- 
schefskij verschlossen,  für  den  Verkehr  unzugänglich  und  wortkarg;  er 
32  erschien  finster  und  streng.  Man  findet  das  oft  bei  Leuten,  die  in  ihrer 
Jugend  feurig  und  stürmisch  sind,  die  aber  gerade  wegen  ihres  Feuers  sich 
häufiger  als  andre  den  Stürmen  des  Lebens  aussetzen.  Solche  Lebensstürrae, 
die  geeignet  sind,  den  Charakter  stark  zu  beeinflussen,  hat  es,  wir  wissen 
das,  auch  im  Leben  Lobatschefskijs  gegeben. 

Aber  unter  der  strengen,  fast  mürrischen  Aussenseite  verbarg  sich 
wahrhafte  „Liebe  zum  Nächsten",  ein  gutes  Herz,  Theilnahme  für  alles 
redliche  Streben,  brennende  Liebe,  ja  ein  wahrhaft  väterliches  Verbältniss 
zur  studirenden  Jugend  und  zu  allen  begabten  jungen  Leuten.  Ein  junger 
Handlungsdiener,  der  hinter  dem  Ladentisch  ein  mathematisches  Buch  liest, 
zieht  Lobatschefskijs  Aufmerksamkeit  auf  sich;  dieser  ermöglicht  ihm  zuerst 
den  Eintritt  ins  Gymnasium  und  dann  in  die  Universität,  imd  der  junge 
Handlungsdiener    wird    nach    einigen    Jahren    der    bekannte    Professor  der 
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an  der  ümversitlit  Kasan,  Bokani.  Der  Sohn  eines  ariiien  Priusturs 
vrar  aus  Sibirien  zu  Fuss  nach  Kasan  gekommen,  mit  Lobatschefskijs  Hülle 
tritt  er  in  die  medicinische  Facultät  ein,  gelangt  dann  xu  einer  angesehenen 
Dienststellung  und  aus  Dank  für  die  Universität  Lobatschefskijs  yermacht 
er  dieser  seine  kostbare  Bücbei-sammlung.  Mehrfach  hat  Lobatschefskij  als 
Rektor  junge  Leute  vor  den  Folgen  ihrer  Uebereilungen  bewahrt,  und  die 
Studenten,  die  aus  Lobatscliefskijs  Zeit  und  auch  die  beutigen ^  bewahren 
ihm  ein  ehrfurchtsvolles  Andenken. 

Die  hohen  VerBtsindes-  und  Gemüthseigenschaften  Lobatsehefskijs  er- 
warben ibni  bei  seinen  Lebzeiten  allgemeine  Achtung  an  der  Universität 
und  in  der  Stadt,  Diese  Achtung  galt  in  gleicher  Weise  Lobatschetskij 
dem  Rektor  wie  Lobat&chefskij  dem  Gehülfen  des  Kurators,  der  als  „Belisar*', 
^k  man  ilm  damals  nannte,  scu  den  Universitätsprüfungen  kam. 

Aber  die  Achtung  galt  dem  Menschen,  dem  Professor,  dem  Verwaltungs- 
manne,  sie  konnte  den  Mann  der  Wissenschaft  nicht  befriedigen,  der  sich 
bewusst  war,  „neue  Principien"  in  diese  eingeführt  zu  haben. 

«\  In  dieser  Beziehung  stiess  Lob at sehe fskij  bekanntlich  entweder  auf 
eichgültigkeit^)  oder  grobe  und  kränkende  Spöttereien,  von  denen  eine  3Ä 
Beortheilung,  die  sich  in  einer  der  Petersburger  Zeitschriften  beßndf^t,  voll 
isL^  Sogar  unter  den  Schülern  Lobatschefskijs  fand  sich  keiner,  der  dessen 
Ideen  bearbeitete  und  als  ihr  überzeugter  Verfcheidiger  auftrat.  Als  Trost 
konnte  ihm  einzig  der  Beifall  von  Gauss  dienen,  mit  dem  Lobatschefskij 
in  Briefwechsel  staufl,  und  vielleicht  noch  die  „Beispiele  aus  der  Geschichte", 
die  lehren,  dass  zu  hoch  über  ihren  Zeitgenossen  stehende  Männer  den  Lohn 
der  Anerkennung  und  des  Ruhms  erst  nach  ihrem  Tode  empfangen. 

Es  vergingen  auch  keine  vierzig  Jahre  nach  Lobatschefskijs  Tode,  als 
dieofflr  Lohn  nunmehr  auch  ihm  zu  Theil  wurde. 

Der  allerhöchste  Lohn  für  »'inen  Denker,  der  Lohn,  der  Lobatschefskij 
bei  seinen  Lebzeiten  versagt  blieb,  ist  die  Weiterentwickelung  seiner  Ideen, 
das  Arbeiten  in  der  Richtung,  die  er  der  Wissenschaft  gegeben  hat.  Ein 
solches  Arbeiten  findet  man  jetzt  nicht  bloss  im  Vaterlande  Lobatschefskijs, 
sondern  auch  in  allen  Kultorlündem  Europas:  in  England,  Frankreich, 
Deutschland,  Italien  und  in  dem  ebeu  aus  seinem  geistigen  Schlafe  er- 
wachenden Spanien,  ja  sogar  in  den  jungfräulichen  Wäldern  von  Texas, 

Diese  Arbeiten  b»ben  seit  IHQ6  begonnen,  wo  der  jetzt  verstorbene 
&anz5sische  Mathematiker  Hoöel,  dessrni  wir  heute  mit  Dankbarkeit  ge- 
denken  müssen,   eine   französische   Uebersetzung   der  deutsch   geschinebenen 

Ij  Der  Akademiker  W.  Ja.  Bunjakofakij  erwähnt  in  aeiner  Arbeit  „Die  Farallel- 
hnieu^^  die  1S53  gedruckt  ibt^  Lobatschefskijs  Unter  Buchungen  gar  nicht. 
2)  „Sohn  des  Vaterlandes."     18M. 
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Arbeit  Lobatschefskijs:  ,,Geome'trisciie  Untersucliungen  zur  Theorie  der 
ParallHllinien"  herausgab^),  lEdem  er  einen  Auszug  aus  dem  BriefwecWl 
zwischen  Gauss  und  Sehunmcher  beifügte.  Er  bat  überdies  der  Entwickelung 
der  Ideen  Lobatsehefskijs  auch  ein  eignes  selbständiges  Werk  gewidnit-t^j 
34  Im  Jahre   1^67   wiude  eine  AbbandJung  Riemanns  veröflfentlicbtj  die 

auf  die  Möglicbkeit  der  Geometrie  eines  sphärischen  Baumes  hinwies,  eiaer 
GeoTTK^triej  in  der  auch  das  Axiom  „zwei  gerade  Linien  können  keinen 
Raum  einschliessen"  nicht  gültig  ist.^)  Andrei-seits  stellte  der  italienische 
Mathematiker  Eugenio  Beltrarai  Untersuchungen  über  krumme  Ob«r- 
fliicbeii  an*),  bei  denen  er  sich  der  Principien  bediente,  die  Gauss  in  seiner 
berühmten  Abhandlung:  „Disiiuisitiones  genorah?s  circa  superficies  curvas** 
entwickelt  hatte,  und  er  wurde  so  zur  Behandlung  einer  besondern  Gattung 
von  Flächen  geführt.,  den  pseudo sphärischen,  wie  er  sie  nannte,  wobei  t*r 
atif  die  üebereiostimmung  der  Geometrie  dieser  Flächen  mit  der  Planinietrir 
Lobatschefükijs  hinwies.  Durch  Verbindimg  aUer  dieser  Untersuchung«» 
gelangte  man  so  zu  dem  Ergebniss,  dass  ein  überall  gleichaiiiger  mathf 
matiscber  Raum  von  drei  Dimensionen  (das  heisst  einer,  in  dem  die  Ife 
wegung  eines  festen,  unveränderlichen  Körpers  möglich  ist)  von  dreierld 
Ali  sein  kann.  An  die  eine  dieser  drei  Arten  knüpft  sieh  immer  fester 
und  fester  die  Beneunimg:  Lobatschefskijscher  Raum.  Die  beiden 
andern  heissen  der  Euklidisebe  und  der  Rie mannsehe  Raum,  Die  ana- 
lytische Theorie  dieser  Räume  untei'sebeidet  sie  nach  dem  Vorzeichen  einps 
gewissen  Ausdnieks,  der  der  Ki^fmunung  eigner  Fläche  analog  ist.  Für  den 
Euklidischen  Raum  ist  dieser  Ausdruck,  die  Krllmmung  des  Raums,  gleich 
Null,  für  den  Lobatsebefskij sehen  ist  er  negativ  und  für  den  Riemanns<'ben 
positiv.  *') 

Die  Erfoi-schung   der  Eigenschaften   der  Räume   im   allgemeinen  Sinne 


1)  fitüdes  gt^ometriquea  aar  la  theorie  des  paralleles,  suivies  d'un  extrail  dt* 
la  correspondance  de  Gauss  et  Schumacher.    Ti-adiul  de  TAllemand  par  J  Houel 

2)  Essai  critiqiie  sur  les  pnncipeB  fondainentaux  de  la  g^ouetrie  6l6in9ar 
taire,    1867,     S^conde  <5dition  1883. 

8)  Ueber  die  Hypotheaen^  welche  der  Geometrie  zu  Gnmde  liegen.  Eine  rusßisch* 
Uebersetzang  dieaer  Abhandlung^  von  D,  M.  Sinjtofj  befindet  sich  in  dem  Sammel- 
werke „Ueber  die  Grundlagen  der  Geometrie*',  das  von  der  physisch 'mathematiÄclieB 
Geeelh^chaft  an  der  Kais.  Universität  Kasan  zum  .Tubiläum  N.  J.  Lobutschsfskiji 
herausgegeben  worden  ist. 

A)  Saggio  di  una  rappreaenta^ione  della  geomeiria  non-euclidea  —  Teoriet 
degli  spazii  di  curvatura  costante. 

6)  [Man  vergleiche  hierzu  und  zu  dem  Folgenden  namentlich  die  gnippeo* 
theoretiscben  Arbeiten  von  Lie  über  die  Gründlagen  der  Geometrie,  .*,  Tbcom 
der  Transformationijgruppcn  Bd.  UI,  Leipzig  1893,] 


ist  nun  iler  Gt^goDStand  der  niehteuklidisclieii  Geometrie,  Als  ein  notli- 
wendiges  Hülfsmittel  erscheint  dabei  die  Vonsteliiiog,  dass  diese  Eäame  in 
einem  Räume  Ton  Tier  Bimensionea  entbalten  sind.  Deshalb  sehliesst  &ich 
die  Geometrie  der  mehifacb  aasgedehnt-en  Räume  an  die  nichteuklidische 
Geometrie  an  und  bildet  sozusagen  deren  Fortsetzung;  indem  sie  zahlreiche 
Fragen  der  Geometrie  ])eleuchfcet,  erscheint  sie  gegenwärtig  als  ein  un- 
entbehrliches Hülfsmittel  bei  der  Lösung  vieler  Aufgaben  der  Analysis.  ^) 
Ich  erwähne  zum  Beispit-l  die  merkwürdigen  Untersuchungen  von  Poincare 
ftber  die  Theorie  der  automoi*phen  Funktionen  und  den  Nutzen,  den 
Krön  eck  er  aus  der  Geometrie  mehrerer  Dimensionen  bei  der  Frage  über 
die  Trennung  der  Wun&ehi  von  Systemen  simultaner  Gleichungen  gezogen  bat. 

Der  G^'diinke  Lobatschefskijs  hat,  wie  das  bei  allen  genialen  Gedanken 
zu  geschehen  pflegt,  die  mannigfaltigsten  Fragen  hervorgenifen.  Einerseite 
stellt  er  die  Frage:  Ist  denn  „der  physische  Raum  unsrer  Eifahnmg^J 
wirklich  ein  Euklidischer  Raum,  wie  es  uns  erscbemt  und  wie  unsre  be-" 
grJlnzte  Erfahning  uns  zu  überreden  versucht?  New  comb,  Ball,  P  ei  reo 
und  andre  haben  sich  nach  dem  Yorgange  von  Lobatschefskij  mit  der 
Frage  beschiiftigt,  in  wie  weit  astronomische  Beobachtungen  uns  gestatteo^ 
die  Frage  über  die  Winkelsmnme  im  Dreieck  zu  erledigen,  und  indem  sie 
dem  von  Lobatschefskij  selbst  angegebenen  Wege  folgten,  sahen  sie  die 
Antwort  auf  diese  Frage  in  der  Bestimmung  der  Parallaxen  von  Fixsternen. 
Der  königlich  irische  Astronom  Ball,  ein  bekannter  Gelehi-ter,  sagt  über 
diese  Frage  Folgendes;  „Die  Astronomen  sind  oft  unangenehm  überrascht 
gewesen,  wenn  sie  als  Ergebniss  ihrer  Bemühungeu  eine  negative  Parallaxi 
erhielten,  Sehliesslit-h  ist  das  im  Allgemeinen  eine  Folge  der  imvermeid- 
liehen  Fehler  bei  solchen  mllhsaraen  Beobachtungen,  aber  man  darf  nicht 
unterla^^sen,  darauf  hinzuweisen,  dass,  wenn  der  Baum  wirklich  eine  Krümmung 
besässe,  die  negative  Parallaxe  sich  auch  aus  Beobaihtungen  von  mathe- 
matischer Genauigkeit  ergeben  würde."  Der  amerikanische  Gelehrte  C.  S.  P  e  i  r c  e 
geht  sogar  noeh  weiter  und  glaubt  auf  Grund  astronomischer  Beobachtungen 
bewiesen  zu  haben,  dass  unser  Raum  ein  Lobatschefskijscher  Raum  ist. 

Dagegen  kam  Zöllner  anf  Gnind  der  Erscheinung,  da.ss  der  Himmel 
dunkel  ist,  und  auf  Grand  von  rntersuehungen  über  die  gegenseitige  Ein- 
wirkung von  Massen,  die  in  den  Räumen  der  vei^sehiedenen  Arten  vertheilt 
sind,  zu  dem  Schlüsse,  dass  unser  Raum  zu  der  Klasse  der  Riemannschen 
Räume  gehört. 


1)  Eine  schöne  Daratellung  der  Untersuch angen  über  die  Grantl lagen  der 
Geometrie  und  über  die  Geometrie  TOn  mehreren  DimeuJ^ionen  findet  man  in  dem 
eben  eischieDeuea  imd  unarer  mathemalisch  ~  physi^^cben  Geäelläcbaft  gewidmeten 
rke  Frof,  Killingi:  |,BinfühtuQg  in  die  Grundlagen  der  Gcometrie'S 
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Viel^^  Gelehrte  balien  vei-sncbt,  Naturerscheinungen  durch  die  Annahme 
zu  erklüreo,  das:?  der  Raum  eine  Kj'mmnung  besitzt,  mdem  sie  einen  iUum 
von  grösserer  Dimeösionenzakl  zuliessen,^)  Am  weitesten  ist  in  dieser 
Richtung  der  begeisterte  Verehrer  Lobatschefskijs,  Clifford,  gegangen, 
indem  er  sieh  zu  der  Annahme  verstieg,  die  uns  sichtbaj-e  Bewegung  der 
Materie  sei  nichts  anderes  als  eine  Aendening  der  Krümmung  des  Raomai, 
Die  wichtigsten  Behauptungen  seiner  merkwürdigen  Hypothese  bestehen  in 
Folgendem: 

1)  Die  unendlich  kleinen  Theile  des  Baumes  sind  ihrer  Natur  nat'h 
analog  mit  Erbebungen  und  Vertiefungen  auf  einer  im  Allgemeinen  eheiift 
Fläche  5  die  gewöhnlichen  Gesetze  der  Geometrie  linden  bei  ihnen  nicht  statt. 

2)  Die  Eigen  seh  alten,  sich  zu  krümmen  und  sich  wieder  gerade  m 
biegen,  pflanzen  sich  unausgesetzt  von  einem  Theile  des  Baumes  zum  andern 
fort,  ähnlich  wie  eine  Welle. 

37  3)   In    dieser  Veränderung    der   Krümmung  des   Baumes  besteht  nim 

die  Erscheinung,  die  man  als  Bewegung  der  wagbaren  oder  der  ätherischen 
Materie  bezeichnet. 

4)  Jn  der  physischen  Welt  geht  nichts  weiter  vor  als  eine  Veränderung 
der  Kilimmuug  des  Raumes,  die  (vielleicht)  an  das  Gesetz  der  Stetigkeit 
gebunden  ist. 

Dies  die  kühnen  Spekulatienen  Cliilbrds.  Ob  etwa  derartige  Spekula- 
iionen  über  die  Eigenschaften  des  Raumes  wirklich  neue  Hypothesen  zur 
Erklärung  der  Erscheinungen  in  der  Welt  liefern  können,  das  wird  die 
Zukunft  :Beigeu.  Wie  Riemann^)  sagt,  ist  es  wichtig,  dass  die  Arbeit  an 
der  Erklärung  der  Erscheinungen,  die  in  uns  und  um  uns  vorgehen,  „nicht 
durch  die  Beschrätiktlieit  der  Begriffe  gehindert  und  der  Fortschritt  im 
Erkennen  des  Zuaanamenhanges  der  Dinge  nicht  durch  Überliefert«  Vor- 
urtheile  gehemmt  wird.'^ 

Ich  erwähne  übrigens  noch,  dass  Lobatschefskij ,  was  fftr  seine  philo* 
sophischen  Ansichten  sehr  charakteristisch  ist,  nicht  nur  niemals  von  Eigen* 
Schäften  des  Raumes  spricht,  sondern  sogar  behauptet,  dass  der  Raum  an 
und   für  sich,   abgesondert  gar   nicht  vorhanden  ist.     Es  scheint  demnach, 

1)  Mach^  Die  Geschichte  und  die  Wurzel  des  Satees  von  der  Erhaltung  der 
Arbeit  Pirag  1872.  „Warum  es  bia  jetzt  nicht  gelungen  ist,  eine  befriedigende 
Theorie  der  Elektr  icitRt  herzuBtellen ,  das  liegt  viel  leicht  mit  daran ,  daea  man 
sich  die  elektriscbeu  tracheiimogen  <lurchaua  durch  Molekularvorgänge  in  einem 
Kauiue  von  drei  Dimensionen  erklären  wollte,"  Mach  und  auch  Ürcsch  (Der 
Chemismus  im  Lichte  mehrdimensionaler  Rnum  an  Behauung.  Leipzig  1882)  haben 
die  Annahme  eines  Raumes  von  vier  Dimensionen  zur  Erklärung  chemischer  Er- 
gcheinimgeu  benutzt. 

2)  [Am  Schlüsse  seiner  Habilitationsrede.    Ges.  Werke,  1.  Aufl.,  S,  S6S.] 
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dass  Lobatschefskij  die  Theorien  über  die  Eigenschaften  des  Baumes  nicht 
gebilligt  haben  würde,  er  würde  vielmehr,  scheint  es,  die  Weiterentwickelung 
seiner  Ansichten  und  Gedanken  in  der  Stellung  der  Frage  über  die  nicht- 
euklidische  Geometrie  erblickt  haben,  die  wir  bei  Cajlej  und  F.  Klein*) 
finden.  Bei  diesen  Mathematikern  wird  die  etwas  metaphysische  Frage 
nach  den  Eigenschaften  des  Raumes  durch  die  Frage  nach  dem  Verfahren 
zur  Ausmessung  von  Abständen  ersetzt.  Um  einen  Begriff  von  ihrem  Ge- 
danken zu  geben,  wollen  wir  uns  vorstellen,  dass  wir  auf  der  geraden  Linie 
ABCDEFG  .  .  .  Abstände  messen,  die  absolut  genommen  folgende  Werthe 
haben: 

AB=l  Werst*),     BC=  y  Werst,     CD  =  \  Werst,     BE  =  ^  Werst, . . . , 

wir  messen  sie  aber  mit  einem  Massstabe,  der  sich  (zum  Beispiel  vermöge 
schneller  Temperaturveränderung)  verkürzt  und  zwar  beim  Uebergang  von  S8 
AB  za  BC  auf  die  Hälfte,  beim  Uebergang  von  BC  zu  CD  nochmals  auf 
die  Hälfte,  und  so  weiter.  Dann  wird  es  uns  so  erscheinen,  als  ob  alle 
Abschnitte  unserm  Massstabe  gleich  wären,  also  gleich  einer  Werst  und 
ein  Abstand  von  zwei  Werst,  der  der  Summe  der  unendlichen  geometrischen 
Beihe 

gleich  ist,  wird  subjektiv  gleich  einer  unendlich  grossen  Zahl  von  Werst 
sein;  das  Ende  dieses  Abstandes  wird  bei  unserm  Mess verfahren  niemals 
erreicht  werden  können.  Ein  um  den  Punkt  A  mit  einem  Halbmesser 
von  zwei  Werst  beschriebener  Kreis  wird  der  Gränzkreis  der  Lobatschefskij- 
schen  Geometrie  sein.  Das  System  der  Beziehungen  zwischen  Abständen 
und  Winkeln  wird,  wie  Cayley  und  Klein  gezeigt  haben,  mit  dem  Systeme 
zusammenfallen,  das  die  Lobatscheftskijsche  Geometrie  bildet. 

Aber  welche  Stellung  der  Frage  wir  auch  vorziehen  mögen,  die  Fragen, 
die  unser  unsterblicher  Geometer  auf  die  Tagesordnung  gebracht  hat,  be- 
schränken sich  augenscheinlich  nicht  bloss  auf  das  Gebiet  der  Geometrie. 
An  ihrer  Lösung  muss  auch  die  Physiologie  der  Sinnesorgane  (vorzugsweise 
des  Gesichts  und  des  Gefühls)  theilnehmen  und  ebenso  der  Zweig  der 
Philosophie,  den  man  als  Erkenntnisstheorie  bezeichnet.  Von  ihrer  Lösung 
sind  unsre  Ansichten  über  die  allgemeine  Naturphilosophie  abhängig. 

Hierin  zeigt  sich  nun  die  Grösse  der  Ideen  Lobatschefskijs.  Je  stärker 
der  Schlag  ist,  den  ein  schwerer  Körper  bei  seinem  Fall  auf  ein  stehendes 


1)  F.  Klein,  Ueber  nicht  euklidische  Geometrie.    (Math.  Ann.  Bd.  IV  und  VI.) 
A  Cayley.    Address  as  President  of  British  Association  at  Souihport  1883. 

2)  [1067  m.] 
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Gewässer  ausübt,  tun  so  weiter  dehnt  sich  die  Bewegung  der  Wellen  aus, 
um  so  mehr  Stellen  werden  davon  ergriffen.  Je  genialer  ein  Gedanke,  um 
so  grosser  das  Gebiet  wissenschaftlichen  Denkens,  das  seinem  Einflüsse 
unterworfen  wird.  Darin,  dass  Lobatschefskijs  Ideen  von  jetzt  an  nicht 
nur  das  Interesse  der  Mathematiker,  sondern  auch  das  der  Physiker,  Astro- 
nomen, Physiologen  und  Philosophen  immer  mehr  auf  sich  ziehen  werden, 
besteht  eben  der  erste  Lohn  für  unsem  Geometer  und  Denker. 

Als  zweiter  Lohn  für  Lobatschefskij  erscheint  die  allgemeine  Verehrung 
seines  Namens;  Zeugniss  für  diese  Verehrung  legen  ab  die  zahlreiche  Zu- 
hörerschaft, die  sich  versammelt  hat,  um  sein  Andenken  zu  ehren,  die  Be- 

39  grüssungen,  die  wir  vor  Kurzem  gehört  haben,  und  die  Theilnahme,  mit 
der  der  Aufruf  der  physisch-mathematischen  Gesellschaft  zur  Bildung  einer 
Stiftung  auf  den  Namen  Lobatschefskijs  aufgenommen  worden  ist.  Bei- 
träge sind  fast  aus  allen  Gegenden  Europas  eingegangen;  betheiligt  haben 
sich  daran  das  ferne  Amerika  ebenso  wie  eine  der  ersten  gelehrten  An- 
stalten der  Welt  —  die  Königliche  Gesellschaft  zu  London,  und  wie  die 
Realschule  einer  kleinen  deutschen  Stadt.  Auf  unsem  Aufruf  haben  nicht 
nur  Mathematiker  geantwortet,  sondern  auch  Philosophen. 

Dank  allen  diesen  Beiträgen  wird  die  Stiftung  auf  den  Namen  Lobat- 
schefskijs ins  Leben  treten  und  wird,  durch  Unterstützung  und  Ermuthigong 
junger  Mathematiker,  zur  Entwicklung  der  geliebten  Wissenschaft  Lobat- 
schefskijs beitragen. 

Aber  Russlands  gebildeten  Ständen  und  vor  allen  Dingen  den  ge- 
bildeten Ständen  dieser  Stadt,  in  der  Lobatschefskij  erzogen  ist,  gelehrt, 
gedacht  und  gewirkt  hat,  liegt  noch  eine  andere  Pflicht  ob. 

Ein  Denkmal  Lobatschefskijs  gegenüber  dem  Gebäude  seiner  geliebteu 
Universität  ist  kein  zu  weit  getriebener  Dank  für  den  Mann,  dessen  ganzes 
Leben  der  Aufklärung  seiner  heimathlichen  Gegend  gewidmet  war,  für  den 
grossen  Denker,  der  für  den  wissenschaftlichen  Ruhm  Russlands  und  der 
Universität  Kasan  so  viel  gethan  hat. 

Möge  dieses  Denkmal  zukünftige  Geschlechter  von  Lehrenden  und 
Lernenden  der  Universität  Kasan  an  die  erhabene  Gestalt  des  Professors 
erinnern,  der  sein  ganzes  Leben  in  den  Dienst  seiner  heimathlichen  Uni- 
versität gestellt  hat,  an  den  Professor,  der  es  als  Ziel  der  Universität  hin- 
stellte, nicht  nur  den  Verstand  durch  Kenntnisse  aufzuklären,  sondern  auch 
zur  Tugend  anzuleiten,  Liebe  zum  Ruhm  einzuflössen,  Gefühl  für  Edelmuth, 
Recht  und  Ehre,  für  diese  unberührte  Redlichkeit,  die  auch  gegenüber  ver- 
führerischen Beispielen  des  Missbrauchs,  die  der  Strafe  unerreichbar  sind, 
Stand  zu  halten  vermag. 

40  Möge  dieses  Bild  des  genialen  und  mächtigen  Denkers,  der  über  einen 
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ler    wichtigsten   Zweige    des   menschlichen   Wissens   neues  Licht  verbreitet 
jind  ^eue  Principien^'  darin  eingeführt  hat,  ganz  Rassland  verkündigen: 

„Auf  der  Bahn  des  Verstandes  giebt  es  kein  Zurückweichen." 


ZUSÄTZE  DES  VERFASSERS.  0 

S.  220,  Z.  4  V.  u.  „aber  es  ist  wohl  unzweifelhaft,  dass  Lobatschefskij 
schon  vor  dem  Jahre  1823  begonnen  hat,  sich  mit  der  Geometrie  zu  be- 
schäftigen." 

Diese  Annahme  ist  jetzt  zur  Gewissheit  geworden,  denn  nach  dem 
Erscheinen  der  russischen  Ausgabe  meiner  Rede  eriiielt  ich  ein  altes 
Kollegienheft  mit  einer  Nachschrift  der  Vorlesungen,  die  Lobatschefskij 
während  der  Jahre  1815  und  16  an  der  Universität  Kasan  gehalten  hat. 
In  diesem  Hefte  befinden  sich  drei  kurze  Darstellungen  einer  systematischen 
Bearbeitung  der  Parallelentheorie  und  in  jeder  dieser  Darstellungen  ist  eine 
andere  Auffassung  der  Parallelentheorie  enthalten. 

Nach  dem  Vorgange  von  L.  Sohnckein  Ersch  und  Grubers  ,-,  Allgemeiner 
Encyclopädie  der  Wissenschaften  und  Künste"  kann  man  die  Versuche,  die 
zur  Vervollständigung  der  Parallelentheorie  gemacht  worden  sind,  in  drei 
Klassen  eintheilen. 

In  die  erste  Klasse  gehören  die  Versuche,  bei  denen  eine  neue,  von 
der  Euklidischen  abweichende,  Erklärung  der  Parallellinien  zu  Grunde  ge- 
legt wird.  Man  erklärt  die  Parallellinien  entweder  als  solche,  die  in  allen 
Punkten  gleich  weit  von  einander  abstehen,  oder  als  solche,  die  ein  und 
dieselbe  Richtung  haben.  Lobatschefskij  schliesst  sich  in  dem  ersten  Vor- 
lesungshefte der  letzteren  Auffassung  an,  die  später  von  C.  F.  A.  Jacob i 
in  seiner  Dissertation:  „De  undecimo  Euclidis  axiomate  iudicium.  Jena 
1824"  sehr  ausführlich  entwickelt  worden  ist.  Vor  dem  Jahre  1815  findet 
sich  diese  Auffassung  nur  in  einem  holländischen  Werke  von  S winden: 
„Grondbeginsels  der  Meetkunde.     Amsterdam  1790." 

Die  zweite  Klasse  der  Beweis  versuche  führt  ünendlichkeitsbetrachtungen 
ein  und  benutzt  unendlich  grosse  Theile  der  Ebene.  Ihr  erster  Vertreter 
ist  Bertrand  de  Geneve  in  seinem  Buche:  „Developpement  nouveau  de  la 
partie    elementaire    des    mathematiques.      1778."      Auch    Legendre    hat 

Betrachtungsweise  vielfach  benutzt.    Der  damit  verwandte  Beweis,  den 


1)  Der  Verfasser  hat  diese  Zusätze  eigens  für  die  vorliegende  deutsche  Ueber- 
selzQDg  geschrieben. 
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Lobatschefskij  in  dem  zweiten  Yorlesungsfaefte  giebt,  hat  besonders  mit  deici 
Beweise  grosse  Aebnlichkeit,  den  Grelle  in  dem  Schriftchen:  „U eher  Parallelen- 
theorien  und  das  System  der  Geometrie."  Berlin  1816,  gegeben  hat.    Später 
hat    Grelle    seinen   Beweis    in    der   Abhandlung:    „Theorie    der   Parallelen 
Grellesches  Journal  Bd.  11"  wieder  abgedruckt. 

Am  anziehendsten  ist  aber  das  dritte  Heft.  Dieses  enthält  eben 
Beweis  des  Satzes,  dass  die  Winkelsunune  im  Dreieck  gleich  zwei  Bechten 
ist.  Der  Beweis  schliesst  sich  am  nächsten  denen  von  Legendre  an  und 
zeigt,  dass  sich  Lobatschefskij  sehr  eingehend  mit  den  Arbeiten  Legendres 
über  diesen  Gegenstand  beschäftigt  hat.  Zunächst  beweist  Lobatschefsky, 
dass  die  Winkelsumme  zwei  Rechte  nicht  übersteigen  kann;  sodann  zeigt 
er,  dass  die  Winkelsumme  in  jedem  Dreiecke  gleich  zwei  Bechten  ist,  so- 
bald sie  nur  in  einem  einzigen  diesen  Werth  hat.  Es  handelt  sich  also 
noch  darum,  ein  Dreieck  zu  finden,  dessen  Winkelsumme  gleich  zwei  Rechten 
ist.     Lobatschefskij    glaubt   beweisen   zu   können,    dass  ein  rechtwinkliges 

Dreieck,  in  dem  einer  der  spitzen  Winkel  gleich  —  ist,  eine  Winkelsumme 

von  zwei  Rechten  besitzt;  man  kann  aber  gegen  seinen  Beweis  dieselben 
Einwürfe  machen  wie  gegen  den  von  Legendre.  In  historischer  Beziehung 
ist  Lobatschefskijs  Beweis  deswegen  merkwürdig,  weil  sich  darin  schon 
mehrere  Sätze  über  Defekte  finden.  Zum  Beispiel  wird  bei  dem  Beweise  der 
Satz  benutzt,  dass  die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks,  das  in  einem  andern 
enthalten  ist,  aber  mit  diesem  einen  Winkel  und  eine  Seite  gemein  hat,  grösser 
als  die  Summe  der  Winkel  des  grösseren  Dreiecks  sein  muss.  Sätze  dieser 
Art  gehören  schon  dem  Gebiete  der  nichteuklidischen  Geometrie  an.^) 

Zu  S.  224,  Z.  1  V.  u.  „Ueber  die  Konvergenz  der  unendlichen  Reihen. 
[Kasan  1841.]"^ 

Das  von  Lobatschefskij  angegebene  Verfahren,  um  über  die  Konvergenz 
unendlicher  Reihen  zu  entscheiden,  beruht  auf  den  folgenden  Betrachtungen: 

Ist  eine  unendliche  Reihe: 

1  =  00 

2'^(*)  =  ^(0+/-(2)  + •••  +  /•(«)  +  ■•• 

»  =  30 

gegeben,  so  kann  man  sich  auf  den  Fall  beschränken,  dass  alle  f(i)  <  1 
sind,  und  kann  dann  die  einzelnen  Glieder  in  Ausdrücke  von  der  Form: 


1)  [Tm  HaTizen  hat  also  Lobatschefskij  in  den  Jahren  1816—16  noch  ungefiihr 
auf  demselben  Standpunkte  gestanden,  wie  Saccheri  und  Lambert.  Diese 
Thatsache  spricht  nicht  gerade  für  die  Annahme,  dass  Gauss  durch  die  Ver- 
mittelung  von  Bartels  Lobatschefskij  beeinflusst  haben  sollte.] 

2)  Vgl.  hierzu  und  zu  dem  folgenden  Zusätze  die  Note  Wassiljefs  in  dem 
Bulletin  of  tbe  New  York  mathematical  society.     Bd.  in,  1894,  S.  281—236. 
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Tenrandeln,  wo  jedes  X  einen  der  beiden  Wertbe  0,  1  besitzt.     Gelingt  es 
nuiii  f&r  jedes  k  eine  Zahl  (ik  so  zu  bestimmen,  dass 

/•W^2-*,      /•(,»»  + 1)<  2-», 

80  können  höchstens  ft*  verschiedene  Glieder  den  Bruch  2""*  in  ihrer  Ent- 
wickelung  enthalten  und  in  der  Summe  der  Reihe  kann  2""*  keinen  Koef- 
ficienten  haben,  der  grösser  ist  als  fi^.  Demnach  kann  die  Sunmie  der 
Beihe  den  Werth: 

nicht  übersteigen. 

Die  Schwierigkeit  dieses  Verfahrens  liegt  in  der  Bestimmung  der 
Zahl  fn. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  Lobatschefskij  sein  Verfahren  zur  Be- 
stimmung einer  oberen  Gränze  für  die  gegebene  Reihe  auch  auf  die  ein- 
fache Exponentialreihe 

I  s=  00      . 

anwendet,  um  die  Funktionalgleichung: 

/■(^)/"(y)  =  r(*  +  y) 

ZU  beweisen.  Wie  es  scheint,  hat  er  das  aus  denselben  Gründen  gethan, 
die  später  die  Mathematiker  veranlasst  haben,  zwischen  gleichmässiger  und 
ungleichmässiger  Konvergenz  zu  unterscheiden. 

Zu  S.  225,  Z.  17  V.  u.  „Die  Integrale  müssen  immer  derart  in  Inter- 
valle zerlegt  werden  u.  s.  w." 

Diese  Worte  zeigen,  dass  Lobatschefskij  seinen  Zeitgenossen  auch  in 
der  Frage  über  die  Grundlagen  der  Infinitesimalrechnung  voraus  war.  Mit 
noch  grösserer  Schärfe  hat  er  seine  Ansichten  in  der  Abhandlung:  „Ueber 
das  Verschwinden  der  trigonometrischen  Reihen"  ausgesprochen.  Er  giebt 
darin  die  Definition  des  Differentialquotienten  in  folgender  Form: 

„Es  bezeichne  FQc)  eine  Funktion,  die  sich  mit  x  ändert  und  von  einem 
bestimmten  Werthe  von  x  bis  zu  x  =  a  zunimmt.     Wir  theilen  a  —  05  in 

i  gleiche  Theile  und  bezeichnen  — - —    mit  h.     Femer  seien  die  Werthe 

F(x),  F(x  +  ä),  .  . .,  F(a)  bekannt  für  jeden  noch  so  kleinen  Werth  von  Ä, 
das  ja  mit  zunehmendem  i  unbeschränkt  abnimmt.     Der  Quotient 

Abb.  Bur  Oeich.  der  Mathem.  VII.  16 
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F{x  +  ^)  —  Fix) 
h 

wird   sich   mit  h  verftndern.     Für  i'  >  i  sei  nun    — z, —  gleich  h\    Wenn 
dann  die  Differenz 

F(x  +  ^)  —  F(x)  __  F(x  +  h')  —  F{x)  _ 

h  W  ~  *' 

oder,  was  dasselbe  ist,  der  Ausdrack: 

W F(x  +  h)-hF(x  +  h')  +  (^  —  h')F{x)  _ 

für  jeden  Werth  von  x  mit  h  abnimmt  und  beliebig  klein  gemacht  werden 
kann,   so  soll  die  Funktion  eine  ununterbrochene  Funktion  heissen.     Der 

Quotient 

F^^x  +  ^)  —  F(x) 
h 

hat  in  diesem  Falle  eine  Gränze  und  diese  Gränze  ist 

dx 


NACHWOKT  DES  ÜBERSETZERS. 

Durch  die  vorstehende  Uebersetzung  der  Wassiljef  sehen  Rede  möchte 
ich  dazu  beitragen,  dass  Lobatschefskij  auch  in  den  Kreisen  der  deutschen 
Mathematiker  etwas  mehr  als  dem  Namen  nach  bekannt  werde.  Die  Rede 
ist  wörtlich  übersetzt,  nur  in  der  Anmerkung  2  auf  S.  213  habe  ich  mir 
erlaubt,  den  Text  des  Verfassers  etwas  zu  ändern  und  die  Angaben  über 
Lamberts  Theorie  der  Parallellinien  zu  berichtigen.^)  Ich  bin  wohl  auch 
an  andern  Stellen  nicht  immer  ganz  derselben  Ansicht,  wie  der  Verfasser, 
aber  ich  hal)e  es  nicht  für  nöthig  gehalten,  etwaige  Meinungsverschieden- 
heiten, die  nur  Kleinigkeiten  betreffen,  zum  Ausdrucke  zu  bringen.  Die 
wenigen   Zusätze,    die    ich    gemacht   habe,    sind   in   eckige   Klanunem  ein- 

1)  Die  Abhandlungen  Saccheris  und  Lamberts  findet  man  in  dem  Ton 
Stäckel  und  mir  bearbeiteten  Buche:  „Die  Parallelentheorie  von  Euklid  bis  GausE, 
eine  Urkundensaoimlung  zur  Vorgeschichte  der  nichteuklidischen  Geometrie, 
Leipzig  1896  bei  Teubner."  Dort  sind  auch  ausführliche  geschichtliche  Mitthei- 
lungen über  die  Parallelentheorie  überhaupt  gemacht.  Insbesondere  sind  zwei 
bisher  unbekannte  Aeusserungen  von  Gauss  über  die  Parallelentheorie  mitgetheilt, 
und  ausserdem  kommen  Schweikart  und  Taurinus  (vgl.  S.  214,  Anm.)  hier  zum 
ersten  Male  zu  ihrem  Rechte. 
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geschlossen.  Ausserdem  habe  ich  die  Seitenzahlen  des  Originals  beigefügt, 
was  eigentlich  bei  jeder  üebersetzung  geschehen  sollte. 

Ich  habe  die  Wassiljefsche  Rede  nach  dem  Original  übersetzt,  obwohl 
bereits  eine  englische  üebersetzung  von  G.  B.  Halsted  (Austin,  Texas  1894) 
vorlag;  es  schien  mir  aber  für  einen  Deutschen  nicht  passend,  eine  russisch« 
Schrift  nach  einer  englischen  üebersetzung  zu  übertragen.  Selbstverständ- 
lich habe  ich  aber  die  Halstedsche  üebersetzung  überall  verglichen  und 
bekenne  gern,  dass  sie  mir  an  manchen  Stellen  gute  Dienste  geleistet  hat. 

Zu  besonderem  Dan'ke  verpflichtet  bin  ich  meinem  Leipziger  Freunde 
und  Kollegen  Professor  W.  Wollner,  der  mir  über  verschiedene  sprachliche 
und  sachliche  Fragen  Klarheit  verschafft  hat. 

Es  scheint  mir  angemessen,  die  Mittheilungen,  die  in  der  Bede  über 
das  Leben  Lobatschefskijs  gemacht  sind,  in  einigen  Punkten  zu  vervoll- 
ständigen, denn  die  Bede  ist  ja  keine  Lebensbeschreibung  Lobatschefskijs, 
sondern  eine  Würdigung  seiner  Leistungen. 

Nikolaj  Iwanowitsch  Lobatschefskij  ist  am  22.  Oktober  (2.  Nov.)  1793 
im  Gouvernement  Nishnij- Nowgorod  geboren.  Sein  Vater,  ein  Architekt, 
starb  1797  und  hinterliess  seine  Frau  mit  zwei  kleinen  SOhnen  in  sehr 
bescheidenen  Verhältnissen.  Die  Wittwe  zog  nach  Kasan,  und  es  gelang  ihr, 
ihre  Söhne  auf  dem  dortigen  Gymnasium  auf  Staatskosten  unterzubringen. 
Die  weitem  Lebensumstände  Lobatschefskijs  sind  in  der  Bede  Wassi^efs 
mitgetheilt.  Es  ist  nur  noch  zu  bemerken,  dass  Lobatschefskij  von  1810 
bis  1846  als  Professor  thätig  war  und  in  dem  letztgenannten  Jahre  zum 
Gehülfen  des  Kurators  des  Lehrbezirks  Kasan  ernannt  wurde;  femer  dass 
er  gegen  Ende  seines  Lebens  das  Augenlicht  verlor,  aber  auch  blind  immer 
noch  seine  wissenschaftlichen  Arbeiten  fortsetzte.  Sein  letzte«  Werk  „l^tJi' 
geometrie"  diktirte  er  seinen  Schülern.    Er  starb  am  12.  (24.)  Februar  1866. 

Die  geometrischen  Werke  Lobatschefskijs  sind  von  der  Kaiserlichen 
Universität  Kasan  in  zwei  Bänden  neu  herausgegeben  worden.  Der  erste 
(bereits  vergriffene»  Band:  „Vollständige  Sammlung  der  geometrischen 
Arbeiten  X.  J.  Lobatschefskijs"  ist  in  Kasan  1883  erschienen  und  enthält 
die  mssiseh  geschriebenen  Arbeiten.     Es  sind  das  folgende: 

1;  Ueber  die  Anfangsgründe  der  Geometrie.  S.  1 — 70.  (Kasaner 
Bot^  Ih-yj.)  Diese  Abhandlung  bt  ein  Aaszug  aus  der  auf  8.  221  er- 
wähnten, angedruckten  Arbeit  vom  Jahre  1826:  „Exposition  succinc-te  de 
la  g^yOif^jie  ave*;  one  demonstration  rigourease  du  theoreme  de<>  parallele*)." 
L^idffr   ^:h*flax  da%  Manuvrript  der  ^^>osition  soccincte'*  verloren  zu  «»ein. 

2f  Jnj^ipnJkn  Geometrie.  8.  71—120.  (Gelehrte  Schriftni  der  Kaii. 
Unir^fr^ität  Ka«an  1835.) 

3;  Ai>w4»dxug  der  iniaginärraGconietrieaiif  einige  Integral  8.121—218. 
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4)  Neue  Anfangsgründe  der  Geometrie  mit  einer  vollstündigen  Th©(>rifl 
dm  Farallelen.    S.  219  -486.    (Gelehrte  Bdiriften  u.  s.  w.   1835—38.) 

5)  PangeometHe    S.  487—550,    (Gelehrt«  Schriften  1836.) 

Der  zweite  Band  (Kasan  1886)  enthalt  die  in  deutscher  und  in  frwi- 
:e5gtscber  Sprache  geschnehenen  Arbeiten,  sowie  ein  Bild  Lobatsebeffikys, 
Mau  Endet  darin  Folgendest 

6)  Geometrische  ünterstic hangen  fur  Theorie  der  Par^UeUimeiL 
ß.   553—578.    (Berlin   1840.     In  der  Pinkf^^chen  Bnchhandlung.) 

7)  Geometrie  imaginaire.  S.  581— 613.  (Cnellesches  Journal  Bd.  17,  1837,) 
6)  Pangeometrie,    ou    pricis    de    geom^trie    fondae    sur    une    thiorit 

g^nemle  et  rigoui^euse  des  paralleles.    8,  618—680-    (Kasan  1855.) 

Nr,  7  ist  eine  Bearbeitiing,  theilweise  eine  Uebersetznng  von  Nr.  2. 
Nr.  8  ißt  eine  Uebersetzung  von  Nn  5.  UebersetEUHgeK  von  Nr,  4  giebt 
es  meines  Wissens  leider  bis  jet^st  mcht|  sie  wiren  aber  h5chst  erw anseht 

Ich  füge  noch  einige  wenige  Bemerkungen  bei, 

S,  sog,  Z.  1&  V.  o.  Die  Lap!acesche  Aeusserung  hmog  eich  wohl  nicht  aof 
Bartels,  Bondern  auf  Pf  äff. 

S.  212,  Z.  2,  1  V.  u.  Diese  Scbrifl  ist  nicht  tob  Legend re,  äondem  jm 
Adolf  Kircher,  n.  Stäckel  u.  Engel,  Theorie  der  Parallemni«n  a  SOi. 

B.  213^  Z.  4  V,  0.  Dag  tod  StB.ckel  aufgeatellte  Veneichniss  weist  fSr  ih 
Jahre  1813 — 1827  nicht  weniger  als  C7  Schriften  und  Abhandlungen  über  die 
Parallelentheorie  nach  (a.  a.  0.,  S.  305—310). 

S.  219,  Z.  9  V.  u.  Ueber  Magnizkij  vergleiche  man:  Alfred  Rambaud, 
Histoire  de  la  Russie.  S^e  ed.  Paris  1884.  —  chap.  XXXV,  p.  G24 — 625  und: 
(.1.  Eckardt)  Aus  der  Petersburger  Gesellschaft.  5.  Aufl.  Leipzig  1880.  — 
X.  Unsere  Unterrichtsmiuister.     S.  257. 

S.  233,  Z.  5  V.  u.  Hier  hätte  Baltzer  erwähnt  werden  sollen,  durch  den  Hoüel 
erst  auf  Lobatschefskij  und  Bolyai  aufmerksam  gemacht  worden  war  (a.  a.  C, 
S.  239). 

S.  235,  Z.  9—5  V.  u.  Zöllner  hat  das  doch  wohl  nur  als  eine  Möglichkeit 
hingestellt. 


Leipzig,  im  Juli   189o. 


Friedrich  Engel. 
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